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êàôåäðà Òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

1. (È.À.Øåéïàê) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíî: a0 = 0,∫ an
an−1

(1 + | sinx|) dx = n2 (n = 1, 2, . . .). Íàéäèòå limn→∞ an/n
3.

2. (Ä.Â. Ãîðÿøèí) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà íà [0; +∞), è èíòåãðàë
+∞∫
0

f(x) dx ñõîäèòñÿ. Ìîæåò ëè ñõîäèòüñÿ èíòåãðàë

+∞∫
0

g(x) dx, ãäå g(x) =
f(x)

+∞∫
x

f(t) dt

?

3. (Ï.À.Áîðîäèí) Äëÿ íåïðåðûâíîé íà êâàäðàòå [0, 1]2 ôóíêöèè f åå êðåñò-ïðèáëèæåíèå
ñ óçëîì (a, b) ïðè f(a, b) 6= 0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê CA(f ; a, b)(x, y) = f(x, y) −
f(a, y)f(x, b)/f(a, b). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, òî çà íå
áîëåå ÷åì n + 1 ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðåñò-ïðèáëèæåíèé ïîëó÷èòñÿ òîæ-
äåñòâåííûé íóëü.

4. (Â.Â. Ðûæèêîâ) Ïóñòü Φ : R→ R � áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ìåðó Ëåáåãà µ,
A � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

µ

(
N⋃

n=1

Φn(A)

)
= o(N), N →∞,

òî äëÿ ïî÷òè âñÿêîé òî÷êè x ∈ A íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî Φn(x) ∈ A.

5. (J.W.Alexander) Ïóñòü P (z) � êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, P (0) = 0, ïðè÷åì
êàæäûé èç îñòàëüíûõ n− 1 åãî êîðíåé èìååò ìîäóëü áîëüøå n. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðà-
æåíèå z → P (z) èíúåêòèâíî à) íà îêðóæíîñòè {z : |z| = 1}; á) â êðóãå {z : |z| 6 1}.


