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êàôåäðà Òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

1. (Ï.À.Áîðîäèí) Âòîðîêóðñíèê Èãîðü è ïåðâîêóðñíèöà Àíÿ èãðàþò â òàêóþ èãðó:
âíà÷àëå Èãîðü âûðåçàåò èç îòðåçêà [0, 1] èíòåðâàë äëèíû 1/2, çàòåì èç îñòàâøèõñÿ äâóõ
îòðåçêîâ Àíÿ âûðåçàåò èíòåðâàë äëèíû 1/4, çàòåì èç îñòàâøèõñÿ òðåõ îòðåçêîâ Èãîðü
âûðåçàåò èíòåðâàë äëèíû 1/8, è ò.ä. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò âûðåçàòü ñâîé
î÷åðåäíîé èíòåðâàë. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2. (Â.Ê.Áåëîøàïêà) Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R2 → R2 èìååò âèä f(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),
ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû âèäà c(a(x)+ b(y)) (a, b, c � ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé).
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÿêîáèàí (îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ)
îòîáðàæåíèÿ f â êàæäîé òî÷êå ðàâåí 1, òî f � èíúåêöèÿ.

3. (Ï.À.Áîðîäèí) Ïóñòü f(x) � ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé ñ
åäèíñòâåííûì ìèíèìóìîì â íóëå, è äëÿ âñÿêîãî a ñóììà f(x) + f(x − a) äîñòèãàåò
ìèíèìóìà â òî÷êå, â êîòîðîé f(x) = f(x− a). Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f ÷åòíàÿ?

4. (Â.Â.Ðûæèêîâ) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : [0, 1]→ [0, 1] îáëàäàåò ñâîéñòâîì
∫ 1

0

fn(t) dt = a > 0, n = 1, 2, . . . .

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå äâà ðàçëè÷íûõ íîìåðà j è k, ÷òî
∫ 1

0

fj(t)fk(t) dt > (1− ε)a2.

5. (Ô.À.Èâëåâ) Ïóñòü f : [1,∞) → [1,∞) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì ôóíêöèÿ
f(x)/x íå îãðàíè÷åíà íà [1,∞). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1 < a2 <
. . . ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñâîéñòâàìè
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