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êàôåäðà Òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

1. Îïèñàòü âñå ôóíêöèè f : R→ R, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
f(x) > f(y) cos(x− y) âåðíî ïðè ëþáûõ x, y ∈ R.
2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1 > a2 > . . . , b1 > b2 > . . . ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë, ÷òî

∑
an =∞,

∑
bn =∞,

∑
min{an, bn} <∞ ?

3. Äëÿ êàæäîãî θ ∈ [0; 1] è n ∈ N îïèñàòü âñå òàêèå n ðàç äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f : R→ R,
÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x è x0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) =
n−1∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k +
f (n)(x0 + θ(x− x0))

n!
(x− x0)n.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå x(p, q) êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 + px+ q = 0 äàæå ëîêàëüíî íå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå x(p, q) = f(g(p)+h(q)), ãäå f , g, h � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûå íà âñåé ïðÿìîé.
5. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1], îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû è ïðèíèìàþùàÿ
êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå êîíòèíóóì ðàç?
6. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R → R, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ f (n)(0) = 0, f (n)(x) > 0 ïðè x 6= 0 ?
7. Ïóñòü èçìåðèìûå ìíîæåñòâà En ⊂ [0; 1] òàêîâû, ÷òî µ(En) > δ > 0 äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . . .

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an > 0 ðÿä
∞∑
n=1

anIEn(x)

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà [0; 1], òî ðÿä
∑
an ñõîäèòñÿ (çäåñü IEn îáîçíà÷àåò èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ

ìíîæåñòâà En).
8. Íàçîâåì ìíîæåñòâî A íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 óíèâåðñàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà E ⊂ S2 íàéäåòñÿ òàêîé ïîâîðîò α ñôåðû, ÷òî α(E) ⊂ A. Ñóùåñòâóåò ëè óíèâåðñàëüíîå
ìíîæåñòâî ìåðû íóëü?
9. Ïóñòü P (z) = zn + an−1z

n−1 + . . .+ a0 � ìíîãî÷ëåí êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Äîêàçàòü, ÷òî
äëèíà åãî ëåìíèñêàòû L = {z : |P (z)| = 1} à) íå ïðåâîñõîäèò 4πn2; á)∗ íå ïðåâîñõîäèò 4πn. â)∗∗
Íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìóìà äëèí ëåìíèñêàò òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.


