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1 ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ïóñòü X ×Y ≑ {(x,y) | x ∈ X ,y ∈Y} îáîçíà÷àåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ, R+ ≑
{x∈R | x⩾ 0} ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (X ,ρ) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè X
ìíîæåñòâî è çàäàíà ôóíêöèÿ ρ : X ×X → R+, íàçûâàåìàÿ ìåòðèêîé, äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

a) ñèììåòðè÷íîñòü: ρ(x,y) = ρ(y,x) ïðè âñåõ x,y ∈ X ;
b) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: ρ(x,y)⩽ ρ(x,z)+ρ(z,y) ïðè âñåõ x,y,z ∈ X ;
c) íåâûðîæäåííîñòü: ρ(x,y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y.

Ïóñòü {xn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X ,ρ).
Îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ xn → x ê x ∈ X , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

÷èñëî N ∈ N, ò.÷. ρ(x,xn) < ε ïðè âñåõ n ⩾ N . Îíà íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

(èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîø�è), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N ∈ N, ò.÷.
ρ(xn,xm) < ε ïðè âñåõ n,m ⩾ N . Åñëè âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X ,ρ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (E,p) íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì íàä F,
åñëè E ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F äåéñòâèòåëüíûõ F=R èëè

êîìïëåêñíûõ F= C ÷èñåë è çàäàíà ôóíêöèÿ p : E → R+, íàçûâàåìàÿ íîðìîé, äëÿ

êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

a) îäíîðîäíîñòü: p(λx) = |λ |p(x) ïðè âñåõ λ ∈ F è x ∈E ;

b) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: p(x+ y)⩽ p(x)+p(y) ïðè âñåõ x,y ∈E ;

c) íåâûðîæäåííîñòü: p(x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0.

Íîðìà îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç p(x) ≑ ∥x∥. Ìåòðèêà ρ(x,y) â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ρ(x,y) ≑ ∥x− y∥. Ïîýòîìó âñÿêîå íîðìèðî-

âàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå

ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ á�àíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 1. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Fn ≑ {x= {xk}n
k=1 | xk ∈F} ñ íîðìîé ∥x∥≑(

∑
n
k=1 |xk|2

)1/2
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ f : X → F íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå X , åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > 0, ò.÷. | f (x)|⩽ c ïðè âñåõ x ∈ X . Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
B(X)≑ { f : X → F | f îãðàíè÷åíà}, ñîñòîÿùåå èç îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé

∥ f∥≑ supx∈X | f (x)|, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 3. Ôóíêöèÿ f : X → F íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â (X ,ρ), åñëè äëÿ ëþáûõ

x ∈ X è ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ò.÷. | f (x)− f (y)|< ε äëÿ âñåõ y ∈ X , ρ(x,y)< δ .

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî C(X) ≑ { f : X → F | f îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà},
ñîñòîÿùåå èç îãðàíè÷åííûõ è íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ∥ f∥ ≑ supx∈X | f (x)|,
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
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Ëåììà. Ïðîñòðàíñòâà Fn, B(X) è C(X) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîòà Fn èçâåñòíà èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Åñëè

{ fn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â B(X), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N ∈N, ò.÷.
| fn(x)− fm(x)| < ε ïðè âñåõ x ∈ X è n,m ⩾ N . Ïî êðèòåðèþ Êîøè | fn(x)− f (x)| ⩽ ε

ïðè âñåõ x ∈ X è n ⩾ N , ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { fn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî fn ⇒ f
ê ôóíêöèè f (x). Îòñþäà ∥ fn − f∥ ⩽ ε ïðè n ⩾ N . Òàê êàê ∥ f∥ ⩽ ∥ fn − f∥+∥ fn∥, òî
ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è çíà÷èò f ∈B(X). Ïîýòîìó B(X) ïîëíî.
Ïîñêîëüêó ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, òî C(X) òàêæå áóäåò ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå øàðû â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç

Ur(x)≑ {y ∈ X | ρ(x,y)< r} , Sr(x)≑ {y ∈ X | ρ(x,y)⩽ r} ,

Çäåñü x ∈ X öåíòð øàðà, à r > 0 ðàäèóñ øàðà. Äëÿ A ⊂ X îáîçíà÷èì ÷åðåç

Å ≑ {x ∈ X | ∃ r > 0 , Ur(x)⊂ A} � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê;

Ã ≑ {x ∈ X | ∃ r > 0 , Ur(x)∩A = {x}} � ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê;

A ≑ {x ∈ X | ∀ r > 0 , Ur(x)∩A ̸= { /0}} � ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ.

Å íàçûâàþòñÿ âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà A, à A çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A. Èõ
ðàçíîñòü Á ≑ A\ Å íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Åñëè Å = A, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì.

Åñëè A = A, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.

Åñëè A = X , òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì.

Åñëè Å = /0, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì.

Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X ,ρ) íàçûâàåòñÿ ñåïàð�àáåëüíûì, åñëè

â X ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîå è âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X .

Ëåììà. Ñâîéñòâà îïåðàöèè çàìûêàíèÿ:

1. A = {x ∈ X | ∃xn ∈ A , ò.÷. xn → x}.
2. A∪B = A∪B.

3. A = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà x ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò xn ∈ A, ò.÷.
xn ∈ A∩U1/n(x), ÷òî ðàâíîñèëüíî ρ(x,xn)< 1/n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xn → x.
Åñëè x ∈ A∪B, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè xn ∈ A∪B, ò.÷. xn → x. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk} ⊂ A, ëèáî {xnk} ⊂ B, ò.÷. xnk → x. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå A∪B ⊂ A∪B. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå A∪B ⊂ A∪B î÷åâèäíî.

Âêëþ÷åíèå A ⊂ A î÷åâèäíî. Ïóñòü x ∈ A, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê xn ∈A, ò.÷. xn → x. Äëÿ êàæäîãî n íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xnm ∈A,
ò.÷. xnm → xn. Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnmn}, ò.÷. ρ(xnmn,xn)< 1/n. Îòñþäà
â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ρ(xnmn,x)⩽ ρ(xnmn,xn)+ρ(xn,x)→ 0, ò.å. x ∈ A.
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Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå F : X → Y ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X ,ρX) è (Y,ρY )
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ X è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

δ > 0, ò.÷. ρY (F(x),F(y))< ε ïðè âñåõ y ∈ X , ρX(x,y)< δ .

Îòîáðàæåíèå F : X →Y íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷íûì, åñëè äëÿ âñåõ x,y ∈ X èìååò

ìåñòî ρY (F(x),F(y)) = ρX(x,y). Åñëè, êðîìå òîãî, îáðàç F(X) = Y , òî F íàçûâàåòñÿ

èçîìåòðèåé X íà Y , à ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè.

Èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî è íåïðåðûâíî. Åñëè F : X →Y èçîìåòðèÿ

X íà Y , òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå F−1 : Y → X òàêæå áóäåò èçîìåòðèåé.

Òåîðåìà ( î ïîïîëíåíèè ). Äëÿ êàæäîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X ,ρX)
ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y,ρY ) è èçîìåòðè÷íîå

îòîáðàæåíèå F : X → Y , ÷òî îáðàç F(X)⊂ Y ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â Y . Ïðè
ýòîì ëþáûå äâà òàêèõ ïðîñòðàíñòâà (Y,ρY ) áóäóò èçîìåòðè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fx(y)≑ ρX(x,y)−ρX(x0,y), ãäå x0 ∈X ôèêñèðîâàíà. Ïî íåðà-

âåíñòâó òðåóãîëüíèêà | fx(y)| ⩽ ρX(x,x0), ò.å. fx ∈B(X) ïðè âñåõ x ∈ X . Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå F : X →B(X) ïî ôîðìóëå F(x)≑ fx è ïîëîæèì Y ≑ F(X). Òàê êàê

ρY (F(x1),F(x2)) = sup
y∈X

| fx1(y)− fx2(y)|= sup
y∈X

|ρX(x1,y)−ρX(x2,y)|= ρX(x1,x2),

òî îòîáðàæåíèå F èçîìåòðè÷íî. Åñëè ñóùåñòâóþò äâà îòîáðàæåíèÿ F : X → Y è

G : X → Z , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû, òî äëÿ êàæäîãî y ∈ Y íàéä¼òñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X , ò.÷. F(xn)→ y. Òîãäà â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè G(xn)→ z.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå J : Y → Z ïî ôîðìóëå J(y) ≑ z. Â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè F
è G îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Åñëè y1,y2 ∈ Y , òî

ρY (y1,y2) = lim
n→∞

ρY (F(x1
n),F(x2

n)) = lim
n→∞

ρX(x1
n,x

2
n) = lim

n→∞
ρZ(G(x1

n),G(x2
n)) = ρZ(z1,z2) .

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå J : Y → Z èçîìåòðè÷íî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðîâå-

ðÿåòñÿ, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå J−1 : Z → Y òàêæå èçîìåòðè÷íî. Òàêèì îáðàçîì,

îòîáðàæåíèå J ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé Y íà Z .

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå F : X → X ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X ,ρ) â ñåáÿ

íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 0 < λ < 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(F(x),F(y))⩽ λρ(x,y) ïðè âñåõ x,y ∈ X .

Òåîðåìà (ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé). Åñëè (X ,ρ) ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ âñÿêîãî ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ F : X →X ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x ∈ X , ò.å. F(x) = x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ X è x1 ≑ F(x0), x2 ≑ F(x1), . . ., ò.å. xn = Fn(x0).
Òîãäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì ïðè âñåõ n < m

ρ(xn,xm)⩽
m−1

∑
k=n

ρ(xk,xk+1) =
m−1

∑
k=n

ρ(Fk(x0),Fk(x1))⩽
m−1

∑
k=n

λ
k
ρ(x0,x1)⩽

λ n

1−λ
ρ(x0,x1) .
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Ïîýòîìó {xn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

ïðåäåë limxn = x ∈ X . Òàê êàê F(xn−1) = xn, òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó è èñïîëüçóÿ

íåïðåðûâíîñòü F , ïîëó÷èì F(x) = x. Åñëè ñóùåñòâóåò åùå îäíà òî÷êà y ∈ X , ò.÷.
F(y) = y, òî èç íåðàâåíñòâà ρ(x,y) = ρ(F(x),F(y))⩽ λρ(x,y) ñëåäóåò, ÷òî ρ(x,y) = 0,
ò.å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî x = y.

Ëåììà (î âëîæåííûõ øàðàõ). Åñëè â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X ,ρ)
çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ âëîæåííûõ øàðîâ Sr1(x1)⊃ Sr2(x2)⊃ . . .
è ïðåäåë ðàäèóñîâ limrn = 0, òî èõ ïåðåñå÷åíèå

⋂
∞
n=1Srn(xn) ̸= /0 íå ïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ρ(xn,xm) ⩽ rn ïðè n < m è limrn = 0, òî
{xn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîø�è è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limxn = x ∈ X . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå ρ(xn,xm)⩽ rn ïðè m → ∞, ïîëó÷èì

ρ(xn,x)⩽ rn. Ñëåäîâàòåëüíî, x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ x ∈
⋂

∞
n=1Srn(xn).

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊂ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X ,ρ) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè, åñëè ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì îáúåäèíåíèåì A =

⋃
∞
n=1 An

íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ An ⊂ X . Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì

âòîðîé êàòåãîðèè, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè.

Òåîðåìà (Á�ýðà). Êàæäîå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X ,ρ) ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. X =
⋃

∞
n=1 An, ãäå ìíîæåñòâà An íèãäå

íå ïëîòíû. Òàê êàê ìíîæåñòâî X \A1 ̸= /0 íå ïóñòî, òî ñóùåñòâóþò x1 ∈ X \A1, à òàê

êàê X \A1 îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò øàð Ur1(x1) ⊂ X \A1. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò

x2 ∈Ur1(x1) \A2 è Ur2(x2) ⊂Ur1(x1) \A2 è ò.ä. Ïðè ýòîì, óìåíüøàÿ ðàäèóñû øàðîâ

rn > 0, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî øàðû ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè è limrn = 0. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ âëîæåííûõ øàðîâ Sr1(x2) ⊃ Sr2(x2) ⊃ ·· · .
Òîãäà ïî ëåììå ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈

⋂
∞
n=1Srn(xn). Îòñþäà x /∈ An ïðè âñåõ n, ÷òî

íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, X íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè.

Ïðèìåð 4. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q⊂ R ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé

êàòåãîðèè, ò.ê. êàæäàÿ òî÷êà â R ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïîòíûì ìíîæåñòâîì, à Q åñòü

ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå òî÷åê. Ïî òåîðåìå Á�ýðà ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R áóäåò ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè. Îòñþäà ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

J= R\Q ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè.

4



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 2 Ìåòðè÷åñêèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

2 ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ïóñòü 2X îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ X , âêëþ÷àÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî

/0 ∈ 2X . Ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî τ ⊂ 2X íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ìíîæåñòâ X .

Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (X ,τ) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â

ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà ñèñòåìà ìíîæåñòâ τ ⊂ 2X , íàçûâàåìàÿ òîïîëîãèåé, ò.÷.

a) /0 ∈ τ è X ∈ τ ;

b) åñëè {Ai}i∈I ⊂ τ , òî
⋃

i∈I Ai ∈ τ .

c) åñëè {Bi}n
i=1 ⊂ τ , òî

⋂n
i=1 Bi ∈ τ .

Â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X ,τ) ìíîæåñòâà A ∈ τ íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè,

à èõ äîïîëíåíèÿ A′ ≑ X \A íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè. Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Ox ∈ τ , ñîäåðæàùåå òî÷êó x ∈ Ox, íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.

Ïîäñèñòåìà β ⊂ τ íàçûâàåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè τ , åñëè ëþáîå ìíîæåñòâî A ∈ τ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ A =
⋃

i∈I Bi, ãäå Bi ∈ β .

Ñ ïîìîùüþ îêðåñòíîñòåé, òàêæå êàê â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî ââåñòè

ïîíÿòèÿ âíóòðåííèõ, ïðåäåëüíûõ, èçîëèðîâàííûõ è òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ, à òàêæå

ïîíÿòèÿ çàìûêàíèÿ, âñþäó ïëîòíîãî è íèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà.

1. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X ,ρ) ñèñòåìà ìíîæåñòâ τX ≑ {A ⊂ X | Å = A}
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé. Îòêðûòûå øàðû Ur(x) îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè τX .

Â ñàìîì äåëå, åñëè x∈
⋃

i∈I Ai, òî x∈Ai ïðè íåêîòîðîì i∈ I . Òîãäà ñóùåñòâóåò øàð
Ur(x) ⊂ Ai ⊂

⋃
i∈I Ai. Åñëè x ∈

⋂n
i=1 Bi, òî x ∈ Bi ïðè i = 1, . . . , n. Òîãäà ñóùåñòâóþò

øàðû Uri(x)⊂ Bi ïðè i = 1, . . . , n. Ïóñòü r ≑ min1⩽i⩽n ri, òîãäà Ur(x)⊂
⋂n

i=1 Bi. Êðîìå

òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ñèñòåìà âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ Ur(x)⊂X
îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Ìåòðèêà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé òîïîëîãèÿ â ïðîèçâåäåíèè X = X1 ×X2
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X1,ρX1) è (X2,ρX2) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρX(x,y))≑ ρX1(x1,y1)+ρX2(x2,y2) , ãäå x = (x1,x2), y = (y1,y2) ∈ X1 ×X2 .

Ìåòðèêó â ïðîèçâåäåíèè X = X1 ×X2 ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì ýêâèâàëåíòíûì

ñïîñîáîì, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå ρ ′
X(x,y)≑

√
ρ2

X1
(x1,y1)+ρ2

X2
(x2,y2). Ïðèìåíÿÿ ýëå-

ìåíòàðíûå íåðàâåíñòâà ρX(x,y)/2⩽ ρ ′
X(x,y)⩽ ρX(x,y), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ

â ìåòðèêå ρX ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé â ìåòðèêå ρ ′
X .

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî A∈ τY ïðîîáðàç f−1(A)∈ τX . Îòîáðàæåíèå f : X →Y
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî A ∈ τX îáðàç f (A) ∈ τY .

Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè îíî îäíîâðåìåííî

ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì, íåïðåðûâíûì è îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.
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Òåîðåìà. Ïóñòü (X ,ρX) è (Y,ρY ) ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

a) îòîáðàæåíèå f : X → Y ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì;

b) äëÿ êàæäîãî x ∈ X è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ò.÷. äëÿ âñåõ y ∈ X ,
ρX(x,y)< δ , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρY ( f (x), f (y))< ε ;

c) äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn → x â X åå îáðàç ÿâëÿåòñÿ

ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ f (xn)→ f (x) â Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (a) è ε > 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X
ñóùåñòâóåò øàð Uδ (x) ⊂ f−1(Uε( f (x))), ÷òî ðàâíîñèëüíî (b). Ïóñòü âûïîëíåíî (b)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ xn → x â X , ò.å. äëÿ çàäàííîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò N ,
ò.÷. ρX(x,xn)< δ äëÿ âñåõ n⩾N . Â ñèëó (b) âûïîëíÿåòñÿ ρY ( f (x), f (xn))< ε äëÿ âñåõ

n ⩾ N . Îòñþäà f (xn)→ f (x), ò.å. âûïîëíåíî (c). Ïóñòü A ⊂Y çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Åñëè xn ∈ f−1(A) è xn → x, òî ïî óñëîâèþ (c) ïîëó÷èì f (xn)→ f (x) è èç çàìêíóòîñòè
f (x)∈ A, ò.å. x ∈ f−1(A). Ïîýòîìó ïðîîáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò. Òàê êàê
îòêðûòûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ äîïîëíåíèÿìè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, òî ïðîîáðàç

ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (E,ρ) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì,

åñëè E ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F, â êîòîðîì îïðåäåëåíà ìåòðèêà ρ(x,y),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

a) ìåòðèêà èíâàðèàíòíà ρ(x+ z,y+ z) = ρ(x,y) ïðè âñåõ x,y,z ∈E ;

b) óìíîæåíèå f (λ ,x)≑ λx ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì f : F×E →E .

Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå.

Ïóñòü ∥x∥≑ ρ(x,0) îáîçíà÷àåò êâàçèíîðìó ìåòðèêè ρ(x,y), òîãäà ρ(x,y) = ∥x−y∥.
Êâàçèíîðìà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥, ñèììåò-
ðè÷íà ∥− x∥ = ∥x∥ è íå âûðîæäåíà, ò.å. ∥x∥ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0.
Îäíàêî ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè íîðìû ∥λx∥= |λ |∥x∥ ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.

Ïðèìåð 1. Â ìåòðè÷åñêîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ x+y áóäåò

íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

∥(x+ y)− (x0 + y0)∥⩽ ∥x− x0∥+∥y− y0∥< ε ïðè ∥x− x0∥< ε/2 è ∥y− y0∥< ε/2 .

Êàæäîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, â íåì ìåòðèêà ρ(x,y) = ∥x− y∥ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ λx äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ñâîéñòâ íîðìû. Òîãäà

∥λx−λ0x0∥⩽ |λ −λ0|∥x− x0∥+ |λ −λ0|∥x0∥+ |λ0|∥x− x0∥< ε,

åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|λ0|< a , ∥x0∥< b , ∥x− x0∥< ε/3a , |λ −λ0|< ε/3b < a .
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Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X ,ρX) è (Y,ρY )
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0,
ò.÷. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρY ( f (x), f (y))< ε ïðè âñåõ x,y ∈ X , ρX(x,y)< δ .

Íàïðèìåð, ìåòðèêà ρ : X ×X →R+ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé,

ïîñêîëüêó â ñèëó íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà |ρ(x,y)−ρ(x0,y0)|⩽ |ρ(x,y)−ρ(x0,y)|+
|ρ(x0,y)−ρ(x0,y0)|⩽ ρ(x,x0)+ρ(y,y0)< ε , åñëè ρ(x,x0)< ε/2 è ρ(y,y0)< ε/2.

Òåîðåìà (ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè). Ïóñòü f : A →Y ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî A⊂X ïðîñòðàíñòâà (X ,ρX)
â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y,ρY ). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : X → Y , ò.÷. g(x) = f (x) ïðè âñåõ x ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò δ > 0, ò.÷. ρY ( f (x), f (y))< ε äëÿ âñåõ x,y ∈ A: ρX(x,y)< δ . Â ñèëó òîãî,

÷òî A ⊂ X âñþäó ïëîòíî, äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò xn ∈ A, ò.÷. xn → x. Òàê
êàê âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè,

òî âûáåðåì N , ò.÷. ρX(xn,xm) < δ ïðè âñåõ n,m ⩾ N . Òîãäà ρY ( f (xn), f (xm)) < ε ïðè

âñåõ n,m ⩾ N . Ïîýòîìó { f (xn)} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ñèëó ïîëíîòû Y ñóùåñòâóåò ïðåäåë g(x)≑ lim f (xn).

Åñëè âçÿòü äðóãóþ ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn → x, òî, ïîëàãàÿ zn ≑ xk
ïðè n = 2k − 1 è zn ≑ yk ïðè n = 2k, ìû èìååì ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

zn → x. Òîãäà lim f (zn) = lim f (yn) = lim f (xn) = g(x). Ïîýòîìó g(x) íå çàâèñèò îò

âûáîðà ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è çíà÷èò îïðåäåëåíèå g(x) êîððåêòíî.
Ïóñòü x,y ∈ X è ρX(x,y) < δ . Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xn,yn ∈ A, ò.÷.

xn → x è yn → y. Òîãäà ñóùåñòâóåò N , ò.÷. ρX(xn,yn) < δ ïðè âñåõ n ⩾ N . Â ñèëó

ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f èìååì íåðàâåíñòâî ρY ( f (xn), f (yn))< ε

ïðè âñåõ n ⩾ N . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì ρY (g(x),g(y))⩽ ε .

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå g : X → Y ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊂ E â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ

îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå Ur(0) ñ öåíòðîì â íóëå, ò.å.

ñóùåñòâóåò r > 0, ò.÷. ∥x∥< r ïðè âñåõ x ∈ A.

Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {xn} ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûìè ìíîæåñòâàìè. Â ñàìîì äåëå, ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N ∈ N, ò.÷.
∥xn − xm∥< ε ïðè âñåõ n,m ⩾ N . Ïóñòü d = max1⩽n⩽N ∥xn∥. Ïîýòîìó, åñëè n ⩾ N , òî
∥xn∥⩽ ∥xN∥+∥xn − xN∥< d + ε . Îòñþäà èìååì âêëþ÷åíèå {xn} ⊂Ud+ε(0).

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : E → F íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ E è F íàä

ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

a) àääèòèâíîñòè f (x+ y) = f (x)+ f (y) ïðè âñåõ x,y ∈E ;

b) îäíîðîäíîñòè f (λx) = λ f (x) ïðè âñåõ x,y ∈E è λ ∈ F.
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Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : E →F íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè

îáðàç f (A) ⊂ F ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ E ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå F .

Òåîðåìà. Äëÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f : E →F íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

E è F ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî; îòîáðàæå-

íèå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî; îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâ-

íîñòè â îäíîé òî÷êå, íàïðèìåð, â òî÷êå íóëü. Åñëè f íåïðåðûâíî â íóëå, òî äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0, ò.÷. ∥ f (x)− f (y)∥= ∥ f (x−y)∥< ε ïðè ∥x−y∥< δ , ò.å.

f ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû îòîáðàæåíèåì.

Åñëè A ⊂ E ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî ∥x∥ < r ïðè âñåõ x ∈ A.
Îòñþäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f â íóëå ïîëó÷èì ∥ f (δx/r)∥ < ε , ò.ê. ∥δx/r∥ < δ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ∥ f (x)∥< 2rε/δ ïðè âñåõ x ∈ A è çíà÷èò îáðàç f (A) îãðàíè÷åí.
Ïóñòü xn → 0. Âûáåðåì n1 < n2 < .. ., ò.÷. ∥xn∥ < 1/k2 ïðè âñåõ n ⩾ nk. Åñëè

mn ≑ k ïðè nk ⩽ n < nk+1, òî mn → ∞ è mnxn → 0, ò.ê. ∥mnxn∥ = k∥xn∥ < 1/k ïðè

nk ⩽ n < nk+1. Ïîýòîìó {mnxn} îãðàíè÷åíà è ïî óñëîâèþ { f (mnxn)} îãðàíè÷åíà.

Îòñþäà ∥ f (xn)∥= ∥ f (mnxn)∥/mn → 0, ò.å. îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â íóëå.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà { fi}i∈I îòîáðàæåíèé fi : X →Y íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî

íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ò.÷. ρY ( fi(x), fi(y))< ε äëÿ

âñåõ èíäåêñîâ i ∈ I è äëÿ âñåõ x,y ∈ X , ρX(x,y)< δ .

Òåîðåìà (ïðèíöèï ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè). Ïóñòü E ÿâëÿåòñÿ áàíàõî-

âûì, à F íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, è ìíîæåñòâà Mx ≑ {y = fi(x) | i ∈ I}
îãðàíè÷åíû â F ïðè âñåõ x ∈ E . Òîãäà ñèñòåìà { fi}i∈I íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé fi : E → F ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ðàññìîòðèì çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

En ≑
⋂
i∈I

{
x ∈E

∣∣∥∥ fi(x)
∥∥⩽ nε/2

}
, n = 1, 2, . . .

Ïî óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâ Mx äëÿ êàæäîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò n ∈ N,
ò.÷. ∥ fi(x)∥< nε/2 ïðè âñåõ i ∈ I . Ïîýòîìó ìû èìååì E =

⋃
∞
n=1 En.

Â ñèëó òåîðåìû Á�ýðà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî En ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð Ur(x0).
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥ fi(y)∥< nε/2 ïðè âñåõ y ∈Ur(x0) è ïðè âñåõ i ∈ I .
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèé, ïîëó÷èì∥∥ fi(y)

∥∥⩽
∥∥ fi(y+ x0)

∥∥+∥∥ fi(x0)
∥∥< nε ïðè âñåõ ∥y∥< r è ïðè âñåõ i ∈ I .

Ñëåäîâàòåëüíî, ∥ fi(x+y)− fi(x)∥= ∥ fi(y)∥< ε ïðè âñåõ x ∈E , ïðè âñåõ ∥y∥< r/n è

ïðè âñåõ i ∈ I . Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.
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3 ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Ïóñòü äàëåå (X ,ρ) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ε -ñåòüþ ìíîæåñòâà M ⊂ X , åñëè
M ⊂

⋃
x∈ASε(x), ò.å. äëÿ ëþáîãî y ∈ M íàéäåòñÿ x ∈ A, ò.÷. ρ(x,y)⩽ ε .

Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε -ñåòü A = {xk}m

k=1 ìíîæåñòâà M.

1. Åñëè M âïîëíå îãðàíè÷åíî è x0 ∈ X , òî ñóùåñòâóåò r > 0 ò.÷. M ⊂ Sr(x0).

Ïóñòü A = {xk}m
k=1 åñòü 1-ñåòü M è r ≑ max1⩽k⩽m ρ(x0,xk)+1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

x ∈ M íàéäåòñÿ k, ò.÷. ρ(x0,x)⩽ ρ(x0,xk)+ρ(xk,x)⩽ r. Îòñþäà M ⊂ Sr(x0).

2. Åñëè M âïîëíå îãðàíè÷åíî, òî åãî çàìûêàíèå M âïîëíå îãðàíè÷åíî.

Ïóñòü A = {xk}m
k=1 åñòü ε -ñåòü M. Òàê êàê M ⊂

⋃m
k=1Sε(xk), òî èç çàìêíóòîñòè

îáúåäèíåíèÿ øàðîâ ñëåäóåò, ÷òî M ⊂
⋃m

k=1Sε(xk), ò.å. A åñòü ε -ñåòü M.

3. Ìíîæåñòâî M ⊂ Fn â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Fn âïîëíå

îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî.

Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü â ñëó÷àå Fn =Rn,

ïîñêîëüêó Fn = R2n, åñëè F = C. Ïî óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè M ñóùåñòâóåò êóá

max1⩽i⩽n |xi| ⩽ a ñ ðåáðîì a > 0, ñîäåðæàùèé M. Ðàçîáüåì ýòîò êóá íà êóáèêè ñ

ðåáðîì δ ≑ a/k. Òîãäà âåðøèíû êóáèêîâ {x j}m
j=1 îáðàçóþò êîíå÷íóþ ε -ñåòü M, ãäå

m = (k+1)n è ε =
√

nδ =
√

na/k âåëè÷èíà äèàãîíàëè êóáèêà.

Òåîðåìà. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X ,ρ) ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, êîòîðûì

óäîâëåòâîðÿåò ìíîæåñòâî K ⊂ X , ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

a) Êîìïàêòíîñòü: äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ K ⊂
⋃

i∈I Ai, ãäå Åi = Ai,

ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå K ⊂
⋃n

k=1 Aik , ãäå ik ∈ I .

b) Ñ÷åòíàÿ êîìïàêòíîñòü: äëÿ êàæäîãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ K
ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x ∈ Á, ò.÷. x ∈ K .

c) Ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü: äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}⊂K
ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk → x, ò.÷. x ∈ K .

d) Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè Õ�àóñäîðôà: ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è

âïîëíå îãðàíè÷åííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. a)⇒ b). Ïóñòü A ⊂ K áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Åñëè K íå èìååò

ïðåäåëüíûõ òî÷åê A, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ K íàéäåòñÿ r > 0, ò.÷. Ur(x)∩A êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî. Òàê êàê øàðû Ur(x) ïîêðûâàþò K , òî, âûáèðàÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå,
ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî A êîíå÷íî. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

b)⇒ c). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A = {xn} îáðàçóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî K ,
òî ïî óñëîâèþ b) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x ∈ Á, ò.÷. x ∈ K . Òîãäà íàéäåòñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}, ò.÷. xnk ∈U1/k(x). Îòñþäà xnk → x.
9
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c)⇒ d). Åñëè {xn}⊂K ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, òî èç c) îíà èìååò ñõîäÿùóþñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk → x ∈ K . Îòñþäà ∥x− xn∥⩽ ∥x− xnk∥+∥xnk − xn∥ → 0 ïðè

âñåõ nk ⩾ n → ∞, ò.å. xn → x. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî K ïîëíî.

Äîêàæåì âïîëíå îãðàíè÷åííîñòü. Ïóñòü ε > 0 è x0 ∈ K . Òîãäà ñóùåñòâóåò x1 ∈ K ,
ò.÷. ρ(x1,x0)> ε , èíà÷å {x0} îáðàçóåò ε -ñåòü K . Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò x2 ∈ K , ò.÷.
ρ(x2,x0) > ε è ρ(x2,x1) > ε , èíà÷å {x0,x1} îáðàçóþò ε -ñåòü K , è ò.ä. Ïî èíäóêöèè

ñóùåñòâóåò xn ∈ K , ò.÷. ρ(xn,xk)> ε ïðè k = 1, . . . , n−1. Åñëè ïðîöåññ âûáîðà òî÷åê

îáîðâåòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå n, òî {xk}n
k=1 êîíå÷íàÿ ε -ñåòü K . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå èìååò ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

d)⇒ c). Åñëè {xn} ⊂ K , òî ïî óñëîâèþ âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè íàéäåòñÿ êîíå÷íîå

ïîêðûòèå K øàðàìè Sr1(y) ðàäèóñà r1 = 1. Òîãäà èìååòñÿ øàð Sr1(y1), ñîäåðæàùèé

áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(1)n } ⊂ {xn}. Àíàëîãè÷íî íàéäåòñÿ êîíå÷íîå

ïîêðûòèå K øàðàìè ðàäèóñà r2 = 1/2 è èìååòñÿ øàð Sr2(y2), êîòîðûé ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(2)n } ⊂ {x(1)n } è ò.ä. Ïî èíäóêöèè íàéäåòñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(k)n }⊂ {x(k−1)
n }, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â øàðå Srk(yk) ðàäèóñà

rk = 1/k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç zn ≑ x(n)n äèàãîíàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàê êàê

ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ρ(zn,zm)⩽ ρ(zn,yn)+ρ(yn,zm)⩽ 2rn ïðè âñåõ m > n, òî
{zn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Â ñèëó ïîëíîòû îíà èìååò ïðåäåë â K .

d)⇒ a). Ïóñòü çàäàíî îòêðûòîå ïîêðûòèå K ⊂
⋃

i∈I Ai. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ïðè

íåêîòîðîì ε > 0 âñÿêèé øàð Sε(x) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Ai. Èíà÷å äëÿ êàæäîãî

n ∈ N íàéäóòñÿ òî÷êè xn ∈ K , ò.÷. Srn(xn) ̸⊂ Ai ïðè âñåõ i ∈ I , ãäå rn = 1/n. Ïî
ñâîéñòâó c) íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk → x ∈ K . Òàê êàê x ñîäåðæèòñÿ â

íåêîòîðîì Ai, òî íàéäåòñÿ øàð S2r(x) ⊂ Ai. Âûáåðåì nk, ò.÷. rnk < r è ρ(xnk,x) < r.
Òîãäà Srnk

(xnk)⊂ Sr(xnk)⊂ S2r(x)⊂ Ai, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïóñòü òåïåðü {yk}m
k=1 êîíå÷íàÿ ε -ñåòü K . Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî íàéäåòñÿ Aik ,

ò.÷. Sε(yk)⊂ Aik . Ïîýòîìó ïîëó÷àåì K ⊂
⋃m

k=1Sε(yk)⊂
⋃m

k=1 Aik .

Ñëåäñòâèå. Çàìûêàíèå M âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X â ïîëíîì

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X ,ρ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàìûêàíèå âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì è ïîëíûì. Ïî êðèòåðèþ Õ�àóñäîðôà M êîìïàêòíî.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî M ⊂ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X ,ρ) íàçûâàåòñÿ
ïðåäêîìàêòíûì, åñëè åãî çàìûêàíèå M êîìïàêòíî.

Â ñèëó óêàçàííîãî ñëåäñòâèÿ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî

âïîëíå îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðåäêîìïàêòíî.

Çàìå÷àíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ õàóñäîôîâûì, åñëè ëþáûå

äâå ðàçëè÷íûå åãî òî÷êè èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè. Îïðåäåëåíèÿ êîì-

ïàêòíîñòè, ââåäåííûå â òåîðåìå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ïðîèçâîëüíîì õàóñäîðôî-

âîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì âåðíûìè áóäóò òîëüêî äâå èìïëèêàöèè

a)⇒ b) è c)⇒ b). Íèêàêèå äðóãèå èìïëèêàöèè íå âûïîëíÿþòñÿ.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ℓp, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x = {xn} äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë xn ∈ F, ò.÷. ∥x∥ℓp < ∞, ãäå

∥x∥ℓp ≑


∑

∞
n=1 |xn|p, åñëè 0 < p < 1 (êâàçèíîðìà) ;(

∑
∞
n=1 |xn|p

)1/p
, åñëè 1 ⩽ p < ∞ (íîðìà) ;

supn∈N |xn|, åñëè p = ∞ (íîðìà).

Åñëè ââåñòè èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó ρ(x,y) ≑ ∥x− y∥ℓp , òî ℓp áóäåò ìåòðè÷åñêèì

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà íîðìû è êâàçèíîðìû.

Ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè è íåâûðîæäåííîñòè î÷åâèäíî âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ. Â

ñëó÷àå p = 1,∞ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî îíî

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìîäóëÿ. Â ñëó÷àå 1 < p < ∞ îíî âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî

íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Lp(X ,µ), êîòîðîå èçâåñòíî èç êóðñà äåéñòâèòåëüíîãî
àíàëèçà. Â ñëó÷àå 0 < p < 1 íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ êâàçèíîðìû ïîëó÷àåòñÿ

èç ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà ïðè q = 1.

Ëåììà 1. (∑∞
n=1 |xn|q)1/q ⩽ (∑∞

n=1 |xn|p)1/p ïðè âñåõ 0 < p < q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà îäíîðîäíû ïðè

óìíîæåíèè xn íà λ > 0, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî ïðè ∑
∞
n=1 |xn|p = 1. Òîãäà |xn|⩽ 1

è çíà÷èò |xn|q ⩽ |xn|p. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ∑
∞
n=1 |xn|q ⩽ ∑

∞
n=1 |xn|p = 1.

Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ℓp ⊂ ℓq ïðè âñåõ 0 < p < q ⩽ ∞.

Ëåììà 2. Ïðîñòðàíñòâà ℓp ïîëíî. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ℓp ïðè 0 < p < 1
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåø�å, à ïðè 1 ⩽ p ⩽ ∞ á�àíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïîëíîòó ℓp. Ïóñòü x(k)= {x(k)n } åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N , ò.÷. ∥x(k)− x(l)∥ℓp < ε ïðè âñåõ k, l ⩾ N .

Òîãäà |x(k)n − x(l)n | < ε ïðè âñåõ k, l ⩾ N è n ⩾ 1, ò.å. {x(k)n } ⊂ F ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Êîøè ïðè êàæäîì n ⩾ 1. Â ñèëó ïîëíîòû ïîëÿ F ñóùåñòâóåò ïðåäåë liml→∞ x(l)n = xn.

Ïîëàãàÿ x = {xn} è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå âûøå, èìååì ∥x− x(k)∥ℓp ⩽ ε

ïðè âñåõ k ⩾ N . Ïîñêîëüêó ∥x∥ℓp ⩽ ∥x− x(k)∥ℓp + ∥x(k)∥ℓp ⩽ ε + ∥x(k)∥ℓp , òî x ∈ ℓp.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(k) → x ñõîäèòñÿ ê x ∈ ℓp.

Íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ℓp ïðè 0 < p < 1 äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê

â ëþáîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ).

Äëÿ êàæäîãî x = {xk} îáîçíà÷èì ÷åðåç y = sn(x) ôèíèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

y = {yk}, ò.÷. yk = xk ïðè k ⩽ n è yk = 0 ïðè k > n. Åñëè 0 < p < ∞ è n → ∞, òî

∥x− sn(x)∥ℓp → 0, ò.å. sn(x) → x ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå ℓp. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ

ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âñþäó ïëîòíî â ℓp ïðè âñåõ 0 < p < ∞. Ïîñêîëüêó

â ïîäïðîñòðàíñòâå ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âñþäó ïëîòíî ìíîæåñòâî âñåõ

ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, òî ïðîñòðàíñòâî

ℓp ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ïðè âñåõ 0 < p < ∞.
11



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 3 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà

Òåîðåìà (êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè â ℓp). Ìíîæåñòâî M ⊂ ℓp ïðåäêîìïàêòíî,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) M îãðàíè÷åíî, ò.å. ñóùåñòâóåò c > 0, ò.÷. ∥x∥ℓp ⩽ c ïðè âñåõ x ∈ M.

b) M ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n ∈N, ò.÷.
∥x− sn(x)∥ℓp < ε ïðè âñåõ x ∈ M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Îãðàíè÷åííîñòü M âûòåêàåò èç ñâîéñòâà âïîëíå

îãðàíè÷åííîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óñëîâèÿ òàêæå èñïîëüçóåì âïîëíå

îãðàíè÷åííîñòü M. Ïóñòü A = {x(k)}m
k=1 îáðàçóåò ε/3-ñåòü äëÿ M. Äëÿ êàæäîãî k

âûáåðåì nk ∈N, ò.÷. ∥x(k)−snk(x
(k))∥ℓp < ε/3, è îáîçíà÷èì ÷åðåç n=max1⩽k⩽m nk. Òàê

êàê A çàäàåò ε/3-ñåòü M, òî äëÿ êàæäîãî x ∈ M íàéäåòñÿ k, ò.÷. ∥x− x(k)∥ ⩽ ε/3.
Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì

∥x− sn(x)∥ℓp ⩽ ∥x− x(k)∥ℓp +∥x(k)− sn(x(k))∥ℓp +∥sn(x(k))− sn(x)∥ℓp < ε

ïðè âñåõ x ∈ M, ò.å. âûïîëíåíî âòîðîå óñëîâèå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ε > 0 è Mn ≑ {y = sn(x) | x ∈ M}, ãäå n âçÿòî èç âòîðîãî

óñëîâèÿ ïðè ε/3. Òàê êàê Mn ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå Fn è â ñèëó ïåðâîãî

óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â ìåòðèêå ℓp, òî îíî âïîëíå îãðàíè÷åíî â ℓp. Ýòî

äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê ñâîéñòâî 3 ïðè p = 2, èñïîëüçóÿ ïðîñòûå íåðàâåíñòâà(1
n

n

∑
i=1

|xi|p
)1/p

⩽ max
1⩽i⩽n

|xi|⩽
( n

∑
i=1

|xi|p
)1/p

ïðè 0 < p < ∞ .

Â ñèëó ýòèõ íåðàâåíñòâ âñÿêèé øàð â Fn â ìåòðèêå ℓp ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì

êóáå âèäà max1⩽i⩽n |xi|⩽ a è âñÿêèé òàêîé êóá ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A= {y(k)}m
k=1 ε/3-ñåòü ìíîæåñòâà Mn, à ÷åðåç {x(k)}m

k=1 ýëåìåíòû

ïðîîáðàçà sn(x(k)) = y(k) ýòîé ñåòè. Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ M ñóùåñòâóåò k, ò.÷.
∥sn(x)− sn(x(k))∥ℓp ⩽ ε/3. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì

∥x− x(k)∥ℓp ⩽ ∥x− sn(x)∥ℓp +∥sn(x)− sn(x(k))∥ℓp +∥sn(x(k))− x(k)∥ℓp < ε

ïðè âñåõ x ∈ M. Òàêèì îáðàçîì, {x(k)}m
k=1 îáðàçóåò ε -ñåòü ìíîæåñòâà M. Ïîýòîìó

M âïîëíå îãðàíè÷åíî è â ñèëó ïîëíîòû ℓp ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì â ℓp.

Çàìå÷àíèå. Ïðè p = ∞ óñëîâèÿ òåîðåìû a) è b) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ

ïðåäêîìïàêòíîñòè, îäíàêî óñëîâèå b) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Íàïðèìåð, åñëè

e ≑ {1, 1, . . .}, òî ìíîæåñòâî M = {e}, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè, êîìïàêòíî â ℓ∞,

ïðè ýòîì M íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ b), ò.ê. ∥e− sn(e)∥ℓ∞
= 1 ïðè âñåõ n ∈ N.

Óñëîâèÿ a) è b) íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû â ïîäïðîñòðàíñòâå c0 ⊂ ℓ∞, ñîñòîÿùèì

èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ.
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4 ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÏÐÅÄÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÈ

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà âåðõíåé ãðàíè O( f ,A) ≑ supx,y∈A | f (x)− f (y)| íàçûâàåòñÿ
êîëåáàíèåì ôóíêöèè f : X → F íà ìíîæåñòâå A ⊂ X . Êîëåáàíèå O( f ,A) ñîâïàäàåò
ñ äèàìåòðîì îáðàçà f (A)⊂ F ìíîæåñòâà A, ò.å. O( f ,A) = diam f (A).

Òåîðåìà (êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè â B(X)). Ìíîæåñòâî M ⊂B(X) ÿâëÿåòñÿ
ïðåäêîìïàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M îãðàíè÷åíî è äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå X =

⊔n
k=1 Ak, ò.÷. O( f ,Ak)⩽ ε äëÿ âñåõ f ∈ M è 1 ⩽ k ⩽ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Îãðàíè÷åííîñòü M ⊂ B(X) âûòåêàåò èç âïîëíå

îãðàíè÷åííîñòè. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîãî ðàçáèåíèÿ â X . Ïî óñëîâèþ

âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ε/3-ñåòü { fi}m
i=1 ìíîæåñòâà M,

ò.å. äëÿ êàæäîãî f ∈ M ñóùåñòâóåò i, ò.÷. | f (x)− fi(x)|⩽ ε/3 ïðè âñåõ x ∈ X .
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : X → Fm ïî ôîðìóëå F(x) ≑ { fi(x)}m

i=1. Ïîñêîëüêó

ìíîæåñòâî F(X)⊂ Fm ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî îíî âïîëíå îãðàíè÷åíî. Ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå F(X) =
⊔n

k=1 Bk, ò.÷. äèàìåòð diamBk ⩽ ε/3 ïðè k = 1, . . . , n.
Ïóñòü Ak ≑ F−1(Bk), òîãäà ïðè âñåõ f ∈ M è ïðè âñåõ x,y ∈ Ak

| f (x)− f (y)|⩽ | f (x)− fi(x)|+ | fi(x)− fi(y)|+ | fi(y)− f (y)|⩽ ε.

Òàêèì îáðàçîì, O( f ,Ak)⩽ ε ïðè âñåõ f ∈ M è 1 ⩽ k ⩽ n.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü X =

⊔n
k=1 Ak óêàçàííîå ðàçáèåíèå äëÿ ε/2. Âûáåðåì òî÷êè

xk ∈ Ak è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ M îïðåäåëèì ïðîñòóþ ôóíêöèþ h f (x) ≑ yk ïðè

x ∈ Ak, ãäå yk ≑ f (xk). Òîãäà ïî óñëîâèþ èìååì ∥ f −h f∥⩽ ε/2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïðîñòûõ ôóíêöèè h f (x), ãäå f ∈ M,

è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : H → Fn, ò.÷. F(h f ) = y, ãäå y = {yk}n
k=1 è yk ≑ f (xk).

Îáðàç ìíîæåñòâà F(H) = Y ⊂ Fn ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è çíà÷èò áóäåò âïîëíå

îãðàíè÷åííûì. Ïóñòü {hi}m
i=1 ýëåìåíòû ïðîîáðàçà ε/2-ñåòè ìíîæåñòâà Y . Òîãäà äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè f ∈ M ñóùåñòâóåò i, ò.÷. ∥ f − hi∥ ⩽ ∥ f − h f∥+ ∥h f − hi∥ ⩽ ε , ò.ê.

∥h f −hi∥= max1⩽k⩽n |yk − y(i)k |⩽ ε/2. Òàêèì îáðàçîì, {hi}m
i=1 ε -ñåòü M.

1. Êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : X → Y , îïðåäåëåííîå íà êîìïàêòíîì

ìíîæåñòâå X , ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è

{yn}, ò.÷. ρX(xn,yn)< 1/n è ρY (F(xn),F(yn))⩾ ε ïðè âñåõ n. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè X
íàéäóòñÿ ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnk → x è ynk → y. Òàê êàê ïî óñëîâèþ
ρX(xnk,ynk)→ 0 , òî x = y. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ F ñóùåñòâóåò nk, ò.÷.

ρY (F(xnk),F(ynk))⩽ ρY (F(xnk),F(x)))+ρY (F(y),F(ynk))< ε . Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè F : X → Y êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà X åãî

îáðàç F(X)⊂ Y ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü {yn} ⊂ F(X) è yn = F(xn), ãäå xn ∈ X . Â ñèëó ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòè

X íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk → x∈X . Òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè
ïîëó÷èì ynk = F(xnk)→ F(x) ∈ F(X). Ïîýòîìó îáðàç F(X) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.
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Òåîðåìà (êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè â C(X)). Ïóñòü X êîìïàêòíîå ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî M ⊂ C(X) ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Îãðàíè÷åííîñòü M ⊂ C(X) âûòåêàåò èç âïîëíå

îãðàíè÷åííîñòè. Äîêàæåì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε/3-ñåòü { fi}n
i=1 ìíîæåñòâà M. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî f ∈ M ñóùåñòâóåò i, ò.÷. | f (x)− fi(x)|⩽ ε/3 ïðè âñåõ x ∈ X . Òàê êàê ôóíêöèè
fi ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, òî ñóùåñòâóåò δi > 0, ò.÷. | fi(x)− fi(y)| < ε/3 ïðè âñåõ

x,y ∈ X , ρ(x,y)< δi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ ≑ min1⩽i⩽n δi, òîãäà èìååì

| f (x)− f (y)|⩽ | f (x)− fi(x)|+ | fi(x)− fi(y)|+ | fi(y)− f (y)|< ε

ïðè âñåõ x,y ∈ K , ρ(x,y)< δ . Òàêèì îáðàçîì, M ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Èç óñëîâèÿ ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè M äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò δ > 0, ò.÷. | f (x)− f (y)| < ε/3 äëÿ âñåõ f ∈ M è x,y ∈ X , ρ(x,y) ⩽ δ .

Ïóñòü {xi}n
i=1 ÿâëÿåòñÿ δ -ñåòüþ êîìïàêòà X è F : M → Fn îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå,

ò.÷. F( f )≑ y, ãäå y = {yi}n
i=1 è yi = f (xi). Ïîñêîëüêó F(M)⊂ Fn îãðàíè÷åíî, òî îíî

âïîëíå îãðàíè÷åíî. Ïóñòü { f j}m
j=1 ⊂ M îáîçíà÷àåò ýëåìåíòû ïðîîáðàçà ε/3-ñåòè

ìíîæåñòâà F(M). Äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûáåðåì i, ò.÷. ρ(x,xi)⩽ δ , è äëÿ ëþáîãî f ∈ M
âûáåðåì j, ò.÷. ∥F( f )−F( f j)∥⩽ ε/3. Òîãäà | f (xi)− f j(xi)|⩽ ε/3 è ìû ïîëó÷èì

| f (x)− f j(x)|⩽ | f (x)− f (xi)|+ | f (xi)− f j(xi)|+ | f j(xi)− f j(x)|< ε.

Òàêèì îáðàçîì, { f j}m
j=1 ÿâëÿåòñÿ ε -ñåòüþ ìíîæåñòâà M.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà E è F íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè

E ≃F , åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå A : E →F , ò.÷. A è A−1

íåïðåðûâíû. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà E è F íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè èçî-

ìîðôíûìè (èëè ýêâèâàëåíòíûìè) E ∼ F , åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå, áèåêòèâíîå

è èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå A : E → F , ò.å. ∥A(x)∥= ∥x∥ ïðè âñåõ x ∈E .

Åñëè íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû è îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

(ñåïàðàáåëüíûì), òî äðóãîå òàêæå áóäåò ñîîòâåòñòâåííî ïîëíûì (ñåïàðàáåëüíûì).

Òåîðåìà. Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî E íàä ïîëåì F
èçîìîðôíî åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Fn, ãäå n = dimE .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ei}n
i=1 áàçèñ ïðîñòðàíñòâà E . Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ E

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò λ ≑ {λi}n
i=1 ∈ Fn, ò.÷. x = ∑

n
i=1 λiei. Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå A : E → Fn ïî ôîðìóëå A(x) ≑ λ ïðè âñåõ x ∈ E . Òîãäà îòîáðàæåíèå

A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è áèåêòèâíûì. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f (λ ) ≑ ∥x∥. Ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâî Êîøè, ïîëó÷èì

| f (λ )− f (λ ′)|⩽
∥∥∥ n

∑
i=1

(λi −λ
′
i )ei

∥∥∥⩽
n

∑
i=1

|λ −λ
′|∥ei∥⩽ c∥λ −λ

′∥ , ãäå c =
( n

∑
i=1

∥ei∥2
)1/2

.
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Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f (λ ) íåïðåðûâíà. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû â Fn

âåëè÷èíà íèæíåé ãðàíè inf∥λ∥=1 f (λ ) = a ïîëîæèòåëüíà, à âåëè÷èíà âåðõíåé ãðàíè

sup∥λ∥=1 f (λ ) = b êîíå÷íà. Îòñþäà ïî ñâîéñòâó îäíîðîäíîñòè f (tλ ) = tϕ(λ ) ïðè t > 0
ïîëó÷èì, ÷òî a∥λ∥ ⩽ f (λ ) ⩽ b∥λ∥ ïðè âñåõ λ ∈ Fn. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò

îãðàíè÷åííîñòü, à çíà÷èò è íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé A è A−1.

Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî E ÿâëÿåòñÿ

áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì è âñÿêîå åãî îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ïîäìíîæå-

ñòâî M ⊂E ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç ïîëíîòû êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

Fn è êðèòåðèÿ êîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà.

Ñëåäñòâèå 2. Â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E ëþáûå äâå íîðìû

ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ∥x∥1 ∼∥x∥2, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëè c > 0, ÷òî
c−1∥x∥1 ⩽ ∥x∥2 ⩽ c∥x∥1 ïðè âñåõ x ∈E .

Ïî äîêàçàííîìó â òåîðåìå a1∥λ∥ ⩽ ∥x∥1 ⩽ b1∥λ∥ è a2∥λ∥ ⩽ ∥x∥2 ⩽ b2∥λ∥. Òîãäà,
ïîëàãàÿ c ≑ max{b1a−1

2 ,b2a−1
1 }, ïîëó÷èì c−1∥x∥1 ⩽ ∥x∥2 ⩽ c∥x∥1.

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà ρ(x,L) ≑ infy∈L∥x− y∥ íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëè-

æåíèåì ýëåìåíòà x ∈ E ïîäïðîñòðàíñòâîì L ⊂ E , à y0 ∈ L, ò.÷. ρ(x,L) = ∥x− y0∥,
íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ). Ïóñòü L ⊂ E ëèíåéíîå

êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E . Òîãäà äëÿ

âñÿêîãî x ∈E ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y0 ∈ L íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈E , òî ρ(x,L)⩽ ∥x∥ . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

Kx ≑ {y ∈ L | ∥x− y∥ ⩽ ∥x∥}. Ïîñêîëüêó Kx ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, îãðàíè÷åííûì è

ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L, òî â ñèëó ñëåäñòâèþ 1 Kx êîìïàêòíî.

Ïîýòîìó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ fx(y) ≑ ∥x− y∥ äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè íà

êîìïàêòå Kx. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò y0 ∈ Kx, ò.÷. fx(y0) = infy∈Kx fx(y).

Îïðåäåëåíèå. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì,
åñëè ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêà ∥x+ y∥⩽ ∥x∥+∥y∥ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, êîãäà x = λy ïðè íåêîòîðîì λ ⩾ 0.

Òåîðåìà (åäèíñòâåííîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ). Åñëè L ⊂E åñòü ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â ñòðîãî íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E, òî äëÿ ëþáîãî

x ∈E ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ(x,L) = ∥x− y0∥= ∥x− y1∥, ãäå y0,y1 ∈ L. Òîãäà èìååì

ρ(x,L)⩽
∥∥∥x− y0 + y1

2

∥∥∥=
∥∥∥x− y0

2
+

x− y1

2

∥∥∥⩽
∥∥∥x− y0

2

∥∥∥+∥∥∥x− y1

2

∥∥∥= ρ(x,L).

Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî íåðàâåíñòâ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà. Â ñèëó óñëîâèÿ ñòðîãîé

íîðìèðîâàííîñòè x− y1 = λ (x− y0) ïðè íåêîòîðîì λ ⩾ 0. Åñëè λ = 1, òî y0 = y1.

Åñëè λ ̸= 1, òî x = (y1 −λy0)/(1−λ ) ∈ L è çíà÷èò x = y0 = y1.
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Ïðèìåð. Ïðèìåðàìè ñòðîãî íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâû ïðî-

ñòðàíñòâà Fn, à òàêæå ïðîñòðàíñòâà ℓp è Lp(X ,µ) ïðè 1 < p < ∞. Ïðîñòðàíñòâî

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[0,1] íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì, ò.ê. åñëè f (x) = 1
è g(x) = x, òî ∥ f +g∥= ∥ f∥+∥g∥= 2.

Ëåììà (î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå). Åñëè L ⊂E ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ëèíåéíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E, òî äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1
ñóùåñòâóåò x ∈E \L, ò.÷. ∥x∥= 1 è ∥x− y∥> 1− ε ïðè âñåõ y ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x0 ∈ E \L, òî d ≑ ρ(x0,L) > 0. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü d = 0.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ρ(x0,L) ñóùåñòâóþò yn ∈ L, ò.÷. ∥x0 − yn∥ < 1/n. Ïîýòîìó
limyn = x0 ∈ L â ñèëó çàìêíóòîñòè L. Âûáåðåì y0 ∈ L, ò.÷. ∥x0−y0∥< d/(1−ε). Åñëè
îáîçíà÷èòü ÷åðåç x ≑ (x0 − y0)/∥x0 − y0∥, òî ∥x∥= 1 è ïðè âñåõ y ∈ L ïîëó÷èì

∥x− y∥=
∥∥∥ x0 − y0

∥x0 − y0∥
− y

∥∥∥=
∥x0 − (y0 +∥x0 − y0∥y)∥

∥x0 − y0∥
⩾

d
∥x0 − y0∥

> 1− ε ,

ïîñêîëüêó ýëåìåíò y1 ≑ y0 +∥x0 − y0∥y ∈ L.

Òåîðåìà. Çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð S ≑ {x ∈ E | ∥x∥ ⩽ 1} â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå E ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ïðîñòðàíñòâî E èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü dimE < ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå dimE = ∞. Åñëè x1 ∈ S

è L1 ≑ sp{x1} çàäàåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó x1, òî ïî ëåììå ñóùåñòâóåò x2 ∈S \L1, ò.÷.

∥x2−x1∥> 1/2. Àíàëîãè÷íî, åñëè L2 ≑ sp{x1,x2} çàäàåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó x1 è x2,

òî ñóùåñòâóåò x3 ∈ S \L2, ò.÷. ∥x3 − x1∥ > 1/2, ∥x3 − x2∥ > 1/2 è ò.ä. Ïî èíäóêöèè

èìååì, åñëè Ln ≑ sp{x1, . . . , xn} çàäàåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó {x1, . . . , xn}, òî ñóùåñòâó-
åò xn+1 ∈S\Ln, ò.÷. ∥xn+1−xk∥> 1/2 ïðè k = 1, . . . , n. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
íå èìååò ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ò.å. øàð S íåêîìïàêòíûé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A : E → Fn îáîçíà÷àåò èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà E , ãäå

n = dimE . Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè è íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé A è A−1 îáðàç

øàðà A(S) ⊂ Fn ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì â Fn. Ïîýòîìó

A(S) êîìïàêòíî â Fn è çíà÷èò øàð S êîìïàêòíûé â ñèëó íåïðåðûâíîñòè A−1.
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5 ËÈÍÅÉÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ È ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÛ

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå A : E → F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì (èëè

êîðîòêî îïåðàòîðîì), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

a) àääèòèâíîñòü: A(x+ y) = A(x)+A(y) ïðè âñåõ x,y ∈E ;

b) îäíîðîäíîñòü: A(λx) = λA(x) ïðè âñåõ x ∈E è λ ∈ F.
Íîðìà îïåðàòîðà A : E → F , äåéñòâóþùåãî â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ E è

F , îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

∥A∥≑ sup
x ̸=0

∥A(x)∥
∥x∥

= sup
x∈S

∥A(x)∥ , ãäå S ≑ {x ∈E | ∥x∥⩽ 1} .

Âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè íîðìû

è îïåðàòîðà. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ∥A(x)∥⩽ ∥A∥∥x∥, ãäå x∈E . Ïîýòîìó

îïåðàòîð A îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íîðìà ∥A∥< ∞ êîíå÷íà.

×åðåç L (E,F ) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç E â F .

Ïóñòü A,B ∈ L (E,F ), òîãäà ñóììà îïåðàòîðîâ A+B è óìíîæåíèå èõ íà ÷èñëî λA
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: (A+B)(x) ≑ A(x)+B(x) è (λA)(x) ≑ λA(x). Î÷åâèäíî
âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè ∥λA∥= |λ |∥A∥ è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

∥A+B∥= sup
x∈S

∥A(x)+B(x)∥⩽ sup
x∈S

∥A(x)∥+ sup
x∈S

∥B(x)∥= ∥A∥+∥B∥ .

Ñëåäîâàòåëüíî, L (E,F ) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà. Åñëè F � á�àíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ

îïåðàòîðîâ L (E,F ) ÿâëÿåòñÿ á�àíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïîëíîòó. Ïóñòü {An} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîø�è, òîãäà

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N , ò.÷. ∥An − Am∥ < ε ïðè âñåõ n,m ⩾ N . Â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðíîé íîðìû ∥An(x)−Am(x)∥ < ε∥x∥ ïðè âñåõ x ∈E è n,m ⩾ N .
Ñëåäîâàòåëüíî, {An(x)} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîø�è â F ïðè âñåõ x ∈E . Â ñèëó

ïîëíîòû ñóùåñòâóåò ïðåäåë A(x) ≑ limn→∞ An(x). ßñíî, ÷òî A ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå âûøå, ïîëó÷èì ∥An(x)−A(x)∥ ⩽ ε∥x∥ ïðè âñåõ

x ∈ E è n ⩾ N , ò.å. ∥An −A∥ ⩽ ε ïðè n ⩾ N . Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An → A
ñõîäèòñÿ ïî íîðìå. Òàê êàê ∥A∥⩽ ∥An∥+∥An −A∥, òî A ∈ L (E,F ).

Òåîðåìà (Á�àíàõà�Øòåéíã�àóçà). Åñëè E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è ñèñòåìà

îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ {Ai}i∈I ⊂L (E,F ) ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíà, òî ñèñòåìà

{Ai}i∈I ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî íîðìå, ò.å. sup
i∈I

∥Ai∥< ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïîòî÷å÷íîé îãðàíè÷åííîñòè ñèñòåìû îïåðàòîðîâ ìíîæå-

ñòâà Mx ≑ {y = Ai(x) | i ∈ I} îãðàíè÷åíû â F äëÿ âñåõ x ∈E . Ïîýòîìó ïî ïðèíöèïó

ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè ñèñòåìà {Ai}i∈I ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà, ò.å. äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ò.÷. ∥Ai(x)∥ < ε ïðè âñåõ ∥x∥ < δ è i ∈ I . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ∥Ai∥= sup∥x/δ∥⩽1∥Ai(x/δ )∥⩽ ε/δ ïðè âñåõ i ∈ I .
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Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {An} ⊂ L (E,F ) ñõîäèòñÿ â

êàæäîé òî÷êå á�àíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E, ò.å. limAn(x) = A(x) äëÿ âñåõ x ∈ E,

òî íîðìû îïåðàòîðîâ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å. sup
n
∥An∥< ∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An(x)} ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ x ∈E .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè â ýòîì ìíîæåñòâå

X îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà x ⩽ y, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) x ⩽ x; 2) åñëè x ⩽ y è y ⩽ z, òî x ⩽ z; 3) åñëè x ⩽ y è y ⩽ x, òî x = y.
Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ öåïüþ, åñëè x ⩽ y èëè y ⩽ x äëÿ âñåõ ïàð x,y ∈ A.

Ýëåìåíò y ∈ X íàçûâàåòñÿ ìàæîðàíòîé ìíîæåñòâà A, åñëè x ⩽ y ïðè âñåõ x ∈ A.
Ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â X , åñëè èç x ⩽ y ñëåäóåò x = y.

Íàïðèìåð, îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ, ò.å.

A ⩽ B, åñëè A ⊂ B. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðèíèìàåòñÿ çà àêñèîìó òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ëåììà (Ö�îðíà). Åñëè âñÿêàÿ öåïü A ⊂ X óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X èìååò

ìàæîðàíòó, òî â ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : E→ F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì (èëè

êîðîòêî ôóíêöèîíàëîì) íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå ñâîéñòâà: f (x+ y) = f (x)+ f (y), f (λx) = λ f (x) ïðè âñåõ x,y ∈E è λ ∈ F.

Ôóíêöèîíàë f , çàäàííûé íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E , îãðàíè÷åí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íîðìà ∥ f∥= supx∈S | f (x)| êîíå÷íà. Ïðîñòðàíñòâî E∗ = L (E,F)
âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì ê E .

Ïî òåîðåìå î ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ñîïðÿæåííîå ïðî-

ñòðàíñòâî E∗ ÿâëÿåòñÿ á�àíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ôóíêöèîíàë g : M → F íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèîíàëà f : L → F, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå L ⊂ M è g(x) = f (x) äëÿ âñåõ x ∈ L. Ïîíÿòèå ïðîäîëæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç { f ,L}⩽ {g,M}.
Ïîëóíîðìîé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ p : E → R+, ò.÷.

p(x+ y) ⩽ p(x)+ p(y) è p(λx) = |λ | p(x) ïðè âñåõ x,y ∈ E è λ ∈ F. Ïðè ýòîì ïàðà

(E, p) íàçûâàåòñÿ ïîëóíîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà (Õ�àíà�Á�àíàõà). Åñëè ôóíêöèîíàë f : L → F çàäàí íà ïîäïðîñòðàíñòâå

L ⊂ E ïîëóíîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (E, p) è | f (x)| ⩽ p(x) ïðè âñåõ x ∈ L,
òî ñóùåñòâóåò åãî ïðîäîëæåíèå g : E → F, ò.÷. |g(x)|⩽ p(x) ïðè âñåõ x ∈E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àé F=R. Ïóñòü e1 /∈ L
è M1 ≑ sp{L,e1} îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó L è e1. Òàê êàê ïðè âñåõ x,y ∈ L

f (x)+ f (y) = f (x+ y)⩽ p(x+ y)⩽ p(x− e1)+ p(y+ e1),

òî f (x)− p(x− e1) ⩽ p(y+ e1)− f (y) ïðè âñåõ x,y ∈ L. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò c1 ∈ R,
ò.÷. f (x)− p(x− e1)⩽ c1 ⩽ p(y+ e1)− f (y) ïðè âñåõ x,y ∈ L. Çàìåíÿÿ x è y íà x/λ , à

çàòåì óìíîæàÿ íà λ , ïîëó÷èì f (x)±λc1 ⩽ p(x±λe1) ïðè âñåõ λ > 0 è x ∈ L.
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Îïðåäåëèì íà ïîäïðîñòðàíñòâå M1 ôóíêöèîíàë ïî ôîðìóëå g1(z) ≑ f (x)+ λc1,

ãäå z = x+λe1, x ∈ L è λ ∈ R. Òîãäà g1(x) = f (x) ïðè âñåõ x ∈ L è ïî äîêàçàííîìó

g1(z)⩽ p(z) ïðè âñåõ z ∈ M1. Òàê êàê p(−z) = p(z), òî |g1(z)|⩽ p(z) ïðè âñåõ z ∈ M1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèëè ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà f íà ïîäïðîñòðàíñòâî M1.

Åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e2 /∈ M1, òî àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå

ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèîíàëà g1 íà ïîäïðîñòðàíñòâî M2 ≑ sp{M1,e2} è ò.ä.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîäîëæåíèé {g, M} ôóíêöèîíàëà f íà íåêîòîðûå

ïîäïðîñòðàíñòâà M ⊂ E , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåîðåìû. Îïðåäåëÿåì â ýòîì

ìíîæåñòâå îòíîøåíèå ïîðÿäêà, êàê îòíîøåíèå ïðîäîëæåíèÿ. Òîãäà äëÿ êàæäîé

öåïè òàêèõ ïðîäîëæåíèé {gi,Mi}i∈I ñóùåñòâóåò ìàæîðàíòà {g,M}, ãäå M = ∪i∈IMi
è g|Mi = gi. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå Ö�îðíà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ïðîäîëæå-

íèå ôóíêöèîíàëà f . Ïîñêîëüêó ïî äîêàçàííîìó âûøå êàæäûé ôóíêöèîíàë ìîæíî

ïðîäîëæèòü íà áîëåå øèðîêîå ïîäïðîñòðàíñòâî E , òî ìàêñèìàëüíîå ïðîäîëæåíèå

îïðåäåëåíî íà âñåì E è óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ê êîìïëåêñíîìó ñëó÷àþ ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü f (x) = u(x)+ iv(x), ãäå u(x) = ℜ f (x) è v(x) = ℑ f (x). Òàê êàê â ñèëó

ëèíåéíîñòè f (ix) = i f (x), òî u(ix) + iv(ix) = iu(x)− v(x) è çíà÷èò v(x) = −u(ix),
ò.å. f (x) = u(x)−iu(ix). Ïóñòü ôóíêöèîíàë h îïðåäåëÿåò ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà

u, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ òåîðåìû. Òîãäà äëÿ ôóíêöèîíàëà g(x) ≑ h(x)− ih(ix)
âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè g(ix) = h(ix)− ih(−x) = i(h(x)− ih(ix)) = ig(x).
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë g ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íàä ïîëåì F = C è çàäàåò

ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà f . Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |g(x)| ⩽ p(x) ïðè âñåõ x ∈ E .

Åñëè g(x) = eiθ |g(x)|, òî |g(x)| = e−iθ g(x) = g(e−iθ x) = h(e−iθ x) ⩽ p(e−iθ x) = p(x).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë g óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè L ⊂E � ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E,

òî äëÿ êàæäîãî f ∈ L∗ ñóùåñòâóåò g ∈E∗, ò.÷. g|L = f è ∥g∥= ∥ f∥L.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïðåäåëèì p(x)≑ ∥ f∥L∥x∥ ïðè âñåõ x ∈E . Òîãäà ïî òåîðåìå

ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë g, ò.÷. g|L = f è |g(x)|⩽ ∥ f∥L∥x∥ ïðè âñåõ x ∈E . Ïîýòîìó

èìååì ∥g∥⩽ ∥ f∥L, à â ñèëó óñëîâèÿ g|L = f ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ∥g∥= ∥ f∥L.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ F : [a,b]→F èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, åñëè êîíå÷íà

ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïî âñåì ðàçáèåíèÿì τ = {a = t0 < t1 < · · ·< tn = b}:

b
V
a
(F)≑ sup

τ

n

∑
k=1

|F(tk)−F(tk−1)|< ∞ .

×åðåç BV [a,b] îáîçíà÷àåòñÿ íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé îãðàíè-
÷åííîé âàðèàöèè, â êîòîðîì íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ∥F∥≑ |F(a)|+Vb

a(F).

Òåîðåìà (Ð�èññà). Äëÿ êàæäîãî ôóíêöèîíàëà α ∈ C∗[a,b] ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F ∈BV [a,b], ò.÷. F(a) = 0, F íåïðåðûâíà ñëåâà â èíòåðâàëå

(a,b), åå âàðèàöèÿ Vb
a(F) = ∥α∥ è α( f ) =

∫ b
a f (x)dF(x) äëÿ âñåõ f ∈C[a,b].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Õ�àíà�Á�àíàõà ôóíêöèîíàë α ∈C∗[a,b]
ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåííûì íà ïðîñòðàíñòâå B[a,b] îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü ut(x)≑ χ[a,t)(x) ïðè a ⩽ t < b è ub(x)≑ χ[a,b](x). Ïîëîæèì F(t)≑ α(ut). Òîãäà
F(a) = 0. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå τ = {a = t0 < t1 < · · ·< tn = b} îòðåçêà [a,b] è ïóñòü

θk ≑ arg
(
F(tk)−F(tk−1)

)
. Ïðåäñòàâèì âàðèàöèîííóþ ñóììó â âèäå:

n

∑
k=1

|F(tk)−F(tk−1)|=
n

∑
k=1

e−iθk
(
α(utk)−α(utk−1)

)
= α

( n

∑
k=1

e−iθk(utk −utk−1)
)
.

Òàê êàê ∥∑
n
k=1e

−iθk(utk −utk−1)∥⩽ 1, òî Vb
a(F)⩽ ∥α∥, ò.å. F ∈BV [a,b].

Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈C[a,b] ââåäåì ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

fτ(x) ≑ ∑
n
k=1 f (ξk)(utk(x)− utk−1(x)), ãäå ξk ∈ [tk−1, tk]. Îíè ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê f

íà [a,b], êîãäà äèàìåòð ðàçáèåíèÿ dτ → 0, ò.ê. ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Îòñþäà èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà α ∈B∗[a,b] ïîëó÷èì

α( f ) = lim
d(τ)→0

α( fτ) = lim
d(τ)→0

n

∑
k=1

f (ξk)
(
F(tk)−F(tk−1)

)
=

∫ b

a
f dF.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë α ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì Ð�èìàíà�Ñò�èëòüåñà. Òàê êàê

äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ∈C[a,b], ò.÷. ∥ f∥⩽ 1, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

|α( f )|=
∣∣∣∫ b

a
f dF

∣∣∣⩽ sup
τ

n

∑
k=1

| f (ξk)| |F(tk)−F(tk−1)|⩽
b
V
a
(F) , òî ∥α∥=

b
V
a
(F) .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, òî ó íåå âñå òî÷êè ðàçðûâà

ïåðâîãî ðîäà è èõ íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî. Èíòåãðàë Ð�èìàíà�Ñò�èëòüåñà îò íåïðåðûâ-

íîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ F(x) íà ñ÷¼òíîì ìíîæåñòâå òî÷åê x ∈ (a,b).
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ F íåïðåðûâíîé ñëåâà â (a,b).
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ðàññìîòðèì tn ↗ t ∈ (a,b) ïðîèçâîëüíóþ âîçðàñòàþùóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (a,b). Îïðåäåëèì ôóíêöèè gn ∈C[a,b], ò.÷. gn(x) = 1 ïðè

x ∈ [a, tn], gn(x) = 0 ïðè x ∈ [t,b], à â èíòåðâàëå (tn, t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Òîãäà â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñëåâà ôóíêöèè F ïîëó÷èì, ÷òî ïðè n → ∞

|α(gn)−F(tn)|=
∣∣∣∫

[a,t)
gndF −

∫
[a,tn)

dF
∣∣∣= ∣∣∣∫

[tn,t)
gndF

∣∣∣⩽ t
V
tn
(F)→ 0 .

Ïîýòîìó limα(gn) = limn→∞ F(tn) = F(t). Êðîìå òîãî, èìååì F(a) = 0 è F(b) = α(1).
Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ôóíêöèè F íà îòðåçêå [a,b].

Òåîðåìà (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Äëÿ âñÿêîãî ôóíêöèîíàëà α ∈ L∗
p(X ,µ) ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ g∈Lq(X ,µ), ò.÷. ∥α∥= ∥g∥ è α( f )=
∫

X f (x)g(x)dµ

ïðè âñåõ f ∈Lp(X ,µ), ãäå 1 ⩽ p < ∞ è 1/p+1/q = 1.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîé òåîðåìå ìåðà µ íà ìíîæåñòâå X ïðåäïîëàãàåòñÿ σ -êîíå÷íîé.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà X = N è ìåðà µ({n}) = 1 ïðè âñåõ n ∈ N, ïîëó÷àåì, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî ôóíêöèîíàëà α ∈ ℓ∗p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ ℓq, ò.÷.

∥α∥= ∥y∥ è α(x) = ∑
∞
n=1 xnyn ïðè âñåõ x ∈ ℓp, ãäå 1 ⩽ p < ∞ è 1/p+1/q = 1.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {An} ⊂ L (E,F ) ñõîäèòñÿ (èëè

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ), åñëè ñóùåñòâóåò A ∈ L (E,F ), ò.÷. ∥A−An∥→ 0.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {An} ⊂L (E,F ) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ,

åñëè ñóùåñòâóåò A ∈ L (E,F ), ò.÷. ∥A(x)−An(x)∥→ 0 ïðè âñåõ x ∈E .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {An} ⊂ L (E,F ) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ,

åñëè ñóùåñòâóåò A ∈ L (E,F ), ò.÷. f (A(x)−An(x))→ 0 ïðè âñåõ x ∈E è f ∈ F ∗.

Òàê êàê ∥A(x)−An(x)∥ ⩽ ∥A−An∥∥x∥ ïðè âñåõ x ∈ E , òî èç ñõîäèìîñòè ñëåäóåò

ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü. À òàê êàê | f (A(x)−An(x))|⩽ ∥ f∥∥A(x)−An(x)∥ ïðè âñåõ x ∈E
è f ∈ F ∗, òî èç ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ M ⊂ L (E,F ) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì

(èëè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì), åñëè îãðàíè÷åíî ïî íîðìå, ò.å. supA∈M ∥A∥ < ∞.

Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñèëüíî îãðàíè÷åííûì (èëè ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åííûì),

åñëè supA∈M ∥A(x)∥ < ∞ ïðè âñåõ x ∈ E . Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñëàáî îãðàíè-

÷åííûì, åñëè supA∈M | f (A(x))|< ∞ ïðè âñåõ x ∈E è f ∈ F ∗.

Èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ñëåäóåò ñèëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü, à èç ñèëüíîé

îãðàíè÷åííîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ îãðàíè÷åííîñòü. Ïî òåîðåìå Á�àíàõà�Øòåéíã�àóçà,

åñëè E á�àíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ìíîæåñòâî ñèëüíî îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî.

Ëåììà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} ⊂ L (E,F ) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî, ò.å.

ñóùåñòâóåò ïðåäåë An(x)→ A(x) ïðè âñåõ x ∈E, òî ∥A∥⩽ lim∥An∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì èíäåêñû nk, ò.÷. lim∥An∥ = lim∥Ank∥. Òîãäà ïðè âñåõ

x ∈ S ïîëó÷èì ∥A(x)∥= lim∥Ank(x)∥⩽ lim∥Ank∥= lim∥An∥, ò.å. ∥A∥⩽ lim∥An∥.

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X ⊂E â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò íàè-

ìåíüøåå ñîäåðæàùåå åãî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L = spX , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíîé îáîëî÷êîé X . Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî X ïîðîæäàåò L. Ìíîæåñòâî X ⊂E

íàçûâàåòñÿ òîòàëüíûì, åñëè åãî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L = spX âñþäó ïëîòíà â E .

Òåîðåìà (êðèòåðèé ñèëüíîé ñõîäèìîñòè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} ⊂ L (E,F )

îïåðàòîðîâ, ãäå E è F á�àíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, òîãäà è òîëüêî òîãäà ñèëüíî

ñõîäèòñÿ, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è ñóùåñòâóåò òîòàëüíîå ìíîæåñòâî X ⊂ E,

ò.÷. {An(x)} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â F ïðè âñåõ x ∈ X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó E á�àíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî íåîáõîäèìîñòü ïåðâîãî

óñëîâèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû Á�àíàõà�Øòåéíã�àóçà. Âòîðîå óñëîâèå ñëåäóåò èç îïðå-

äåëåíèÿ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî òî, ÷òî F
á�àíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Êàæäûé ýëåìåíò ëèíåéíîé îáîëî÷êè y ∈ L ≑ spX ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé y = ∑
n
k=1 λkxk, ãäå λk ∈ F è xk ∈ X . Ïîýòîìó èç ëèíåéíîñòè

îïåðàòîðîâ An ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà limAn(y) = A(y) ïðè âñåõ y ∈ L.
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Ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L âñþäó ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå E , òî äëÿ ëþáîãî

x ∈E è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò y ∈ L, ò.÷. ∥x−y∥< ε/4c, ãäå c ≑ sup∥An∥> 0.
Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà y ∈ L âûáåðåì N , ò.÷. ∥An(y)−Am(y)∥< ε/2 ïðè âñåõ n,m ⩾ N .
Òàê êàê ∥An(x)−An(y)∥⩽ ∥An∥∥x− y∥< ε/4, òî ïðè âñåõ n,m ⩾ N

∥An(x)−Am(x)∥⩽ ∥An(x)−An(y)∥+∥An(y)−Am(y)∥+∥Am(y)−Am(x)∥< ε .

Îòñþäà {An(x)} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè ïðè âñåõ x ∈ E è â ñèëó

ïîëíîòû F ñóùåñòâóåò ïðåäåë limAn(x) ≑ A(x) ïðè âñåõ x ∈ E . Òîãäà îïåðàòîð A
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, à ïî ëåììå áóäåò îãðàíè÷åííûì, ò.å. A ∈ L (E,E).

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ { fn} ⊂ E∗ ñîïðÿæåííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà E∗ íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ (èëè ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ), åñëè ñóùåñòâóåò

f ∈E∗, ò.÷. ∥ f − fn∥→ 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { fn} íàçûâàåòñÿ ñëàáî* ñõîäÿùàÿñÿ,
åñëè ñóùåñòâóåò f ∈E∗, ò.÷. lim fn(x) = f (x) ïðè âñåõ x ∈E .

Ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ M ⊂E∗ íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì (èëè ñèëüíî îãðà-

íè÷åííûì), åñëè îíî îãðàíè÷åíî ïî íîðìå, ò.å. sup f∈M ∥ f∥< ∞. Ìíîæåñòâî M ⊂E∗

íàçûâàåòñÿ ñëàáî* îãðàíè÷åííûì, åñëè sup f∈M | f (x)|< ∞ ïðè âñåõ x ∈E .

Èç ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ* ñõîäèìîñòü. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäèòñÿ ñèëüíî (ñîîòâåòñòâåííî ñëàáî*), òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (ñîîòâåòñòâåí-

íî ñëàáî*) îãðàíè÷åííîé. Åñëè ïðîñòðàíñòâî E á�àíàõîâî, òî ìíîæåñòâî M ⊂ E∗

ñëàáî* îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñèëüíî îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà (êðèòåðèé ñëàáîé* ñõîäèìîñòè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ

{ fn} ⊂E∗, ãäå E á�àíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå ñëàáî*

ñõîäèòñÿ, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è íàéäåòñÿ òîòàëüíàÿ ñèñòåìà X ⊂ E, ò.÷.

{ fn(x)} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè ïðè âñåõ x ∈ X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó E∗ = L (E,F), òî èç êðèòåðèÿ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè

îïåðàòîðîâ ñëåäóåò êðèòåðèé ñëàáîé* ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ.

Òåîðåìà. Êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå J : E → E∗∗ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

E âî âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî E∗∗, çàäàííîå ïî ôîðìóëå J(x) ≑ δx,

ãäå δx( f )≑ f (x) ôóíêöèîíàë Äèð�àêà íà E∗, ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S∗ ⊂ E∗ îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé øàð. Òîãäà | f (x)| ⩽ ∥x∥
äëÿ âñåõ f ∈ S∗, ò.å. ∥J(x)∥ = ∥δx∥ ⩽ ∥x∥. Äîêàæåì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì. Äëÿ êàæäîãî x ∈ E îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f (λx) = λ∥x∥, ãäå λ ∈ F,
íà ëèíåéíîé îáîëî÷êå L ≑ sp{x} ýëåìåíòà x. Òàê êàê íîðìà ∥ f∥L = 1, òî â ñèëó

ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Õ�àíà�Á�àíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë g ∈E∗, ò.÷. g(x) = ∥x∥
è ∥g∥= 1. Îòñþäà δx(g) = ∥x∥ è, ñëåäîâàòåëüíî, ∥δx∥= ∥x∥.

Åñëè êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå J : E → E∗∗ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì J(M) = E∗∗,
òî ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì. Âñå êîíå÷íîìåðíûå íîðìèðîâàííûå

ïðîñòðàíñòâà ðåôëåêñèâíûå. Ïî òåîðåìå, ñôîðìóëèðîâàííîé â êîíöå ïðåäûäóùåé

ëåêöèè, ïðîñòðàíñòâà Lp(X ,µ) ÿâëÿþòñÿ ðåôëåêñèâíûìè ïðè âñåõ 1 < p < ∞.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {xn} ⊂ E íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ

(èëè ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ), åñëè ñóùåñòâóåò x ∈E∗, ò.÷. ∥x− xn∥→ 0.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ E íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò

x ∈E , ò.÷. lim f (xn) = f (x) äëÿ âñåõ f ∈E∗.
Ìíîæåñòâî M ⊂E íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì (èëè ñèëüíî îãðàíè÷åííûì), åñëè

îíî îãðàíè÷åíî ïî íîðìå, ò.å. supx∈M ∥x∥< ∞. Ìíîæåñòâî M ⊂E íàçûâàåòñÿ ñëàáî

îãðàíè÷åííûì, åñëè supx∈M | f (x)|< ∞ ïðè âñåõ f ∈E∗.

Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå J : E → E∗∗, êàæäûé ýëåìåíò x ∈ E ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ñ ôóíêöèîíàëîì Äèð�àêà δx ∈ E∗∗ íà ïðîñòðàíñòâå E∗. Ïîýòîìó èç

ñâîéñòâ ñëàáîé* ñõîäèìîñòè âûòåêàþò ñâîéñòâà ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

Èç ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäèòñÿ ñèëüíî (ñîîòâåòñòâåííî ñëàáî), òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (ñîîòâåòñòâåííî

ñëàáî) îãðàíè÷åííîé. Òàê êàê ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî á�àíàõîâî, òî ìíîæåñòâî

M ⊂E ñëàáî îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñèëüíî îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà (êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ E òîãäà

è òîëüêî òîãäà ñëàáî ñõîäèòñÿ, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è íàéäåòñÿ òîòàëüíàÿ

ñèñòåìà X ⊂E∗, ò.÷. { f (xn)} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ïðè âñåõ f ∈ X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðèìåíèòü êðèòåðèé ñëàáîé* ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ

ê îáðàçó δxn = J(xn) êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ J : E →E∗∗.

Ïóñòü E ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ

è âñþäó ïëîòíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ X = {xn}. Îïðåäåëèì ìåòðèêó â E∗ ïî ôîðìóëå

ρ( f ,g)≑
∞

∑
n=1

1
2n

| f (xn)−g(xn)|
1+ | f (xn)−g(xn)|

ïðè âñåõ f ,g ∈E∗ .

Ïðîâåðèì ñâîéñòâà ìåòðèêè. Ñèììåòðè÷íîñòü ρ( f ,g) = ρ( f ,g) î÷åâèäíà. Òàê êàê
ôóíêöèÿ ϕ(t) = t/(t + 1) âîçðàñòàåò íà ïîëóîñè R+ è ÿâëÿåòñÿ ïîëóàääèòèâíîé

ϕ(t + s) ⩽ ϕ(t)+ϕ(s) ïðè âñåõ t,s ∈ R+, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

ρ( f ,g) ⩽ ρ( f ,h)+ρ(h,g). Ïóñòü ρ( f ,g) = 0, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìåòðèêè èìååì

f (xn) = g(xn) ïðè âñåõ n. Òàê êàê ìíîæåñòâî X âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå E , òî

äëÿ ëþáîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk ∈ X , ò.÷. xnk → x. Îòñþäà â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëîâ f (x) = lim f (xnk) = limg(xnk) = g(x).

Ëåììà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { fn} ⊂ E∗ ñëàáî* ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è ñõîäèòñÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (E∗,ρ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Îãðàíè÷åííîñòü âûòåêàåò èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì m, ò.÷. 1/2m < ε/2. Òàê êàê fn(x)→ f (x) ïðè âñåõ x ∈E ,

òî íàéäåòñÿ N , ò.÷. | fn(xk)− f (xk)|< ε/2 ïðè âñåõ n ⩾ N è k = 1, . . . , m. Òîãäà

ρ( fn, f )⩽
m

∑
k=1

1
2k

ε/2
1+ ε/2

+
∞

∑
k=m+1

1
2k < ε ïðè âñåõ n ⩾ N .
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Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì N , ò.÷. ρ( fn, f ) < ε ïðè âñåõ n ⩾ N .
Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ìû ïîëó÷èì | fn(xk)− f (xk)| < 2kε(1+ | fn(xk)− f (xk)|) ïðè âñåõ

n ⩾ N . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî | fn(xk)− f (xk)| ⩽ 2kε/(1− 2kε) ïðè âñåõ 0 < ε < 1/2k è

n⩾N . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim fn(xk) = f (xk) ïðè âñåõ xk ∈X . Ñëåäîâàòåëüíî,
èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü è ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé ñëàáîé* ñõîäèìîñòè, ìû ïîëó÷èì,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî* ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ M ⊂E∗ íàçûâàåòñÿ ñëàáî* êîìïàêòíûì,
åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { fn} ⊂ M ñîäåðæèò ñëàáî* ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü { fnk}, äëÿ êîòîðîé ñëàáûé* ïðåäåë lim fnk = f ∈ M.

Ìíîæåñòâî M ⊂E∗ íàçûâàåòñÿ ñëàáî* çàìêíóòûì, åñëè äëÿ âñÿêîé ñëàáî* ñõî-

äÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { fn} ⊂ M åå ñëàáûé* ïðèäåë lim fn = f ∈ M.

Çàìåðèì, ÷òî â ñèëó ëåììû î ìåòðèçóåìîñòè ñëàáîé* ñõîäèìîñòè è òåîðåìû

î ðàâíîñèëüíîñòè ñâîéñòâ êîìïàêòíîñòè, îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M ⊂ E∗ áóäåò

ñëàáî* êîìïàêòíûì (ñîîòâåòñòâåííî ñëàáî* çàìêíóòûì) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíî êîìïàêòíî (ñîîòâåòñòâåííî çàìêíóòî) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (E∗,ρ).

Òåîðåìà (êðèòåðèé ñëàáîé* êîìïàêòíîñòè). Åñëè E ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì

áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, òî ìíîæåñòâî M ⊂E∗ ñëàáî* êîìïàêòíî â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî è ñëàáî* çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

M íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, ò.å. ñóùåñòâóåò { fn}⊂ M, ò.÷. ∥ fn∥⩾ n. Òîãäà ó òàêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò ñëàáî* ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê êàê âñÿêàÿ

ñëàáî* ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîãäà E áàíàõîâî) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Ñëàáàÿ* çàìêíóòîñòü M âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ñëàáîé* êîìïàêòíîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü { fn} ⊂ M. Ñíà÷àëà âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íà âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå X = {xn}. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷èñåë { fn(x1)} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî ó íåé ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü { f (1)n (x1)}. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë { f (1)n (x2)} ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííîé, òî ó íåé ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü { f (2)n (x2)},
è ò.ä. Òîãäà äèàãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk = f (k)k ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X
è â ñèëó êðèòåðèÿ ñëàáîé* ñõîäèìîñòè ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü { fnk} ñõîäèòñÿ

ñëàáî* ê f ∈E∗. Èç ñëàáîé* çàìêíóòîñòè M ñëåäóåò, ÷òî åå ïðåäåë f ∈ M.

Òåîðåìà (êðèòåðèé ñëàáîé êîìïàêòíîñòè). Åñëè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî E∗

ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, òî ìíîæåñòâî M ⊂E ñëàáî êîìïàêòíî â òîì è òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî è ñëàáî ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðèìåíèòü êðèòåðèé ñëàáîé* êîìïàêòíîñòè ê îáðàçó J(M)

êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ J : E → E∗∗. Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M
ñëàáî ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J(M) ñëàáî* çàìêíóòî.
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Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E íàä ïîëåì

F äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ q : E ×E → F,
îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ⟨x,y⟩≑ q(x,y), êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) ⟨x,y⟩= ⟨y,x⟩ ïðè âñåõ x,y ∈E ;

b) ⟨λ1x1 +λ2x2,y⟩= λ1⟨x1,y⟩+λ2⟨x2,y⟩ ïðè âñåõ x1,x2,y ∈E è λ1,λ2 ∈ F;
c) ⟨x,x⟩⩾ 0 ïðè âñåõ x ∈E è ⟨x,x⟩= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0.

Ïðîñòðàíñòâî E , â êîòîðîì ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨x,y⟩, íàçûâàåòñÿ
åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ôóíêöèÿ ∥x∥ ≑

√
⟨x,x⟩ íàçûâàåòñÿ åãî åâêëèäîâîé

íîðìîé, à ρ(x,y)≑ ∥x− y∥ íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé.

1. Íåðàâåíñòâî Êîø�è�Áóíÿê�îâñêîãî: |⟨x,y⟩|⩽ ∥x∥∥y∥ ïðè âñåõ x,y ∈E .

Ïóñòü z = tx+λy, ãäå λ ≑ ⟨x,y⟩/|⟨x,y⟩| è ⟨x,y⟩ ̸= 0. Òîãäà ïðè âñåõ t ∈ R èìååì

⟨z,z⟩= t2⟨x,x⟩+ t
(
λ ⟨x,y⟩+λ ⟨x,y⟩

)
+ |λ |2⟨y,y⟩= t2∥x∥2 +2t|⟨x,y⟩|+∥y∥2 ⩾ 0 .

Òàê êàê äèñêðèìèíàíò ýòîãî òðåõ÷ëåíà íåïîëîæèòåëüíûé, òî |⟨x,y⟩|2−∥x∥2∥y∥2 ⩽ 0.
Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

z = tx+λy = 0 ïðè íåêîòîðîì t ∈ R, ò.å. êîãäà ýëåìåíòû x è y ëèíåéíî çàâèñèìû.

2. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: ∥x+ y∥⩽ ∥x∥+∥y∥ ïðè âñåõ x,y ∈E .

Èç íåðàâåíñòâà Êîø�è�Áóíÿê�îâñêîãî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

∥x+y∥2 = ⟨x+y,x+y⟩= ⟨x,x⟩+2Re⟨x,y⟩+⟨y,y⟩⩽ ∥x∥2+2∥x∥∥y∥+∥y∥2 = (∥x∥+∥y∥)2.

Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà Re⟨x,y⟩ = ∥x∥∥y∥, ò.å.
êîãäà ýëåìåíòû x è y ëèíåéíî çàâèñèìûìè x = λy, ãäå Reλ = |λ | ⩾ 0, è çíà÷èò

λ ⩾ 0. Ïîýòîìó åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì.

3. Ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà: ∥x+ y∥2 +∥x− y∥2 = 2∥x∥2 +2∥y∥2 ïðè x,y ∈E .

Ñêëàäûâàÿ äâà ðàâåíñòâà ⟨x±y,x±y⟩= ⟨x,x⟩±2Re⟨x,y⟩+⟨y,y⟩, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

ïàðàëëåëîãðàììà ⟨x+ y,x+ y⟩+ ⟨x− y,x− y⟩= 2⟨x,x⟩+2⟨y,y⟩.

Òåîðåìà (ôîí Í�åéìàíà). Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî E â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, êîãäà â íåì âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ïðèâåäåíî â ó÷åáíèêå Êîëìîã�îðîâà è Ôîìèí�à.

Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî B(X) îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì

ïðîñòðàíñòâîì, åñëè X èìååò áîëåå îäíîé òî÷êè. Â ñàìîì äåëå, åñëè f (x) = χA(x)
è g(x) = χB(x), ãäå A∩B = /0, òî ∥ f∥ = ∥g∥ = ∥ f +g∥ = ∥ f −g∥ = 1. Òàêèì îáðàçîì,

ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà íå âûïîëíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå B(X).
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4. Íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (êàê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ).

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì δ > 0 è c> 0, ò.÷. δ <min{c,ε/3c}, max(∥x0∥,∥y0∥)< c.
Òîãäà, åñëè ∥x− x0∥< δ è ∥y− y0∥< δ , òî ïî íåðàâåíñòâó Êîø�è�Áóíÿê�îâñêîãî

|⟨x,y⟩−⟨x0,y0⟩|⩽ |⟨x− x0,y0⟩|+ |⟨x0,y− y0⟩|+ |⟨x− x0,y− y0⟩|⩽
⩽ ∥x− x0∥∥y0∥+∥x0∥∥y− y0∥+∥x− x0∥∥y− y0∥< ε .

5. Íåðàâåíñòâî Á�åïïî Ë�åâè. Åñëè L⊂E ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà E, òî äëÿ âñåõ x,y ∈ L è z ∈E âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥x− y∥⩽
√

∥z− x∥2 −d2 +
√
∥z− y∥2 −d2 , ãäå d = ρ(z,L) .

Òàê êàê ∥z− tx+y
t+1 ∥

2 ⩾ d2, òî óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà (t +1)2, ïîëó÷èì

∥t(z− x)+(z− y)∥2 ⩾ (t +1)2d2 ïðè âñåõ t ∈ R.

Ðàñêðûâàÿ ëåâóþ íîðìó ïî ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ïåðåíîñÿ ïðàâóþ

÷àñòü âëåâî, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

t2(∥z− x∥2 −d2)+2t(Re⟨z− x,z− y⟩−d2)+(∥z− y∥2 −d2)⩾ 0 ïðè âñåõ t ∈ R.

Ïîñêîëüêó äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íåïîëîæèòåëüíûé, òî

∥x− y∥2 = ∥(z− x)− (z− y)∥2 = ∥z− x∥2 −2Re⟨z− x,z− y⟩+∥z− y∥2 =

=
(
∥z− x∥2 −d2)−2

(
Re⟨z− x,z− y⟩−d2)+ (

∥z− y∥2 −d2)⩽
⩽
(
∥z− x∥2 −d2)+2

√(
∥z− x∥2 −d2

)(
∥z− y∥2 −d2

)
+
(
∥z− y∥2 −d2).

Çàìå÷àÿ ñïðàâà ïîëíûé êâàäðàò, èìååì íåðàâåíñòâî Áåïï�î Ë�åâè.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòû x,y ∈ E íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè x ⊥ y, åñëè èõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨x,y⟩= 0. Ýëåìåíò x ∈E íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì x ⊥ L
ïîäïðîñòðàíñòâó L ⊂ E , åñëè ⟨x,y⟩ = 0 ïðè âñåõ y ∈ L. Ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ E è

M ⊂E íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè L ⊥ M, åñëè ⟨x,y⟩= 0 ïðè âñåõ x ∈ L è y ∈ M.

Ëåììà. Ýëåìåíò y ∈ L ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà x ∈ E,

ò.å. ∥x− y∥= ρ(x,L), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x− y ⊥ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ⟨x−y,z⟩ ≠ 0 ïðè íåêîòîðîì z ∈ L\0. Òîãäà,
ïîëîãàÿ u ≑ y+λ z ∈ L, ãäå λ ≑ ⟨x− y,z⟩/⟨z,z⟩, èìååì ðàâåíñòâî

∥x−u∥2 = ∥(x− y)−λ z∥2 = ∥x− y∥2 −2Re(λ ⟨x− y,z⟩)+ |λ |2⟨z,z⟩= ∥x− y∥2 −|λ |2∥z∥2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∥x−u∥< ∥x− y∥= ρ(x,L), è ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ⟨x− y,z⟩= 0 ïðè âñåõ z ∈ L. Òîãäà ïðè âñåõ z ∈ L èìååì

∥x− y∥2 = ⟨x− y,x− y⟩= ⟨x− y,x− z⟩⩽ ∥x− y∥∥x− z∥.
Ïîýòîìó ∥x− y∥⩽ ∥x− z∥ ïðè âñåõ z ∈ L, ò.å. ρ(x,L) = ∥x− y∥.
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Òåîðåìà. Åñëè {xk}n
k=1 ∈ E ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà E, òî âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà x ∈ E
ïîäïðîñòðàíñòâî L ≑ sp{xk}n

k=1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(x,L) =

√
D(x1, . . . , xn, x)
D(x1, . . . , xn)

,

ãäå D(x1, . . . , xn)≑ det{⟨xi,x j⟩}n
i, j=1 îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü Ãð�àìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñòðîãî íîðìèðîâàííîå, òî ïî

äîêàçàííîìó ýëåìåíò y ∈ L íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé.

Ïóñòü d2 ≑ ρ(x,L)2 = ∥x− y∥2 = ⟨x− y,x− y⟩, ãäå y ∈ L. Ïîñêîëüêó ⟨x− y,y⟩ = 0, òî
⟨y,x⟩= ⟨x,x⟩−d2. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâ ⟨x− y,xk⟩= 0 ñëåäóåò, ÷òî ⟨y,xk⟩= ⟨x,xk⟩
ïðè k = 1, . . . , n. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ðàâåíñòâà âûðàæåíèå y = ∑

n
k=1 λkxk, ìû ïîëó÷èì

ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ λ1, . . . , λn ∈ F
λ1⟨x1,x1⟩+ · · · +λn⟨xn,x1⟩ = ⟨x,x1⟩
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · = · · · · · ·

λ1⟨x1,xn⟩+ · · · +λn⟨xn,xn⟩ = ⟨x,xn⟩
λ1⟨x1, x⟩+ · · · ·+λn⟨xn, x⟩ = ⟨x,x⟩−d2.

Ïî òåîðåìå Êð�îíåêåðà�Êàï�åëëè ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ. Ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ. Òîãäà,

çàïèñûâàÿ ïîñëåäíèé ñòîëáåö ðàñøèðåííîé ìàòðèöû â âèäå ñóììû äâóõ ñòîëáöîâ,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî D(x1, . . . , xn, x)−d2D(x1, . . . , xn) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ çäåñü x= xn+1, ïî èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî D(x1, . . . , xn) ̸= 0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà x1, . . . , xn ëèíåéíî íå çàâèñèìà.

Îïðåäåëåíèå. Ã�èëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì H íàçûâàåòñÿ ïîëíîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêè.

Ïðèìåð 1. Â ïðîñòðàíñòâå L2(X ,µ) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è åâêëèäîâà íîðìà

îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

⟨ f ,g⟩≑
∫

X
f (x)g(x)dµ(x) , ∥ f∥=

√
⟨ f , f ⟩=

(∫
X
| f (x)|2dµ

)1/2
.

Ïîñêîëüêó L2(X ,µ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì è åãî íîðìà

åâêëèäîâà, òî îíî áóäåò ã�èëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 2. Â ïðîñòðàíñòâå ℓ2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xn} ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå è åâêëèäîâà íîðìà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

⟨x,y⟩≑
∞

∑
n=1

xnyn , ∥x∥=
√

⟨x,x⟩=
( ∞

∑
n=1

|xn|2
)1/2

.

Òàê êàê ℓ2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì è åãî íîðìà åâêëèäîâà,

òî îíî áóäåò ã�èëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Òåîðåìà (î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè). Åñëè L⊂H çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî

â ã�èëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H , òî äëÿ êàæäîãî x ∈H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íûé ýëåìåíò y ∈ L íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = ρ(x,L) ≑ infy∈L∥x− y∥. Òîãäà ñóùåñòâóþò yn ∈ L, ò.÷.
∥x− yn∥2 < 1/n2 + d2. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Á�åïïî Ë�åâè ∥yn − ym∥ < 1/n+ 1/m, ò.å.
{yn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîø�è â L. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H ïîëíî, à

ïîäïðîñòðàíñòâî L çàìêíóòî, òî limyn = y ∈ L. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå

d ⩽ ∥x− yn∥<
√

d2 +1/n2, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ∥x− y∥= lim∥x− yn∥= d .
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ âûòåêàåò èç ðàíåå äîêàçàííîé

òåîðåìû, ò.ê. ã�èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì.

Òåîðåìà (îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè). Ïóñòü L ⊂ H ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì â ã�èëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî H
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû H = L⊕ L⊥ ïîäïðîñòðàíñòâà L è åãî

îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ L⊥ ≑ {x ∈H | x ⊥ L}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè äëÿ êàæäîãî x ∈H

ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ L, ÷òî ρ(x,L) = ∥x−y∥. Îí íàçûâàåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ýëåìåíòà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. Ïîëîæèì P(x) ≑ y.
Ýòîò îïåðàòîð îòîáðàæàåò P : H → L, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è åãî íîðìà ∥P∥ = 1.
Îïåðàòîð P íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.
Ïóñòü z ≑ x− y. Òîãäà ïî ëåììå z ∈ L⊥. Òàêèì îáðàçîì, èìååì x = y+ z, ãäå y ∈ L

è z ∈ L⊥. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü x = y1 + z1 = y2 + z2,

ãäå y1,y2 ∈ L è z1,z2 ∈ L⊥. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî y1 − y2 = z2 − z1 ∈ L∩L⊥.
Ïîýòîìó ∥y1 − y2∥= ∥z1 − z2∥= 0, ò.å. y1 = y2 è z1 = z2.

Ñëåäñòâèå. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂H âñþäó ïëîòíî â ã�èëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà L⊥ = 0.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂H âñþäó ïëîòíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

x ∈ L =H ñóùåñòâóþò xn ∈ L, ò.÷. xn → x. Åñëè y ∈ L⊥, òî ⟨x,y⟩= lim⟨xn,y⟩= 0 ïðè

âñåõ x ∈ L =H è, ñëåäîâàòåëüíî, y = 0. Ïîýòîìó L⊥ = 0.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü L⊥ = 0. Êàê ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè

L⊥
= L⊥ = 0. Òîãäà ïî òåîðåìå îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè H = L⊕L⊥

= L, ò.å.
ïîäïðîñòðàíñòâî L âñþäó ïëîòíî â H .
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F äåéñòâèòåëüíûõ

èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {en}∞
n=1 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé â

E , åñëè en ⊥ em ïðè âñåõ n ̸= m, è íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé è íîðìèðîâàííîé ∥en∥= 1 ïðè âñåõ n.
Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {en}∞

n=1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â E , åñëè èç îðòîãîíàëüíîñòè

x ⊥ en ïðè âñåõ n ñëåäóåò x = 0, ò.å. åå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ðàâíî íóëþ.
Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {en}∞

n=1 íàçûâàåòñÿ òîòàëüíîé â E , åñëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

L = sp{en}∞
n=1 âñþäó ïëîòíà â E . Òîòàëüíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E .

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈E îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðü�å cn ≑ ⟨x,en⟩ ïî
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {en}∞

n=1. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä x ∼ ∑
∞
n=1 cnen îáû÷íî

íàçûâàþò ðÿäîì Ôóðü�å ýëåìåíòà x ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {en}∞
n=1.

1. Íåðàâåíñòâî Á�åññåëÿ. Åñëè x ∈E, òî ∑
∞
n=1 |cn|2 ⩽ ∥x∥2.

Òàê êàê ñèñòåìà {en}∞
n=1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, òî äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ðÿäà Ôóðü�å sn ≑ ∑
n
k=1 ckek âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∥x− sn∥2 = ⟨x− sn,x− sn⟩= ⟨x.x⟩−2Re⟨x,sn⟩+ ⟨sn,sn⟩= ∥x∥2 −∑
n
k=1 |ck|2 ⩾ 0.

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî Á�åññåëÿ.

2. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâ�àëÿ. Ðÿä Ôóðü�å ýëåìåíòà x ∈E ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâ�àëÿ ∥x∥2 = ∑
∞
n=1 |cn|2.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå ∥x− sn∥2 = ∥x∥2 −∑
n
k=1 |ck|2. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥x− sn∥ → 0

ñõîäèòñÿ ê íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∥x∥2 = ∑
∞
n=1 |cn|2.

Òåîðåìà (Ñòåêë�îâà). Äëÿ òîãî ÷òîáû îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {en}∞
n=1 áû-

ëà òîòàëüíîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî Ïàðñåâ�àëÿ ∥x∥2 = ∑
∞
n=1 |cn|2 äëÿ âñåõ x ∈E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ñèñòåìà òîòàëüíà, òî äëÿ êàæäîãî x ∈E è

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò y = ∑
n
k=1 λkek, ò.÷. ∥x− y∥ < ε . Ïóñòü Ln ≑ sp{ek}n

k=1
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû {ek}n

k=1. Ïîñêîëüêó x− sn ⊥ Ln, òî ýëåìåíòû sn áóäóò

íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà x ïîäïðîñòðàíñòâîì Ln. Ïîýòîìó èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà ∥x− sm∥ ⩽ ∥x− sn∥ ⩽ ∥x− y∥ < ε ïðè âñåõ m ⩾ n. Îòñþäà ðÿä Ôóðü�å

ñõîäèòñÿ è çíà÷èò âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâ�àëÿ â ïðîñòðàíñòâå E .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâ�àëÿ ∥x∥2 = ∑
∞
n=1 |cn|2 ïðè

âñåõ x ∈E . Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà ∥x− sn∥2 = ∥x∥2−∑
n
k=1 |ck|2 äëÿ êàæäîãî x ∈E è

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò m, ò.÷. ∥x− sn∥< ε ïðè âñåõ n ⩾ m. Ïîýòîìó ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E .

Ñëåäñòâèå. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïîëíà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà òîòàëüíà.
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Â ñàìîì äåëå, åñëè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥

ëèíåéíîé îáîëî÷êè L = spen{}∞
n=1 ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè L âñþäó ïëîòíî â E , ò.å. ñèñòåìà òîòàëüíà. Îáðàòíî,

åñëè ñèñòåìà òîòàëüíà, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâ�àëÿ. Òàê êàê èç óñëîâèÿ

cn ≑ ⟨x,en⟩= 0 ïðè âñåõ n ñëåäóåò ∥x∥2 = ∑
∞
n=1 |cn|2 = 0, òî ñèñòåìà ïîëíà.

Îïðåäåëåíèå. Íîñèòåëåì suppϕ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ ∈ C(a,b) íàçûâàåòñÿ

íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, âíå êîòîðîãî ôóíêöèÿ ϕ(x) = 0 ðàâíà íóëþ.

Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôèíèòíîé â èíòåðâàëå (a,b), åñëè åå íîñèòåëü

suppϕ ⋐ (a,b) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â èíòåðâàëå (a,b).

Ëåììà. Ìíîæåñòâî C0(a,b) íåïðåðûâíûõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé âñþäó ïëîòíî â

ïðîñòðàíñòâå Lp(a,b), ãäå −∞ ⩽ a < b ⩽ ∞ è 1 ⩽ p < ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êóðñà äåéñòâèòåëüíîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî â Lp(a,b) âñþäó
ïëîòíî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé χA ìíîæåñòâ êîíå÷íîé ìåðû µ(A)<∞.

Â ñèëó èçìåðèìîñòè A äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî B =
⊔n

k=1(ak,bk), ãäå

(ak,bk)⊂ (a,b) ò.÷. ìåðà ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè µ(A△B)< ε p. Òîãäà

∥χA −χB∥L2 =
(∫ b

a
|χA(x)−χB(x)|pdx

)1/p
=
(
µ(A△B)

)1/p
< ε .

Çàìåíÿÿ â âûðàæåíèè ïðîñòîé ôóíêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè χA íà χB,

ïîëó÷èì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü (ï.â.) â âèäå êîíå÷íîé

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé èíòåðâàëîâ χ(ak,bk). Îòñþäà

ìíîæåñòâî ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Lp(a,b).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âñÿêóþ ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü

ïî íîðìå Lp(a,b) íåêîòîðîé êóñî÷íî ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé ôèíèòíîé ôóíêöèåé,

çàìåíÿÿ â åå âûðàæåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè èíòåðâàëîâ χ(ak,bk) íà êóñî÷-

íî ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôèíèòíûå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êóñî÷íî

ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé âñþäó ïëîòíî â Lp(a,b).

Òåîðåìà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà en(x)≑ einx, n∈Z, îáðàçóåò òîòàëüíóþ

îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2([0,2π],µ), ãäå dµ = dx/2π .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, ò.ê.

⟨en,em⟩=
1

2π

∫ 2π

0
ei(n−m)xdx =

e2πi(n−m)−1
2πi(n−m)

= 0 (n ̸= m) , ⟨en,en⟩= 1 ,

Äîêàæåì òîòàëüíîñòü. Ïî ëåììå äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L2([0,2π],µ) è äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ g∈C0(0,2π), ò.÷. ∥ f −g∥L2 < ε/2 è g(0) = g(2π) = 0. Òîãäà ïî
òåîðåìå Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñèìàöèè ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

T (x) = ∑
n
k=−n cke

ikx, ò.÷. ∥g−T∥C < ε/2. Òàê êàê ∥g−T∥L2 ⩽ ∥g−T∥C < ε/2, òî

∥ f −T∥L2 ⩽ ∥ f −g∥L2 +∥g−T∥L2 < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà {en}n∈Z òîòàëüíà â L2([0,2π],µ).
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Ëåììà (ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè Ãð�àìà�Øì�èäòà). Äëÿ âñÿêîé òîòàëüíîé ëèíåé-

íî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû {xn}∞
n=1 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E ñóùåñòâóåò

òîòàëüíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {en}∞
n=1, ò.÷. åå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè en = ∑
n
k=1 λnkxk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y1 = x1 è e1 ≑ y1/∥y1∥. Çàòåì ïîëàãàåì y2 = x2 −⟨x2,e1⟩e1
è îïðåäåëèì e2 ≑ y2/∥y2∥, è ò.ä. Íà n-òîì øàãå ïîëàãàåì yn = xn −∑

n−1
k=1⟨xn,ek⟩ek è

îïðåäåëèì en ≑ yn/∥yn∥. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà {xk}n
k=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî yn ̸= 0

ïðè âñåõ n. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà An ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû {xk}n
k=1 â ñèñòåìó

{ek}n
k=1 ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé

e1 = a11x1
e2 = a21x1 +a22x2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
en = an1x1 +an2x2 + · · ·+annxn

An =


a11
a21 a22
· · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

 ,

ãäå akk = 1/∥yk∥ ̸= 0 ïðè k = 1, . . . ,n. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà òàêæå áóäåò òðåóãîëüíîé.

Ïîýòîìó ñèñòåìà {en}∞
n=1 òîòàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {xn}∞

n=1 òîòàëüíà.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿâíîå âûðàæåíèå ýëåìåíòîâ en èìååò ñëåäóþùèé âèä:

en =
1√

DnDn−1
det


⟨x1,x1⟩ · · · ⟨xn,x1⟩
· · · · · · · · ·

⟨x1,xn−1⟩ · · · ⟨xn,xn−1⟩
x1 · · · xn

 ,

ãäå Dn ≑ D(x1, . . . , xn) = det{⟨xi,x j⟩}n
i, j=1 îáîçíà÷àþò îïðåäåëèòåëè Ãð�àìà.

Òåîðåìà (Ð�èññà-Ô�èøåðà). Âñÿêîå ñåïàðàáåëüíîå ã�èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H
èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ëèáî êîíå÷íîìåðíîìó åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Fn,

ëèáî áåñêîíå÷íîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó ℓ2 íàä ïîëåì F.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ñ÷åòíàÿ è âñþäó ïëîòíàÿ â H ñèñòåìà ýëåìåíòîâ

{xn}∞
n=1. Òîãäà, îòáðàñûâàÿ èç ýòîé ñèñòåìû âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ

ëèíåéíî ÷åðåç ïðåäûäóùèå, ìû ïîëó÷èì ëèáî êîíå÷íóþ, ëèáî ñ÷åòíóþ òîòàëüíóþ

ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé, ò.å. dimH = ∞.

Â ñëó÷àå, êîãäà ýòà ñèñòåìà êîíå÷íà, ò.å. dimH < ∞, äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷íî. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè Ãð�àìà�Øì�èäòà, ïîñòðîèì ñ÷åòíóþ

è òîòàëüíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {en}∞
n=1. Ïî òåîðåìå Ñòåêë�îâà âñÿêèé

ýëåìåíò x ∈H ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà Ôóðü�å x = ∑
∞
n=1 cnen, ñõîäÿùåãîñÿ ê x â

ïðîñòðàíñòâå H , ãäå cn = ⟨x,en⟩ êîýôôèöèåíòû Ôóðü�å ýëåìåíòà x.
Îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð U : H → ℓ2 ïî ôîðìóëå U(x) = c, ãäå c = {cn}∞

n=1
îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðü�å ýëåìåíòà x ∈H . Òàê êàê â

ñèëó òåîðåìû Ñòåêë�îâà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâ�àëÿ ∥U(x)∥ = ∥x∥ ïðè âñåõ

x ∈ H , òî îòîáðàæåíèå U ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îáðàç

ýòîãî îòîáðàæåíèÿ U(H) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ℓ2.
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Äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà c = {cn}∞
n=1 ∈ ℓ2 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

sn ≑ ∑
n
k=1 ckek ïðîñòðàíñòâà H . Òàê êàê â ñèëó îðòîíîðìèðóåìîñòè ñèñòåìû

∥sm − sn∥2 =
〈 m

∑
i=n+1

ciei,
m

∑
j=n+1

c je j

〉
=

m

∑
i=n+1

m

∑
j=n+1

cic j⟨ei,e j⟩=
m

∑
k=n+1

|ck|2 → 0

ïðè m > n → ∞, òî {sn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîø�è. Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà H
ñóùåñòâóåò ïðåäåë limsn = x. Ïðèìåíÿÿ íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

ïîëó÷èì ⟨x,en⟩ = limm→∞⟨sm,en⟩ = cn ïðè âñåõ n ∈ N, ò.å. U(x) = c Òàêèì îáðàçîì,

îïåðàòîð U : H → ℓ2 çàäàåò áèåêòèâíîå è èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà H íà ïðîñòðàíñòâî ℓ2.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå U : H1 → H2 ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì, åñëè ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì è èçîìåòðè÷íûì.

Â òåîðåìå Ð�èññà�Ô�èøåðà ïîñòðîåíû óíèòàðíûå îïåðàòîðû Un : H → Fn, åñëè

ðàçìåðíîñòü H êîíå÷íà, è U : H → ℓ2, åñëè ðàçìåðíîñòü H áåñêîíå÷íà.

Òåîðåìà (Ð�èññà î ïðåäñòàâëåíèè). Äëÿ êàæäîãî ôóíêöèîíàëà f ∈H∗, çàäàííîãî
íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈H ,

ò.÷. f (x) = ⟨x,y⟩ ïðè âñåõ x ∈H è ∥ f∥= ∥y∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L= ker f ≑ {x∈H | f (x) = 0} ÿäðî ôóíêöèîíàëà.
Ïîñêîëüêó f ∈ H∗ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì, òî L áóäåò çàìêíóòûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì â H . Åñëè L⊥ = 0, òî èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû îá îðòîãîíàëüíîì

ðàçëîæåíèè ïîëó÷èì L =H , ò.å. â ýòîì ñëó÷àå f = 0 è ýëåìåíò y = 0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà L⊥ ̸= 0, ò.å. L ̸=H . Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò z ∈ L⊥, ò.÷.

∥z∥= 1. Äëÿ êàæäîãî x ∈H ïîëîæèì u ≑ f (x)z− f (z)x. Òîãäà u ∈ L, ò.ê. f (u) = 0, è
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ⟨u,z⟩ = f (x)⟨z,z⟩− f (z)⟨x,z⟩ = f (x)−⟨x,y⟩ = 0, ãäå y ≑ f (z)z.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì ïðåäñòàâëåíèå f (x) = ⟨x,y⟩ äëÿ âñåõ x ∈H .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ äîïóñòèì, ÷òî ⟨x,y1⟩= ⟨x,y2⟩
ïðè âñåõ x ∈H . Îòñþäà ⟨x,y1 − y2⟩= 0 ïðè âñåõ x ∈H è çíà÷èò y1 − y2 = 0.
Èç íåðàâåíñòâà Êîø�è�Áóíÿê�îâñêîãî âûòåêàåò, ÷òî | f (x)| = |⟨x,y⟩| ⩽ ∥x∥∥y∥. Ïðè

ýòîì, åñëè x = y/∥y∥, òî | f (x)|= ∥y∥. Ïîýòîìó íîðìà ∥ f∥= ∥y∥.

Çàìå÷àíèå. Ïðîñòðàíñòâà H∗ è H èçîìåòðè÷íû, íî íå ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè

èçîìîðôíûìè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë F = C. Â ñàìîì äåëå, ïîñòðîåííîå

îòîáðàæåíèå A : H∗ → H , îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå A( f ) ≑ f (z)z, ãäå z ∈ L⊥ è

∥z∥ = 1, íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, ò.ê. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî A(λ f ) = λ A( f ). Òàêèì
îáðàçîì, A íå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì íàä ïîëåì C.
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Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìûì è îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðü�å ôóíêöèè f ∈L1(R)
íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðû F( f )≑ f̂ è F−1( f )≑ f̃ , îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëàì

f̂ (x)≑ κ
∫
R

f (y)e−ixydy , f̃ (x)≑ κ
∫
R

f (y)eixydy , ãäå κ ≑ 1/
√

2π .

Ôóíêöèè f̂ (x) è f̃ (x) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû, ò.ê. ∥ f̂∥C = ∥ f̃∥C ⩽ κ∥ f∥L1 .

Ëåììà (Ð�èìàíà-Ëåá�åãà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðü�å ôóíêöèè f ∈ L1(R) ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, ò.÷. lim|x|→∞ f̂ (x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñäâèãà τt f (x)≑ f (x− t). Òîãäà èìååì

| f̂ (x)− τt f̂ (x)|= κ
∣∣∣∫

R
f (y)

(
e−ixy −ei(x+t)y)dy

∣∣∣⩽ 2κ
∫
R

∣∣ f (y) sin
ty
2

∣∣dy .

Ïî òåîðåìå Ëåá�åãà ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → 0. Ïîýòîìó
ôóíêöèÿ f̂ (x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Òàê êàê τ̂t f (x) =− f̂ (x), åñëè t ≑ π/x, òî

|2 f̂ (x)|=
∣∣( f̂ − τt f

)
(x)

∣∣⩽ κ
∥∥ f − τt f

∥∥
L1

⩽ κ
(
∥ f −g∥L1 +∥g− τtg∥L1 +∥τt(g− f )∥L1

)
.

Äëÿ ε > 0 âûáåðåì íåïðåðûâíóþ ôèíèòíóþ ôóíêöèþ g ∈C0(R) è δ > 0, ò.÷.

∥ f −g∥L1 = ∥τt( f −g)∥L1 < ε , ∥g− τtg∥L1 < ε ïðè âñåõ |t|= |π/x|< δ .

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî |2 f̂ (x)|< 3κ ε ïðè âñåõ |x|> π/δ .

Òåîðåìà (óñëîâèå Ä�èíè). Åñëè f ∈L1(R) è â òî÷êå x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå Ä�èíè

∫
δ

−δ

∣∣∣ f (x+ t)− f (x)
t

∣∣∣dt < ∞ , òî lim
n→∞

κ
∫ n

−n
f̂ (y)eixydy = f (x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òåîðåìå Ôóá�èíè, èìååì

κ
∫ n

−n
f̂ (y)eixydy =

1
2π

∫
R

f (z)
(∫ n

−n
ei(x−z)ydy

)
dz =

1
π

∫
∞

−∞

f (z)
sinn(x− z)

x− z
dz .

Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ t = x− z è èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàâåíñòâî
∫

∞

−∞
sin t

t dt = π , ïîëó÷èì

κ
∫ n

−n
f̂ (y)eixydy− f (x)=

1
π

∫
∞

−∞

f (x−t)
sinnt

t
dt− f (x)=

1
π

∫
∞

−∞

f (x− t)− f (x)
t

sinnt dt =

=
1
π

∫
|t|⩽δ

f (x− t)− f (x)
t

sinnt dt +
1
π

∫
|t|>δ

f (x− t)
t

sinnt dt − f (x)
π

∫
|t|>nδ

sin t
t

dt .

Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ ïî ëåììå Ð�èìàíà�Ëåá�åãà, à

ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó åãî ñõîäèìîñòè â áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ôóðü�å F( f )≑ f̂ â ïðîñòðàíñòâå L1(R).
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1. Ôîðìóëû óìíîæåíèÿ. Äëÿ âñåõ f ,g ∈L1(R) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà∫
R

f̂ (x)g(x)dx =
∫
R

f (x) ĝ(x)dx ,
∫
R

f̃ (x)g(x)dx =
∫
R

f (x) g̃(x)dx .

Â ñàìîì äåëå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóá�èíè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

κ
∫
R

(∫
R

f (y)e±ixydy
)

g(x)dx = κ
∫
R

f (y)
(∫

R
g(x)e±ixydx

)
dy .

2. Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈L1(R) è x f (x)∈L1(R), òî
ïðîèçâîäíàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðü�å f̂ (1)(x) = ̂(−iy) f (y). Åñëè ôóíêöèÿ f ∈L1(R),
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà f ∈AC[a,b] íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå è f (1) ∈L1(R),
òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðü�å ïðîèçâîäíîé f̂ (1)(x) = (ix) f̂ (x).

Ïåðâàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåá�åãà.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ôîðìóëû äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, òàê êàê

lim|x|→∞ f (x) = 0 (ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ñì. â ó÷åáíèêå Êîëìîãîðîâà è Ôîìèíà).

3. Ôîðìóëà ñâåðòêè. Åñëè f ,g∈L1(R), òî èõ ñâåðòêà f ∗g(x)≑
∫
R f (y)g(x−y)dy

ïðèíàäëåæèò f ∗g ∈L1(R) è f̂ ∗g(x) = κ−1 f̂ (x) ĝ(x) ïðè âñåõ x ∈ R.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A : R2 → R2, çàäàííîå ïî ôîðìóëå A(x,y) = (y,x− y),
îòîáðàæàåò èçìåðèìûå ìíîæåñòâà â èçìåðèìûå. Ïîýòîìó èç èçìåðèìîñòè ôóíêöèè

f (x)g(y) âûòåêàåò èçìåðèìîñòü ôóíêöèè f (y)g(x− y). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóá�èíè è

çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì ∥ f ∗g∥L1 ⩽ ∥ f∥L1∥g∥L1 . Òàêèì îáðàçîì, f ∗g ∈L1(R).
Ïåðåñòàâëÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ôóá�èíè, èìååì

κ
∫
R

(∫
R

f (z)g(y− z)dz
)
e−ixydy = κ

∫
R

f (z)e−ixz
(∫

R
g(y− z)e−ix(y−z)dy

)
dz .

Ïðîèçâîäÿ çäåñü çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì óêàçàííîå ðàâåíñòâî.

Ëåììà. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôèíèòíîé ôóíêöèè ϕ ∈ C0(R) ÿâëÿåòñÿ

íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé ϕ̂(x)⩾ 0, òî ϕ(0) = κ
∫
R ϕ̂(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè e−εx2
ïðè ε > 0 ðàâíî

1√
2ε
e−

x2
4ε (ñì. ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðü�å â ó÷åáíèêå Êîëìîã�îðîâà è Ôîìèí�à),

òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè è òåîðåìó Ëåáåãà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

κ
∫
R

ϕ̂(x)dx = lim
ε→+0

κ
∫
R
e−εx2

ϕ̂(x)dx = lim
ε→+0

κ2
∫
R

∫
R
e−ixy−εx2

ϕ(y)dydx =

= lim
ε→+0

κ2
∫
R

(∫
R
e−ixy−εx2

dx
)

ϕ(y)dy = lim
ε→+0

κ
∫
R

1√
2ε

e−y2/4ε
ϕ(y)dy =

= lim
ε→+0

√
2κ

∫
R
e−y2

ϕ(2
√

εy)dy =
( 1√

π

∫
R
e−y2

dy
)

ϕ(0) = ϕ(0) .

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè èçâåñòíûé èíòåãðàë
∫
Re

−y2
dy =

√
π .
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Òåîðåìà (Ïëàíøåð�åëÿ). Ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð F : L2(R)→L2(R) â
ïðîñòðàíñòâå L2(R), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ

ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðü�å íà ïîäïðîñòðàíñòâå L1,2(R)≑L1(R)∩L2(R).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü òàêîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà âûòåêàåò èç ïðèí-

öèïà ïðîäîëæåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè, ò.ê. L1,2(R) âñþäó ïëîòíî â L2(R). Äîêàæåì
åãî ñóùåñòâîâàíèå. Åñëè ϕ ∈ C0(R) è ϕ1(x) = ϕ(−x), òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ϕ̂1(x) = ϕ̂(x). Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè ϕ2(x) ≑ ϕ ∗ ϕ1(x) ÿâëÿåòñÿ

íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé ϕ̂2(x) = κ−1|ϕ̂(x)|2. Ïðèìåíÿÿ ëåììó, ïîëó÷èì

∥ϕ̂∥2
L2

=
∫
R
|ϕ̂(x)|2dx = κ

∫
R

ϕ̂2(x)dx = ϕ2(0) =
∫
R
|ϕ(x)|2dx = ∥ϕ∥2

L2
.

Åñëè f ∈L2(R), òî ñóùåñòâóþò ôèíèòíûå ôóíêöèè ϕn ∈C0(R), ò.÷. ∥ f −ϕn∥L2 → 0.
Òàê êàê {ϕn} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîø�è â L2(R), òî ïî äîêàçàííîìó âûøå

{ϕ̂n} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîø�è â L2(R). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ϕ̂n → f̂ â

L2(R) è èç íåïðåðûâíîñòè íîðìû ñëåäóåò ∥ f̂∥L2 = lim
n→∞

∥ϕ̂n∥L2 = lim
n→∞

∥ϕn∥L2 = ∥ f∥L2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàÿ F( f ) = f̂ , ïîëó÷èì èçîìåòðè÷íûé îïåðàòîð. Òàê êàê C0(R)
âñþäó ïëîòíî â L1(R), òî îí ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íà L1,2(R). Ïðè
ýòîì îáðàç îïåðàòîðà ImF ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â L2(R). Â ñèëó

ôîðìóëû ñîïðÿæåíèÿ (ImF)⊥ = 0. Îòñþäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ImF=L2(R).

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ôóðü�å F( f ) = f̂ â ïðîñòðàíñòâå L2(R). Ïîëàãàÿ
F−1( f ) = f̃ , ãäå f̃ (x) = f̂ (−x), ìû ïîëó÷èì óíèòàðíûé îïåðàòîð â L2(R), êîòîðûé
íà ïîäïðîñòðàíñòâå L1,2(R) ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðü�å.

1. Ôîðìóëà ñîïðÿæåíèÿ. Åñëè f ,g ∈L2(R), òî ⟨ f̂ ,g⟩= ⟨ f , g̃⟩.
Åñëè fn ≑ f χ(−n,n) è gn ≑ gχ(−n,n), òî fn,gn ∈L1,2(R) è fn → f , gn → g ñõîäÿòñÿ â

L2(R). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó óìíîæåíèÿ â L1(R) è íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì ⟨ f̂ ,g⟩= lim
n→∞

⟨ f̂n,gn⟩= lim
n→∞

⟨ fn, g̃n⟩= ⟨ f , g̃⟩.

2. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ. Åñëè f ∈L2(R), òî
˜̂f = ̂̃f = f .

Òàê êàê êóñî÷íî ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôèíèòíûå ôóíêöèè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèþ Ä�èíè, òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ, à òàê êàê îíè âñþäó

ïëîòíû â L2(R) (ïî ëåììå èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè), òî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ èìååò

ìåñòî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå L2(R).
3. Ôîðìóëà ñâåðòêè. Åñëè ôóíêöèè f ∈ L1(R) è g ∈ L2(R), òî èõ ñâåðòêà

ïðèíàäëåæèò f ∗g ∈L2(R) è f̂ ∗g(x) = κ−1 f̂ (x) ĝ(x) ï.â. x ∈ R.
Ïî íåðàâåíñòâó Êîø�è�Áóíÿê�îâñêîãî | f ∗ g(x)|2 ⩽

∫
R | f (y)|dy

∫
R | f (y)| |g(x− y)|2dy.

Èíòåãðèðóÿ ïî x, à çàòåì äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ, èìååì ∥ f ∗g∥L2 ⩽ ∥ f∥L1∥g∥L2 .

Ïîýòîìó f ∗g ∈ L2(R) è ñâåðòêà íåïðåðûâíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó â L2(R). Åñëè
gn ≑ gχ(−n,n), òî gn ∈L1,2(R) è gn → g ñõîäèòñÿ â L2(R). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
ñâåðòêè â L1(R), ïîëó÷èì f̂ ∗g = lim

n→∞
f̂ ∗gn = κ−1 lim

n→∞
f̂ ĝn = κ−1 f̂ ĝ.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè hn(x)≑ cne
x2
2 dn

dxne−x2
= Hn(x)e−

x2
2 íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè

Ýðì�èòà, ãäå n ∈ Z+ è Hn(x) = cn(−2x)n +∑
n−1
k=0 akxk ìíîãî÷ëåíû Ýðì�èòà.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì n ðàç, ïðè âñåõ n > k ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫
R

hk(x)hn(x)dx = cn

∫
R

Hk(x)
dn

dxne
−x2

dx = cn(−1)n
∫
R
e−x2 dn

dxn Hk(x)dx = 0.

Ïðè k = n ýòîò èíòåãðàë ðàâåí c2
n 2nn!

√
π . Ïîýòîìó ïðè cn = 1/

√
2nn!

√
π ñèñòåìà

ôóíêöèé Ýðì�èòà {hn}∞
n=0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé.

Ëåììà. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ0(x) íåïðåðûâíà è 0 < |ϕ0(x)| ⩽ ae−b|x|, ãäå a,b > 0, òî
ñèñòåìà ôóíêöèé ϕn(x)≑ xnϕ0(x), ãäå n ∈ Z+, ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ∈L2(R) îðòîãîíàëüíà f ⊥ ϕn âñåì

ôóíêöèÿì ϕn ïðè n ∈ Z+, òî f (x) = 0 ïðè ï.â. x ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

F(z)≑
∫
R

f (t)ϕ0(t)e−itzdt , z = x+ iy ∈ C ,

ãîëîìîðôíà â ïîëîñå |Imz|< b êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è åå ïðîèçâîäíûå â íóëå

F(n)(z)|z=0 =
∫
R

f (t)ϕ0(t)(−it)ne−itzdt|z=0 = (−i)n
∫
R

f (t)ϕn(t)dt = 0 .

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ F(z) = 0 ïðè âñåõ |Imz|< b. Â ÷àñòíîñòè, F(x) = 0 ïðè âñåõ x ∈R.
Â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà Ôóðü�å ïîëó÷èì, ÷òî f (x) = 0 ïðè ï.â. x ∈ R.

Òåîðåìà. Ñèñòåìà ôóíêöèé Ýðì�èòà {hn}∞
n=0 îáðàçóåò â ïðîñòðàíñòâå L2(R)

ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ôóðü�å,

ò.å. ĥn(x) = λnhn(x), ãäå λn = (−i)n ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Ôóðü�å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèè Ýðì�èòà èìåþò ïðåäñòàâëåíèå hn(x)=Hn(x)e−
x2
2 ,

òî èõ ïîëíîòà âûòåêàåò èç ëåììû, åñëè ïîëîæèòü ϕn(x) = xnϕ0(x), ãäå ϕ0(x) = e−
x2
2 .

Äîêàæåì, ÷òî hn ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Ôóðü�å.

ĥn(x) = κ
∫
R
e−ixyhn(y)dy = κ cn

∫
R
e−ixye

y2
2

dn

dyne
−y2

dy = κ cne
x2
2

∫
R
e

(y−ix)2

2
dn

dyne
−y2

dy =

= κ cn(−1)ne
x2
2

∫
R
e−y2 dn

dyne
(y−ix)2

2 dy = κ cn(−i)ne
x2
2

∫
R
e−y2 dn

dxne
(y−ix)2

2 dy =

= cn(−i)ne
x2
2

dn

dxne
x2
2

(
κ
∫
R
e−

y2
2 −ixydy

)
= cn(−i)ne

x2
2

dn

dxne
−x2

= (−i)nhn(x).

Çäåñü ìû ïðèìåíèëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, çàìåíó ïåðåìåííûõ äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðü�å ôóíêöèè e−
y2
2 , ðàâíîå F(e−

y2
2 ) = e−

x2
2

36



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 10 Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

10 ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ

Ïóñòü E è F íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è A ∈ L (E,F ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
îïåðàòîðîì. Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà kerA ⊂E è ImA ⊂ F , ãäå

kerA ≑ {x ∈E | A(x) = 0} , ImA ≑ {y ∈ F | y = A(x), x ∈E} ,

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÿäðîì è îáðàçîì îïåðàòîðà A. ßäðî kerA ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â E . Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð A áûë áèåêòèâåíûì

îòîáðàæåíèåì A : E → F , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû kerA = 0 è ImA = F .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ A : E → F è B : F → G íàçûâàåòñÿ

îïåðàòîð BA : E →G, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå BA(x)≑ B(A(x)) ïðè âñåõ x ∈E .

Åñëè A ∈ L (E,F ) è B ∈ L (F ,G), òî BA ∈ L (E,F ) è ∥BA∥ ⩽ ∥B∥∥A∥. Â ñàìîì

äåëå, èìååì ∥BA(x)∥⩽ ∥B∥∥A(x)∥⩽ ∥B∥∥A∥∥x∥ ïðè âñåõ x ∈E .

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A−1 : F →E íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îïåðàòîðó A : E→F ,

åñëè A−1A = IE è AA−1 = IF , ãäå IE è IF òîæäåñòâåííûå îïåðàòîðû â E è F .

Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà A−1 ðàâíîñèëüíî áèåêòèâíîñòè A. Ïðè ýòîì

óñëîâèå A−1A = IE áóäåò ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ kerA = 0, à óñëîâèå AA−1 = IF áóäåò

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ImA = F . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A−1

ïîëîæèì A−1(u) = x, A−1(v) = y, λ ∈ F, òîãäà ïîëó÷èì

A−1(u+ v) = A−1(Ax+Ay) = A−1A(x+ y) = x+ y = A−1(u)+A−1(v) ,

A−1(λu) = A−1(λAx) = A−1A(λx) = λx = λA−1(u) .

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A∗ : F ∗ → E∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó

A ∈ L (E,F ), åñëè A∗( f ) = g, ãäå f ∈ F ∗ è g(x)≑ f (Ax) ïðè âñåõ x ∈E .

Åñëè A ∈ L (E,F ) è B ∈ L (F ,G) îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, òî (BA)∗ = A∗B∗, ò.ê.
(BA)∗g(x) = g(BAx) = B∗g(Ax) = A∗B∗g(x) ïðè âñåõ g ∈G∗ è x ∈E . Â ÷àñòíîñòè, åñëè

A ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì è A,A−1 ∈ L (E,F ), òî (A−1)∗ = (A∗)−1.

Òåîðåìà. Åñëè A ∈ L (E,F ), òî A∗ ∈ L (F ∗,E∗) è ∥A∗∥= ∥A∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A∗ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Ïóñòü f ,g ∈ F ∗ è λ ∈ F, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

A∗( f +g) = ( f +g)(Ax) = f (Ax)+g(Ax) , A∗(λ f ) = (λ f )(Ax) = λ f (Ax) ,

ò.å. èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà A∗( f +g) = A∗ f +A∗g è A∗(λ f ) = λA∗ f .
Äîêàæåì ðàâåíñòâî íîðì. Òàê êàê A∗ f (x) = f (Ax), òî ïî ñâîéñòâó ïðîèçâåäåíèÿ

îïåðàòîðîâ èìååì∥A∗ f∥⩽ ∥ f∥∥A∥, ò.å. ∥A∗∥⩽ ∥A∥. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî

x ∈E ïî òåîðåìå Õ�àíà�Á�àíàõà ñóùåñòâóåò f ∈F ∗, ò.÷. îí ðàâåí f (λAx) = λ∥Ax∥ íà
ëèíåéíîé îáîëî÷êå sp{Ax} è ∥ f∥= 1. Ïîýòîìó ∥Ax∥= A∗ f (x)⩽ ∥A∗ f∥∥x∥⩽ ∥A∗∥∥x∥.
Îòñþäà ∥A∥⩽ ∥A∗∥. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∥A∗∥= ∥A∥.

37



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 10 Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A∗ : H →H íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûì ê îïå-

ðàòîðó A : H →H , çàäàííîìó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , åñëè âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ⟨Ax,y⟩= ⟨x,A∗y⟩ ïðè âñåõ x,y ∈E .

Òåîðåìà. Åñëè A ∈L (H), òî ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûé A∗ ∈L (H) è ∥A∗∥= ∥A∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë f (x)≑ ⟨Ax,y⟩ ïðè âñåõ x ∈H . Ïðèìåíÿÿ

íåðàâåíñòâî Êîø�è�Áóíÿê�îâñêîãî, ïîëó÷èì | f (x)| ⩽ ∥Ax∥∥y∥ ⩽ ∥A∥∥x∥∥y∥. Îòñþäà
f ∈H∗ è ∥ f∥⩽ ∥A∥∥y∥. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ð�èññà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z ∈H , ò.÷.

f (x) = ⟨x,z⟩ ïðè âñåõ x ∈H è ∥ f∥= ∥z∥. Ñëåäîâàòåëüíî, A∗y = z è ∥A∗y∥⩽ ∥A∥∥y∥.
Îòñþäà ∥A∗∥⩽ ∥A∥. Òàê êàê ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûé ê A∗ ñîâïàäàåò ñ A, òî A∗∗ = A.
Òîãäà ∥A∥= ∥A∗∗∥⩽ ∥A∗∥. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∥A∥= ∥A∗∥.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V ⊂E è W ⊂E∗ íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ìíîæåñòâà

V⊥ ≑ { f ∈E∗ | f (x) = 0, x ∈V} è W⊥ ≑ {x ∈E | f (x) = 0, f ∈W}

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî àííóëÿòîðîì* V è àííóëÿòîðîì W . Îíè îáðàçóþòñÿ

ïåðåñå÷åíèåì ÿäåð îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ W⊥ =
⋂

f∈W ker f è V⊥ =
⋂

x∈V kerδx,

ãäå δx( f ) = f (x) � ôóíêöèîíàë Äèð�àêà, îïðåäåëåííûé íà E∗. Ïîýòîìó àííóëÿòîðû
W⊥ è V⊥ áóäóò çàìêíóòûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â E è E∗ ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà (î áèàííóëÿòîðå). Åñëè L ⊂ E ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì,

òî (L⊥)⊥ = L. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå L⊥ = 0 ðàâíîñèëüíî L =E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå L ⊂ (L⊥)⊥ î÷åâèäíî. Ïîýòîìó L ⊂ (L⊥)⊥. Åñëè x /∈ L,
òî ρ(x,L) ̸= 0. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f íà ëèíåéíîé îáîëî÷êå M ≑ sp{x,L} ïî

ôîðìóëå f (λx+y) = λ äëÿ âñåõ λ ∈ F è y ∈ L. Îí èìååò êîíå÷íóþ íîðìó íà M, ò.ê.

∥ f∥M = sup
z∈M

| f (z)|
∥z∥

= sup
λ∈F,y∈L

|λ |
∥λx+ y∥

= sup
y∈L

1
∥x− y∥

=
1

ρ(x,L)
.

Ïî òåîðåìå Õ�àíà�Á�àíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë g ∈E∗, ò.÷. g|M = f è ∥g∥= ∥ f∥.
Òîãäà èìååì g ∈ L⊥ è g(x) = 1, ò.å. x /∈ (L⊥)⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, (L⊥)⊥ = L.

Òåîðåìà. Åñëè A ∈ L (E,F ), òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) kerA = (ImA∗)⊥ ; 3) ImA ⊂ (kerA∗)⊥ ;

2) kerA∗ = (ImA)⊥ ; 4) ImA∗ ⊂ (kerA)⊥ .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè x ∈ kerA, òî Ax = 0. Ïîýòîìó A∗ f (x) = f (Ax) = 0 ïðè âñåõ

f ∈F ∗, ò.å. x ∈ (ImA∗)⊥. Îáðàòíî, åñëè x ∈ (ImA∗)⊥, òî A∗ f (x) = f (Ax) = 0 ïðè âñåõ

f ∈F ∗. Ïî òåîðåìå Õ�àíà�Á�àíàõà, åñëè Ax ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò f ∈F ∗, ò.÷. f (Ax) ̸= 0,
÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì Ax = 0, ò.å. x ∈ kerA.
2) Åñëè f ∈ kerA∗, òî A∗ f = 0. Ïîýòîìó A∗ f (x)= f (Ax)= 0 ïðè âñåõ x∈E è çíà÷èò

f ∈ (ImA)⊥. Îáðàòíî, åñëè f ∈ (ImA)⊥, òî A∗ f (x) = f (Ax) = 0 ïðè âñåõ x ∈ E , ò.å.

èìååì A∗ f = 0. Îòñþäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå f ∈ kerA∗.

38



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 10 Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

3) Åñëè y ∈ ImA, òî ñóùåñòâóåò x ∈E , ò.÷. y = Ax. Ïîýòîìó f (y) = A∗ f (x) = 0 ïðè

âñåõ f ∈ kerA∗. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå y ∈ (kerA∗)⊥.
4) Åñëè g ∈ ImA∗, òî ñóùåñòâóåò f ∈ F ∗, ò.÷. A∗ f = g. Ïîýòîìó g(x) = f (Ax) = 0

ïðè âñåõ x ∈ kerA. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå g ∈ (kerA)⊥.

Çàìå÷àíèå. Åñëè îáðàç îïåðàòîðà ImA ⊂E çàìêíóò, òî ïî ëåììå î áèàííóëÿòîðå

(ñì. íèæå) è ñâîéñòâó 2) ïîëó÷àåì, ÷òî âêëþ÷åíèå 3) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì, ò.ê.

(kerA∗)⊥ =
(
(ImA)⊥

)
⊥ = ImA. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû

E è F ÿâëÿþòñÿ á�àíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè è îáðàç îïåðàòîðà ImA çàìêíóò, òî

âêëþ÷åíèå 4) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð P : E → E íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî

L ⊂E , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà P2 = P è ImP = L.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå ïðîåêòîðà P|L íà ïîäïðîñòðàíñòâî L = ImP ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì IL, ò.ê. åñëè y = Px ∈ L, òî Py = P2x = Px = y.
Îïåðàòîð Q = I − P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî M = kerP, ÿäðî

êîòîðîãî kerQ = L. Â ñàìîì äåëå, èìååì Q2 = I − 2P+P2 = I −P = Q. Ïðè ýòîì,

y ∈ ImQ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y = x−Px, Py = Px−P2x = 0, ò.å. y ∈ M.

Ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé E = L⊕M. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. I = P+Q,
òî E = L+M. Åñëè y ∈ L∩M, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî y = Px = Qx, ò.å. Px = x−Px.
Îòñþäà 2Px = x è, ïðèìåíÿÿ P, èìååì Px = 2Px. Ïîýòîìó y = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂E íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E íàçûâà-

åòñÿ äîïîëíÿåìûì â E , åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå

ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂E , ò.÷. E = L⊕M.

Íàïðèìåð, ïî òåîðåìå îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

H = L⊕L⊥ âñÿêîå åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂H ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì.

Òåîðåìà. Ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂E áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E â òîì è òîëüêî

â òîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì â E, êîãäà ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé

ïðîåêòîð P : E →E íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü E = L⊕M ïðÿìàÿ ñóììà çàìêíóòûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈E ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû y ∈ L è

z ∈ M, ò.÷. x = y+ z. Ïîëàãàÿ Px ≑ y, ïîëó÷èì ïðîåêòîð P : E →E . Äîêàæåì, ÷òî îí

èìååò çàìêíóòûé ãðàôèê grP = {(x,y) ∈E×E | y = Px}. Åñëè xn → x è Pxn = yn → y,
òî zn = xn − yn → x− y = z. Òàê êàê â ñèëó çàìêíóòîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ L è M ìû

èìååì y ∈ L è z ∈ M, òî èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ x = y+ z â ïðÿìîé ñóììå

ìû ïîëó÷èì Px = y. Ïîýòîìó ãðàôèê çàìêíóò. Ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì ãðàôèêå

(êîòîðàÿ äîêàçàíà â ñëåäóþùåé ëåêöèè) îïåðàòîð P ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîñêîëüêó ïðîåêòîðû P è Q = I −P íåïðåðûâíû, òî L = kerQ è

M = kerP áóäóò çàìêíóòûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, äëÿ êîòîðûõ L∩M = 0. Òàê êàê

I = P+Q, òî E = L⊕M ïðÿìàÿ ñóììà (çäåñü ïîëíîòà E íå èñïîëüçîâàëàñü).

39



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 10 Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ei}n
i=1 ⊂E íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé,

åñëè èç ðàâåíñòâà ∑
n
i=1 λiei = 0 ñëåäóåò, ÷òî λi = 0 ïðè i = 1, . . . , n.

Ñèñòåìà ôóíêöèîíàëîâ { f j}n
j=1 ⊂E∗ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè èç

ðàâåíñòâà ∑
n
j=1 λ j f j(x) = 0 ïðè âñåõ x ∈E ñëåäóåò, ÷òî λ j = 0 ïðè j = 1, . . . , n.

Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ei}n
i=1 ⊂E è ñèñòåìà ôóíêöèîíàëîâ { f j}n

j=1 ⊂E∗ íàçûâàåòñÿ
áèîðòîãîíàëüíûìè, åñëè f j(ei) = 0 ïðè âñåõ i ̸= j è fi(ei) = 1.

Ëåììà. Ñèñòåìà ôóíêöèîíàëîâ { f j}n
j=1 ⊂ E∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà èìååò

áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ {ei}n
i=1 ⊂E, êîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ei}n
i=1 ⊂E òîãäà è òîëüêî òîãäà èìååò áèîðòîãîíàëü-

íóþ ñèñòåìó ôóíêöèîíàëîâ { f j}n
j=1 ⊂E∗, êîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∑
n
j=1 λ j f j(x) = 0 ïðè âñåõ x ∈E . Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà

áèîðòîãîíàëüíîñòè, ïîëàãàÿ x = e j , ïîëó÷èì λ j = 0 ïðè j = 1, . . . ,n.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðè n = 1 èìååì f1 ̸= 0. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ e1 ∈E , ò.÷. f1(e1) = 1.

Ïî èíäóêöèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n− 1 óòâåðæäåíèå âåðíî. Òîãäà ñóùåñòâóþò

xi ∈E , ò.÷. f j(xi) = 0 ïðè i ̸= j è fi(xi) = 1, ãäå i, j = 1, . . . , n−1. Äëÿ êàæäîãî x ∈E

ïîëîæèì y ≑ x−∑
n−1
i=1 fi(x)xi. Òîãäà ýëåìåíò y ∈E óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f j(y) = 0

ïðè âñåõ x ∈ E è j = 1, . . . , n− 1. Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ

íàéäåòñÿ x∈E , ò.÷. fn(y) ̸= 0. Âçÿâ en ≑ y/ fn(y) è ei ≑ xi− fn(xi)en ïðè i= 1, . . . , n−1,
ìû ïîëó÷èì áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ {ei}n

i=1 ⊂E .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì âëîæåíèå J : E → E∗∗ âî

âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî, çàäàííîå ïî ôîðìóëå J(x)≑ δx, ãäå δx( f )≑ f (x)
åñòü ôóíêöèîíàë Äèðàêà δx ∈ E∗∗. Òàê êàê ñèñòåìà ôóíêöèîíàëîâ {δei}n

i=1 ⊂ E∗∗

ëèíåéíî íåçàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {ei}n
i=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ïî

äîêàçàííîìó âûøå ñóùåñòâóåò áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà { f j}n
j=1 ⊂E∗.

Òåîðåìà. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî L⊂E èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü dimL= n,
òî îíî äîïîëíÿåìîå. Åñëè çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂E èìååò êîíå÷íóþ

êîðàçìåðíîñòü codimM ≑ dimE/M = m, òî îíî äîïîëíÿåìîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì áàçèñ {ei}n
i=1 ïîäïðîñòðàíñòâà L, à çàòåì îïðåäåëèì ê

íåìó áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó { f j}n
j=1. Òîãäà îïåðàòîð P(x)≑ ∑

n
i=1 fi(x)ei ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî L = ImP, ò.ê. P(ei) = ei, i = 1, . . . ,n,
è çíà÷èò P2(x) = P(x). Ïîýòîìó L äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì áàçèñ {êi}m
i=1 ôàêòîðïðîñòðàíñòâà Ê = E/M, à çàòåì îïðåäåëèì ê

íåìó áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó { f̂ j}m
j=1. Òîãäà îïåðàòîð Q(x)≑ x−∑

m
i=1 f̂i(x̂)ei áóäåò

îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî M = ImQ, ò.ê. Q(ei) = 0, i = 1, . . . ,m,
è çíà÷èò Q2(x) = Q(x). Ïîýòîìó M äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
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11 ÒÅÎÐÅÌÛ Á�ÀÍÀÕÀ

Ïóñòü E×F ≑ {(x,y) | x∈E,y∈F } îáîçíà÷àåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ E è F . Ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è íîðìó:

a) (x1,y1)+(x2,y2)≑ (x1 + x2,y1 + y2) ïðè âñåõ (x1,y1), (x2,y2) ∈E×F ;

b) λ (x,y)≑ (λx,λy) ïðè âñåõ λ ∈ F è (x,y) ∈E×F ;

c) ∥(x,y)∥≑ ∥x∥+∥y∥ ïðè âñåõ (x,y) ∈E×F .

Ïîýòîìó E×F ïðåâðàùàåòñÿ â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä F. Åñëè E è F
ÿâëÿþòñÿ á�àíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè, òî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå áóäåò áàíàõîâûì

ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {(xn,yn)} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîø�è. Òîãäà ïî

îïðåäåëåíèþ íîðìû {xn} ⊂ E è {yn} ⊂ F ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Êîø�è.

Òàê êàê ñóùåñòâóþò ïðåäåëû xn → x è yn → y, òî (xn,yn)→ (x,y) ñõîäèòñÿ â E×F .

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî grA ≑ {(x,y) ∈E×F | Ax = y} ïðÿìîãî

ïðîèâåäåíèÿ E×F íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì îïåðàòîðà A : E → F .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sr(x)≑ {y ∈E | ∥x− y∥⩽ r} øàð ðàäèóñà r > 0 è Sr ≑ Sr(0).

Ëåììà. Åñëè îïåðàòîð A : E → F îïðåäåëåí â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E, òî

ñóùåñòâóþò r > 0 è k > 0, ò.÷. Sr ⊂ Ek, ãäå Ek ≑ {x ∈E | ∥Ax∥⩽ k}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó E =
⋃

∞
k=1 Ek, òî ïî òåîðåìå Áýðà îäíî èç ìíîæåñòâ Ek

íå ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì, ò.å. ñóùåñòâóþò r > 0 è x ∈E , ò.÷. Sr(x)⊂ Ek. Òàê

êàê ìíîæåñòâî Ek =−Ek ñèììåòðè÷íî, òî, êðîìå òîãî, èìååì Sr(−x)⊂ Ek.

Ïîêàæåì, ÷òî Sr ⊂ Ek. Ïóñòü y ∈ Sr , òîãäà y± x ∈ Sr(±x). Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x±n } ⊂ Ek, ò.÷. x±n → y±x. Â ñèëó òîãî, ÷òî xn ≑ (x+n +x−n )/2 → y
è xn ∈ Ek, ìû ïîëó÷èì y ∈ Ek. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî âêëþ÷åíèå Sr ⊂ Ek.

Òåîðåìà (Á�àíàõà î çàìêíóòîì ãðàôèêå). Åñëè îïåðàòîð A : E → F , çàäàííûé â

á�àíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E è F , èìååò çàìêíóòûé ãðàôèê grA ⊂ E×F , òî

îí ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, ò.å. A ∈ L (E,F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå Sr ⊂ Ek ïðè íåêîòîðûõ r > 0 è k > 0. Ïóñòü rn = r/2n

è kn = k/2n, òîãäà ìû ïîëó÷èì Srn ⊂ Ekn . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ Sr .

Ïîñêîëüêó Sr ⊂ Ek, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ Ek, ò.÷. ∥x− x0∥ < r1. Ïîñêîëüêó

Sr1 ⊂ Ek1 , òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x1 ∈ Ek1 , ò.÷. ∥x− x0 − x1∥ < r2 è ò.ä. Ïîýòîìó ïî

èíäóêöèè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû xi ∈ Eki , ò.÷. ∥x−∑
n
i=0 xi∥< rn+1.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà sn = ∑
n
i=0 xi ñõîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå E ê

ýëåìåíòó x, ò.å. x = ∑
∞
i=0 xi. Ïîëàãàÿ yn ≑ Asn è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà,

ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âñåõ m > n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥ym − yn∥=
∥∥∥ m

∑
i=n+1

Axi

∥∥∥⩽
m

∑
i=n+1

∥Axi∥⩽
m

∑
i=n+1

k
2i <

k
2n .
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Ñëåäîâàòåëüíî, {yn} ⊂ F ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîø�è è â ñèëó ïîëíîòû

F ñóùåñòâóåò ïðåäåë y = limyn. Òîãäà y = Ax ïî óñëîâèþ çàìêíóòîñòè ãðàôèêà grA.
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè íîðìû, ïîëó÷èì

∥Ax∥= lim
n→∞

∥∥∥ n

∑
i=0

Axi

∥∥∥⩽ lim
n→∞

n

∑
i=0

∥Axi∥⩽
∞

∑
i=0

k
2i = 2k.

Òàêèì îáðàçîì, ∥Ax∥ ⩽ 2k ïðè âñåõ x ∈ Sr . Îòñþäà ∥Ax∥ ⩽ 2k/r ïðè âñåõ x ∈ S1.

Ïîýòîìó íîðìà îïåðàòîðà îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ∥A∥⩽ 2k/r.

Òåîðåìà (Á�àíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå). Åñëè îïåðàòîð A ∈L (E,F ) ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì è áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì A : E → F á�àíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

E è F , òî îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ∈ L (F ,E) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â á�àíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå E , òî åãî ãðàôèê grA çàìêíóò, ò.ê. åñëè xn → x è yn = Axn → y, ãäå
xn ∈ E è yn ∈ F , òî Ax = y. Â ñèëó áèåêòèâíîñòè îïåðàòîðà A ïîëó÷èì, ÷òî åñëè

yn → y è xn = A−1yn → x, ãäå xn ∈E è yn ∈ F , òî A−1y = x. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê

grA−1 îáðàòíîãî îïåðàòîðà A−1 çàìêíóò è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì

ãðàôèêå îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ∈ L (F ,E) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð B ∈ L (F ,E) ëåâûé (ïðàâûé) îáðàòíûé ê A ∈ L (E,F ),

åñëè BA = IE (AB = IF ), ãäå IE è IF òîæäåñòâåííûå îïåðàòîðû. Åñëè A ∈ L (E,F )
èìååò ëåâûé è ïðàâûé îáðàòíûé B ∈ L (F ,E), òî A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì.

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E è F ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð A ∈ L (E,F ) èìåë ëåâûé îáðàòíûé B ∈ L (F ,E),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî ÿäðî kerA = 0 è åãî îáðàç ImA ⊂ F áûë

äîïîëíÿåìûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð A ∈ L (E,F ) èìåë ïðàâûé îáðàòíûé B ∈ L (F ,E),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî îáðàç ImA = F è åãî ÿäðî kerA ⊂E áûëî

äîïîëíÿåìûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ∈ L (F ,E) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì ê A, ò.å. BA = IE .
Åñëè Ax = 0, òî BAx = x = 0, ò.å. kerA = 0. Ïóñòü P = AB, òîãäà P2 = ABAB = AB = P.
Ïîýòîìó P ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî

ImP = ImA áóäåò äîïîëíÿåìûì. Îáðàòíî, åñëè ÿäðî kerA = 0 è îáðàç ImA ⊂ F

ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ïðîåêòîð

P : F → ImA íà ïîäïðîñòðàíñòâî ImA ⊂ F . Â ñèëó òåîðåìû Á�àíàõà îá îáðàòíîì

îïåðàòîðå îïåðàòîð A−1 : ImA → E áóäåò îãðàíè÷åííûì. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð

B = A−1P ∈ L (F ,E) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì ê îïåðàòîðó A.
Ïóñòü B ∈ L (F ,E) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê A, ò.å. AB = IF . Åñëè y ∈ F ,

òî ABy = y è çíà÷èò ImA = F . Ïóñòü P = BA, òîãäà P2 = BABA = BA = P. Ïîýòîìó
P ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì. Åñëè By = 0, òî ABy = y = 0, ò.å. kerB = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, kerP = kerA è çíà÷èò ïîäïðîñòðàíñòâî kerA áóäåò äîïîëíÿåìûì.
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Îáðàòíî, åñëè ImA = E è ÿäðî kerA ⊂ E äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî

E = kerA⊕M ïðÿìàÿ ñóììà, ãäå M ⊂ E çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïîñêîëüêó

îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà A|M : M → F áóäåò áèåêòèâíûì îïåðàòîðîì, òî ïî òåîðåìå

Á�àíàõà îáðàòíûé îïåðàòîð B = A|−1
M : F → M îãðàíè÷åí. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð

B ∈ L (F ,E) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê îïåðàòîðó A.

Ïóñòü L ⊂ E � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E è

Ê ≑E/L îáîçíà÷àåò ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî ïîäïðîñòðàíñòâó L. Âñÿêèé ýëåìåíò Ê
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x̂ ≑ x+L, ãäå x ∈E . Ïðè ýòîì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Ê ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé: ñëîæåíèÿ x̂+ ŷ≑ x̂+ y è óíîæåíèå
íà ÷èñëî λ x̂ ≑ λ̂x, ãäå λ ∈ F. Ôàêòîðíîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∥x̂∥≑ inf
y∈L

∥x+ y∥= ρ(x,L), ãäå x̂ = x+L ∈ Ê .

Ïðîâåðèì ñâîéñòâà íîðìû. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∥λ x̂∥= ∥λ̂x∥= inf
y∈L

∥λx+ y∥= |λ | inf
y∈L

∥x+ y∥= |λ |∥x̂∥;

∥x̂+ y∥= inf
u,v∈L

∥x+ y+u+ v∥⩽ inf
u∈L

∥x+u∥+ inf
v∈L

∥y+ v∥= ∥x̂∥+∥ŷ∥.

Ïóñòü ∥x̂∥= infy∈L∥x+ y∥= 0. Òîãäà íàéäóòñÿ yn ∈ L, ò.÷. x+ yn → 0. Òàê êàê L ⊂E

çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî x =− limyn ∈ L. Ïîýòîìó x̂ = 0̂.

Ëåììà. Åñëè L ⊂E çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî á�àíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E,

òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Ê =E/L ÿâëÿåòñÿ á�àíàõîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïîëíîòó ôàêòîðïðîñòðàíñòâà Ê . Ïóñòü {x̂n} ÿâëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîø�è. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ n1 < n2 < .. .,

ò.÷. ∥x̂n− x̂m∥< 1/2k ïðè âñåõ n,m ⩾ nk. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû Ê íàéäóòñÿ ynk ∈ L,
ò.÷. zk ≑ xnk + ynk ∈ x̂nk è ∥zk+1 − zk∥ < 1/2k. Îòñþäà ðÿä z1 +∑

∞
k=1(zk+1 − zk) = limzk

ñõîäèòñÿ ïî íîðìå. Ïîýòîìó, åñëè z = limzk, òî ïðè âñåõ n ⩾ nk

∥ẑ− x̂n∥⩽ ∥ẑ− x̂nk∥+∥x̂nk − x̂n∥< ∥z− zk∥+
1
2k ⩽

∞

∑
i=k

∥zi+1 − zi∥+
1
2k <

3
2k .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim x̂n = ẑ ∈ Ê .

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : E → F íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè

îí ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.

Ðàññìîòðèì ôàêòîðîòîáðàæåíèå π : E → Ê , îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå π(x) ≑ x̂.
Åãî îãðàíè÷åííîñòü âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà ∥x̂∥ ⩽ ∥x∥. Ïîýòîìó π íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå. Èç íåðàâåíñòâà ∥x̂∥ ⩽ ∥x∥ ñëåäóåò, ÷òî îáðàç π(Ur) îòêðûòîãî øàðà

ñîäåðæèòñÿ â øàðå Ûr òîãî æå ðàäèóñà r > 0. Åñëè ∥x̂∥ < r, òî ñóùåñòâóåò y ∈ L,
ò.÷. ∥x̂∥⩽ ∥x+y∥< r, è çíà÷èò π(x+y) = π(x) = x̂. Òàêèì îáðàçîì, îáðàç π(Ur) = Ûr
ñîâïàäàåò ñ îòêðûòûì øàðîì. Ïîýòîìó îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà áóäåò

îòêðûòûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ôàêòîðîòîáðàæåíèå π ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
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Òåîðåìà (Á�àíàõà î ãîìîìîðôèçìå). Åñëè îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A ∈ L (E,F )
îïðåäåëÿåò ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ E è F , òî îí

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ÿäðî L ≑ kerA ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

E , òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Ê ≑ E/L áóäåò áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Îïðåäåëèì

îïåðàòîð Â : Ê → F , ïîëàãàÿ Â(x̂) ≑ Ax ïðè âñåõ x ∈ E . Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Â
îïðåäåëåí êîððåêòíî, ò.ê. åñëè x̂ = ŷ, òî x− y ∈ kerA è çíà÷èò Ax = Ay.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð Â : Ê → F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, åãî ÿäðî ðàâíî íóëþ

ker Â = {x̂ ∈ Ê | Ax = 0} = 0̂, à åãî îáðàç ðàâåí Im Â = ImA = F . Ïîýòîìó Â çàäàåò

áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæåì, ÷òî íîðìû ∥Â∥= ∥A∥. ñîâïàäàþò.

∥Â(x̂)∥= ∥Ax∥= infy∈L ∥A(x+ y)∥⩽ ∥A∥ infy∈L ∥x+ y∥= ∥A∥∥x̂∥.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥Â∥ ⩽ ∥A∥. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó

íåðàâåíñòâà ∥Ax∥ = ∥Â(x̂)∥ ⩽ ∥Â∥∥x̂∥ ⩽ ∥Â∥∥x∥ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∥Â∥ = ∥A∥.
Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå Â áóäåò ãîìîìîðôèçìîì.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A = Â ·π ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ãîìîìîðôèçìîâ, òî îí

òàêæå áóäåò ãîìîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà E íà F .

Òåîðåìà (î òðîéêå). Ïóñòü E, F , G ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè,

A ∈ L (E,F ) ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, à îïåðàòîð B ∈ L (E,G) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ kerA ⊂ kerB. Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð C ∈ L (F ,G), ò.÷. B =CA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì îïåðàòîð C : F →G ïî ôîðìóëå Cy = Bx, åñëè y = Ax è

x ∈E . Åñëè y = Ax1 = Ax2, òî x1−x2 ∈ kerA ⊂ kerB. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Bx1 = Bx2.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð C îïðåäåëåí êîððåêòíî. Äîêàæåì åãî ëèíåéíîñòü.

Åñëè λ ∈ F è y = Ax, òî C(λy) =C(A(λx)) = B(λx) = λB(x) = λC(y). Åñëè y1 = Ax1
è y2 = Ax2, òî C(y1 + y2) = C(A(x1 + x2)) = B(x1 + x2) = B(x1)+B(x2) = C(y1)+C(y2).
Ïîýòîìó îïåðàòîð C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.

Ïóñòü L = kerA, òîãäà îïåðàòîð Â ∈ L (Ê,F ) áèåêòèâåí è ïðè âñåõ y = Ax = Â(x̂)

∥Cy∥= ∥Bx∥= inf
z∈L

∥B(x+ z)∥⩽ ∥B∥∥x̂∥= ∥B∥∥Â−1y∥⩽ ∥B∥∥Â−1∥∥y∥.

Òàêèì îáðàçîì, ∥C∥⩽ ∥B∥∥Â−1∥. Òàê êàê ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå

îïåðàòîð Â−1 îãðàíè÷åí, òî îïåðàòîð C ∈ L (F ,G) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Ñëåäñòâèå. Åñëè îïåðàòîð A∈L (E,F ), çàäàííûé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
E è F , èìååò çàìêíóòûé îáðàç, òî ImA = (kerA∗)⊥ è ImA∗ = (kerA)⊥.

Â ñèëó äîêàçàííûõ ðàíåå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÿäðîì è îáðàçîì kerA∗ = (ImA)⊥.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó îá áèàííóëÿòîðå, ïîëó÷èì (kerA∗)⊥ = ((ImA)⊥)⊥ = ImA.
Â ñèëó äîêàçàííûõ ðàíåå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÿäðîì è îáðàçîì ImA∗ ⊂ (kerA)⊥.

Åñëè ôóíêöèîíàë f ∈ (kerA)⊥, òî kerA ⊂ ker f . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î òðîéêå, à çàòåì
òåîðåìó Õ�àíà�Á�àíàõà, ïîëó÷èì ôóíêöèîíàë g ∈ F ∗, ò.÷. f (x) = g(A(x)) ïðè âñåõ

x ∈E . Ïîýòîìó f = A∗g ∈ ImA∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, ImA∗ = (kerA)⊥.
44



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 12 Ñïåêòð îïåðàòîðà

12 ÑÏÅÊÒÐ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Ïóñòü L (E) ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ A : E → E , äåéñòâóþùèõ â

á�àíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî λ ∈C íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, åñëè
ó îïåðàòîðà Aλ ≑ λ I −A ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé A−1

λ
∈ L (E).

Ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ρ(A). Åãî äîïîëíåíèå
σ(A) ≑ C \ρ(A) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A. Îáðàòíûé îïåðàòîð Rλ ≑ A−1

λ
,

îïðåäåëåííûé ïðè âñåõ λ ∈ ρ(A), íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà A.

Ëåììà. Åñëè ∥A∥< |λ |, òî λ ∈ ρ(A) è Rλ = ∑
∞
n=0 An/λ n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Bn ≑ ∑
n
k=0 Ak/λ k+1 è r = ∥A∥/|λ | < 1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà ∥Bm −Bn∥ ⩽ ∑
m
k=n+1∥Ak∥/|λ |k+1 ⩽ ∑

m
k=n+1 rk/|λ | ⩽ rn+1/|λ |(1− r), ò.å.

{Bn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîø�è â á�àíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå L (E) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ïðåäåë limBn ≑ B ∈ L (E). Ïîñêîëüêó limn→∞ An/λ n = 0, òî

Aλ B = lim
n→∞

Aλ Bn = lim
n→∞

n

∑
k=0

(
Ak/λ

k −Ak+1/λ
k+1)= lim

n→∞

(
I −An+1/λ

n+1)= I .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì BAλ = I . Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð B = A−1
λ

∈ L (E).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : Ω → E , îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè Ω ⊂ C êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîé â Ω, åñëè äëÿ êàæäîãî z0 ∈Ω ñóùåñòâóþò r > 0
è cn ∈E , ò.÷. f (z) = ∑

∞
n=0(z− z0)

ncn ïðè z ∈ Dr(z0), ãäå Dr(z0)≑ {z ∈ C | |z− z0|< r}
îáîçíà÷àåò îòêðûòûé êðóã ðàäèóñà r â Ω.

Çäåñü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà f (z) = ∑
∞
n=0(z− z0)

ncn âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå Êîø�è�Àäàì�àðà 1/r = lim n
√
∥cn∥. Åå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ

E = C â êóðñå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Åñëè ôóíêöèÿ f (z) ãîëîìîðôíà â Ω, òî ýòîò

ðàäèóñ ðàâåí ðàññòîÿíèþ d = infz∈∂Ω |z0 − z| îò òî÷êè z0 ∈ Ω äî ãðàíèöû ∂Ω.

Òåîðåìà (î ðåçîëüâåíòå). Åñëè A ∈ L (E), òî ìíîæåñòâî ρ(A) îòêðûòî â C,
ðåçîëüâåíòà Rλ : ρ(A)→ L (E) ãîëîìîðôíà â êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ρ(A)
è íîðìà ∥Rλ∥⩾ 1/dλ , ãäå dλ ≑ infz∈σ(A) |λ − z| ðàññòîÿíèå îò òî÷êè λ äî σ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ ρ(A), òîãäà Az = Aλ − (λ − z)I = Aλ (I− (λ − z)Rλ ). Åñëè
z ∈ C, ò.÷. |z−λ |∥Rλ∥< 1, òî ïî ëåììå èìååì ñõîäÿùèéñÿ ïî íîðìå ðÿä

Rz = (I − (λ − z)Rλ )
−1Rλ =

∞

∑
n=0

(λ − z)nRn+1
λ

.

Ïîýòîìó z ∈ ρ(A) è ðåçîëüâåíòà Rz ∈ L (E) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì.

Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ρ(A) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è ôóíêöèÿ

Rλ ãîëîìîðôíà íà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ρ(A). Åñëè λ ∈ ρ(A), òî â ñèëó

äîêàçàííîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥Rλ∥⩾ |λ − z|−1 ïðè âñåõ z ∈ σ(A). Ïîýòîìó,
âçÿâ íèæíåþ ãðàíü ìîäóëÿ ïî z ∈ σ(A), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ∥Rλ∥⩾ 1/dλ .

45



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 12 Ñïåêòð îïåðàòîðà

Òåîðåìà (î ñïåêòðå). Åñëè A ∈ L (E), òî ñïåêòð σ(A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì,

îãðàíè÷åííûì è íåïóñòûì ìíîæåñòâîì â C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâî ρ(A) îòêðûòî, òî ñïåêòð σ(A) çàìêíóò. Åñëè
∥A∥< |λ |, òî ïî ëåììå Rλ = ∑

∞
n=0 An/λ n+1. Ïîýòîìó Rλ ∈ L (E) è limλ→∞∥Rλ∥= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð ëåæèò â êðóãå {z ∈ C | |z|⩽ ∥A∥} ðàäèóñà ∥A∥.
Åñëè A = 0, òî ñïåêòð σ(0) = {0}. Ïóñòü A ̸= 0, òîãäà ïî òåîðåìå Õ�àíà�Á�àíàõà

ñóùåñòâóåò f ∈ L ∗(E) òàêîé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà L (E), ÷òî f (A) ̸= 0.
Åñëè ñïåêòð σ(A) = /0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, òî ρ(A) = C è ïî òåîðåìå î

ðåçîëüâåíòå ôóíêöèÿ F(λ ) ≑ f (Rλ ) = ∑
∞
n=0 f (An)/λ n+1 ãîëîìîðôíà âñþäó â C, ÷òî

íåâîçìîæíî, ò.ê. λ = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè F .

Òåîðåìà (îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà). Åñëè A ∈L (E) è P(z) = ∑
n
k=0 akzk ìíîãî÷ëåí

ñ êîýôôèöèåíòàìè ak ∈ C, òî σ(P(A)) = P(σ(A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ C è an ̸= 0. Óðàâíåíèå λ −P(z) èìååò n ðåøåíèé ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè, ò.å. λ −P(z) = (−1)n+1an(λ1− z) . . .(λn− z). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

λ I −P(A) = (−1)n+1an(λ1I −A) . . .(λnI −A) .

Åñëè îïåðàòîð λ I −P(A) îáðàòèì, òî óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà è ñëåâà íà

îáðàòíûé îïåðàòîð, ïîëó÷èì, ÷òî îïåðàòîðû λkI −A îáðàòèìû ïðè âñåõ 1 ⩽ k ⩽ n,
òàê êàê îíè êîììóòèðóþò. Íàîáîðîò, èç îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ λkI −A ïðè âñåõ

1 ⩽ k ⩽ n ñëåäóåò îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà λ I −P(A). Ñëåäîâàòåëüíî, λ ∈ ρ(P(A)) â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà λk ∈ ρ(A) ïðè âñåõ 1 ⩽ k ⩽ n.
Ïîýòîìó λ ∈ σ(P(A)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò k, ò.÷. λk ∈ σ(A).

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ λ ∈ P(σ(A)). Â ñàìîì äåëå,

åñëè òàêîå k ñóùåñòâóåò, òî λ = P(λk) ∈ P(σ(A)). Íàîáîðîò, åñëè λ ∈ P(σ(A)), òî
λ = P(z) ïðè íåêîòîðîì z ∈ σ(A), ò.å. z = λk ∈ σ(A) ïðè íåêîòîðîì 1 ⩽ k ⩽ n.

Òåîðåìà (î ñïåêòðàëüíîì ðàäèóñå). Åñëè A ∈ L (E), òî lim n
√
∥An∥ = r(A), ãäå

r(A)≑ supλ∈σ(A) |λ | ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ σ(A). Ïî òåîðåìå îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà λ n ∈ σ(An).
Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó, ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî |λ |n ⩽ ∥An∥ è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ r(A) ⩽ lim n
√
∥An∥. Êðîìå òîãî, â ñèëó ëåììû èìååò ìåñòî

ðàçëîæåíèå â ðÿä ðåçîëüâåíòû Rλ = ∑
∞
n=0 An/λ n+1 ïðè âñåõ |λ |> ∥A∥.

Åñëè f ∈ L ∗(E) îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà L (E), òî F(λ )≑ f (Rλ ) ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ρ(A). Ïîýòîìó ñòåïåííîé ðÿä
F(λ ) = ∑

∞
n=0 f (An)/λ n+1 ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ |λ | > r(A) è çíà÷èò supn | f (An/λ n)| < ∞

ïðè âñåõ |λ |> r(A). Òàê êàê èç ñëàáîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà {An/λ n} ⊂L (E)
âûòåêàåò ñèëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü, òî ñóùåñòâóåò cλ > 0, ò.÷. ∥An/λ n∥ ⩽ cλ ïðè

âñåõ n ⩾ 0. Îòñþäà èìååì lim n
√

∥An∥ ⩽ |λ | ïðè âñåõ |λ | > r(A). Ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî lim n

√
∥An∥ ⩽ r(A). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim n
√

∥An∥= r(A), êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì.
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A,
åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð e ∈E , ò.÷. Ae = λe. Ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

σp(A)≑ {λ ∈ C | kerAλ ̸= 0}, ñîñòîÿùåå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé A;

σc(A)≑ {λ ∈ C | kerAλ = 0, ImAλ =E, ImAλ ̸=E};
σr(A)≑ {λ ∈ C | kerAλ = 0, ImAλ ̸=E},

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òî÷å÷íûì, íåïðåðûâíûì è îñòàòî÷íûì ñïåêòðîì A.
Â ñèëó òåîðåìû Á�àíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå σ(A) = σp(A)⊔σc(A)⊔σr(A).

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

îïåðàòîðà A ∈ L (E), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Âåéëÿ {xn} ⊂ E , ò.÷.

∥xn∥= 1 è lim
n→∞

∥Aλ xn∥= 0. Ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

σl(A)≑ {λ ∈ C | inf∥x∥=1∥Aλ x∥= 0}

íàçûàåòñÿ ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì îïåðàòîðà A. Äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî â σ(A)

σd(A)≑ {λ ∈ C | kerAλ = 0, ImAλ = ImAλ ̸=E}

íàçûâàåòñÿ äåôåêòíûì ñïåêòðîì îïåðàòîðà A.

Ëåììà. Åñëè A ∈ L (E), òî ïðåäåëüíûé ñïåêòð σl(A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì,

ñîäåðæèò σp(A)⊔σc(A) è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî σ(A) = σl(A)⊔σd(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λ ∈ σl(A), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂E , ò.÷.

∥xn∥= 1 è lim
n→∞

∥Aλ xn∥= 0. Åñëè áû λ ∈ ρ(A), òî ∥xn∥= ∥Rλ Aλ xn∥⩽ ∥Rλ∥∥Aλ xn∥→ 0,

÷òî íåâîçìîæíî. Îòñþäà σl(A)⊂ σ(A). Ïðè ýòîì î÷åâèäíî σp(A)⊂ σl(A).
Ïóñòü λn → λ , ãäå λn ∈ σl(A). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n, ò.÷. |λn −λ | < ε .

Âûáåðåì ýëåìåíòû xn ∈E , ∥xn∥= 1, ò.÷. ∥Aλn
xn∥< ε . Òîãäà ∥Aλ xn∥⩽ ∥Aλ xn−Aλn

xn∥+
∥Aλn

xn∥< |λ −λn|+ ε < 2ε . Ïîýòîìó λ ∈ σl(A), ò.å. ñïåêòð σl(A) çàìêíóò.
Ïóñòü λ ∈ σ(A)\σl(A). Òîãäà ñóùåñòâóåò c > 0, ò.÷. ∥Aλ x∥⩾ c∥x∥ ïðè âñåõ x ∈E .

Îòñþäà kerAλ = 0. Ðàññìîòðèì ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn = Aλ xn ∈ ImAλ ,

ò.÷. yn → y. Òàê êàê c∥xn − xm∥ ⩽ ∥Aλ xn −Aλ xm∥ ⩽ ∥yn − y∥+ ∥ym − y∥ → 0, òî {xn}
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîø�è â E è çíà÷èò ñóùåñòâóåò ïðåäåë limxn = x.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà èìååì Aλ x = y, ò.å. îáðàç ImAλ = ImAλ çàìêíóò.

Òàêèì îáðàçîì, σ(A) \σl(A) ⊂ σd(A) è ïîýòîìó σc(A) ⊂ σl(A). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

åñëè λ ∈ σd(A), òî ïî òåîðåìå Á�àíàõà îïåðàòîð Aλ : E → ImA èìååò îãðàíè÷åííûé

îáðàòíûé, ò.å. λ /∈ σl(A). Îòñþäà ñëåäóåò σd(A)⊂ σ(A)\σl(A).

Òåîðåìà (î ãðàíèöå ñïåêòðà). Åñëè A ∈L (E), òî ãðàíèöà ñïåêòðà ñîäåðæèòñÿ

â ïðåäåëüíîì ñïåêòðå, ò.å. ∂σ(A)⊂ σl(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λ ∈ ∂σ(A), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn} ⊂ ρ(A),
ò.÷. λn → λ . Ïîýòîìó dλn

≑ infz∈σ(A) |λn − z|⩽ |λn −λ | → 0. Ïîñêîëüêó Aλn
Rλn

= I , òî
îïåðàòîðû Bn ≑ rnRλn

, ãäå rn = 1/∥Rλn
∥, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Aλ Bn = (Aλ −Aλn
)Bn +Aλn

Bn = (λ −λn)Bn + rnI.
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Ïîñêîëüêó ∥Bn∥ = 1, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ E , ò.÷. ∥yn∥ = 1 è

∥Bnyn∥ > 1/2. Ïîëàãàÿ xn ≑ snBnyn, ãäå sn = 1/∥Bnyn∥, è ïðèìåíÿÿ óêàçàííîå âûøå

ñîîòíîøåíèå ê ýëåìåíòó snyn, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Aλ xn = Aλ Bn(snyn) = (λ −λn)Bn(snyn)+ rnI(snyn) = (λ −λn)xn + rnsnyn.

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ∥xn∥= ∥yn∥= 1, sn ⩽ 2 è ïî òåîðåìå î ðåçîëüâåíòå rn ⩽ dλn
,

òî ∥Aλ xn∥⩽ |λ −λn|+2dλn
⩽ 3|λ −λn| → 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ ∈ σl(A).

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîðû A ∈ L (E) è B ∈ L (F ), äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâàõ

E è F , íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè A ∼ B (èëè ïîäîáíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò

îáðàòèìûé îïåðàòîð T ∈ L (E,F ), ò.÷. TA = BT .
Åñëè, êðîìå òîãî, îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì îòîáðàæåíèåì E íà F ,

òî îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè A ≈ B. Â ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè.

1. Åñëè A ∼ B ýêâèâàëåíòíû, òî σ(A) = σ(B), σp(A) = σp(B), σc(A) = σc(B),
σr(A) = σr(B), σl(A) = σl(B), σd(A) = σd(B).

Ïîñêîëüêó Aλ = λ I−A è Bλ = λ I−B, òî Bλ T = TAλ . Ïîýòîìó îïåðàòîðû Aλ ∼ Bλ

ýêâèâàëåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, Aλ îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Bλ îáðàòèì.

Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà kerBλ = T kerAλ è ImBλ = T ImAλ ïðè λ ∈ ρ(A).
Îòñþäà ëåãêî âûòåêàþò óêàçàííûå ðàâåíñòâà ñïåêòðîâ.

2. Åñëè A ≈ B èçîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî ∥A∥= ∥B∥.

Òàê êàê â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè B = TAT−1 è ∥T∥ = ∥T−1∥ = 1, òî èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà ∥B∥⩽ ∥A∥ è ∥A∥⩽ ∥B∥. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∥A∥= ∥B∥.

3. Åñëè A ∈ L (E), òî ñïåêòð ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà σ(A∗) = σ(A).

Òàê êàê Aλ ≑ λ I −A, òî A∗
λ
= λ I −A∗. Ïîñêîëüêó äëÿ îãðàíè÷åííîãî îáðàòèìîãî

îïåðàòîðà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (A−1)∗ = (A∗)−1, òî (Rλ )
∗ = (A−1

λ
)∗ = (A∗

λ
)−1 = R∗

λ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ρ(A∗) = ρ(A) ñîâïàäàþò.

4. Åñëè A∈L (H), òî ñïåêòð ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà σ(A∗)=σ(A).

Ïî îïðåäåëåíèþ ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

⟨Aλ x,y⟩= ⟨λx−Ax,y⟩= ⟨x, λ̄y−A∗y⟩= ⟨x,(A∗)
λ̄

y⟩, ò.å. (Aλ )
∗ = (A∗)

λ̄
.

Îòñþäà (Rλ )
∗ = (A−1

λ
)∗ = (A∗

λ̄
)−1 ïðè âñåõ λ ∈ ρ(A). Ïîýòîìó ρ(A∗) = ρ(A).
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13 ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÅ È ÝÐÌÈÒÎÂÛ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ

Ïóñòü E è F ÿâëÿþòñÿ á�àíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì F= C.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : E → F â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E è F
íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îáðàç A(M)⊂ F êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà

M ⊂ E ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì â F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç K (E,F ) ïðîñòðàíñòâî

âñåõ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç E â F è K (E)≑ K (E,E).

1. Îïåðàòîð A ∈ K (E,F ) êîìïàêòíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç

A(S)⊂ F åäèíè÷íîãî øàðà S ≑ {x ∈E | ∥x∥⩽ 1} ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì.

Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî M ⊂ E îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå Sr ≑ {x ∈E | ∥x∥⩽ r}, ãäå r > 0.

2. Êîìïàêòíûé îïåðàòîð A ∈ K (E,F ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Ïîñêîëüêó âñÿêîå ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

3. Åñëè A,B ∈K (E,F ) êîìïàêòíûå, òî èõ ñóììà A+B ∈K (E,F ) êîìïàêòíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {xn} ⊂ S . Òîãäà ñóùåñòâóåò {nk}, ò.÷. Axnk → y ∈ F , è

ñóùåñòâóåò {nki}, ò.÷. Bxnki
→ z ∈ F . Îòñþäà (A+B)xnki

= Axnki
+Bxnki

→ y+ z ∈ F .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A(S)⊂ F ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì.

4. Åñëè A ∈ L (E,F ) è dimE < ∞ èëè dimF < ∞, òî A ∈ K (E,F ) êîìïàêòíûé.

Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîé ðàç-

ìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì. Òàê êàê â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàçìåðíîñòü îáðàçà

îïåðàòîðà dimImA < ∞ êîíå÷íà, òî îïåðàòîð êîìïàêòíûé.

5. Åñëè A ∈K (E,F ), à B ∈L (F ,G), òî îïåðàòîð BA ∈K (E,F ) êîìïàêòíûé.
Åñëè B ∈ L (E,F ), à A ∈ K (F ,G), òî îïåðàòîð AB ∈ K (E,F ) êîìïàêòíûé.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñÿêèé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííûå

ìíîæåñòâà â îãðàíè÷åííûå, à ïðåäêîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ïðåäêîìïàêòíûå.

6. Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ K (E,F ) êîìïàêòíûé. Òîãäà, åñëè dimE = ∞, òî A íå

èìååò ëåâîãî îáðàòíîãî, à åñëè dimF = ∞, òî A íå èìååò ïðàâîãî îáðàòíîãî.

Åñëè ñóùåñòâóåò ëåâûé îáðàòíûé B ∈ L (F ,E), ò.÷. BA = IE , òî òîæäåñòâåííûé

îïåðàòîð IE ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. åäèíè÷íûé øàð S ⊂E íå

ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì. Àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî.

7. Ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ K (E,F ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì,

ò.å. åñëè An ∈ K (E,F ) è An → A ñõîäèòñÿ ïî íîðìå, òî A ∈ K (E,F ).

Ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ n, ò.÷. ∥Anx−Ax∥ < ε/2 ïðè âñåõ x ∈ S .
Òàê êàê An(S) ïðåäêîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò ε/2-ñåòü {yk}m

k=1 ìíîæåñòâà An(S).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ S íàéäåòñÿ k, ò.÷. ∥yk −Ax∥ ⩽ ∥yk −Anx∥+ ∥Anx−Ax∥ < ε .

Ïîýòîìó {yk}m
k=1 ÿâëÿåòñÿ ε -ñåòüþ A(S) è çíà÷èò A(S) ïðåäêîìïàêòíî.
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Òåîðåìà (Ø�àóäåðà). Îïåðàòîð A ∈ L (E,F ), äåéñòâóþùèé â áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ E è F , ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì A ∈K (E,F ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà åãî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A∗ ∈ K (F ∗,E∗) êîìïàêòíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïî óñëîâèþ çàìêíóòûé îáðàç åäèíè÷íîãî øàðà

K ≑ A(S) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Ïóñòü M ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé g ∈C(K), ò.÷.
g(y)≑ f (y) ïðè y ∈ K , ãäå f ∈ S∗ èç åäèíè÷íîãî øàðà â F ∗. Ïîñêîëüêó

sup
y∈K

|g(y)|= sup
x∈S

| f (Ax)∥⩽ ∥A∥, |g(y1)−g(y2)|= | f (y1 − y2)|⩽ ∥y1 − y2∥,

òî ìíîæåñòâî M ⊂C(K) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ïî

êðèòåðèþ ïðåäêîìïàêòíîñòè â C(K) ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì. Çà-

ìåòèì, ÷òî M èçîìåòðè÷íî A∗(S∗), ò.ê. ∥A∗ f∥= supx∈S | f (Ax)|= supy∈K |g(y)|= ∥g∥C .
Ïîýòîìó îáðàç øàðà A∗(S∗)⊂E∗ ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì.
Äîñòàòî÷íîñòü. Òàê êàê A∗ ∈ K (F ∗,E∗), òî ïî äîêàçàííîìó A∗∗ ∈ K (E∗∗,F ∗∗).

Ïóñòü J : E → E∗∗ îáîçíà÷àåò êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå E âî âòîðîå ñîïðÿæåííîå

ïðîñòðàíñòâî E∗∗. Òàê êàê (Jx)( f ) = f (x), òî ïðè âñåõ x ∈E è f ∈ F ∗ ïîëó÷èì

(A∗∗(Jx))( f ) = (Jx)(A∗ f ) = (A∗ f )(x) = f (Ax) = (J(Ax))( f ),

ò.å. A∗∗J = JA. Îòñþäà JA(S)) = A∗∗J(S) ⊂ A∗∗(S∗∗), ò.ê. J(S) ⊂ S∗∗. Ïîñêîëüêó â

ñèëó íåîáõîäèìîñòè A∗∗(S∗∗) ïðåäêîìïàêòíî, òî A(S) áóäåò ïðåäêîìïàêòíûì.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñïåêòðà êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî λ

ïðèíàäëåæèò ïðåäåëüíîìó ñïåêòðó λ ∈ σl(A) îïåðàòîðà A, åñëè inf∥x∥=1∥Aλ x∥= 0.

1. Åñëè A ∈ K (E) è ðàçìåðíîñòü dimE = ∞, òî σl(A) = σp(A)∪{0}.
Ïî ñâîéñòâó 6 èìååì 0 ∈ σl(A). Ïóñòü λ ∈ σl(A) è λ ̸= 0, òîãäà ñóùåñòâóåò {xn},

ò.÷. ∥xn∥ = 1 è Aλ xn → 0. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè A íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xnk}, ò.÷. Axnk → e ∈E . Ïîñêîëüêó λxnk = Aλ xnk +Axnk , òî λxnk → e. Ïîýòîìó â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà λAxnk → Ae. Îòñþäà èìååì Ae = λe, ò.å. λ ∈ σp(A).

2. Åñëè A ∈K (E), òî âíå ëþáîãî êðóãà Dε ≑ {λ ∈C | |λ |⩽ ε}, ãäå ε > 0, ìîæåò
íàõîäèòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |λn|> ε ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {en} ⊂ E , ò.÷. ∥en∥ = 1 è Aen = λnen,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln = sp{ek}n
k=1 ëèíåéíóþ îáîëî÷êó. Ïîñêîëüêó {en} ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, òî Ln−1 ̸= Ln. Ïî ëåììå Ðèññà î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå ñóùåñòâóþò

yn ∈ Ln, ò.÷. ∥yn∥ = 1 è ∥yn − x∥ > 1/2 ïðè âñåõ x ∈ Ln−1. Ïðåäñòàâèì ýòè ýëåìåíòû

â âèäå yn ≑ cnen + xn, ãäå xn ∈ Ln−1. Òîãäà Ayn = cnλnen +Axn = λnyn −λnxn +Axn, ãäå

λnxn −Axn ∈ Ln−1. Òàê êàê λnxn −Axn +Aym ∈ Ln−1 ïðè n > m, òî ïîëó÷èì

∥Ayn −Aym∥= ∥λnyn − (λnxn −Axn +Aym)∥> |λn|/2 > ε/2.

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ayn} ⊂ A(S) íå èìååò ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà A.

50



Ô¼äîðîâ Â.Ì. Ëåêöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó 2023 13 Êîìïàêòíûå è ýðìèòîâû îïåðàòîðû

Òåîðåìà (Ð�èññà�Ø�àóäåðà). Åñëè êîìïàêòíûé îïåðàòîð A∈K (E) äåéñòâóåò â

áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè dimE = ∞, òî ñïåêòð σ(A)
ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íóëÿ σ(A) = σp(A)∪{0} è âñå íåíóëåâûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ ̸= 0 êîíå÷íîé êðàòíîñòè dimEλ < ∞, ãäå Eλ ≑ kerAλ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñâîéñòâà 1 ñïåêòðà êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà è òåîðåìû î

ãðàíèöå ñïåêòðà âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ∂σ(A)⊂ σl(A) = σp(A)∪{0}. Ïîñêîëüêó â

ñèëó ñâîéñòâà 2 âíå ëþáîãî êðóãà Dε èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé, òî òàì íåò äðóãèõ òî÷åê ñïåêòðà σ(A). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî

C \Dε èìååò òî÷êè ñïåêòðà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, òî

â ìíîæåñòâå C\Dε ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ òî÷êè ñïåêòðà, êîòîðàÿ

èäåò â áåñêîíå÷íîñòü è íå ïðîõîäèò ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà ïîñëåäíÿÿ

òî÷êà ñïåêòðà íà ýòîé ïðÿìîé áûëà áû ãðàíè÷íûé òî÷êîé, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó

ñêàçàííîãî âûøå. Ïîýòîìó íåíóëåâûå òî÷êè ñïåêòðà ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî σ(A) = σl(A) = σp(A)∪{0}.
Ïîñêîëüêó ñóæåíèå îïåðàòîðà A|Eλ

= λ I|Eλ
íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Eλ ,

ñîîòâåòñòâóþùåå íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ ̸= 0, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
îáðàòèìûì îïåðàòîðîì, òî ïî ñâîéñòâó 6 ðàçìåðíîñòü dimEλ < ∞ êîíå÷íà.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A ∈ L (H) íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì (èëè ñàìîñîïðÿæåí-

íûì) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , åñëè ⟨Ax,y⟩ = ⟨x,Ay⟩ äëÿ âñåõ x,y ∈ H .

Ìíîæåñòâî âñåõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H (H).

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñïåêòðà ýðìèòîâà îïåðàòîðà A ∈ H (H). Çàìåòèì, ÷òî åãî

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ ∈ σp(A) äåéñòâèòåëüíû, à ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Hλ ≑ kerAλ îðòîãîíàëüíû Hλ1
⊥ Hλ2

ïðè λ1 ̸= λ2. Â ñàìîì äåëå, åñëè Ae = λe è

∥e∥ = 1, òî λ = ⟨Ae,e⟩ = ⟨e,Ae⟩ = λ , ò.å. λ ∈ R. Åñëè Ae1 = λ1e1 è Ae2 = λ2e2, òî

λ1⟨e1,e2⟩= ⟨Ae1,e2⟩= ⟨e1,Ae2⟩= λ2⟨e1,e2⟩, ò.å. ⟨e1,e2⟩= 0 ïðè λ1 ̸= λ2.

Òåîðåìà (êðèòåðèé Â�åéëÿ). Ñïåêòð ýðìèòîâà îïåðàòîðà A ∈H (H) ñîâïàäàåò

ñ åãî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì, ò.å. σ(A) = σl(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî ê ïðåäåëüíîìó ñïåêòðó

σ(A)\σl(A)⊂ σr(A) ñîäåðæèòñÿ â îñòàòî÷íîì ñïåêòðå, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

îñòàòî÷íûé ñïåêòð σr(A) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. kerAλ = 0
è ñóùåñòâóåò y ∈ H , ò.÷. y ̸= 0 è y ⊥ ImAλ . Òîãäà ⟨Aλ x,y⟩ = ⟨x,A

λ
y⟩ = 0 ïðè âñåõ

x ∈H . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A
λ

y = 0, ò.å. λ ∈ σp(A). Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

äåéñòâèòåëüíû, òî Aλ y = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ kerAλ = 0.

1. Åñëè A ∈ H (H), òî ñïåêòð σ(A)⊂ R ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì.

Åñëè λ = α + iβ è β ̸= 0, òî Aλ x = Aαx+ iβx è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∥Aλ x∥2 = ⟨Aαx,Aαx⟩− iβ ⟨Aαx,x⟩+ iβ ⟨x,Aαx⟩+β
2⟨x,x⟩= ∥Aαx∥2 +β

2∥x∥ .

Ïîýòîìó inf∥x∥=1∥Aλ x∥⩾ |β |> 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Â�åéëÿ λ /∈ σ(A).
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2. Åñëè A ∈ H (H), òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí íîðìå r(A) = ∥A∥.

Òàê êàê A2 = AA, òî ∥A2∥⩽ ∥A∥2. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîø�è�Áóíÿê�îâñêîãî

∥A2∥= sup
x∈S

∥A2x∥⩾ sup
x,y∈S

⟨A2x,y⟩= sup
x,y∈S

⟨Ax,Ay⟩⩾ sup
x∈S

⟨Ax,Ax⟩= sup
x∈S

∥Ax∥2 = ∥A∥2,

ãäå S = {x ∈H | ∥x∥⩽ 1}. Ïîýòîìó ∥A2∥= ∥A∥2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∥A2n∥= ∥A∥2n
. Ïî

òåîðåìå î ñïåêòðàëüíîì ðàäèóñå r(A) = lim n
√
∥An∥= lim 2n√∥A2n∥= ∥A∥.

3. Åñëè A ∈K (H)∩H (H), òî A èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ò.å. σp(A) ̸= /0.

Ïóñòü σp(A) = /0. Òàê êàê σ(A) ̸= /0, òî ïî òåîðåìå Ð�èññà�Ø�àóäåðà σ(A) = {0}.
Ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó 2 ïîëó÷èì r(A) = ∥A∥= 0, ò.å. A = 0, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà (Ã�èëüáåðòà�Øì�èäòà). Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ K (H)∩H (H) ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì è ýðìèòîâûì â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå dimH < ∞ ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ëèíåéíîé

àëãåáðû. Ïóñòü H áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. dimH =∞. Òàê

êàê îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, òî ìíîæåñòâî σp(A) = {λn} åãî ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî. Ïðè ýòîì íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn ̸= 0
èìåþò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü dimHλn

< ∞, ãäå Hλn
≑ kerAλn

. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A
ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì, òî âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû λn ∈ R, à èõ
ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëüíû Hλn

⊥ Hλm
ïðè λn ̸= λm.

Âûáåðåì â êàæäîì ïîäïðîñòðàíñòâå Hλn
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé

èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn. Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ

ýòèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {en} â H .

Ïóñòü L ≑ sp{en} çàìêíóòàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû {en}. Òîãäà L ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A, ò.å. A : L → L. Â ñèëó ýðìèòîâîñòè

îïåðàòîðà A îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ áóäåò èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

îïåðàòîðà A, ò.å. A : L⊥ → L⊥. Â ñàìîì äåëå, åñëè y ∈ L⊥, òî 0 = ⟨Ax,y⟩= ⟨x,Ay⟩ ïðè
âñåõ x ∈ L, ò.å. Ay ∈ L⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 3 ïîäïðîñòðàíñòâî L⊥ äîëæíî

èìåòü ñîáñòâåííûé âåêòîð, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïîñòðîåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, L⊥ = 0
è ïî òåîðåìå îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ïîëó÷èì, ÷òî H = L⊕L⊥ = L.
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14 ÔÐÅÄÃ�ÎËÜÌÎÂÛ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ

Ïóñòü äàëåå E è F ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A∈L (E,F ) íàçûâàåòñÿ ôðåäã�îëüìîâûì, åñëè ÿäðî kerA
èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü dimkerA, à îáðàç ImA èìååò êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü

codimImA. Ðàçíîñòü ýòèõ ðàçìåðíîñòåé indA≑ dimkerA−codimImA áóäåì íàçûâàòü

èíäåêñîì ôðåäã�îëüìîâà îïåðàòîðà A. Ìíîæåñòâî âñåõ ôðåäã�îëüìîâûõ îïåðàòîðîâ

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç F (E,F ).

Ëåììà. Åñëè îïåðàòîð A ∈ F (E,F ) ôðåäã�îëüìîâûé, òî åãî îáðàç çàìêíóò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ŷk}m
k=1 � áàçèñ ôàêòîðïðîñòðàíñòâà F̂ ≑F / ImA. Òàê êàê

âñÿêèé ýëåìåíò z ∈ F äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå z = y0 + ∑
m
k=1 ckyk, ãäå y0 ∈ ImA,

òî F = ImA+M, ãäå M ≑ sp{yk}m
k=1 îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó. Ðàññìîòðèì

îïåðàòîð B :E×M →F , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå B(x,y)≑Ax+y, ãäå x∈E è y∈M.

Òàê êàê îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ñþðúåêòèâíûì, òî îí ãîìîìîðôèçì.

Ïîýòîìó îáðàç B(E×0) = ImA çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E×0 çàìêíóò.

Ïðèìåð 1. Âñÿêèé áèåêòèâíûé îïåðàòîð A ∈ L (E,F ) ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì.

Êîìïàêòíûé îïåðàòîð A ∈ K (E,F ) íå ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì, åñëè dimE = ∞

èëè dimF = ∞. Â ñàìîì äåëå, èíà÷å ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå îáðàç åäèíè÷íîãî

øàðà A(U) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ íóëÿ â ImA è â ñèëó ïðåäêîìïàêòíîñòè èìååò

êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü dimA(S) < ∞. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü îáðàçà dimImA < ∞ è

çíà÷èò â ñèëó ôðåäãîëüìîñòè dimF < ∞ è dimE < ∞, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà (î êàíîíè÷åñêîì îïåðàòîðå Ôðåäã�îëüìà). Åñëè îïåðàòîð K ∈ K (E)

êîìïàêòíûé, òî îïåðàòîð A ≑ I −K ∈ F (E) ôðåäã�îëüìîâûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ÿäðî kerA èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, òî E = kerA⊕L,
ãäå L ⊂E çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåì, ÷òî îáðàç ImA çàìêíóò. Çàìåòèì,

÷òî îïåðàòîð B ≑ A|L èìååò òîò æå îáðàç ImB = ImA è åãî ÿäðî kerB = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò c > 0, ò.÷. ∥Bx∥ ⩾ c∥x∥ ïðè âñåõ x ∈ L. Â ïðîòèâíîì

ñóùåñòâóþò xn ∈ L, ò.÷. ∥xn∥ = 1 è Bxn → 0. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K íàéäåòñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Kxni → e. Òîãäà èìååì xni = Bxni +Kxni → e è Bxni → Be = 0.
Èç çàìêíóòîñòè L âûòåêàåò e ∈ L, ∥e∥= 1 è Be = 0, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïóñòü y ∈ ImB, òîãäà íàéäóòñÿ xk ∈ L, ò.÷. Bxk → y è ∥xk −xl∥⩽ ∥B(xk −xl)∥/c → 0

ïðè k, l → ∞. Ïîýòîìó {xk} áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîø�è è çíà÷èò ñóùåñòâóåò

ïðåäåë limxk = x ∈ L. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Bxk → Bx = y ∈ ImB.
Ïîñêîëüêó îáðàç ImA çàìêíóò, òî ïî äîêàçàííîé ðàíåå ôîðìóëå ImA = (kerA∗)⊥.

Òàê êàê ïî òåîðåìå Ð�èññà�Ø�àóäåðà ÿäðî kerA∗ èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü m,
òî îáîçíà÷èì ÷åðåç {gk}m

k=1 áàçèñ ÿäðà, à ÷åðåç {yk}m
k=1 áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó.

Òîãäà ImA =
⋂m

k=1 kergk. Åñëè M ≑ sp{yk}m
k=1 îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, òî

âñÿêèé ýëåìåíò z ∈ E äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå z = x+ y, ãäå y = ∑
m
k=1 gk(z)yk ∈ M è
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x = z−y ∈ ImA. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó E = ImA⊕M
è çíà÷èò êîðàçìåðíîñòü îáðàçà codimImA = dimM = m.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíà àëüòåðíàòèâà Ôðåäã�îëüìà: ëèáî ñèñòåìà

n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, ëèáî ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Òåîðåìû Ôðåäã�îëüìà â áåñ-

êîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå óñòàíàâëèâàþò àíàëîãè÷íûå ñâÿçè ìåæäó

ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî è íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèé.

Â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì Ôðåäãîëüìà îïåðàòîð A ≑ I−K ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì

îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E , ãäå K ∈ K (E) îáîçíà÷àåò
êîìïàêòíûé îïåðàòîð, à îïåðàòîð A∗ ≑ I −K∗ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì. Ïî òåîðåìå

Ð�èññà�Ø�àóäåðà ÿäðà èìåþò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü dimkerA = n è dimkerA∗ = m.

Òåîðåìà (I òåîðåìà Ôðåäã�îëüìà). Ïóñòü {gk}m
k=1 áàçèñ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî

ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ A∗ f = 0. Òîãäà íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = y â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå èìååò ðåøåíèå, êîãäà gk(y) = 0 ïðè k = 1, . . . , m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáðàç ImA çàìêíóò, òî ïî äîêàçàííîé ðàíåå ôîðìóëå

èìååì ImA= (kerA∗)⊥. Îòñþäà ïîëó÷èì ImA=
⋂m

k=1 kergk è, ñëåäîâàòåëüíî, y∈ ImA
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà gk(y) = 0 ïðè k = 1, . . . , m.

Òåîðåìà (II òåîðåìà Ôðåäã�îëüìà). Ïóñòü {xk}n
k=1 áàçèñ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ Ax = 0. Òîãäà íåîäíîðîäíîå ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå A∗ f = g â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå èìååò ðåøåíèå, êîãäà g(xk) = 0 ïðè k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáðàç ImA çàìêíóò, òî ïî äîêàçàííîé ðàíåå ôîðìóëå

èìååì ImA∗ = (kerA)⊥. Îòñþäà îáðàç ImA∗ =
⋂n

k=1 kerδxk , ãäå δxk ∈E∗∗ îáîçíà÷àþò
ôóíêöèîíàëû Äèðàêà, îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå δxk( f ) ≑ f (xk) ïðè f ∈E∗. Òàêèì
îáðàçîì, g ∈ ImA∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(xk) = 0 ïðè k = 1, . . . , n.

Òåîðåìà (III òåîðåìà, àëüòåðíàòèâà Ôðåäã�îëüìà). Äëÿ òîãî ÷òîáû íåîäíîðîäíîå

óðàâíåíèå Ax = y áûëî ðàçðåøèìî ïðè âñåõ y ∈ E, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = 0 èìåëî òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x1 ̸= 0,
ò.÷. Ax1 = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln ≑ kerAn ÿäðî îïåðàòîðà An. Òîãäà âêëþ÷åíèÿ ýòèõ

ïîäïðîñòðàíñòâ Ln−1 ⊂ Ln ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè ïðè âñåõ n = 2, 3, . . . Äåéñòâèòåëüíî,
ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóþò xn ∈ E , ò.÷. Axn = xn−1 ïðè n = 2, 3, . . . Îòñþäà
ñëåäóåò ðàâåíñòâî An−1xn = x1 ̸= 0, è çíà÷èò xn ∈ Ln \Ln−1.

Â ñèëó ëåììû Ô. Ðèññà î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû yn ∈ Ln,

ò.÷. ∥yn| = 1 è ∥yn − x∥ > 1/2 ïðè âñåõ x ∈ Ln−1. Ïîñêîëüêó èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Kyn − Kym = yn − (Ayn + ym − Aym) è ýëåìåíò Ayn + ym − Aym ∈ Ln−1 ïðè n > m, òî
∥Kyn −Kym∥> 1/2 ïðè n > m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà K .
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = 0 äîïóñêàåò òîëüêî íóëåâîå

ðåøåíèå. Òîãäà ïî âòîðîé òåîðåìå íåîäíîðîäíîå ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå A∗ f = g
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ðàçðåøèìî ïðè âñåõ g ∈ E∗ è çíà÷èò ïî äîêàçàííîé íåîáõîäèìîñòè îäíîðîäíîå

ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå A∗ f = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó â ñèëó

ïåðâîé òåîðåìû íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = y ðàçðåøèìî ïðè âñåõ y ∈E .

Òåîðåìà (î èíäåêñå êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ôðåäã�îëüìà). ßäðà êàíîíè÷åñêîãî

îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà A = I −K è åãî ñîïðÿæåííîãî A∗ = I −K∗ èìåþò ðàâíóþ

ðàçìåðíîñòü dimkerA = dimkerA∗, ò.å. åãî èíäåêñ indA = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàëåå {xi}n
i=1 çàäàåò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà kerA è { fi}n

i=1
ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëîâ èç E∗. Ïóñòü {g j}m

j=1
çàäàåò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà kerA∗ è {y j}m

i=1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ

ñèñòåìà ýëåìåíòîâ èç E . Äîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ íåâîçìîæíû.

a) n < m. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Knx ≑ Kx+∑
n
i=1 fi(x)yi ïðè x ∈ E è An ≑ I −Kn.

Äîêàæåì, ÷òî ÿäðî kerAn = 0. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ kerAn, ò.å. Ax = ∑
n
i=1 fi(x)yi.

Òàê êàê g j ∈ kerA∗, òî A∗g j(x) = g j(Ax) = f j(x) = 0 ïðè j = 1, . . . , n. Òîãäà Ax = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, x = ∑
n
i=1 fi(x)xi = 0, ò.å. kerAn = 0. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Kn ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì, òî ïî òåîðåìå III ñóùåñòâóåò z ∈E , ò.÷. Anz = ym. Òàê êàê gm ∈ kerA∗,
òî 0 = A∗gm(z) = gm(Az) = gm(Anz) = gm(ym) = 1, ÷òî íåâîçìîæíî.
b) n > m. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð K∗

m f ≑ K∗ f +∑
m
j=1 f (y j) f j ïðè f ∈ E∗, êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó Kmx ≑ Kx+∑
m
j=1 f j(x)y j . Ïîëîæèì A∗

m = I −K∗
m.

Äîêàæåì, ÷òî kerA∗
m = 0. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f ∈ kerA∗

m, ò.å. A∗ f = ∑
m
j=1 f (y j) f j .

Òàê êàê xi ∈ kerA, òî A∗ f (xi) = f (Axi) = f (yi) = 0 ïðè i = 1, . . . ,m. Òîãäà A∗ f = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, f =∑
m
j=1 f (y j)g j = 0, ò.å. kerA∗

m = 0. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð K∗
m ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì, òî ïî òåîðåìå III ñóùåñòâóåò g ∈E∗, ò.÷. A∗
mg = fn. Òàê êàê xn ∈ kerA,

òî 0 = g(Axn) = g(Amxn) = A∗
mg(xn) = fn(xn) = 1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Îïðåäåëåíèå. Îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A ∈ L (E,F ) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè îáðàòè-

ìûì, åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð T ∈ L (F ,E), ò.÷. TA = IE −K1 è

AT = IF −K2, ãäå K1 ∈ K (E) è K2 ∈ K (F ) êîìïàêòíûå îïåðàòîðû.

Òåîðåìà (Íèêîëüñêîãî). Îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A ∈ L (E,F ) òîãäà è òîëüêî

òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè îáðàòèìûì, êîãäà îí ôðåäã�îëüìîâûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Òàê êàê ïî óñëîâèþ K1 ∈ K (E) è K2 ∈ K (F )
ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè, òî ïî äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå îïåðàòîðû

TA = IE−K1 è AT = IF −K2 ÿâëÿþòñÿ ôðåäã�îëüìîâûìè. Ïîñêîëüêó kerA ⊂ kerTA è

ImAT ⊂ ImA, òî îïåðàòîð A ∈ F (E,F ) òàêæå áóäåò ôðåäã�îëüìîâûì.
Äîñòàòî÷íîñòü. Òàê êàê ðàçìåðíîñòü ÿäðà kerA êîíå÷íà, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå

ïîäïðîñòðàíñòâî L, ò.÷. E = kerA⊕L. Òàê êàê îáðàç ImA çàìêíóò è èìååò êîíå÷íóþ

êîðàçìåðíîñòü, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî M, ò.÷. F = ImA⊕M.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P : E→E ïðîåêòîð íà L, à ÷åðåç Q : F →F ïðîåêòîð íà ImA, è
ïîëîæèì P1 ≑ IE−P è Q1 ≑ IF −Q. Òàê êàê L è ImA çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà, òî

P è Q îãðàíè÷åííûå ïðîåêòîðû. Ïðè ýòîì ïðîåêòîðû P1 è Q1 èìåþò êîíå÷íîìåðíûå

îáðàçû ImP1 = kerA è ImQ1 = M, à çíà÷èò ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè.
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Ïîñêîëüêó îïåðàòîð B ≑ A|L : L → ImA áèåêòèâíûé, òî ïî òåîðåìå Á�àíàõà åãî

îáðàòíûé B−1 : ImA → L ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Ïóñòü T ≑ PB−1Q, òîãäà èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà TA = PB−1A = P = IE−P1 è AT = AB−1Q = Q = IF −Q1.

Çàìå÷àíèå. Oïåðàòîð T ∈ F (F ,E), ââåäåííûé â òåîðåìå, ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìî-

âûì è åãî èíäåêñ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå indT = dimkerQ−dimkerP =− indA.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A+K , íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì âîçìóùåíèå îïåðàòîðà

A, åñëè A∈L (E,F ) îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, à K ∈K (E,F ) êîìïàêòíûé îïåðàòîð.

Òåîðåìà (îá óñòîé÷èâîñòè ïðè êîìïàêòíûõ âîçìóùåíèÿõ). Åñëè A ∈ F (E,F ) è
K ∈ K (E,F ), òî A+K ∈ F (E,F ) è èíäåêñ ind(A+K) = indA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû Íèêîëüñêîãî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð T ∈L (F ,E),
ò.÷. TA = I−K1 è AT = I−K2, ãäå K1 ∈K (E) è K2 ∈K (F ) ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè
îïåðàòîðàìè. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

T (A+K) = I − (K1 −T K), (A+K)T = I − (K2 −KT ),

ãäå K1−T K ∈ K (E) è K2−KT ∈ K (F ). Ïîýòîìó îïåðàòîð A+K ∈ L (F ,E) ïî÷òè

îáðàòèì è çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ôðåäã�îëüìîâûì. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû Íèêîëüñêîãî åãî èíäåêñ ðàâåí ind(A+K) =− indT = indA.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà

A ∈ L (E), åñëè îïåðàòîð Aλ ≑ λ I −A ÿâëÿåòñÿ ôðåäã�îëüìîâûì. Ìíîæåñòâî âñåõ

íåñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ρe(A).
×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A ∈ L (E), åñëè

îïåðàòîð Aλ ≑ λ I −A íå ÿâëÿåòñÿ ôðåäã�îëüìîâûì. Ìíîæåñòâî âñåõ ñóùåñòâåííûõ

çíà÷åíèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç σe(A) è íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì.

Òàê êàê âñÿêèé îáðàòèìûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ôðåäã�îëüìîâûì, òî σe(A) ⊂ σ(A).
Ñïåêòð îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ σ(A) = σe(A)⊔σi(A),

σe(A)≑ {λ ∈ σ(A) | Aλ /∈ F (E)} , σi(A)≑ {λ ∈ σ(A) | Aλ ∈ F (E)},

ãäå σi(A) íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì A. Ïî òåîðåìå îá óñòîé÷èâîñòè

ñóùåñòâåííûé è íåñóùåñòâåííûé ñïåêòðû îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà íå èçìåíÿþòñÿ

ïðè êîìïàêòíûõ âîçìóùåíèÿõ îïåðàòîðà A.
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