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Глава 1

Лекции, 1 семестр

§ 1.1. Комплексные числа и планиметрия

1.1.1. Стандартные преобразования в планиметрии.
Многие геометрические задачи на плоскости можно переформули-

ровать в терминах комплексных чисел и решать их как «одномерные»,
сводя их к решению определенного уравнения или системы уравнений.

Для начала покажем: как с помощью линейных преобразований ком-
плексной плоскости можно представить отображения параллельного пе-
реноса, поворота, а также гомотетии. Всюду далее z = x + iy, Oxy –
декартова система координат.
• Ta : z 7→ z+a — параллельный перенос (translation) на вектор a ∈ C;
• Ra,α : z 7→ a+ (z − a)(cosα+ i sinα) — поворот (rotation) плоскости

на угол α ∈ R (в радианах) относительно точки a ∈ C;
• Ha,k : z 7→ a+ k(z − a) — гомотетия (homothety) с центром в точке

a и коэффициентом k > 0.
1.1.1. Упражнение. В старом манускрипте описано местоположение

древнего клада на известном острове О:
«На острове О есть дуб Д, сосна С и большой камень К. Чтобы найти

клад, следует
1) идти от дуба Д к камню К; у камня повернуть строго налево и

пройти удвоенное расстояние от дуба Д до камня К (т. е. 2ДК); поставить
метку M1;

2) идти от камня К к сосне С и пройти за сосну С на расстояние КС
до точки Р; повернуть строго налево, пройти прямо расстояние, равное
расстоянию от К до Р; поставить метку M2;

3) клад находится в середине отрезка, соединяющего M1 и M2».
Понятно, что если известно нахождение дуба Д, сосны С и камня К

на острове О, то клад находится однозначно. Но по прибытии на остров
О удалось найти лишь дуб Д и сосну С. Можно ли в такой ситуации
определить местоположение клада?

Решение. Введем декартову систему координат, связанную с остро-
вом О, в которой дуб Д находится в начале координат 0, сосна С нахо-
дится в точке 1 = 1+i0, а камень К находится в неизвестной точке z ∈ C.
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Пусть z1 и z2 - координаты первой и второй меток, z1, z2 ∈ C. Тогда, ис-
ходя из условия, находим: z1 = z+i2z, z2 = z+2(1−z)+i2(1−z). Поэтому
клад находится в однозначно определяемой точке (z1 + z2)/2 = 1 + i. Та-
ким образом, чтобы отыскать клад, необходимо пройти от дуба Д к сосне
С, от нее повернуть строго налево и пройти расстояние, равное ДС.

1.1.2. Задача. 1. В условиях предыдущего упражнения: пусть оба
раза вместо поворота на угол +π/2 требуется повернуть на угол α ∈
(−π, π]. При каких значениях α клад находится однозначно?

2. Пусть в первый раз совершается поворот на угол α, а во второй
раз — на угол β (α, β ∈ (−π, π]). Для каких пар (α, β) клад находится
однозначно?

1.1.2. Простейшие геометрические соотношения в комплекс-
ной форме.

Каждому комплексному числу z = x + iy ставится в соответствие
сопряженное ему комплексное число z = x− iy, симметричное z относи-
тельно вещественной оси Ox.

Операция сопряжения комплексного числа перестановочна с опера-
циями сложения и умножения: a+ b = a + b, ab = ab. При этом a = a,
a · a = |a|2 для любого a ∈ C. Кроме того, c ∈ R тогда и только тогда,
когда c = c. Аналогично, c ∈ iR только если c = −c. Комплексные числа
вида 0 + i · y := i · y, y ∈ R, называются чисто мнимыми.

Напомним, что x = (z + z)/2, y = (z − z)/(2i), и при z1 = x1 + iy1,
z2 = x2 + iy2 6= 0 имеем

z1

z2
=
z1z2

|z2|2
=

(x1 + iy1)(x2 − iy2)

x2
2 + y2

2
=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
+ i

x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2
.

Посмотрим как записываются простейшие геометрические свойства
на языке комплексных чисел.

1. Три различные точки a, b, c ∈ C лежат на одной прямой, если и
только если

b− a
c− a =

b− a
c− a.

Доказательство. Для того чтобы a, b, c ∈ C лежали на одной пря-
мой необходимо и достаточно выполнения условия b− a = k · (c− a) для
некоторого k ∈ R — условия того, что векторы b−a и c−a коллинеарны.
Далее,

b− a = k · (c− a)⇔ b− a
c− a = k ∈ R⇔ b− a

c− a =
b− a
c− a =

b− a
c− a.

�
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2. Прямая (ab) перпендикулярна прямой (cd), где a, b, c, d ∈ C, a 6= b,
c 6= d, если и только если

d− c
b− a

= −d− c
b− a.

Доказательство. Прямые (ab) и (cd) ортогональны, если направ-
ляющие векторы d− c и b− a ортогональны. Последнее в точности озна-
чает, что (d− c)/(b− a) ∈ iR, что эквивалентно условию

(d− c)/(b− a) = −(d− c)/(b− a).

�

3. Прямые (ab) и (cd), где a, b, c, d ∈ C, a 6= b, c 6= d, пересекаются
под углом α ∈ (0, π/2), если и только если∣∣∣arg

d− c
b− a

∣∣∣ = α или
∣∣∣arg

d− c
b− a

∣∣∣ = π − α.

4. Прямые (ab) и (cd), где a, b, c, d ∈ C, a 6= b, c 6= d, параллельны,
если и только если

b− a
c− d =

b− a
c− d

.

1.1.3. Определение. Сложным (или ангармоническим) отношени-
ем [a, b, c, z] четырех точек a, b, c, z ∈ C•, где a, b, c различны, называется
выражение

z − a
z − b :

c− a
c− b .

Форму сложного отношения [a, b, c, z] можно запомнить так: она име-
ет вид дробно-линейного отображения, равного 0 при z = a, ∞ при z = b
и 1 при z = c.

1.1.4. Определение. Дробно-линейным отображением (ДЛО) на-
зывается всякая функция Λ: C• → C• вида

Λ(z) =
αz + β

γz + δ
,

где α, β, γ, δ ∈ C и ∣∣∣∣α β
γ δ

∣∣∣∣ = αδ − βγ 6= 0.

Последнее условие на коэффициенты α, β, γ, δ означает, что ДЛО не
должно быть константой.

В основном курсе комплексного анализа мы докажем, что ДЛО обла-
дают следующими свойствами: переводят обобщенные окружности (т. е.
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обычные окружности или прямые, дополненные точкой ∞ в C•) в обоб-
щенные окружности, сохраняют углы между обобщенными окружностя-
ми, переводят симметричные точки относительно обобщенной окружно-
сти в симметричные точки относительно образа этой окружности, а так-
же сохраняют сложное отношение любой четверки точек. Чуть позже мы
применим ДЛО к изучению модели Пуанкаре геометрии Лобачевского.

Здесь мы установим еще одно полезное свойство сложного отноше-
ния.

5. Четыре различные точки a, b, c, d ∈ C лежат на одной обобщен-
ной окружности, если и только если [a, b, c, d] ∈ R.

Доказательство. [a, b, c, d] =
d− a
d− b :

c− a
c− b ∈ R, если и только ес-

ли аргументы чисел
d− a
d− b ,

c− a
c− b совпадают или отличаются на π (по

модулю 2π), так как при делении комплексных чисел их аргументы вы-
читаются, а аргумент вещественного числа сравним с 0 (по модулю π).
Ограничимся рассмотрением случая, когда аргументы указанных чисел
равны (по модулю 2π). Второй случай оставляем читателю. В этой ситуа-
ции величины углов (с учетом знака!) ∠(bda) и ∠(bca) совпадают. Значит
отрезок [a, b] виден под одним и тем же углом из точек c и d, а это воз-
можно (как известно из школьного курса планиметрии) тогда и только
тогда, когда точки a, b, c, d лежат на одной обобщенной окружности. �

В задачах на окружности удобно сводить условие к случаю единич-
ной окружности. Далее окружность радиуса 1 с центром в начале ко-
ординат будет обозначаться через S1. Отметим, что S1 можно задать
следующими уравнениями: |z|2 = zz = 1 или z = 1/z.

1.1.5. Упражнение. Пусть a, b ∈ S1, a 6= b, a 6= −b. Найти точку
пересечения z касательных к окружности S1, проведенных в точках a
и b.

Решение. Заметим, что точка пересечения z удовлетворяет следу-
ющим условиям:

z − b = ibk, z − a = −iak
для некоторого ненулевого вещественного числа k. Избавляясь от неиз-
вестного параметра k, находим

z =
2ab

a+ b
=

2

a+ b
или

1

z
=

1

2

(1

a
+

1

b

)
.

�

1.1.6. Упражнение. Заданы две прямые (ab) и (cd), где a, b, c, d ∈ C,
a 6= b, c 6= d. Найти точку пересечения z этих прямых.
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Решение. В терминах комплексных чисел уравнение прямой, про-
ходящей через точки a и b, a 6= b, записывается так:

z − a
b− a =

z − a
b− a

.

Оно является формальной записью того факта, что для всех точек z,
лежащих на прямой (ab), векторы z − a и b − a коллинеарны, то есть
z − a
b− a ∈ R.

Чтобы найти точку пересечения z указанных прямых, решим систему
z − a
b− a =

z − a
b− a

z − c
d− c =

z − c
d− c

.

Откуда

z =
(cd− cd)(b− a)− (ab− ab)(c− d)

(b− a)(c− d)− (b− a)(c− d)
.

При условии (b− a)(c− d)− (b− a)(c− d) 6= 0 имеется ровно одна точка
пересечения (когда прямые не совпадают и не являются параллельными)

�

1.1.7. Задача (Теорема Брианшона). Доказать, что в любом описан-
ном шестиугольнике большие диагонали пересекаются в одной точке.

Указание. С помощью гомотетии и параллельного переноса задача
сводится к случаю, когда рассматриваемый шестиугольник описан около
единичной окружности S1.

Пусть a, b, c, d, e, f ∈ S1 — последовательные точки касания окруж-
ности и сторон описанного шестиугольника. Тогда вершины шестиуголь-
ника — как точки пересечения касательных к S1 — принимают вид

a1 =
2

a+ b
, b1 =

2

b+ c
, c1 =

2

c+ d
,

d1 =
2

d+ e
, e1 =

2

e+ f
, f1 =

2

a+ f
.

В дальнейших выкладках целесообразно также использовать условие
принадлежности точки z единичной окружности: z = 1/z.

Далее, зная вершины a1, b1, c1, d1, e1, f1 и используя результат по-
следнего упражнения, находим точки пересечения больших диагоналей
(a1d1), (b1e1) и (a1d1), (c1f1) нашего шестиугольника. Остается сравнить
полученные точки пресечения – они оказываются тождественно равными
(вне зависимости от параметров задачи).
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1.1.3. Полярное соответствие относительно окружности.
Пусть S — окружность в C с радиусом R ∈ (0,+∞) и центром в точ-

ке c. Говорят, что прямая L является полярой точки a ∈ C \ {c} относи-
тельно S, если L проходит через точку a∗, симметричную (инверсную)
точке a относительно S, перпендикулярно лучу ca. При этом точка a
называется полюсом прямой L (не проходящей через точку c) относи-
тельно S.

В частности, если a ∈ S, то ее полярой является прямая, касающа-
яся S в точке a. Если |a − c| > R, а две точки z1 и z2 на S таковы,
что прямые az1 и az2 касаются окружности S, то прямая z1z2 — поляра
точки a относительно S (проверить!).

Будем далее для простоты считать, что c = 0. Тогда при a 6= 0 имеем
a∗ = R2/a.

1.1.8. Предложение. В указанных условиях пусть a 6= b — нену-
левые точки, являющиеся полюсами прямых La и Lb соответственно.
Тогда b ∈ La тогда и только тогда, когда a ∈ Lb.

Доказательство. Имеем b ∈ La если и только если число (b−a∗)/a
чисто мнимо, что эквивалентно выполнению цепочки равенств

(b− a∗)/a = −(b− a∗)/a⇔ ba+ ab = a∗a+ a∗a = 2R2 = b∗b+ b∗b.

Откуда a ∈ Lb. �

1.1.9. Следствие. В указанных условиях пусть a1, . . . , aN — раз-
личные ненулевые точки. Эти точки лежат на одной прямой L, не
проходящей через точку 0, если и только если соответствующие им
поляры пересекаются в одной точке — полюсе прямой L.

1.1.10. Задача. Доказать, что при полярном соответствии теорема
Брианшона «переходит» в следующую теорему Паскаля: во вписанном
шестиугольнике точки пересечения противоположных сторон лежат на
одной прямой.

Рассмотреть только невырожденные случаи, когда все указанные па-
ры сторон не параллельны.

Литература. З.А. Скопец. Геометрические миниатюры. с. 152 – 192.
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§ 1.2. Доказательство Х. Тверберга теоремы Жордана

1.2.1. Введение.
Обсуждается малоизвестное специалистам доказательство классиче-

ской теоремы о замкнутой жордановой кривой (теоремы Жордана), по-
лученное норвежским математиком Х. Твербергом. Это доказательство
носит метрический характер и позволяет получить одно важное метри-
ческое уточнение теоремы Жордана, представляющее самостоятельный
интерес.

Следующий фундаментальный топологический факт известен как
теорема о замкнутой жордановой кривой или как теорема Жордана.

1.2.1. Теорема (Жордана). Пусть T = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} —
единичная окружность в R2 и пусть γ : T → R2 — непрерывное инъек-
тивное отображение, т. е. Γ = γ(T) — замкнутая жорданова кривая
на плоскости. Тогда множество R2 \ Γ состоит в точности из двух
компонент связности (непересекающихся областей).

1.2.2. Вводные замечания и вспомогательные леммы.
Приведем некоторые элементарные факты из анализа, которые бу-

дут использованы в дальнейшем. Во-первых, заметим, что в указанных
выше обозначениях отображение γ равномерно непрерывно на T, причем
обратное отображение γ−1 : Γ → T также непрерывно. Во-вторых, если
A и B — непустые непересекающиеся компакты в R2, то величина

d(A,B) := inf{|a− b| : a ∈ A, b ∈ B}
положительна. Доказательство этих утверждений основывается на тео-
реме Вейерштрасса, которая гласит, что всякая ограниченная последо-
вательность вещественных чисел имеет сходящуюся подпоследователь-
ность.

Напомним также, что областью в R2 называется всякое непустое от-
крытое множество, любые две точки которого можно соединить ломаной,
не выходящей за его пределы.

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что единичная окруж-
ность T ориентирована против часовой стрелки согласно с натуральной
параметризацией t(θ) = (cos θ, sin θ), θ ∈ [0, 2π].

Предлагаемое доказательство теоремы Жордана основано на специ-
альной аппроксимации кривой Γ замкнутыми жордановыми ломаными
и последующем переходе к пределу. Этот естественный подход хорошо
известен, так что приведенные ниже леммы 1.2.3 и 1.2.4 не новы. А вот
лемма 1.2.5 и лемма 1.2.6 являются новыми и представляют самостоя-
тельный интерес. Их цель — получить определенное метрическое опи-
сание указанных замкнутых жордановых ломаных, с помощью которого
удается перейти к пределу. Основная трудность состоит в том, чтобы
избежать ситуации, которая возникает для (нежордановой) замкнутой
кривой вида ∞, являющейся (при определенном обходе) пределом за-
мкнутых жордановых ломаных.
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1.2.2. Определение. Замкнутая жорданова кривая Σ = σ(T), где
σ : T → Σ — гомеоморфизм, называется замкнутой жордановой лома-
ной, если существует разбиение Θ = {θ0, θ1, . . . , θN} отрезка [0, 2π], т. е.
0 = θ0 < θ1 < · · · < θN = 2π, с условиями

σ((cos θ, sin θ)) = (anθ + bn, cnθ + dn) на [θn−1, θn], n = 1, . . . , N,

где an, bn, cn и dn — вещественные постоянные.

Замечание. В соответствии с выбором разбиения Θ естественным
образом определяются вершины и ребра ломаной Σ. Заметим также, что
соседние ребра ломаной Σ могут лежать на одной прямой.

Пару (σ,Θ) назовем реализацией ломаной Σ.

1.2.3. Лемма. Теорема Жордана справедлива для любой замкнутой
жордановой ломаной.

Доказательство. Пусть замкнутая жорданова ломаная Σ имеет
вершины vn = σ((cos θn, sin θn)) и ребра Σn = [vn−1, vn], где n = 1, . . . , N .
Пусть также ΣN+1 = Σ1 и v0 = vN .

Докажем вначале, что R2 \ Σ имеет не более двух компонент связ-
ности. Остановимся на случае N > 4. При n = 1, . . . , N рассмотрим
множества Un = {z ∈ R2 : d(z,Σn) < δ}, где

δ =
1

2
min{d(Σj , Σk)},

а min берется по всем несоседним ребрам ломаной Σ. Если обозначить
Σ0 = ΣN , то ясно, что

Un ∩Σ ⊂ Σn−1 ∪Σn ∪Σn+1,

причем Un \ Σ состоит из двух компонент U ′n и U ′′n , где, для определен-
ности, можно предположить, что U ′n ∩ U ′n+1 6= ∅ и U ′′n ∩ U ′′n+1 6= ∅ при
n = 1, . . . , N − 1. Тогда множества U ′ :=

⋃N
n=1 U

′
n и U ′′ :=

⋃N
n=1 U

′′
n яв-

ляются областями, причем любую точку z ∈ R2 \ Σ можно соединить
отрезком с U ′ или U ′′ вне Σ.

Докажем теперь, что имеется не менее двух компонент связности
у множества R2 \ Σ. Выберем систему координат в R2 так, чтобы все
вершины vn = (xn, yn) ломаной Σ имели различные абсциссы xn.

При z /∈ Σ положим η(z) = 1, если луч Lz с вершиной в точке z,
направленный вертикально вверх, пересекает Σ нечетное число раз. В
случае четного числа пересечений Lz и Σ, положим η(z) = 0. Отметим,
что если Lz содержит (ровно одну) вершину, скажем vk, ломаной Σ, при-
чем ребра Σk−1 и Σk (пересекающиеся в вершине vk) лежат по одну сто-
рону от Lz, то мы считаем, что Lz (вблизи точки z) имеет два (или ни
одного) пересечения с Σ (см. Рис. 2.1).

Нетрудно доказать, что η(z) непрерывна в каждой точке вне Σ и,
следовательно (будучи целочисленной), является локально постоянной
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Рис. 2.1.

функцией от z вне Σ. Следовательно, η(z) постоянна в каждой связной
компоненте множества R2 \Σ.

Если бы у множества R2 \Σ была бы только одна (неограниченная)
компонента связности, то, очевидно, η(z) была бы тождественным ну-
лем. Пусть теперь vm = (xm, ym) такая вершина Σ, для которой ym =
max{yn : n = 1, . . . , N}. Тогда ясно, что вблизи точки vm найдется точка z
такая, что η(z) = 1. �

1.2.4. Лемма. Всякий замкнутый жорданов путь γ (напомним,
что γ : T→ Γ — гомеоморфизм) можно с любой точностью равномер-
но на T приблизить замкнутым жордановым путем σ, задающим за-
мкнутую жорданову ломаную Σ в смысле определения 1.2.2. При этом
Σ «вписана» в Γ в том смысле, что все ее вершины лежат на Γ .

Доказательство. Зафиксируем произвольное число ε > 0 и выбе-
рем ε1 > 0 и ε2 > 0 так, чтобы при всех t ∈ T и t′ ∈ T были верны
следующие высказывания:

(1) если |t− t′| 6 ε1, то |γ(t)− γ(t′)| < ε
2 , и

(2) если |γ(t)− γ(t′)| 6 ε2, то |t− t′| < min
(
ε1,
√

3
)
.

Положим теперь δ = min{ε/2, ε2}.
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Рассмотрим стандартную решетку замкнутых квадратов диаметра δ:

Qjk =
{

(x, y) :
∣∣∣x− j δ√

2

∣∣∣ 6 δ

2
√

2
,
∣∣∣y − k δ√

2

∣∣∣ 6 δ

2
√

2

}
, j, k ∈ Z.

Пусть {Qs}Ss=1 — те из квадратов решетки, которые пересекают Γ более,
чем по одной точке. Легко видеть, что всегда 2 6 S < +∞. Так как δ 6 ε2,
то множество γ−1(Q1) имеет диаметр менее

√
3, т. е. γ−1(Q1) содержится

в (однозначно определенной) минимальной замкнутой дуге T1 ⊂ T длины
менее 2π/3. Пусть [τ1, τ

′
1] ⊂ R такой интервал, что отображение θ 7→

(cos θ, sin θ) есть гомеоморфизм [τ1, τ
′
1] на T1. Рассмотрим новый путь γ1

на T, который совпадает с γ на T \ T1, а при t = (cos θ, sin θ) ∈ T1 (при
θ ∈ [τ1, τ

′
1]) положим γ1(t) = (a1θ+b1, c1θ+d1), где постоянные a1, b1, c1, d1

выбраны так, чтобы γ1 было непрерывно на T. Таким образом, Γ1 =
γ1(T) пересекает Q1 по отрезку [γ(t1), γ(t′1)], где t1 = (cos τ1, sin τ1) и t′1 =
(cos τ ′1, sin τ

′
1) — начало и конец дуги T1 соответственно. Ясно, что γ1(t1) =

γ(t1) и γ1(t′1) = γ(t′1).
Возможны два случая.
В первом случае (i) пусть отрезок I1 = [γ1(t1), γ1(t′1)] лежит на одной

из сторон квадрата Q1. Тогда перенумеруем остальные квадраты Qs так,
чтобы I1 лежал также на стороне квадрата Q2. Во втором случае (ii)
отрезок I1, за исключением своих концов, лежит строго внутри Q1 (см.
Рис. 2.2).

В этом случае никакой перенумерации остальных квадратов не де-
лаем. Таким образом, в случае (ii) для всех s > 2 (а в случае (i) для всех
s > 3) имеем γ−1

1 (Qs) ⊆ γ−1(Qs), и для всех s > 1 выполнено неравенство
diam γ−1

1 (Qs) <
√

3.
Если Γ1 пересекает Q2 не более, чем по одной точке (что возмож-

но только в случае (ii)), то полагаем γ2 = γ1. Иначе найдется такая
минимальная замкнутая дуга T2 длиной менее 2π/3, которая содержит
γ−1

1 (Q2). Отметим, что T1 и T2 либо не пересекаются по своим внутрен-
ностям (случай (ii)), либо T1 ⊆ T2 (случай (i)). В обоих случаях найдется
гомеоморфизм θ 7→ (cos θ, sin θ) некоторого отрезка [τ2, τ

′
2] на T2 и по-

стоянные a2, b2, c2 и d2 такие, что путь γ2(t), равный γ1(t) на T \ T2,
и равный γ2(t) = (a2θ + b2, c2θ + d2) при t = (cos θ, sin θ) ∈ T2 (при
θ ∈ [τ2, τ

′
2]) является замкнутым жордановым путем, совпадающим с γ в

начале t2 = (cos τ2, sin τ2) и в конце t′2 = (cos τ ′2, sin τ
′
2) дуги T2, поскольку

t2 и t′2 не могут лежать внутри T1.
Продолжая аналогичным образом, мы в результате получим замкну-

тые жордановы пути γs, s = 1, . . . , S. Пусть t ∈ T, оценим |γS(t) − γ(t)|.
Если γS(t) 6= γ(t), то найдется такое s ∈ {1, . . . , S}, что γS(t) = γs(t) 6=
γs−1(t) (считаем, что γ0 = γ). По построению, t лежит на дуге Ts с нача-
лом ts и концом t′s, γs(Ts) ⊂ Qs, γs(ts) = γ(ts), γs(t′s) = γ(t′s). Тогда

|γS(t)− γ(t)| = |γs(t)− γs(ts) + γ(ts)− γ(t)| 6 δ + |γ(t)− γ(ts)|.
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Рис. 2.2.

Но |t− ts| 6 |t′s − ts| 6 ε1 ввиду |γ(t′s)− γ(ts)| 6 δ 6 ε2. Таким образом,

δ + |γ(t)− γ(ts)| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

откуда, окончательно, |γS(t)− γ(t)| < ε.
Поскольку ΓS = γS(T) пересекает каждый квадрат решетки либо по

пустому множеству, либо по одной точке, либо по «равномерно» прохо-
димому отрезку, нетрудно видеть, что σ = γS — искомая аппроксима-
ция. �

1.2.3. Две основные леммы.

1.2.5. Лемма. Пусть Σ — замкнутая жорданова ломаная, с реа-
лизацией (σ,Θ). Тогда найдется открытый круг B, лежащий в ограни-
ченной компоненте D множества R2 \Σ, с границей C, пересекающей
ломаную Σ в точках σ(t) и σ(t′), где t, t′ ∈ T такие, что |t− t′| >

√
3.
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Рис. 2.3.

Доказательство. Пусть при движении вдоль Σ, соответствующем
ориентации на T и отображению σ, область D остается слева (иначе сде-
лаем симметрию относительно одной из осей координат). Пользуясь упо-
мянутой выше теоремой Вейерштрасса, нетрудно показать, что найдется
открытый круг B, лежащий вD, с границей C, пересекающей ломаную Σ
в точках σ(t) и σ(t′), где t, t′ ∈ T, для которого значение |t− t′| является
максимально возможным (см. Рис. 2.3; отметим, что C может пересекать
Σ и в других точках).

Теперь покажем, что этот круг является искомым. Предположим, что
|t − t′| <

√
3. Пусть T — дуга на T, соединяющая точки t и t′, имеющая

длину, большую 4π/3, направленная (как и T) против часовой стрел-
ки. Будем считать точку t — началом, а t′ — концом T . Очевидно, что
граница C круга B не имеет общих точек с частью Σ′ = σ(T ′) лома-
ной Σ, где T ′ = T \ {t, t′}. Без ограничения общности будем считать,
что v1 = σ((cos θ1, sin θ1)), . . . , vM = σ((cos θM , sin θM )) — все (последова-
тельные) вершины ломаной Σ, которые принадлежат Σ′, 1 6 M 6 N .
Положим u1 = σ(t) и u2 = σ(t′). Ясно (см. лемму 1.2.3), что Σ′ = σ(T ′) и
отрезок [u1, u2] (хорда ломаной Σ) ограничивают некоторую область D1.
Положим B1 = B ∩D1, C1 = C ∩D1.

Пусть, для начала, известно, что дуга C1 касается Σ′ в обеих ее точ-
ках u1 и u2 (т. е., окружность C касается прямых u1v1 и vMu2). При этом
вектор −−→u1v1 (соответственно, −−−→vMu2) должен с касанием «выходить» из C
(соответственно, «входить» в C), оставляя B слева, а отрезки [u1, v1] и
[vM , u2] должны лежать по одну сторону от прямой u1u2.

Поскольку C1 не пересекает Σ′, мы можем найти круг B′, принад-
лежащий области D1 ∪ B ⊂ D, который касается ломаной Σ в точках
u′1 и u′2, лежащих внутри отрезков [u1, v1] и [vM , u2] соответственно,
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причем точки u′1 и u1 (а также u′2 и u2) можно сделать сколь угод-
но близкими друг к другу. Последнее противоречит выбору B, так как
|σ−1(u′1)− σ−1(u′2)| > |t− t′|.

Во втором случае, пусть известно, что C1 касается ломаной Σ′ ровно
в одной точке, например, u1 (случай касания в точке u2 аналогичен). В
этом случае u2 = vM+1 — вершина. Так как ребро [vM , vM+1] не касается
C1, мы снова можем найти круг B′ ⊂ D1 ∪ B, который касается Σ′ в
некоторой точке u′1 внутри [u1, v1] (близкой к u1), и граница которого
проходит через u2. Возникает противоречие, аналогичное предыдущему
случаю.

Пусть, наконец, обе точки u1 = vN и u2 = vM+1 — вершины Σ и
касания C1 и Σ′ нет. Будем непрерывно «раздувать» диск B в сторону
области D1, оставляя его в области D, а его границу C проходящей через
точки u1 и u2. Тогда в некоторый момент дуга C1 коснется ребра [u1, v1],
или ребра [vM , u2], или пересечет Σ′. Все эти случаи уже рассмотрены
как приводящие к противоречию. �

Рассмотрим теперь замкнутую жорданову ломаную Σ и выберем од-
ну из компонент D множества R2 \ Σ. Для любой хорды I в D (т. е.
отрезка, соединяющего две разные точки на Σ и целиком лежащего в D
за исключением концевых точек) множество D \ I состоит из двух ком-
понент связности (см. лемму 1.2.3). Зафиксируем точки a ∈ D и b ∈ D с
условием d(Σ, {a, b}) > 1. Пусть известно, что для всякой хорды I в D
длины `(I) < 2 точки a и b лежат в одной и той же компоненте множе-
ства D \ I.

1.2.6. Лемма. В указанных условиях найдется путь κ : [0, 1] → D,
соединяющий точки a и b, т. е. κ(0) = a, κ(1) = b, причем d(Σ,K) > 1,
где K = κ([0, 1]); см. Рис. 2.4.

Доказательство. Пусть Aa — совокупность точек из D, которые
можно соединить с точкой a путями κa (определенными на [0, 1]) с усло-
вием d(Σ,Ka) > 1, где Ka = κa([0, 1]). Положим

Σa = {z ∈ Σ : ∃ az ∈ Aa такая, что |z − az| = 1}.
Аналогично определяются множества Ab и Σb для точки b. Требуется
доказать, что Aa ∩ Ab 6= ∅ (откуда сразу следует, что Aa = Ab). Бу-
дем считать, что при движении по Σ (согласно ориентации) область D
остается слева.

Нам необходимо доказать следующее утверждение.

1.2.7. Лемма. В указанных условиях имеет место равенство Σa =
Σb. При этом Σa состоит из конечного числа связных компонент (ко-
нечного числа замкнутых промежутков и точек на Σ).

Доказательство. Пусть E — замыкание множества E ⊂ R2. Пусть
z ∈ Σa и Bz — единичный круг с центром az ∈ Aa, граница Cz которого
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Рис. 2.4.

содержит точку z. Обозначим через C+
z — открытую полуокружность

на Cz с началом в точке z и проходимую против часовой стрелки.
Предположим вначале, что точка z не является вершиной ломанойΣ.

Тогда Bz касается некоторого ребра в Σ, содержащего точку z. При усло-
вии C+

z ∩ Σ 6= ∅ точку z (а вместе с ней и круг Bz) можно «двигать»
вдоль по Σ (в направлении, соответствующем ориентации Σ) до того мо-
мента, когда z впервые достигнет следующей вершины, или когда впер-
вые появится точка пересечения C+

z и Σ. В первом случае продолжим
непрерывное «качение» круга Bz вокруг достигнутой вершины z (по ча-
совой стрелке) до его первого положения, когда C+

z ∩Σ 6= ∅, или до того
момента, когда Cz станет касательной к следующему после вершины z
ребру. Продолжая этот процесс мы обязательно придем к ситуации, ко-
гда впервые C+

z ∩Σ 6= ∅ (в общей ситуации исходная точка z ∈ Σa может
оказаться где-то посередине описанного выше процесса). Это последнее
положение точки z (обозначим его z1) и будет «крайней» точкой компо-
ненты из Σa, содержащей исходное положение точки z (см. Рис. 2.5).

Действительно, пусть z2 — ближайшая (при движении от z1 вдоль
Σ) точка на Σ с условием z2 ∈ C+

z1 ∩ Σ. Докажем, что на (открытом)
промежутке Σ◦12 ломаной Σ с началом в точке z1 и концом в точке z2 не
может быть точек из Σa. Более того, мы сразу докажем, что на Σ◦12 не
может быть и точек из Σb (откуда следует, что Σb ⊂ Σa и, по симметрии,
Σa ⊂ Σb, что дает Σa = Σb), так что лемма 1.2.7 будет доказана.
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Пусть, от противного, найдутся точки w ∈ Σ◦12 и aw ∈ Aa ∪ Ab с
условием |aw − w| = 1. Тогда единичный круг Bw (с границей Cw и
центром aw) лежит целиком в области D. Пусть I = [z1, z2] — хорда в D.
Поскольку |z1− z2| < 2, множество Aa∪Ab (и, соответственно, точка aw)
лежит в одной компоненте D1, ограниченной ломаной (Σ \Σ◦12)∪ [z1, z2].
Так как aw ∈ D1, а w /∈ D1, радиус [aw, w) круга Bw (не пересекая
множества Σ \Σ◦12) обязан пересекать хорду I. Далее, Bw не содержит z1

и z2, поэтому Cw пересекает I в двух точках. Поскольку aw, az1 ∈ Aa (az1
— центр круга Bz1 полуокружность C+

z1 которого содержит z2) лежат по
одну сторону от прямой z1z2, мы видим, что либо aw = az1 (и точка w ∈
C+
z1 предшествует z2), либо w ∈ Bz1 , что невозможно (см. Рис. 2.6). �

Завершим теперь доказательство леммы 1.2.6. Итак Σa = Σb. Дока-
жем теперь, что Aa = Ab. Пусть z ∈ Σa = Σb, az ∈ Aa, bz ∈ Ab и пусть Baz
и Bbz — единичные круги с центрами az и bz соответственно, границы Caz
и Cbz которых содержат точку z. Если az = bz, то все ясно. В противном
случае угол ∠(azzbz) — ненулевой, так что точка z — вершина ломаной Σ
и, следовательно, круги Baz и Bbz имеют непустое пересечение. Без огра-
ничения общности будем считать, что непрерывное вращение круга Baz
вокруг точки z, совмещающее Baz с Bbz и осуществляемое в «ближайшую
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сторону», есть вращение по часовой стрелке. При таком непрерывном
вращении мы или придем в положение Bbz без пересечения Baz с лома-
ной Σ (откуда bz ∈ Aa и все доказано), или z = z1 будет крайней точкой
компоненты Σa, содержащей z1. В последнем случае пусть z2 — следу-
ющая за z1 точка Σa (как в лемме 1.2.7), a∗ ∈ Aa — центр единичного
круга B∗, граница C∗ которого проходит через точки z1 и z2, причем
a∗ 6= bz. Таким образом, B∗ — предельное положение, до которого можно
вращать Baz без пересечения с Σ. Если луч zbz (с вершиной в точке z),
лежит между лучами za∗ и z1z2, то круг Bbz содержит z2 — противоречие.
Если же луч z1z2 лежит между лучами za∗ и zbz, то точки a∗ и bz лежат
в разных компонентах D \ [z1, z2], поскольку отрезок [a∗, bz], лежащий
в B∗ ∪ Bbz ⊂ D пересекает отрезок [z1, z2] один раз. Снова приходим к
противоречию и, таким образом, лемма 1.2.6 доказана (см. Рис. 2.7). �

1.2.4. Доказательство теоремы Жордана.

Докажем сначала, что R2 \Γ имеет не менее двух компонент. Доста-
точно установить наличие ограниченной компоненты у этого множества.
Для этого рассмотрим достаточно большой круг B0 с центром в нуле и
границей C0, содержащий Γ . Пусть Γ1, . . . , Γm, . . . — замкнутые жордано-
вы ломаные, сходящиеся к Γ в смысле леммы 1.2.4 и пусть γ1, . . . , γm . . .



§ 3.2. Доказательство Х. Тверберга теоремы Жордана 19

z1

z2

a∗

az

bz

Ca
z

Cb
z

C∗

Σ

Σ

Σ

Σ

Рис. 2.7.

— пути (сходящиеся к γ), реализующие Γ1, . . . , Γm . . . соответственно. По
лемме 1.2.5 для каждого m найдется круг Bm (с центром bm и границей
Cm), лежащий в области Dm, ограниченной ломаной Γm, с условием,
что существуют точки tm ∈ T и t′m ∈ T такие, что |tm − t′m| >

√
3, а

γm(tm) ∈ Cm и γm(t′m) ∈ Cm. Переходя если нужно к подпоследователь-
ности, мы можем дополнительно считать, что все Γm лежат в B0 и что
последовательность {bm} сходится к некоторой точке b при m→ +∞.

Выберем ε > 0 такое, что из условий t, t′ ∈ T и |t− t′| >
√

3 вытекает,
что |γ(t)−γ(t′)| > ε. Тогда |γ(tm)−γ(t′m)| > ε, откуда |γm(tm)−γm(t′m)| >
ε/2 для всех достаточно больших m. Следовательно, diamBm > ε/2 и
d(bm, Γm) > ε/4 при больших m. Таким образом, при больших m точки
bm и b лежат в одной (ограниченной) компоненте множества R2 \ Γm и,
следовательно, bm и b лежат в одной компоненте R2\Γ . Если bm и b лежат
в неограниченной компоненте R2 \Γ , то найдется путь κ : [0, 1]→ R2 \Γ ,
соединяющий b и C0. Пусть d(K,Γ ) = δ > 0, где K = κ([0, 1]). Поскольку
при больших m имеет место неравенство |γ(t) − γm(t)| < δ/2 при всех
t ∈ T, мы получаем, что d(K,Γm) > δ/2, так что для больших m точки
bm и b должны лежать в неограниченной компоненте R2 \Γm, а это дает
противоречие.

Докажем теперь, что R2 \ Γ имеет не более двух компонент связ-
ности. Пусть, от противного, точки w1, w2 и w3 лежат в различных
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компонентах множества R2 \ Γ . Положим d(Γ, {w1, w2, w3}) = ε и пусть
жордановы ломаные Γ1, . . . , Γm, . . . сходятся к Γ , т. е., соответственно,
|γ(t)− γm(t)| → 0 при m→ +∞ равномерно на T. Тогда можно считать,
что d(Γm, {w1, w2, w3}) > ε/2 (при всех m), так что две из трех точек w1,
w2 и w3 лежат в одной компоненте множества R2\Γm. Будем считать, что
точки w1 и w2 лежат в одной компоненте Dm множества R2\Γm при всех
m. Предположим, что существуют δ ∈ (0, ε) и бесконечно много значений
m такие, что w1 и w2 можно соединить путем κm : [0, 1]→ Dm с условием
d(Km, Γm) > δ, где Km = κm([0, 1]). Но тогда w1 и w2 должны лежать в
одной компоненте R2 \ Γ . Однако, в силу сделанного ранее предположе-
ния, это не так, и мы получаем, что такого δ не существует. Применим
теперь (от противного) лемму 1.2.6. Еще раз переходя к подпоследова-
тельности, мы можем утверждать, что для каждого m найдутся точки
zm = γm(tm), tm ∈ T, и z′m = γm(t′m), t′m ∈ T, такие, что точки w1 и
w2 лежат в разных компонентах множества Dm \ Im, где Im = [zm, z

′
m],

причем zm − z′m = γm(tm) − γm(t′m) → 0 при m → +∞. Следовательно,
tm− t′m → 0 при m→ +∞. Без ограничения общности предположим, что
для бесконечно многих значений m точка w1 лежит в компоненте D′m
множества Dm \ Im, ограниченной Im и γ(T ′m), где T ′m — минимальная
дуга на T, соединяющая tm и t′m. Ясно, что diamD′m → 0 при m→ +∞,
так что точка w1 обязана лежать на Γ . Полученное противоречие завер-
шает доказательство теоремы Жордана. �

Использованные при доказательстве теоремы Жордана аргументы и
конструкции позволяют установить ряд интересных полезных следствий.

1.2.8. Следствие. В условиях теоремы Жордана пусть

δ := min{|γ(t)− γ(t′)| : t, t′ ∈ T, |t− t′| >
√

3}.
Тогда ограниченная компонента множества R2 \ Γ содержит круг с
диаметром δ.

Естественным образом модифицируя леммы 1.2.3, 1.2.4 и 1.2.6 и вто-
рую часть доказательства теоремы Жордана, получаем следующий важ-
ный результат.

1.2.9. Теорема (Теорема Жордана для жордановых кривых).
Пусть γ : [0, 1] → R2 — непрерывное инъективное отображение, т. е.
Γ = γ([0, 1]) — жордановы кривая. Тогда R2 \ Γ — связно.

Кроме того, справедливо следующее утверждение.

1.2.10. Следствие. При условиях теоремы Жордана граница каж-
дой из компонент связности R2 \ Γ совпадает с Γ .

Доказательство. Достаточно рассмотреть только случай ограни-
ченной компоненты D множества R2 \ Γ . Пусть, от противного, грани-
ца ∂D множества D не совпадает с Γ . Ясно, что ∂D ⊂ Γ , поэтому при
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некотором t0 ∈ T имеем γ(t0) /∈ ∂D. Тогда найдется такая связная окрест-
ность T0 точки t0 в T, что ∂D ∩ γ(T0) = ∅. При этом жорданова кри-
вая Γ1 = γ(T1), где T1 = T \ T0, содержит ∂D и не разделяет плоскость
в силу теоремы Жордана для жордановой кривой. Противоречие легко
получается применением принципа вложенных отрезков. �

Нам понадобится одно важное следствие из теоремы Жордана. Для
его формулировки напомним некоторые определения.

1.2.11. Определение. Пусть γ : [α, β]→ C\{0} — путь и ϕ — какая-
либо непрерывная на [α, β] ветвь м-функции Arg(γ(t)). Величина

∆γ Arg(z) = ϕ(β)− ϕ(α)

называется приращением (полярного) аргумента вдоль пути γ.

Замечание. Из теоремы ?? следует, что ∆γ Arg(z) определено кор-
ректно, т. е. не зависит от выбора непрерывной ветви ϕ м-функции Arg γ(t).

1.2.12. Определение. Пусть γ : [α, β] → C — путь, и пусть a /∈ [γ].
Тогда путь γ−a(t) = γ(t) − a, t ∈ [α, β], не проходит через точку 0 и
определен индекс пути γ относительно точки a:

ind γ(a) =
1

2π
∆ γ−a Arg(z).

Замечание. Если путь γ замкнут, то ind γ(a) ∈ Z для всех a ∈ C\[γ].

1.2.13. Упражнение. Функция f(z) = ind γ(z) непрерывна в C \ [γ].
А в случае замкнутого пути γ функция f постоянна (и целочисленна) в
каждой компоненте связности множества C \ [γ]. (Обсудить.)

Теперь докажем следующую теорему, опираясь на доказательство
теоремы Жордана.

1.2.14. Теорема. Пусть γ — замкнутый жорданов путь в C. По
теореме Жордана, C \ [γ] = D t Ω, где D — ограниченная компонента
C \ [γ], Ω — неограниченная. Тогда утверждается, что ind γ(z) ≡ 0 для
всех z ∈ Ω, ind γ(z) ≡ 1 (или ind γ(z) ≡ −1) для всех z ∈ D.

Доказательство. Свойство ind γ(z) ≡ 0 для всех z ∈ Ω достаточно
просто (обсудить).

Обсудим только второе утверждение теоремы (случай z ∈ D). Пона-
добится несколько шагов.

1. Сначала устанавливается следующий факт.

1.2.15. Лемма. Пусть γ : [α, β] → C — замкнутый путь, a /∈ [γ] и
d = d(a, [γ]) > 0. Пусть γ1 : [α, β] → C — замкнутый путь с условием
‖γ − γ1‖[α,β] < d. Тогда ind γ(a) = ind γ1(a).

Лемма остается в качестве упражнения (обсудить).
2. Отметим, что функция ind γ(z) постоянна в D.
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3. Докажем нашу теорему для замкнутой жордановой ломаной (об-
судить).

3. Применим леммы 1.2.3 — 1.2.5 из приведенного выше доказатель-
ства теоремы Жордана. �

В случае, когда ind γ(z) ≡ 1 для всех z ∈ D, путь γ называется
положительно ориентированным относительно области D. Если же
ind γ(z) ≡ −1 для всех z ∈ D, то γ отрицательно ориентирован относи-
тельно D.
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§ 1.3. Модель Пуанкаре геометрии Лобачевского

1.3.1. Основные определения.
В этом разделе мы рассмотрим модель А. Пуанкаре (1882) геометрии

Н.И. Лобачевского в верхней полуплоскости, которая очень наглядно
излагается с помощью уже известных нам свойств ДЛО. К сожалению,
у самого Н.И. Лобачевского не было реальной модели, подтверждавшей
его замечательную теорию.

Обозначим через Π+ верхнюю открытую полуплоскость комплексной
плоскости C:

Π+ = {z ∈ C : Im z > 0},
которая и является множеством точек плоскости Лобачевского (пЛ) в
модели Пуанкаре (мП).

1.3.1. Определение. Точки в пЛ — обычные точки из Π+. Прямыми
в пЛ являются либо (открытые) вертикальные лучи в Π+ с вершиной на
вещественной оси, либо (открытые) полуокружности из Π+ с центром,
лежащим на вещественной оси.

1.3.2. Предложение. Через любые две различные точки a, b ∈ Π+

в пЛ проходит единственная прямая abΛ в пЛ.

Доказательство. Если точки a, b лежат на одной вертикали, то со-
ответствующий вертикальный луч является единственной искомой пря-
мой.

В противном случае проведем серединный перпендикуляр lE к от-
резку [a, b]E (здесь в классическом евклидовом смысле). Тогда центр ис-
комой полуокружности, задающей подходящую нам прямую в пЛ, нахо-
дится в точке пересечения lE и вещественной оси. Единственность также
очевидна. �

1.3.3. Определение. Отрезком [a, b]Λ в пЛ называется часть прямой
abΛ в пЛ, расположенная между точками a и b. (Если a = b, то [a, b]Λ =
{a}.)

1.3.4. Определение. Если точка c принадлежит отрезку [a, b]Λ и не
совпадает с его концами, то говорят, что c лежит между a и b.

На каждой прямой пЛ естественно определяется отношение порядка
(2 варианта).

Мы упомянем только некоторые аксиомы планиметрии. Их проверка
для случая пЛ труда не представляет.
• Если три различные точки лежат на одной прямой пЛ, то ровно

одна из них лежит между двумя другими.
• Для каждой прямой пЛ есть точка, принадлежащая ей, и есть

точка, не лежащая на ней.
• Дополнение каждой прямой l на пЛ состоит из двух непересека-

ющихся полуплоскостей Π1
l и Π2

l со следующим свойством: для любых
двух различных точек a и b, лежащих вне l, отрезок [a, b]Λ пересекает
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прямую l если и только если точки a и b лежат в разных полуплоско-
стях Π1

l и Π2
l .

1.3.5. Определение. Пусть l1 и l2 — две прямые в пЛ, пересекаю-
щиеся в (одной) точке a. Проведем в этой точке касательные (прямые
в геометрии Евклида) к прямым l1 и l2. Между этими касательными
возникает четыре угла, меньший из которых (в абсолютной величине)
называется углом между l1 и l2 в точке a. Угол между совпадающими
прямыми в каждой их общей точке считается равным нулю.

Углы, как обычно, измеряются в градусах и радианах. Аксиомы из-
мерения и откладывания углов выполняются.

Напомним, что для любой тройки a, b, c ∈ C различных точек суще-
ствует единственное ДЛО Λabc : C• → C•,

Λabc(z) =
z − a
z − b :

c− a
c− b ,

которое a 7→ 0, b 7→ ∞, c 7→ 1. (Читателю полезно также вспомнить слу-
чаи, когда одна из указанных точек a, b, c равна ∞). Выражение Λabc(d)
называется сложным, или ангармоническим, отношением четверки раз-
личных точек a, b, c, d из C• и обозначается через [a, b, c, d].

Дадим определение расстояния (метрики) на пЛ.
Пусть z1, z2 ∈ Π+ — две различные точки, причем z1 расположена не

правее z2. Проведем прямую z1z2Λ в пЛ. Возможны два случая:
(1) z1, z2 не лежат на одной вертикали, а окружность прямой z1z2Λ

пересекает вещественную ось в двух вспомогательных точках α и β; α
расположена «левее» β;

(2) z1, z2 находятся на одной вертикали, т. е. прямая z1z2Λ пЛ явля-
ется вертикальным лучом с вершиной α ∈ R; полагаем β = ∞; считаем,
что z1 лежит «ниже» z2.

1.3.6. Определение. Расстоянием между точками z1, z2 ∈ Π+ в пЛ
называется величина (метрика Лобачевского)

ρ+(z1, z2) = ln([α, β, z1, z2]).

Поскольку α, β, z1, z2 лежат на одной обобщенной окружности в C•,
всегда имеем

[α, β, z1, z2] =
z2 − α
z2 − β

:
z1 − α
z1 − β

∈ R.

При этом (в нетривиальном случае (1)), поскольку z1 лежит левее z2, α <
β и углы ∠αz1β = ∠αz2β = π/2 (как опирающиеся на диаметр [α, β]E),
имеем

z1 − α
z1 − β

= −id1,
z2 − α
z2 − β

= −id2, d2 > d1 > 0.

Следовательно, [α, β, z1, z2] = d2/d1 > 1, откуда следует, что

ρ+(z1, z2) = ln([α, β, z1, z2]) > 0.
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Если z1 = z2, то расстояние между точками z1 и z2 в пЛ полагается
равным нулю.

Формула для ρ+(z1, z2) не симметрична относительно z1, z2. При про-
извольном расположении (разных) точек z1, z2 полагаем

ρ+(z1, z2) := | ln([α, β, z1, z2])|. (1.3.1)
Симметричность последнего выражения вытекает из элементарного свой-
ства натурального логарифма: ln(1/t) = − ln t, t > 0.

1.3.7. Определение. Длиной отрезка [z1, z2]Λ в пЛ называется ве-
личина ρ+(z1, z2).

1.3.8. Задача. Доказать неравенство треугольника для функции ρ+:
ρ+(z1, z3) 6 ρ+(z1, z2) + ρ+(z2, z3), ∀z1, z2, z3 ∈ Π+,

причем равенство справедливо, если и только если z2 ∈ [z1, z3]Λ.

Так что ρ+ действительно является метрикой, а (Π+, ρ+) — метриче-
ским пространством.

1.3.2. Движения плоскости Лобачевского.
Следующее утверждение доказывается в Ч.1, Гл. 1, п. 5.
1.3.9. Предложение. Группа всех ДЛО-автоморфизмов Π+ имеет

вид
Λ(z) =

az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R,

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = 1.

1.3.10. Определение. Всякое ДЛО из предыдущего предложения
называется движением (сохраняющим ориентацию) пЛ Π+.

Действительно ли движения пЛ сохраняют метрику ρ+? В каком
смысле следует понимать сохранение ориентации? На поставленные во-
просы мы ответим чуть позже. Кроме того, оказывается, что других
отображений пЛ на себя, сохраняющих ρ+ и ориентацию (отличных от
указанных выше движений пЛ), не существует.

1.3.11. Задача. Инвариантность ρ+ при указанных выше движениях
пЛ следует из свойства сохранения сложного отношения при действии
любого ДЛО.

1.3.12. Задача. Пусть z0 ∈ Π+ — фиксированная точка, R > 0, и
пусть

ΓR(z0) = {z ∈ Π+ : ρ+(z, z0) = R}.
Описать геометрически множество точек ΓR(z0).

Ответ. ΓR(z0) является обычной евклидовой окружностью в плос-
кости C.

1.3.13. Задача. Доказать, что для любых пар точек z1, z2 ∈ Π+ и
w1, w2 ∈ Π+ таких, что ρ+(z1, z2) = ρ+(w1, w2), существует, причем един-
ственное, движение Λ пЛ Π+ с условием Λ(zj) = wj , j ∈ {1, 2}.
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С помощью этих двух задач доказывается отсутствие других (со-
храняющих ориентацию) изометрий пЛ.

1.3.14. Предложение. Метрику ρ+(z1, z2) можно записать в сле-
дующем виде:

ρ+(z1, z2) = ln
|z1 − z2|+ |z1 − z2|
|z1 − z2| − |z1 − z2|

. (1.3.2)

Доказательство этого факта несложно. Поскольку параллельные пе-
реносы z 7→ z + a, a ∈ R, гомотетии z 7→ kz, k > 0, и ДЛО z 7→ −1/z
(являющиеся движениями пЛ) не меняют значений правых частей в фор-
мулах (1.3.1) и (1.3.2), остается свести общую ситуацию к простому слу-
чаю, когда z1, z2 лежат на мнимой оси.

Отметим, что мы изначально определили метрику ρ+(z1, z2) по фор-
муле (1.3.1) именно для того, чтобы доказать ее инвариантность относи-
тельно ДЛО.

Упомянутые выше движения Π+ (ДЛО-автоморфизмы Π+) назы-
ваются движениями 1-го рода. Существуют, естественно, и изометрии
пЛ Π+ изменяющие ориентацию (движения 2-го рода). Примером такого
движения является симметрия относительно мнимой оси x 7→ −x, y 7→ y,
z = x+ iy ∈ Π+.

1.3.15. Задача. Доказать, что всякую изометрию пЛ Π+ второго
рода можно представить в виде композиции движения пЛ первого рода
и симметрии относительно мнимой оси.

С учетом предыдущих рассуждений неравенство треугольника для
функции ρ+ можно доказывать в предположении, что две точки из трой-
ки z1, z2, z3 (например z1, z2) лежат на мнимой оси iR∩Π+. Если z3 также
оказалась на мнимой оси, т. е. z1, z2, z3 лежали на прямой пЛ, то нуж-
ное неравенство треугольника проверяется уже совсем просто, причем
неравенство треугольника обращается в равенство, если и только если z3

лежит между z1, z2.
Полезно напомнить следующий элементарный факт. Пусть на (ев-

клидовой) плоскости C зафиксированы разные точки a и b, а также
задано число k > 1. Тогда геометрическое место точек z таких, что
|z− a| = k|z− b| является окружностью с центром на прямой ab (окруж-
ность Аполлония).

1.3.16. Задача. Что представляет собой аналог окружности Апол-
лония в пЛ?

1.3.17. Задача. Завершить доказательство неравенства треугольни-
ка для ρ+.

1.3.3. Геометрия Лобачевского и пятый постулат Евклида.

1.3.18. Определение. В геометрии Лобачевского две прямые назы-
ваются параллельными, если они не пересекаются.
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Настало время обсудить: чем пЛ Π+ принципиально отличается от
евклидовой плоскости. Убедимся в том, что в геометрии Лобачевского
пятый постулат Евклида о параллельных не справедлив. Неверно также
и привычное свойство параллельных прямых в евклидовой плоскости:
если две прямые параллельны третьей, то они либо совпадают, либо па-
раллельны между собой.

Рассмотрим в пЛ Π+ прямую l (для наглядности не являющуюся
вертикальным лучом) и точку a вне нее. Опишем совокупность всех пря-
мых, параллельных l и проходящих через точку a (в смысле пЛ). Для
их построения возьмем упомянутые выше точки α, β ∈ R, являющиеся
«концевыми точками» прямой l (α < β). Проведем прямую lα через точ-
ку a и «оканчивающуюся» в точке α. Аналогично, проведем прямую lβ
через точку a и «оканчивающуюся» в точке β. Эти две разные прямые
пЛ параллельны прямой l. Более того, все прямые пЛ, лежащие в «вер-
тикальных углах», находящихся между lα и lβ (углах параллелелизма),
тоже параллельны l.

1.3.19. Задача. Пусть D является треугольником на пЛ Π+. Дока-
зать, что против большего угла треугольника D лежит и большая сто-
рона (и наоборот).

1.3.20. Задача. Какой минимальный целочисленный угол в градусах
вы можете построить с помощью циркуля и линейки?

1.3.21. Задача. Какие из указанных ниже утверждений истинны в
пЛ?

• Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке.
• Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пересека-

ются в одной точке.
• Медианы треугольника пересекаются в одной точке.
• Высоты треугольника пересекаются в одной точке.

1.3.4. Геометрия Лобачевского и анализ.
Рассмотрим следующие задачи.

1.3.22. Задача. Доказать, что для любого отрезка [a, b]Λ в пЛ, где
a 6= b, прямая пЛ, проходящая через его середину и перпендикулярная
этому отрезку, состоит в точности из всех точек, равноудаленных (в мет-
рике пЛ) от a и b.

1.3.23. Задача. Доказать, что для любой прямой l на пЛ Π+ и точки
a вне l существует и единственна прямая l⊥, проходящая через точку a
и перпендикулярная l. Эти прямые пересекаются в единственной точке
(скажем, b). Отрезок [a, b]Λ называется перпендикуляром к прямой l из
точки a. Доказать, что для любой точки c ∈ l, c 6= b, справедливы нера-
венства ρ+(a, c) > ρ+(a, b) (перпендикуляр реализует кратчайшее рассто-
яние от точки до прямой) и ρ+(a, c) > ρ+(b, c) (длина проекции меньше
длины соответствующей наклонной).
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Из этого утверждения, в частности, вытекает неравенство треуголь-
ника для метрики ρ+.

1.3.24. Задача. Доказать, что для любой пары лучей пЛ с общей
вершиной в точке a (полупрямых пЛ), прямая пЛ, делящая оба обра-
зованных этими лучами угла пополам (биссектриса этих углов в пЛ),
состоит в точности из всех точек, равноудаленных от указанных лучей.

Указание. В качестве указанной прямой (в последней задаче — бис-
сектрисы) следует брать мнимую ось.

1.3.25. Предложение. Пусть в пЛ Π+ зафиксирована точка z0, и
пусть dz — произвольное (бесконечно малое) комплексное число. Тогда

ρ+(z0, z0 + dz) =
|dz|

Im z0
+ o(|dz|), |dz| → 0, (1.3.3)

где | · | — евклидова норма.

Доказательство. Воспользуемся формулой (1.3.2) для метрики
Лобачевского ρ+, а также тем фактом, что ln(1 + t) ∼ t при t → 0,
t ∈ R. Тогда получим

ρ+(z0, z0 + dz) = ln
|z0 − z0 − dz|+ |dz|
|z0 − z0 − dz| − |dz|

= ln
|2i Im z0 − dz|+ |dz|
|2i Im z0 − dz| − |dz|

=

= ln
1 + |dz|

|2 Im z0−dz|

1− |dz|
|2 Im z0−dz|

∼ 2|dz|
|2i Im z0 − dz|

∼ |dz|
Im z0

при dz → 0. �

Полученное, в частности означает, что

lim
|dz|→0

ρ+(z0, z0 + dz)

|dz| =
1

Im z0
,

и значение этого предела не зависит от направления, по которому dz → 0.
Пусть γ : [α, β] → Π+ — путь, T = {α = t0, . . . , tN = β} — разбиение

отрезка [α, β] порядка N ; ∆tn = tn − tn−1 > 0, n ∈ {1, . . . N}. Напомним,
что число λ(T ) = max16n6N ∆tn называется диаметром разбиения T .

Сопоставим каждому разбиению T величину

l+T (γ) =

N∑
n=1

ρ+(γ(tn), γ(tn−1))

— длину вписанной в γ ломаной (пЛ), соответствующей T .

1.3.26. Определение. Длиной пути γ в пЛ называется (конечная
или бесконечная) величина

l+(γ) = sup
T
l+T (γ).
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Если l+(γ) < +∞, то путь γ называется спрямляемым.
Легко видеть, что если γ1 ' γ2, то l+(γ1) = l+(γ2); в частности,

пути γ1 и γ2 одновременно спрямляемые или нет. Поэтому корректно
определено понятие спрямляемой кривой и ее длина l+({γ}) := l+(γ).

Также, как для евклидова случая, доказывается, что длина непре-
рывно дифференцируемого пути γ(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [α, β], в пЛ нахо-
дится по формуле

l+(γ) =

∫ β

α

|γ̇(t)|
Im γ(t)

dt =

∫ β

α

√
ẋ2(t) + ẏ2(t)

y(t)
dt.

Длина l+({γ}) кривой {γ} в пЛ согласуется с введенной ранее дли-
ной отрезка в пЛ (см. пример 1.3.28 ниже) и обладает всеми обычными
свойствами длины, что и длина в классическом евклидовом случае.

1.3.27. Пример. Для фиксированных p > 0 и q > 0 рассмотрим
горизонтальный (евклидов) отрезок γpq соединяющий точки iq и p + iq.
Он стандартно параметризуется: γpq(t) = t + iq, t ∈ [0, p]. Длина этого
пути такова:

l+(γpq) =

∫ p

0

√
1 + 0

q
dt = p/q.

Так, когда q = 1, длина (в пЛ) пути γpq равна p. При фиксированном p
и увеличении q длина l+(γpq) непрерывно уменьшается, и при q → +∞
длина l+(γpq)→ 0. С другой стороны, при q → 0 имеем l+(γpq)→ +∞.

1.3.28. Пример. Теперь рассмотрим вертикальный отрезок σab =
[ia, ib]Λ, 0 < a < b. Он параметризуется так: σ(t) = it, t ∈ [a, b]. Сле-
довательно,

l+(σab) =

∫ b

a

√
0 + 1

1

t
dt = ln

b

a
,

что согласуется с ρ+(ia, ib). Примечательно, что ρ+(ia, ib) → +∞ при
a→ 0+ (b > 0 фиксировано).

Те же значения длин кривых и углов между ними мы получим, введя
на Π+ подходящую структуру риманова многообразия (какую?).

С учетом свойства (1.3.3) метрики ρ+, площадь (двумерную меру
Жордана или Лебега) множества E в пЛ следует искать по формуле:

S+(E) =

∫∫
E

dx dy

y2
, (1.3.4)

где E — измеримое по Жордану или Лебегу множество соответственно
(в обычном смысле).

1.3.29. Задача. Пусть D ⊂ Π+ — треугольник в пЛ, т. е. множество
точек, ограниченных со всех сторон тремя отрезками пЛ. Пусть α, β, γ
— абсолютные величины внутренних углов этого треугольника (в ради-
анах). Доказать, что S+(D) = π − α− β − γ.



30 Глава 3. Лекции, 1 семестр

Указание. Не сложно показать (обычной заменой переменных в двой-
ном интеграле, проверить!), что при движениях плоскости Лобачевского
площадь S+(E) любого измеримого (по Жордану или Лебегу) множе-
ства E сохраняется. Кроме того, при движениях плоскости Лобачевского
сохраняются углы между прямыми пЛ. Движением в пЛ следует пере-
вести наш треугольник D в треугольник D1, у которого одна из сторон
лежит на мнимой оси. Для D1 интеграл (1.3.4) несложно считается ме-
тодом повторного интегрирования.

В частности, из сформулированной задачи следует, что сумма углов
треугольника в геометрии Лобачевского всегда меньше π радиан.
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§ 1.4. Регулярные плоские векторные поля. Теория обтекания
крыла. Теоремы Чаплыгина и Жуковского

1.4.1. Регулярные плоские векторные поля. Комплексный
потенциал.

Пусть D — область в C, a = {a1(x, y), a2(x, y)} := a1+ia2 — векторное
поле (в.п.) в D, которое интерпретируется как поле скоростей установив-
шегося плоского течения (в сечении D). Всегда считается, что a1 и a2

непрерывны в D, z = x+ iy.
Пусть γ : [α, β] → D — кусочно-гладкий (к-г.) путь в D, который

будет всегда жордановым (ж.) или замкнутым-жордановым (з-ж.). Если
γ(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [α, β], то γ̇(t) = ẋ(t) + iẏ(t) — касательный вектор
к γ в точке γ(t) (если γ̇ существует).

Вектор n+
γ (t) = −iγ̇(t)/|γ̇(t)| = (ẏ(t) − iẋ(t)|)/|γ̇(t)| — правый (еди-

ничный) нормальный вектор к γ в точке гладкости γ(t), где γ̇(t) 6= 0.

1.4.1. Определение. В указанных условиях потоком в.п. a через
путь γ называется величина

Πγ(a) =

∫
γ

(a, n+
γ ) ds =

∫ β

α

(
a(γ(t)), n+

γ (t)
)
|γ̇(t)| dt =

=

∫ β

α

(
a1(x(t), y(t))ẏ(t)− a2(x(t), y(t))ẋ(t)

)
dt =

=

∫
γ

(a1(x, y) dy − a2(x, y) dx).

1.4.2. Теорема (Гаусса –Остроградского). Если a ∈ C1(D), a γ — к-
г. з-ж. путь в D, который ограничивает область G = Gγ ⊂ D, обходя
ее в положительном направлении (это означает, что n+

γ — внешняя
нормаль для G на ∂G, т. е. при движении по γ область G остается
слева), то

Πγ(a) =

∫∫
G

div(a) dx dy =

∫∫
G

(∂a1

∂x
+
∂a2

∂y

)
dx dy.

Величина div(a(x, y)) :=
∂a1

∂x
+
∂a2

∂y
называется дивергенцией в.п. a

в точке (x, y). Из непрерывности div(a(x, y)) в D получаем

div(a(x, y)) = lim
δ→0

1

πδ2
Π∂B((x,y),δ)(a)

— это плотность внутренних источников поля a в точке (x, y), где
∂B((x, y), δ) — положительно ориентированная граница круга с цен-
тром (x, y) и радиусом δ.

1.4.3. Определение. Поле a ∈ C1(D) называется соленоидальным в
D, если div(a) ≡ 0 в D.
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1.4.4. Определение. Работой в.п. a ∈ C(D) вдоль к-г. ж. (или к-г.
з-ж.) пути γ в D называется величина∫

γ

(a, dγ) :=

∫
γ

(a1 dx+ a2 dy) =

∫ β

α

(
a1(γ(t))ẋ(t) + a2(γ(t))ẏ(t)

)
dt

и обозначается через Pγ(a). Если γ является к-г. з-ж. путем, то Pγ(a)
называется циркуляцией в.п. a вдоль (или по) γ и часто обозначается

через
∮
γ

(a, dγ) или Цγ(a).

1.4.5. Теорема (формула Грина). Пусть a ∈ C1(D), γ — к-г. з-
ж. путь, определяющий положительно ориентированную границу ∂G
области G, G ⊂ D. Тогда

Pγ(a) =

∫∫
G

rot(a) dx dy =

∫∫
G

(∂a2

∂x
− ∂a1

∂y

)
dx dy.

Здесь rot(a(x, y)) :=
∂a2

∂x
− ∂a1

∂y
является «плотностью циркуляции»

в.п. a в точке (x, y):

rot(a(x, y)) = lim
δ→0

1

πδ2
P∂B((x,y),δ)(a).

1.4.6. Определение. В.п. a ∈ C(D) называется потенциальным в
области D, если найдется функция u ∈ C1(D) с условием a = grad(u) ≡
∇u :=

∂u

∂x
+ i

∂u

∂y
в D.

По теореме Ньютона –Лейбница, если a потенциально в области D
с потенциалом u, а γ — к-г. путь в D с началом γ(α) и концом γ(β), то
Pγ(a) = u(γ(β))− u(γ(α)).

1.4.7. Теорема. Если D — односвязная область в C, то в.п. a ∈
C1(D) является потенциальным в D в точности тогда, когда rot(a) ≡
0 в D, т. е.

∂a2

∂x
=
∂a1

∂y
в D.

1.4.8. Определение. В.п. a ∈ C1(D) называется регулярным в обла-
сти D, если оно одновременно соленоидально и локально (т. е. в каждом
круге в D) потенциально в D.

1.4.9. Упражнение. Пусть a ∈ C1(D), a⊥ := ia = −a2 + ia1 (в каж-
дой отдельной точке (x, y) поле a⊥ — поворот a на угол π/2). Доказать,
что в указанных выше условиях в.п. a и a⊥ регулярны (или нет) в области
D одновременно.

В указанных условиях (т. е. в.п. a регулярно в области D) пусть D1

— некоторая односвязная область, D1 ⊂ D. Тогда найдется u ∈ C2(D1)
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— потенциал a в D1 (определен с точностью до аддитивной константы)
и v ∈ C2(D1) — потенциал a⊥ в D1. Имеем:

ux = a1, uy = a2, vx = −a2, vy = a1,

откуда ux = vy, uy = −vx всюду в D1, так что функция f(z) = u(x, y) +
iv(x, y) является голоморфной (C-дифференцируемой) в D1 по теореме
Коши–Римана.

1.4.10. Определение. Функция f называется комплексным потен-
циалом в.п. a в D1.

Обратно, всякая голоморфная в области D функция f = u+iv задает
регулярное в.п. a = ∇u в D.

1.4.11. Упражнение. Доказать, что a(x, y) = f ′(z) (откуда, по тео-
реме ??, a(x, y) ∈ C∞(D)).

1.4.12. Определение. Путь γ(t) = x(t) + iy(t) на [α, β] называется
траекторией тока в.п. a вD, если для всех t ∈ [α, β] имеем γ̇(t) = a(γ(t)),
т. е. ẋ(t) = a1(x(t), y(t)), ẏ(t) = a2(x(t), y(t)), t ∈ [α, β].

1.4.13. Предложение. В указанных обозначениях для любой тра-
ектории тока γ функция v(x, y) является постоянной на [γ] (т. е. тра-
ектории тока лежат на линиях уровня функции v).

Доказательство. Для всех t ∈ [α, β] имеем
d

dt

(
v(x(t), y(t))

)
= ∇v

∣∣
(x(t),y(t))

·
(
ẋ(t), ẏ(t)

)
= a⊥(γ(t)) · a(γ(t)) ≡ 0.

�

Ввиду указанного, функция v называется функцией тока в.п. a, а ее
линии уровня — линиями тока.

1.4.14. Упражнение. Пусть в.п. a(x, y) = {p1x, p2x + q2y}, где
p1, p2, q2 ∈ R – константы. Когда a является регулярным? В каждом слу-
чае регулярности найти соответствующие u, v, f , линии тока, траектории
тока.

Замечание. Если область D односвязна, то можно взять D1 = D и
f определена глобально во всейD. ЕслиD не односвязна, то f определена
локально с точностью до константы, а функция f ′(z) корректно опреде-
лена и голоморфна в D, при этом a(z) = f ′(z). В частности, a ∈ C∞(D).

1.4.15. Упражнение. Изменятся ли величины Πγ(a) и Pγ(a), если
a ∈ C(D), а к-г. путь γ в D заменить на эквивалентный ему к-г. путь γ1?

1.4.16. Определение. Регулярное в.п. a в D называется вполне ре-
гулярным в D, если всякую траекторию тока γ(t) в D (t ∈ [α, β]) можно
продолжить с [α, β] на (−∞,∞) и она останется траекторией тока в D
на всей (−∞,∞).
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1.4.2. Модельные примеры регулярных векторных полей.

1.4.17. Пример. Рассмотрим в.п. a, определяемое комплексным по-
тенциалом f(z) = pz2/2, p ∈ R \ {0}, D = C. Тогда a(z) = f ′(z) = pz =
{px,−py}, v(x, y) = Im f(z) = pxy; линии тока — гиперболы xy = const
(или прямые x = 0 и y = 0). Траектории тока γ(t) = (x(t), y(t)) опреде-
ляются из системы {

ẋ = px

ẏ = −py
— «симметричное» седло. Откуда x(t) = C1e

pt, y(t) = C2e
−pt. В.п. a

вполне регулярно.

1.4.18. Пример. Положим f(z) =
µLn z

2π
, µ ∈ R \ {0}, D = C \ {0}.

Тогда f ′(z) =
µ

2πz
=

µz

2π|z|2 . Соответственно, определяется регулярное

в.п. a(z) = f ′(z) =
µz

2π|z|2 . Это точечный источник (с особенностью

z0 = 0). Для всех r > 0 имеем

Π∂B(0,r)(a) =
1

2π

∫
∂B(0,r)

µ{x, y}
x2 + y2

· {x, y}√
x2 + y2

ds = µ
2πr

2πr
= µ

— это «мощность» источника, она не зависит от r. Линии тока — лучи
Im f = const, т. е. µ ·Arg(z) = const.

1.4.19. Упражнение. Каковы в последнем примере траектории то-
ка? Является ли в.п. a вполне регулярным в C \ {0}?

1.4.20. Пример. Здесь берется комплексный потенциал

g(z) =
−iµLn z

2π
, µ ∈ R \ {0}, D = C \ {0}.

Он определяет регулярное в.п. b = g′(z) =
(−iµ

2πz

)
=

iµ

2πz
=

iµz

2π|z|2 . Таким
образом, b = ia = a⊥, где в.п. a взято из предыдущего примера. В.п. b
называется точечным вихрем (с центром z0 = 0).

Для всех r > 0 имеем (z = γ(t) = reit
∣∣
[0,2π]

, γ̇(t) = iz):

P∂B(0,r)(b) =

∫ 2π

0

( iµz

2π|z|2 , iz
)
dt =

µ

2π
2π = µ

— «мощность» вихря (точкой в этих интегралах обозначается скаляр-
ное произведение). Поскольку v(z) = −µ ln |z|, окружности |z| = const
являются линиями тока в.п. b.

1.4.21. Упражнение. Найти траектории тока в последнем примере
и доказать вполне регулярность в.п. b в C \ {0}.
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1.4.22. Пример. Рассмотрим еще один интересный пример. Пусть
D = C \ {0}, f(z) =

µ

2πz
(это диполь с центром z0 = 0 и моментом

µ ∈ C \ {0}). Обсудим случай µ > 0. Тогда v = Im f =
−µy

2π(x2 + y2)
,

так что линиями тока являются окружности x2 + y2 = − µ

2πc
y (это при

c ∈ R \ {0}); при c = 0 линиями тока являются две полуоси y = 0(x < 0)
и y = 0(x > 0).

1.4.23. Упражнение. Выписать в этом примере уравнения для тра-
екторий тока. Исследовать поле на вполне регулярность.

1.4.3. Регулярные векторные поля и конформные отображе-
ния.

Пусть A(w) — регулярное в.п. в области Ω ⊂ C с комплексным по-
тенциалом F (w); пусть k : D → Ω — конформный изоморфизм области
D на область Ω. Тогда функция f(z) = F (k(z)) локально голоморфна
в D и определяет регулярное в.п. a(z) = f ′(z) = F ′(k(z))k′(z). Говорят,
что в.п. a индуцировано из в.п. A посредством (с помощью) конформного
отображения k(z).

1.4.24. Пример (Обтекание барьера). Пусть Ω = Π+ = {Imw > 0},
A(w) = σ > 0 — горизонтальное течение со скоростью σ. При этом
F (w) = σw — его комплексный потенциал. Рассмотрим область D =

Π+ \ [0, hi], где h > 0. Тогда отображение k(z) =
√
z2 + h2

(0,2π) — кон-
формный изоморфизм D на Ω — индуцирует в.п. a(z) с комплексным
потенциалом f(z) = σ

√
z2 + h2

(0,2π), т. е. a(z) = σz/
√
z2 + h2

(0,2π).

1.4.25. Упражнение. Найти линии тока в.п. a и доказать его вполне
регулярность.

1.4.4. Вычисление потока и циркуляции регулярного век-
торного поля.

Напомним, что в указанных ранее обозначениях, условиях на путь γ
и в.п. a, по определению имеем

Πγ(a) =

∫
γ

(−a2 dx+ a1 dy), Pγ(a) =

∫
γ

(a1 dx+ a2 dy).

Пусть теперь в.п. a является регулярным в области D и имеет в
этой области комплексный потенциал f . Для к-г. ж. или з.ж. пути γ
в D найдем значение интеграла

I =

∫
γ

f ′(z) dz =

∫
γ

a(z) dz =

∫
γ

(a1 − ia2) (dx+ idy) =

=

∫
γ

(a1 dx+ a2 dy) + i

∫
γ

(−a2 dx+ a1 dy) = Pγ(a) + iΠγ(a),

(1.4.5)
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откуда Pγ(a) = Re I, Πγ(a) = Im I.

1.4.26. Пример. Пусть D = C \ {0}, g(z) =
−iµLn z

2π
— комплексный

потенциал точечного вихря мощности µ ∈ R \ {0} с центром z0 = 0. Ему

соответствует в.п. b = g′(z) =
iµ

2πz
.

Для любого к-г. з-ж. пути γ, не проходящего через 0, имеем (если γ
не обходит точку 0):∫

γ

g′(z)dz = 0⇒ Pγ(b) = 0,Πγ(b) = 0,

и (если γ обходит точку 0 и indγ(0) = 1):∫
γ

g′(z)dz = µ⇒ Pγ(b) = µ,Πγ(b) = 0.

1.4.5. Обтекание круга (цилиндра) с вихрем.

Зафиксируем R > 0 и при λ > 0 рассмотрим конформное отоб-
ражение k(z) = λЖ(z/R) внешности D = C \ BR замкнутого круга
BR = {|z| 6 R} на внешность отрезка [−aR, aR] с условием lim

z→∞
k′(z) = 1

(откуда находим λ = aR = 2R).
В области Ω = C \ [−2R, 2R] определено в.п. A(w) = σ + i0, где

σ > 0 — скорость потока (горизонтальная), с комплексным потенциалом
F (w) = σw.

С помощью указанного выше отображения k(z) = z+R2/z перенесем
регулярное в.п. A(w) на область D стандартным образом: комплексный
потенциал f0(z) = F (k(z)) = σ(z +R2/z) определяет в.п.

a0(z) = f ′0(z) = σ
(

1− R2

z2

)
,

регулярное в D. Линии тока этого в.п. имеют вид

Im f0(z) = Im
(
σ(x+ iy) +

σR2

x+ iy

)
= σ

(
y − R2y

x2 + y2

)
= const.

Можно найти и явные формулы линий тока.

1.4.27. Упражнение. Доказать, что в.п. a0 вполне регулярно в D.

Рассмотрим теперь на C[ (и, значит, на D) вихрь с центром z = 0 и
мощностью µ ∈ R \ {0}. Его комплексный потенциал имеет вид

gµ(z) =
−iµ
2π

Ln(z).
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R

z1 z2

Рис. 4.8.

Определим комплексный потенциал fµ(z) = f0(z) + gµ(z), задающий
регулярное в.п.

aµ(z) = f ′µ(z) = σ
(

1− R2

z2

)
+

iµ

2πz

— поле обтекания круга (цилиндра) с вихрем. Можно показать, что оно
вполне регулярно в D.

Найдем нули поля aµ в D:

z2 +
iµ

2πσ
z −R2 = 0⇔ z2 − iµ

2πσ
z −R2 = 0, (1.4.6)

откуда

z1,2 =
iµ

4πσ
∓
√
R2 −

( µ

4πσ

)2
.

Рассмотрим 3 случая (всюду ниже рисуем случай µ < 0):

(1) ∆ = R2 −
( µ

4πσ

)2
> 0, т. е. |µ| < 4πσR; откуда z1,2 =

iµ

4πσ
∓
√

∆,

|z1,2| = R; пусть θ = arcsin
µ

4πσR
= arg(z2), тогда µ = 4πσR sin θ; точка z1

— точка разветвления потока, точка z2 — точка отрыва (схода) потока;
(2) Случай ∆ = R2 −

( µ

4πσ

)2
= 0, тогда |µ| = 4πσR, z1 = z2 =

sgn(µ) · iR;
(3) ∆ = R2−

( µ

4πσ

)2
< 0, |µ| > 4πσR, z1,2 = ∓i

√( µ

4πσ

)2 −R2 +
iµ

4πσ
;

оба корня мнимые; один лежит внутри BR, второй – вне BR.
Нас интересует случай (1), когда µ «мало». В этом случае z1 и z2

однозначно определяют µ, θ = arg(z2) = arcsin
µ

4πσR
, µ = 4πσR sin θ.

Приведем без доказательства следующее предложение (см. Рис. 4.8)

1.4.28. Предложение. В условиях случая (1):
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1) линии тока начинаются и заканчиваются в ∞ (кроме сепара-
трис: левая входит в z1, правая выходит из z2); линии тока
имеют вид

Im fµ = σy − σR2y

x2 + y2
− µ

4π
ln(x2 + y2) = const;

2) сепаратрисы входят в (выходят из) BR под прямым углом к
границе ∂BR;

3) течение вполне регулярно в D.

1.4.6. Компакт (крыло) Жуковского.

В общем курсе мы установили, что если wδ = iδ, δ ∈ R и B(δ) =
B(wδ, |wδ − 1|), то функция Жуковского Ж(w) конформно переводит
область Ω(δ) = C \ B(δ) на внешность D(δ) = C \ Γ(δ) дуги окружности
Γ(δ), соединяющей точки ±1 и образующей угол 2α с лучом [1,+∞), где
α = π/2− arctg δ = π/2 + θ, θ = − arctg δ (см. Рис. 4.9).

iδ

1−1

α

θ

Ω(δ)

w

1-1

2α
Γ(δ)

D(δ)

z

z = Ж(w)

Рис. 4.9.

Зафиксируем β > 1 и рассмотрим круг B∗ с границей ∂B∗, про-
ходящей через точки −β, 1 и касающейся ∂B(δ) в точке 1 (при этом
B(δ) ⊂ B∗). Тогда функция Жуковского переведет область Ω∗ = C \ B∗
на внешность D = C \ K некоторого компакта K, который называется
компактом (профилем крыла, крылом) Жуковского (см. Рис. 4.10).

Радиус R∗ круга B∗ равен
1 + β

2 cos θ
, а центр w∗ круга B∗ легко вычис-

ляется: w∗ = 1−R∗eiθ.
Рассмотрим конформное отображение (см. Рис. 4.11)

k∗(z) =
1

2

(
Ж−1

(в)(z)− w∗
)

: D → ΩR,

где R = R∗/2, ΩR = C• \BR, BR = B(0, R).
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1−1−β

α

B∗

Ω∗ w

1−1

2αK

D h

 Ж−1
(в)

Ж

Рис. 4.10.

1

K
D ΩR

z w

R

w2

k∗

Рис. 4.11.

Наконец, определим комплексный потенциал

Fµ(z) = fµ(k∗(z)) = σ
(
k∗(z) +

R2

k∗(z)

)
− iµ

2π
Ln k∗(z),

определяющий регулярное в.п. в области D, т. е. во внешности крыла K
(выписывается сопряженное векторное поле Aµ):

Aµ(z) = F ′µ(z) =
σk′∗(z)

(k∗(z))2

(
(k∗(z))

2 − iµ

2πσ
k∗(z)−R2

)
, (1.4.7)

z ∈ D, z 6= 1, |k∗(z)| > R на D.
Условие Чаплыгина. В указанных обозначениях при небольших σ

(σ < σmax зависит от «условий среды») точка схода потока Fµ (на ∂K)
совпадает с острием крыла z = 1, т. е. k∗(1) = w2 — точка схода потока fµ
вне BR, µ = 4πσR sin θ, θ = arg(w2).

Заметим, что

Ж−1
(в)(z) = z +

√
z2 − 1(в), k∗(1) = w2,
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поэтому k∗(z)− w2 = O(|z − 1|1/2) при z → 1, z ∈ D \ {1}. Далее,

2k′∗(z) = (Ж−1
(в)(z))

′ = (z +
√
z2 − 1(в))

′ = O(|z − 1|− 1
2 ), z ∈ D \ {1},

откуда из (1.4.7) и равенства w2
2−iµw2/(2πσ)−R2 = 0 (см. (1.4.6)) имеем:

Aµ(z) = F ′µ(z) = O(|z − 1|−1/2)O(|z − 1|1/2) = O(1), z → 1, z ∈ D \ {1},
т. е. функция Aµ(z) непрерывна и равномерно ограничена на D \ {1}.

Пусть γ — произвольный к-г. з-ж. путь, обходящий K один раз про-
тив часовой стрелки. Согласно (1.4.5), работа Pγ(Aµ) (она же цирку-
ляция Цγ(Aµ)) и поток Πγ(Aµ) в.п. Aµ вдоль (через) γ вычисляются
так (здесь также используются интегральная теорема Коши и свойства
k∗(z) = z +O(1), k′∗(z) = 1 +O(1/z2) при z →∞):

Цγ(Aµ) + iΠγ(Aµ) =

∫
γ

F ′µ(z) dz =

=

∫
γ

σ
(
k∗(z) +

R2

k∗(z)

)′
dz − iµ

2π

∫
γ

k′∗(z)

k∗(z)
dz = 0− iµ

2π

∫
γ

k′∗(z)

k∗(z)
dz = µ,

откуда Цγ(Aµ) = µ, Πγ(Aµ) = 0.

1.4.7. Уравнение движения идеальной жидкости. Закон Эй-
лера –Бернулли. В качестве физической интерпретации плоских век-
торных полей опишем некоторую упрощенную модель, не претендуя на
полноту и строгость определений возникающих физических объектов.

Рассмотрим установившееся плоское течение в некотором прямо-
угольном цилиндре Ω = D × Rx3

в пространстве R3 переменных x, y, x3,
которое реализуется идеальной средой (жидкостью) при условии отсут-
ствия внешних сил. В нашем случае это будет означать, что векторное по-
ле скоростей A(x, y, x3) течения не зависит от координаты x3 и времени t,
так что нам достаточно рассматривать интересующие нас объекты в се-
чении D цилиндра Ω плоскостью {x3 = 0} (отождествляемой с комплекс-
ной плоскостью Cz, z = x+iy). Идеальность среды и отсутствие внешних
сил означает, что мы пренебрегаем действием всех сил, кроме сил внут-
реннего давления. Основные постулаты: в.п. A = A(x, y) = A(z) должно
быть функцией класса C1 в области D, а плотность среды ρ = ρ(z) > 0
— непрерывной в D.

Давление в установившемся плоском течении — это такая веществен-
ная (скалярная) функция p = p(x, y) = p(z), непрерывная в D, которая
определяет общую силу действия (давления) течения на правую сторону
носителя кусочно-гладкого жорданова (или к-г. з.ж.) пути τ : [α, β]→ D
с (переменной) правой нормалью n+

τ (t) = −iτ̇(t)/|τ̇(t)| по формуле

F(τ+) =

∫ β

α

(−n+
τ (t))p(τ(t)) |dτ(t)| =

∫
τ

p(z)i dz (1.4.8)
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(на самом деле вместо кривой [τ ] давление осуществляется на поверх-
ность [τ ] × [0, 1]). Равенство (1.4.8) вытекает (при z = τ(t)) из формулы
−n+

τ (t) |dτ(t)| = i dz. Сила давления на левую сторону носителя рассмат-
риваемого пути (c нормалью −n+

τ (t)) равна −F(τ+). Кроме того, форму-
ла (1.4.8) считается справедливой и в случаях, когда [τ ] ⊂ ∂D, n+

τ (t) —
внутренняя нормаль к ∂D и давление p непрерывно (продолжается) на
множество D ∪ [τ ].

Пусть γ(t) = x(t)+ iy(t) — траектория нашего течения, определенная
на интервале (α, β). Дифференцируя равенство γ̇(t) = A(γ(t)) по t и
пользуясь формулой для производной сложной функции, получаем

γ̈(t) =
∂A

∂z

∣∣∣
γ(t)

γ̇(t) +
∂A

∂z

∣∣∣
γ(t)

γ̇(t) =
(∂A
∂z

A+
∂A

∂z
A
)∣∣∣
γ(t)

,

т. е. вектор γ̈(t) зависит только от γ(t). Следовательно, определено ста-
ционарное векторное поле ускорений

Ȧ(z) =
∂A

∂z
A(z) +

∂A

∂z
A(z),

обозначаемое также
dA

dt
(z) и удовлетворяющее условию γ̈(t) = Ȧ(γ(t)).

Применим второй закон Ньютона к кругу Bδ = B(z0, δ) ⊂ D (точнее
к цилиндру Bδ × [0, 1]x3

):∫
Bδ

ρ(x, y)Ȧ(x, y) dx dy =

∫
∂Bδ

p(z)i dz.

Непрерывность Ȧ(x, y) в D очевидна. При дополнительном (априорном)
условии непрерывной дифференцируемости функции p(x, y), к послед-
нему криволинейному интегралу можно применить формулу Грина (в
комплексной форме ∇p(x, y) = ∂p/∂x+ i∂p/∂y):∫

∂Bδ

p(z)i dz =

∫
∂Bδ

p(x, y) (−dy + idx) = −
∫
Bδ

∇p(x, y) dx dy.

Деля на πδ2 равенство∫
Bδ

ρ(x, y)Ȧ(x, y) dx dy = −
∫
Bδ

∇p(x, y) dx dy

и устремляя δ к 0, мы получаем ρ(z0)Ȧ(z0) = −∇p(z0). Таким образом, в
наших ограничениях установлено уравнение движения идеальной жид-
кости: для всех z ∈ D имеем

ρ(z)
dA

dt
(z) +∇p(z) = 0.

1.4.29. Теорема (Закон Эйлера –Бернулли). При указанных выше
условиях, и при дополнительном ограничении ρ = const (случай несжи-
маемой среды), вдоль любой траектории γ(t), t ∈ (α, β), нашего течения
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в D справедливо равенство
1

2
ρ
∣∣A(γ(t))

∣∣2 + p(γ(t)) = const.

Если, дополнительно, поле A является безвихревым (локально потен-
циальным) в D, то

1

2
ρ
∣∣A(z)

∣∣2 + p(z) ≡ const (1.4.9)

всюду в D.

Доказательство. В действительной форме записи

A = (a1(x, y), a2(x, y)), γ(t) = (x(t), y(t)),

где z = γ(t), (ẋ, ẏ) = γ̇(t), воспользуемся теоремой о производной слож-
ной функции (напомним, что γ̇(t) = A(z)):

dA

dt
(z) = (a1xẋ+ a1y ẏ, a2xẋ+ a2y ẏ)|z = (a1xa1 + a1ya2, a2xa1 + a2ya2)|z,

d
∣∣A(γ(t))

∣∣2
dt

= (a2
1(γ(t)) + a2

2(γ(t)))′t =

= [2a1(a1xa1 + a1ya2) + 2a2(a2xa1 + a2ya2)]|z,
откуда нетрудно установить, что

d
∣∣A(γ(t))

∣∣2
dt

= 2A(γ(t)) · dA
dt

(γ(t)).

Следовательно
d

dt

(1

2
ρ
∣∣A(γ(t))

∣∣2 + p(γ(t))
)

= ρA(γ(t)) · dA
dt

(γ(t)) +∇p(γ(t)) · γ̇(t) =

= A(γ(t)) ·
(
ρ
dA

dt
(γ(t)) +∇p(γ(t))

)
= 0,

что и требовалось.
Пусть теперь A = (a1(x, y), a2(x, y)) локально потенциально в D, т. е.

a2x := ∂a2/∂x = a1y := ∂a1/∂y в D. Положим Φ(z) = ρ|A(z)|2/2 + p(z).
Зафиксируем произвольную точку z ∈ D, в которой A(z) 6= 0 и пусть w1 и
w2 — единичный касательный и единичный нормальный вектор к траек-
тории γ(t) нашего течения в точке z = γ(t). Выше в этом доказательстве
фактически установлено, что производная ∂Φ/∂w1 функции Φ в точке z
по направлению w1 равна 0. Докажем, что производная ∂Φ/∂w2 в точ-
ке z по направлению w2 тоже равна 0. Непосредственно проверяется, что
в условиях локальной потенциальности в.п. A справедливы равенства

∇
(
|A(z)|2/2

)
= (a1a1x + a2a2x, a1a1y + a2a2y)|z =

dA

dt
(z),
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откуда

∂Φ

∂w2
= ∇(Φ) · w2 =

(
ρ
dA

dt
(z) +∇p(z)

)
· w2 = 0.

Таким образом, функция Φ постоянна в каждой компоненте внутрен-
ности множеств {A 6= 0} и {A = 0} (последнее очевидно из уравнения
движения). Но тогда Φ ≡ const в D по непрерывности. �

Далее (дополнительно к указанным выше условиям) мы будем счи-
тать, что D — внешность компакта K (который мы будем называть кры-
лом, хотя реально он играет роль сечения цилиндрического крыла), об-
текаемого регулярным течением с полем скоростей A, ограниченным в D.
Пусть F (z) — комплексный потенциал в.п A(z) в D. Поскольку функция
F ′(z) = A(z) голоморфна и ограничена в некоторой проколотой окрест-
ности точки∞, существует конечный limz→∞A(z) =: A∞. Без ограниче-
ния общности мы предположим, что σ = A∞ > 0. Cоленоидальность (от-
сутствие «внутренних источников») поля A как правило не обсуждается
(постулируется), а вот условие локальной потенциальности (в механике
такие поля называют безвихревыми) является существенным ограничи-
тельным требованием, которое мы принимаем, поскольку будем исполь-
зовать закон Эйлера –Бернулли. Кроме того, мы постулируем следую-
щие естественные условия на геометрию течения (которые выполняются
в модельном случае, описанном в предыдущем разделе):

(i) определены точки z1 разветвления и z2 схода потока; ∂K является
гладкой всюду, кроме (быть может) точек z1 и z2;

(ii) векторное поле A непрерывно продолжается на D \ {z1, z2} и ста-
новится касательным к ∂K \ {z1, z2}.

По закону Эйлера –Бернулли, p(z) непрерывно (и равномерно огра-
ниченно) продолжается на D\{z1, z2}, и уравнение (1.4.9) можно считать
справедливым в D \ {z1, z2}.

1.4.8. Формулы Чаплыгина и Жуковского.

Согласно равенству (1.4.8) общая сила давления снаружи на кры-
ло K равна

F(K) =

∫
∂+K

ip(z) dz = i

∫
∂+K

(
p∗ −

1

2
ρ
∣∣A(z)

∣∣2) dz = − iρ
2

∫
∂+K

∣∣A(z)
∣∣2dz.

Отметим, что если dz = |dz|eiϕ, ϕ = arg(dz), то на «нижней» ча-
сти крыла K (между z1 и z2) поле A(z) сонаправлено с dz, т. е. A(z) =
|A(z)|eiϕ, а на «верхней» части K (между z2 и z1) имеем равенство



44 Глава 3. Лекции, 1 семестр

z2

z1

z
dz

A(z)

dz

z n+
K

Рис. 4.12.

A(z) = −|A(z)|eiϕ, так что во всех случаях |A(z)|2 = e−2iϕ(A(z))2. Отсю-
да (ввиду равенства dz = e−iϕ |dz| = e−2iϕ dz) получаем

F(K) = − iρ
2

∫
∂+K

(
A(z)

)2
e−2iϕ dz =

= − iρ
2

∫
∂+K

(
F ′(z)

)2
dz =

iρ

2

∫
∂+K

(
F ′(z)

)2
dz,

или (как и ранее, F (z) — комплексный потенциал в.п A(z))

F(K) =
iρ

2

∫
∂+K

(
F ′(z)

)2
dz.

Это и есть формула Чаплыгина.
Поскольку F ′(z) голоморфна в окрестности ∞, она разлагается в

свой ряд Лорана вне круга B = B(0, R0), содержащего K (сходимость
абсолютная):

F ′(z) = σ +
c−1

z
+
c−2

z2
+ . . . , |z| > R0,

откуда (
F ′(z)

)2
= σ2 +

2σc−1

z
+O

( 1

z2

)
, z →∞.

Но, по доказанному ранее,

2πic−1 =

∫
∂+B

F ′(z) dz = µ = Ц∂+B(A).

По интегральной теореме Коши,∫
∂+K

(
F ′(z)

)2
dz =

∫
∂+B

(
F ′(z)

)2
dz,

откуда

F(K) =
iρ

2

∫
∂+B

(
F ′(z)

)2
dz =

iρ

2
2πi2σc−1 = iρσµ.

Таким образом, получаем формулу Жуковского: F(K) = −iρσµ.
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Здесь важно отметить парадокс Бертрана: результирующая сила дав-
ления на крыло K всегда перпендикулярна скорости σ потока на ∞.

Для крыла Жуковского имеем µ = 4πσR sin θ, R =
1 + β

4 cos θ
, откуда

F(K) = −iπρσ2(1 + β) tg(θ).
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§ 1.5. Теоремы Рунге и Хартогса –Розенталя

1.5.1. Формула Помпейю.

Напомним, что если функция f является R-дифференцируемой в
точке a ∈ C, то, по определению,

∂f(a) =
∂f

∂z

∣∣∣∣
a

=
1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)∣∣∣∣
a

.

По теореме Коши–Римана f является C-дифференцируемой в точ-
ке a ∈ C, если и только если она R-дифференцируема в этой точке и
выполнено равенство ∂f(a) = 0.

Оператор ∂ : f 7→ ∂f называют оператором Коши–Римана.
Пусть Ω — открытое множество в C, k ∈ Z+ ∪ {+∞}. Положим

Ck0 (Ω) = {f ∈ Ck(Ω): supp (f) — компакт в Ω}, где supp (f) — наимень-
шее замкнутое подмножество из Ω, вне которого f обращается в нуль
(в Ω). При k = 0 пишем C0

0 (Ω) = C0(Ω).

1.5.1. Теорема (Формула Помпейю). Пусть ϕ ∈ C1
0 (C), тогда для

всех z ∈ C имеет место равенство:

ϕ(z) =
1

π

∫
C

∂ϕ(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ ,

где Λ — мера Лебега в C.

Доказательство. Зафиксируем z ∈ C и найдем R > 0 с услови-
ем supp (ϕ) ⊂ B(z,R). Введем полярные координаты ρ, θ с центром z:

ζ − z = ρeiθ, ζ − z = ρe−iθ

при ζ 6= z. Таким образом,

e2iθ =
ζ − z
ζ − z

, ρ2 = (ζ − z)(ζ − z).

Дифференцируя последние два равенства по ζ, находим

e2iθ2i
∂θ

∂ζ
= − ζ − z

(ζ − z)2
, 2ρ

∂ρ

∂ζ
= ζ − z,

откуда
∂θ

∂ζ
=
ieiθ

2ρ
,

∂ρ

∂ζ
=
eiθ

2
.

Рассмотрим функцию F (ρ, θ) = ϕ(ζ) = ϕ(z + ρeiθ), являющуюся 2π-
периодической по θ при ρ > 0. Тогда при ζ 6= z имеем

∂ϕ(ζ) = F ′ρ
∂ρ

∂ζ
+ F ′θ

∂θ

∂ζ
= F ′ρ

eiθ

2
+ F ′θ

ieiθ

2ρ
.
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Интегрируя повторно в полярных координатах и учитывая периодич-
ность F по θ, получаем

1

π

∫
C

∂ϕ(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ = lim
δ→0

1

π

∫ 2π

0

∫ R

δ

(
F ′ρ
eiθ

2
+ F ′θ

ieiθ

2ρ

)
1

−ρeiθ ρ dρ dθ =

= − 1

2π
lim
δ→0

(∫ 2π

0

∫ R

δ

F ′ρ dρ dθ +

∫ R

δ

∫ 2π

0

F ′θ dθ
i

ρ
dρ

)
=

= lim
δ→0

1

2π

∫ 2π

0

(F (δ, θ)− F (R, θ)) dθ = ϕ(z),

где в последнем равенстве мы пользуемся непрерывностью функции ϕ
в точке z и условием F (R, θ) = 0. Отметим, что переходом к введенным
выше полярным координатам легко доказывается и абсолютная сходи-
мость исходного интеграла. �

Замечание. При z = 0 имеем

ϕ(0) =
−1

π

∫
∂ϕ(ζ) dΛ(ζ)

ζ
.

По определению обобщенных производных равенство выше означает, что

∂
( 1

πζ

)
есть δ-функция Дирака, т. е.

1

πζ
есть фундаментальное решение

уравнения Коши–Римана ∂f = 0.

1.5.2. Стандартное разбиение единицы.
Пусть

Z2 = {j = (j1, j2) ≡ j1 + ij2}j1,j2∈Z
есть стандартная 1-решетка, δZ2 = {aj ≡ δj1 + iδj2}j1,j2∈Z — стандартная
δ-решетка (δ > 0) в C.

Зафиксируем функцию ψ ∈ C1
0 (B(0, 1)) с условиями 0 6 ψ(z) 6 1 при

всех z и ψ(z) = 1 при всех z ∈ B(0, 1/
√

2). Пусть A1 = ‖∂ψ‖. Напомним,
что ‖f‖ = ‖f‖C.

1.5.2. Упражнение. Доказать, что можно выбрать ψ с условием
A1 6 2.

Зафиксируем δ > 0. Пусть Bj = B(aj , δ), ψj(z) = ψ
(z − aj

δ

)
, j ∈ Z2.

Наконец, при j ∈ Z2 положим

ϕj(z) =
ψj(z)∑

k∈Z2 ψk(z)
.

1.5.3. Лемма. В указанных обозначениях

ϕj ∈ C1
0 (Bj), 0 6 ϕj 6 1, ‖∂ϕj‖ 6

5A1

δ
,

∑
j∈Z2

ϕj ≡ 1 на C,



48 Глава 3. Лекции, 1 семестр

причем каждая точка z принадлежит не более чем 4 кругам Bj.

Доказательство. Это очевидно, поскольку
∑
k∈Z2 ψk > 1 на C. �

Семейство {Bj , ϕj}j∈Z2 называется стандартным δ-разбиением еди-
ницы на C.

1.5.3. Определения основных пространств функций.
Введем (или напомним) ряд общепринятых обозначений, важных

для дальнейшего. Пусть E 6= ∅ — произвольное множество в C. Обо-
значим через A(E) класс функций f , каждая из которых определена и
голоморфна в некоторой (своей) окрестности Uf множества E (если E
открыто, то A(E) есть класс всех голоморфных на E функций). Как
и ранее, через C(E) обозначаем пространство всех комплекснозначных
непрерывных и ограниченных на E функций f с равномерной нормой
‖f‖E = supz∈E |f(z)|. Для компакта X 6= ∅ через P (X) обозначается
замыкание в C(X) подпространства {P}|X , где {P} — совокупность всех
полиномов комплексного переменного z. Ясно, что f ∈ P (X), если и
только если f равномерно на X приближается (с любой точностью) по-
линомами от z. Определим еще пространство R(X) — замыкание в C(X)
подпространства {g|X}, где g пробегает класс всех рациональных функ-
ций (от z) с полюсами вне X. По аналогии, f ∈ R(X) тогда и только
тогда, когда f равномерно на X приближается рациональными функци-
ями. Наконец, положим CA(X) = C(X) ∩ A(X◦), где E◦ — множество
внутренних точек множества E (при X◦ = ∅ полагаем CA(X) = C(X)).
Следующие включения очевидны:

P (X) ⊆ R(X) ⊆ CA(X) ⊆ C(X).

Иначе говоря, приближать (с любой точностью) полиномами или рацио-
нальными функциями равномерно на X можно только функции класса
CA(X) («простейшее» необходимое условие приближаемости).

Напомним, что компонентой (связности) множества E в C называет-
ся всякое максимальное связное подмножество из E. Если E — открыто,
то всякая его связная компонента является областью, причем E есть ко-
нечное или счетное объединение своих компонент. Поэтому, если X —
компакт, то его дополнение состоит из неограниченной компоненты Ω и
ограниченных компонент Ω1,Ω2, . . . (если они есть).

Оболочкой компакта X в C (обозначается через X̂) называется объ-
единение компакта X и всех ограниченных компонент его дополнения.

Ясно, что X = X̂, если и только если множество C \X связно.
В 1885 г. К.Вейерштрасс и К.Рунге доказали свои знаменитые теоре-

мы о равномерных приближениях функций полиномами. Сформулируем
их, используя наши обозначения.

1.5.4. Теорема (Вейерштрасс). Если X — отрезок на вещественной
оси, то C(X) = P (X).
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1.5.5. Теорема (Рунге). Пусть X — произвольный компакт в C,
тогда (1) A(X)|X ⊂ R(X); (2) {A(X)|X ⊂ P (X)} ⇔ {X = X̂}.

Основной целью этого раздела является доказательство теоремы
Рунге.

1.5.4. Свойства потенциала Коши.
Нам неоднократно понадобится следующее утверждение.

1.5.6. Лемма. Пусть K — компакт, h ∈ L∞(K,Λ). Положим

f(z) =

∫
K

h(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ
(интеграл абсолютно сходится при всех z, см. ниже). Тогда

(а) для любого компакта X с условием X ∩K = ∅ верно включение
f ∈ R(X), причем f равномерно на X с любой точностью приближа-
ется рациональными дробями вида

N∑
n=1

λn
z − an

, где an ∈ K, и λn ∈ C;

(б) функция f голоморфна вне K, f ∈ C(C•), f(∞) = 0, причем

‖f‖ = ‖f‖C 6 2M
√
πΛ(K),

где M = ‖h‖K,Λ — норма h в L∞(K,Λ).

Замечание. Функция f , определенная в предыдущей лемме, назы-
вается потенциалом Коши функции h по мере Лебега Λ на компакте K.

Доказательство леммы 1.5.6. (а) Пусть d = dist(X,K), d > 0.
При µ ∈ (0, d/2) разобьем K на конечное число (N = N(µ)) попарно
непересекающихся борелевских множеств Kn, 1 6 n 6 N , с условиями
diam(Kn) < µ. Зафиксируем

an ∈ Kn, λn =

∫
Kn

h(ζ) dΛ(ζ),

тогда при z ∈ X получаем∣∣∣∣∫
K

h(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ −
N∑
n=1

λn
z − an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ N∑
n=1

∫
Kn

h(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ −

−
N∑
n=1

∫
Kn

h(ζ) dΛ(ζ)

z − an

∣∣∣∣ 6 N∑
n=1

M

∫
Kn

∣∣∣∣ (z − an)− (z − ζ)

(z − ζ)(z − an)

∣∣∣∣ dΛ(ζ) 6

6M
N∑
n=1

µ

d2
Λ(Kn) 6

Λ(K)M

d2
µ→ 0 при µ→ 0.
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(б) Поскольку функции
∑N
n=1 λn(z−an)−1 голоморфны внеK, в силу

(а) и теоремы Вейерштрасса f голоморфна вне K. Свойство f(∞) = 0

очевидно. Оценим |f(z)| для произвольного z ∈ C. Пусть r =
√

Λ(K)/π.
Так как Λ(B(z, r)) = Λ(K) и функция |ζ − z|−1 убывает при удалении ζ
от (фиксированного) z, мы получаем

|f(z)| 6M
∫
K

1

|z − ζ| dΛ(ζ) 6M
∫
B(z,r)

1

|z − ζ| dΛ(ζ) =

= M

∫ 2π

0

∫ r

0

ρ dρ dθ

ρ
= 2Mπr = 2M

√
πΛ(K),

причем вместе с нужной равномерной оценкой мы автоматически дока-
зали абсолютную сходимость (при всех z) интеграла, определяющего f .
Непрерывность f вытекает из леммы 1.5.8 ниже. �

1.5.7. Определение. Пусть E ⊂ C, τ ∈ (0, 1]. Пространство Lipτ (E)
есть совокупность функций g ∈ C(E), для каждой из которых найдется
c = c(g) ∈ [0,∞) с условиями

|g(z1)− g(z2)| 6 c|z1 − z2|τ , |g(z1)| 6 c
для всех z1, z2 ∈ E. Банахова норма в Lipτ (E) определяется так: ‖g‖τ,E =
min{c(g)}, где (достигающийся) min берется по всем c(g), удовлетворяю-
щим последним двум неравенствам (проверить!).

Очевидно, что Lipτ (E) ⊂ C(E) при всех τ ∈ (0, 1].

1.5.8. Лемма. В условиях леммы 1.5.6 для любого τ ∈ (0, 1) имеем
f ∈ Lipτ C, причем ‖f‖τ,C 6 Mc(τ,K) (где c(τ,K) зависит только от
τ и K). Однако найдется такой компакт K, что даже при h ≡ 1|K
имеем f /∈ Lip1(C).

Доказательство. Пусть z1 6= z2, δ = |z1 − z2|/2, a = (z1 + z2)/2,
D1 = B(z1, δ), D2 = B(z2, δ), D3 = B(a, 2δ) \ (D1 ∪D2), D4 = C \B(a, 2δ).
Нам нужно оценить слагаемые в правой части неравенств:

|f(z1)− f(z2)| 6
4∑
s=1

∫
Ds∩K

|h(ζ)| |z1 − z2|
|z1 − ζ||z2 − ζ|

dΛ(ζ) 6

6
4∑
s=1

2Mδ

∫
Ds∩K

1

|z1 − ζ||z2 − ζ|
dΛ(ζ).

Слагаемое, соответствующее s = 1 (s = 2 аналогично), оценивается свер-
ху величиной 4πMδ как в предыдущей лемме переходом к полярным ко-
ординатам с центром z1 и интегрированием по всему D1. Слагаемое при
s = 3 оценивается сверху тривиально (тем же 4πMδ). Выберем r > 0 так,
что Λ(B(a, r) ∩D4) = Λ(K). При интегрировании по D4 мы пользуемся
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оценкой |z1 − ζ||z2 − ζ| > |ζ − a|2/4, монотонным убыванием подынте-
гральной функции (от |ζ − a|) и полярными координатами с центром a:∫

D4∩K

1

|z1 − ζ||z2 − ζ|
dΛ(ζ) 6

∫
D4∩K

4

|ζ − a|2 dΛ(ζ) 6

6 8π

∫ r

2δ

ρ−1 dρ = 8π ln
( r

2δ

)
.

Теперь легко видеть, что при фиксированном τ ∈ (0, 1) величина
|f(z1) − f(z2)||z1 − z2|−τ имеет оценку сверху, не зависящую от z1 и z2,
если δ < 1. Случай δ > 1 оставляем читателю.

Контрпример для τ = 1 строится так: берем z1 = 0, z2 = −2δ, где
δ > 0 достаточно мало, K = {z : |z| 6 1,Re(z) > | Im(z)|}. �

1.5.5. Доказательство теоремы Рунге.

Доказательство теоремы 1.5.5. (1). Докажем, что для всякого
компакта X верно включение A(X)|X ⊂ R(X).

Пусть функция f голоморфна в d-окрестности Ud компакта X. Надо
приблизить f равномерно на X (с любой точностью) рациональными
функциями. Пусть δ = d/3. Построим стандартное δ-разбиение единицы
{Bj , ϕj} (см. лемму 1.5.3): Bj = B(aj , δ), где aj ∈ δZ2, ϕj ∈ C1

0 (Bj),∑
j∈Z2 ϕj ≡ 1. Пусть

J = {j ∈ Z2 : Bj ⊂ Ud}, ϕ =
∑
j∈J

ϕj ∈ C1
0 (Ud).

Ясно, что ϕ = 1 в δ-окрестности Uδ компакта X, ϕ = 0 вне Ud.
Положим g = fϕ, g ∈ C1

0 (C). По теореме 1.5.1 при z ∈ X имеем

f(z) = g(z) =
1

π

∫
Ud\Uδ

∂g(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ ,

поскольку ∂g(ζ) = ∂f(ζ) = 0 в окрестности Uδ. Остается воспользоваться
леммой 1.5.6 при h(ζ) = ∂g(ζ), K = Ud \ Uδ.

Следует отметить, что при доказательстве этой части теоремы Рун-
ге как правило пользуются интегральной формулой Коши. Однако для
аккуратного ее применения (при построении специального контура ин-
тегрирования) требуются дополнительные топологические построения,
которые в контексте нашего изложения обходятся интегрированием по
площади, т. е. с помощью формулы Помпейю. Предложенное здесь до-
казательство теоремы Рунге легко перерастает в доказательство уже не
такой тривиальной теоремы Хартогса – Розенталя (см. ниже).

(2). Надо показать, что A(X) ⊂ P (X)⇔ X = X̂.
(⇒) Пусть, от противного, A(X) ⊂ P (X), но C \ X несвязно, т. е.

существует ограниченная связная компонента Ω1 в C \ X, в частности
∂Ω1 ⊂ X. Зафиксируем a1 ∈ Ω1. Так как f(z) = (z − a1)−1 входит
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в A(X) ⊂ P (X), то для всякого ε > 0 найдется полином pε(z) с усло-
вием |(z − a1)−1 − pε(z)| < ε при всех z ∈ X и, в частности, при z ∈ ∂Ω1.
Пусть d = diam(Ω1), тогда справедливо неравенство

|1− pε(z)(z − a1)| 6 εd, ∀z ∈ ∂Ω1.

При ε < 1/d мы получаем противоречие с принципом максимума модуля
в Ω1, так как функция 1− pε(z)(z − a1) равна 1 при z = a1.

(⇐) Пусть Ω = C \X — связно, f ∈ A(X). Согласно (1) для каждого
ε > 0 найдутся {a1, . . . , aN} ⊂ Ω и {λ1, . . . , λN} ⊂ C \ {0} такие, что∣∣∣f(z)−

N∑
n=1

λn
z − an

∣∣∣ < ε

2
, z ∈ X.

Остается доказать, что (z−a)−1
∣∣
X
∈ P (X) при всех a ∈ Ω (потом каждую

функцию λn(z − an)−1 приблизим многочленом pεn(z) с точностью εn =
ε/(2N), т. e. f будет приближена с точностью ε).

Пусть G = {a ∈ Ω: (z − a)−1
∣∣
X
∈ P (X)}. Установим, что G = Ω.

Действительно, во-первых, G 6= ∅, так как по теореме Коши–Тейлора
G содержит все точки из внешности какого-либо круга, содержащего X.
Во-вторых, G замкнуто в Ω, ибо если {ak}∞k=1 ⊂ G и a = lim

k→∞
ak ∈

Ω, то a ∈ G, что непосредственно вытекает из равномерной сходимости
(z − ak)−1 к (z − a)−1 на X при k → ∞. Установим, в-третьих, что G
открыто в Ω. Пусть a ∈ G, d = dist(a,X), a1 ∈ B(a, d). Докажем, что
a1 ∈ G. Из элементарных свойств геометрических прогрессий вытекает,
что для любого ε > 0 найдется такое натуральное L, что∣∣∣ 1

z − a1
−

L∑
l=1

(a1 − a)l−1

(z − a)l

∣∣∣ < ε

для всех z ∈ X. Но (z − a)−1 ∈ P (X), откуда (z − a)−l ∈ P (X) при всех
натуральных l и, следовательно, (z − a1)−1 ∈ P (X). Теперь равенство
G = Ω следует из связности Ω. �

Замечание. Определим AC(X) как замыкание в C(X) простран-
ства A(X)|X . Тогда теорема Рунге в точности означает, что AC(X) =
R(X) для всякого компакта X, причем R(X) = P (X) тогда и только
тогда, когда X = X̂.

1.5.9. Задача. Пусть f ∈ C1(C), причем supp (∂f) — компакт. Поло-
жим

F (z) =
1

π

∫
∂f(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ .

Доказать, что f −F есть целая функция, причем f ≡ F ⇔ lim
z→∞

f(z) = 0.
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1.5.10. Задача. Пусть D — односвязная область в C, f — голоморф-
ная в D функция. Тогда найдется последовательность {pn}+∞n=1 полино-
мов комплексной переменной с условием pn → f при n→ +∞ равномер-
но на любом компакте из D.

1.5.11. Задача. Пусть X — произвольный компакт в C, Ωj — его
ограниченные компоненты дополнения (если есть). Зафиксируем aj в
каждой из Ωj . Доказать, что для всякой функции f ∈ A(X) и всякого
ε > 0, найдется такая рациональная функция R с полюсами, принадле-
жащими множеству {aj}j>1, что ‖f −R‖X < ε.

1.5.6. Теорема Хартогса –Розенталя.

1.5.12. Теорема (Хартогс –Розенталь). Пусть X — компакт в C
лебеговой меры нуль (Λ(X) = 0). Тогда C(X) = R(X).

Сначала установим следующую лемму.

1.5.13. Лемма. Пусть X ⊂ C — произвольный компакт. Для вся-
ких функции f ∈ C(X) и числа ε > 0 найдется функция ϕ ∈ C1

0 (C) с
условием ‖f − ϕ‖X < ε.

Доказательство. Пользуясь равномерной непрерывностью функ-
ции f на X, найдем δ > 0 такое, что |f(z1) − f(z2)| < ε для всех z1 и
z2 из X с условием |z1 − z2| < 2δ. Теперь мы рассмотрим стандартное
δ-разбиение единицы {Bj , ϕj}j∈Z2 (см. лемму 1.5.3). Для него положим
J = {j ∈ Z2 : Bj ∩ X 6= ∅}. При j ∈ J зафиксируем какую-либо точ-
ку bj ∈ X ∩ Bj . Положим ϕ(z) =

∑
j∈J f(bj)ϕj(z). Ясно, что ϕ ∈ C1

0 (C),
причем для всех z ∈ X имеем (проверить!):

|f(z)− ϕ(z)| =
∣∣∣∑
j∈J

(f(z)− f(bj))ϕj(z)
∣∣∣ < ε.

Лемма доказана. �

Доказательство теоремы 1.5.12. Пусть Λ(X) = 0. Нам остается
показать, что C1

0 (C)|X ⊂ R(X). Зафиксируем ϕ ∈ C1
0 (C). Пусть A = ‖∂ϕ‖

и S = supp (ϕ). Для любого ε > 0 найдется такая открытая окрестность U
компакта X, что Λ(U) < ε, Λ(∂U) = 0. Пусть

fε(z) =
1

π

∫
U

∂ϕ(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ , ϕε(z) =
1

π

∫
S\U

∂ϕ(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ .

По теореме 1.5.1 верно равенство ϕ = ϕε + fε, а по лемме 1.5.6 имеем
ϕε|X ∈ R(X) и ‖fε‖ 6 2A

√
ε/π → 0 при ε→ 0. �

1.5.14. Упражнение (Пример Алисы Рот, 1938 г.). Пусть X — ком-
пакт в C, полученный удалением из некоторого замкнутого круга B0
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семейства попарно внешних кругов {Bj = B(zj , rj)}+∞j=1 таких, что X яв-
ляется нигде не плотным и

∑+∞
j=1 rj < +∞, где Bj ⊂ B0. Доказать, что

C(X) 6= R(X), в частности Λ(X) > 0.
Указание. Доказать, что мера dµ(z) = dz|∂+B0

−∑+∞
j=1 dz|∂+Bj орто-

гональна R(X) и найдется f ∈ C(X) с условием
∫
f(z) dµ(z) 6= 0.
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§ 1.6. Формулировка теорем Мергеляна. Свойства локализаци-
онного оператора Витушкина. Теорема Брауэра

1.6.1. Формулировка теорем Мергеляна.

1.6.1. Теорема (Мергеляна). Пусть X — компакт в C. Для выпол-
нения равенства CA(X) = P (X) необходимо и достаточно, чтобы C\X
было связным.

1.6.2. Следствие (теорема Лаврентьева). C(X) = P (X), если и
только если X = X̂ и X◦ = ∅.

Доказательство. (⇒) Пусть CA(X) = P (X), тогда автоматически
A(X) ⊂ P (X) и по теореме Рунге X = X̂.

(⇐) Пусть X = X̂. По теореме Рунге достаточно установить, что
CA(X) = AC(X). Мы докажем следующий более сильный результат. �

1.6.3. Теорема (Мергелян). Пусть X — компакт, Ωs (s ∈ {1, 2, . . . })
— ограниченные компоненты дополнения компакта X (если они есть),
Ω0 — неограниченная компонента дополнения компакта X. Если d =
infs>0 diam(Ωs) > 0, то CA(X) = AC(X).

Замечание. Если C \X связно, то компоненты Ωs при s > 1 отсут-
ствуют и мы полагаем d = +∞.

Доказательство теоремы 1.6.3 весьма сложно. Мы приведем его в
следующем параграфе после соответствующей подготовки.

1.6.4. Следствие (интегральная теорема Коши). Пусть D — об-
ласть в C, ограниченная конечным числом попарно непересекающихся
спрямляемых замкнутых жордановых кривых. Тогда для любой функ-
ции f ∈ A(D) ∩ C(D) выполняется равенство∫

∂+D

f(z) dz = 0.

При этих же условиях справедлива интегральная формула Коши и фор-
мула Коши для производных.

Доказательство. Используем теорему 1.6.3 и лемму 1.5.6 (a). Де-
тали оставляем читателю. �

1.6.2. Свойства локализационного оператора Витушкина.

Напомним, что если f ∈ C1(C), то по теореме Коши–Римана мно-
жество supp (∂f) есть множество особых точек функции f (вне него f
голоморфна). Пусть ϕ ∈ C1

0 (C). Рассмотрим функцию

f(ϕ)(z) =
1

π

∫
∂f(ζ)ϕ(ζ)

z − ζ dΛ(ζ).
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В последней формуле интегрирование (реально) ведется по множеству
K = supp (∂f)∩supp (ϕ). По лемме 1.5.6 функция f(ϕ) голоморфна внеK,
т. е. ее особые точки лежат среди особых точек функции f и одновремен-
но на suppϕ. Говорят, что оператор f 7→ f(ϕ) (при фиксированном ϕ)
локализует особенности f на supp (ϕ).

Пусть f ∈ C1
0 (C) и {Bj , ϕj}j∈Z2 — стандартное δ-разбиение единицы

(см. лемму 1.5.3). Положим

J = {j ∈ Z2 : Bj ∩ supp (∂f) 6= ∅}.
Очевидно, что J — конечное множество индексов, причем функция

ϕ =
∑
j∈J

ϕj

удовлетворяет условиям ϕ ∈ C1
0 (C) и ϕ(z) = 1 в некоторой окрестно-

сти supp (∂f).
Пусть fj = f(ϕj). Тогда по теореме 1.5.1 имеем

∑
j∈J

fj(z) =
1

π

∫
∂f(ζ)

∑
j∈J ϕj(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ =
1

π

∫
∂f(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ = f(z)

для всех z. Тем самым f разлагается в конечную сумму функций с «ло-
кализованными» особенностями. (Для этой цели нельзя просто полагать
fj = fϕj , так как ϕj не голоморфна в C и у таких fj могут появиться
новые особенности.)

Нашей ближайшей целью является получение аналогичного разло-
жения для произвольной функции f класса C0(C).

Пусть пока f ∈ C1(C). Пользуясь формулой Помпейю, получаем

f(ϕ)(z) =
1

π

∫
∂(f(ζ)ϕ(ζ))− f(ζ)∂ϕ(ζ)

z − ζ dΛ(ζ) =

= f(z)ϕ(z)− 1

π

∫
f(ζ)∂ϕ(ζ)

z − ζ dΛ(ζ) =
1

π

∫
f(z)− f(ζ)

z − ζ ∂ϕ(ζ) dΛ(ζ).

Это уже нужная формула локализации.

1.6.5. Определение. Пусть ϕ ∈ C1
0 (C). Локализационным операто-

ром (оператором Витушкина), соответствующим функции (индекс-функ-
ции) ϕ, называется оператор f 7→ Vϕf , где f ∈ C(C) и

Vϕf(z) ≡ f(ϕ)(z) =
1

π

∫
f(z)− f(ζ)

z − ζ ∂ϕ(ζ) dΛ(ζ) =

= f(z)ϕ(z)− 1

π

∫
f(ζ)∂ϕ(ζ)

z − ζ dΛ(ζ). (1.6.10)
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1.6.6. Лемма (свойства Vϕf). Пусть B = B(a, r), ϕ ∈ C1
0 (B), т. е.

S := supp (ϕ) ⊂ B. При f ∈ C0(C) обозначим через ω(t) модуль непре-
рывности функции f на C, t > 0. Тогда верно следующее:

(a) Vϕf ≡ f(ϕ) ∈ C(C•), f(ϕ)(∞) = 0, причем имеет место оценка

‖f(ϕ)‖ 6 4ω(r)r‖∂ϕ‖. (1.6.11)

(б) Если f голоморфна на открытом множестве U , то f(ϕ) голо-
морфна на множестве U ∪ (C\S), т. е. особенности f(ϕ) локализуются
на носителе S функции ϕ.

Пусть U1 = {z : ϕ(z) = 1}◦, тогда f − f(ϕ) ∈ A(U1), т. е. Vϕf «вби-
рает» в себя все особенности функции f на U1.

(в) Разложим f(ϕ) вне B(a, r) в ряд Лорана:

f(ϕ)(z) =

+∞∑
n=1

cn
(z − a)n

.

Тогда справедливы оценки

|cn| 6 ω(r)rn+1‖∂ϕ‖. (1.6.12)

Доказательство. Первое и второе утверждения в (а), а также го-
ломорфность f(ϕ) вне S вытекают из леммы 1.5.6 (б) и локализационной
формулы (1.6.10). Для доказательства (1.6.11) воспользуемся принципом
максимума модуля вне B, согласно которому нам достаточно оценить
|f(ϕ)(z)| только при z ∈ B:

|f(ϕ)(z)| 6
1

π

∫
B

|f(z)− f(ζ)|
|z − ζ| |∂ϕ(ζ)| dΛ(ζ) 6

6
1

π
ω(2r)‖∂ϕ‖

∫
B

1

|z − ζ| dΛ(ζ) 6 4ω(r)r‖∂ϕ‖.

При этом мы воспользовались очевидным неравенством ω(2r) 6 2ω(r) и
оценкой, полученной в лемме 1.5.6:∫

B

1

|z − ζ| dΛ(ζ) 6 2πr.

(б) Пусть функция f голоморфна в B(b, δ) ⊂ U ; докажем, что верно
включение f(ϕ) ∈ A

(
B(b, δ/2)

)
. Выберем ψ ∈ C1

0 (B(b, δ)) так, что ψ(z) = 1
в B(b, δ/2), и рассмотрим функции g = fψ, h = f(1 − ψ), для которых
f(ϕ) = g(ϕ) + h(ϕ). Для функции g класса C1

0 (C) соответствующее утвер-
ждение доказано выше. Поскольку h = 0 в B(b, δ/2), голоморфность h(ϕ)

в B(b, δ/2) вытекает из локализационной формулы и леммы 1.5.6 (б).
Итак, f(ϕ) ∈ A(U).
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Аналогично по лемме 1.5.6 (б) и ввиду ∂ϕ = 0 в U1, имеем

f(z)− f(ϕ)(z) = f(z)(1− ϕ(z)) +
1

π

∫
S\U1

f(ζ)∂ϕ(ζ)

z − ζ dΛ(ζ) ∈ A(U1).

(в) Найдем cn, n > 1. Из равенств

f(ϕ)(z) =
1

π

∫
(f(z)− f(a))− (f(ζ)− f(a))

z − ζ ∂ϕ(ζ) dΛ(ζ) =

= (f(z)− f(a))ϕ(z)− 1

π

∫
B(a,r)

(f(ζ)− f(a))∂ϕ(ζ)

z − ζ dΛ(ζ),

учитывая, что ϕ(z) = 0 вне B(a, r) = B и используя формулу для суммы
геометрической прогрессии

1

z − ζ =

+∞∑
n=1

(ζ − a)n−1

(z − a)n

(при |z − a| > r ряд сходится равномерно по ζ на B), получаем при
|z − a| > r разложение

f(ϕ)(z) =

+∞∑
n=1

1

(z − a)n

[
− 1

π

∫
B

(f(ζ)− f(a))∂ϕ(ζ)(ζ − a)n−1 dΛ(ζ)

]
.

Следовательно,

cn = − 1

π

∫
B

(f(ζ)− f(a))∂ϕ(ζ)(ζ − a)n−1 dΛ(ζ). (1.6.13)

Теперь оценка (1.6.12) тривиальна

|cn| 6
1

π
ω(r)‖∂ϕ‖rn−1πr2 = ω(r)‖∂ϕ‖rn+1.

�

1.6.3. Теорема Брауэра о продолжении непрерывной функ-
ции.

Завершим этот параграф кратким доказательством частного случая
известной теоремы Брауэра –Титце –Урысона, необходимого для дока-
зательства теоремы 1.6.3.

1.6.7. Теорема (Брауэр). Если X — компакт в C и f ∈ C(X), то
найдется функция F ∈ C0(C) с условиями F |X = f , ‖F‖ 6 ‖f‖X .

Доказательство. Пусть Gk = {z : dist (z,X) ∈ [2−k, 2−k+1)} при
k ∈ Z и J(k) — совокупность тех индексов j в стандартном δk-разбиении
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единицы {Bkj , ϕkj } при δk = 2−k−4, для которых Bkj ∩ Gk непусто. При
всех k и j ∈ J(k) положим

ψkj (z) = ϕkj (z)
( ∑
l∈Z,σ∈J(l)

ϕlσ(z)
)−1

.

Совокупность этих функций представляет собой локально конечное раз-
биение единицы на G = C \ X (проверить!). Пусть akj — центр Bkj и zkj
— какая-либо конкретная точка на X, ближайшая к akj . Теперь остается
положить F (z) = f(z) при z ∈ X и

F (z) =

+∞∑
k=1

∑
j∈J(k)

f(zkj )ψkj (z)

при z ∈ G. Окончательную проверку оставляем читателю. �

1.6.8. Упражнение. Пусть K1 замкнуто, а K2 — компакт в C, при-
чем K1∩K2 = ∅. Если f ∈ C(C)∩A(C\ (K1∪K2)), то существуют такие
функции f1 и f2 класса C(C), голоморфные вне K1 и K2 соответственно,
что f = f1 +f2. Эти функции f1 и f2 определены однозначно с точностью
до аддитивных постоянных.

1.6.9. Упражнение. Пусть K — компакт, C \K связно, f ∈ A(K).
Тогда найдется такая последовательность полиномов {pn}+∞n=1, что для
всех k ∈ Z+ имеем p

(k)
n → f (k) при n→ +∞ равномерно на K.
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§ 1.7. Схема аппроксимации. Окончание доказательства
теоремы Мергеляна

1.7.1. Оценка приближения при касании третьего порядка.

Доказательство теоремы 1.6.3. Зафиксируем компакт X с ука-
занным в теореме условием и произвольную непрерывную функцию f
на X, голоморфную на X◦. Продолжим f по теореме Брауэра до функ-
ции f ∈ C0(C). Пусть ω(t) = ωC(f, t) — модуль непрерывности функции f
на C (тогда ω(t)→ 0 при t→ 0+). Мы докажем, что найдется такая кон-
станта A0 > 0, что для любого δ > 0 существует g ∈ A(X) с условием

‖f − g‖X < A0ω(δ).

Затем останется устремить δ к 0.
Через A0, A1, A2, . . . в доказательстве этой теоремы будут обозна-

чаться положительные константы, которым, в принципе, можно придать
конкретные числовые значения.

Зафиксируем произвольное число δ из (0, 1) и построим стандартное
δ-разбиение единицы {Bj , ϕj}j∈Z2 (см. лемму 1.5.3). Напомним, что Bj =
B(aj , δ), ϕj ∈ C1

0 (Bj),

0 6 ϕj(z) 6 1, ‖∂ϕj‖ 6
A1

δ
,

∑
j∈Z2

ϕj ≡ 1.

При каждом j положим

fj(z) = Vϕjf(z) =
1

π

∫
(f(z)− f(ζ))

z − ζ ∂ϕj(ζ) dΛ(ζ) =

= f(z)ϕj(z)−
1

π

∫
f(ζ)∂ϕj(ζ)

z − ζ dΛ(ζ).

Пусть
J∗ = {j ∈ Z2 : Bj ∩ supp (f) 6= ∅}.

Отметим, что при j /∈ J∗ имеем fj ≡ 0, причем ]J∗ (через ]E обозначается
число элементов множества E) может иметь порядок 1/δ2 (не выше), что
«очень велико» при малом δ.

1.7.1. Лемма. Каждая функция fj обладает следующими свойства-
ми:

(а) fj ∈ C(C•), fj(∞) = 0, ‖fj‖ 6 A2ω(δ);
(б) функция fj голоморфна на X◦ и вне supp (ϕj); в частности, если

Bj ⊂ X◦, то fj ≡ 0; наконец,
∑
j∈J∗ fj ≡ f ;

(в) пусть

fj(z) =

+∞∑
n=1

cjn
(z − aj)n
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есть ряд Лорана fj вне Bj. Тогда

|cjn| 6 A2ω(δ)δn.

Доказательство. Утверждения (а) и (в) вытекают сразу из лем-
мы 1.6.6 при r = δ. Установим (б). Рассмотрим

ϕ =
∑
j∈J∗

ϕj ,

где ϕ ≡ 1 в некоторой окрестности supp (f), т. е.

supp (f) ⊂ U1 =
(
ϕ−1(1)

)◦
.

Согласно утверждению (б) леммы 1.6.6, функция

f −
∑
j∈J∗

fj = f − f(ϕ)

является целой и равной нулю в точке ∞, т. е. она — тождественный
нуль. �

Пусть
J = {j ∈ J∗ : Bj ∩ ∂X 6= ∅}.

Если j /∈ J , то либо Bj ⊂ X◦ и fj ≡ 0, либо Bj∩X = ∅ и по лемме 1.7.1(б)
имеем fj ∈ A(X), так что такие fj не нуждаются в приближении.

Замечание. Если Λ(∂X) > 0, то ]J имеет порядок 1/δ2, т. е. при
приближении функции f с заданной точностью ε на первый взгляд мы
должны бы приближать каждую fj , j ∈ J , с точностью порядка εδ2.
Следующая лемма А. Г.Витушкина показывает, что достаточно прибли-
жать каждую fj с точностью порядка ε, если дополнительно имеется
«касание» третьего порядка на ∞.

1.7.2. Лемма (о касании третьего порядка). Пусть существует та-
кая постоянная A3 > 0, что для каждого j ∈ J найдется функция
gj ∈ A(X) ∩ C(C), голоморфная вне B∗j = B(aj , 2δ), удовлетворяющая
оценке ‖gj‖ 6 A3ω(δ), причем

fj(z)− gj(z) = O
( 1

z3

)
при z →∞,

т. е. fj и gj имеют касание порядка три на ∞.
Тогда найдется постоянная A0 (выражающаяся только через по-

стоянные A1, A2, A3) с условием∥∥∥∑
j∈J

(fj − gj)
∥∥∥ 6 A0ω(δ).
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Замечание. Смысл этой леммы таков: если ее требования выпол-
нены при всех достаточно малых δ (где постоянная A3 не зависит от δ),
то f ∈ AC(X), поскольку она равномерно на X (с точностью A0ω(δ)→ 0
при δ → 0) приближается функциями

g =
∑
j∈J

gj +
∑

j∈J∗\J

fj ∈ A(X)

Доказательство леммы 1.7.2. Ниже подразумевается, что встре-
чающиеся по мере необходимости константы A4, . . . , A8 выражаются
только через A1, A2 и A3. Разложим каждую функцию gj (здесь всю-
ду j ∈ J) в ряд Лорана вне B∗j :

gj(z) =

+∞∑
n=1

bjn
(z − aj)n

.

Напомним, что вне Bj имеем разложение

fj(z) =

+∞∑
n=1

cjn
(z − aj)n

.

Условие «касания» (порядка 3) эквивалентно тому, что

cj1 = bj1, cj2 = bj2,

т. е. у функций fj и gj «уравнены» первые два коэффициента Лорана.
Следующие оценки сразу следуют из свойств fj и gj :

‖fj − gj‖ 6 A4ω(δ) (1.7.14)

Теперь покажем, что при |z − aj | > 2δ (т. е. вне B∗j ) справедливы
неравенства

|fj(z)− gj(z)| 6 A5ω(δ)
δ3

|z − aj |3
. (1.7.15)

Действительно, пусть
Fj(z) =

(
fj(z)− gj(z)

)
(z − aj)3.

Тогда функция Fj голоморфна вне B∗j , причем особенность∞ устранима
для Fj , ибо Fj ограничена вблизи ∞ по условиям «касания». Так как
на B∗j очевидным образом (см. (1.7.14)) выполнено неравенство

|Fj(z)| 6 A4ω(δ)(2δ)3 = A5ω(δ)δ3,

то по принципу максимума модуля вне B∗j последняя оценка верна для
всех z, что дает (1.7.15).

Зафиксируем z и оценим величину∣∣∣∑
j∈J

(fj(z)− gj(z))
∣∣∣.



§ 3.7. Схема аппроксимации. Доказательство теоремы Мергеляна 63

Пусть
J1 = {j ∈ J : |z − aj | 6 2δ},

а при k = 2, 3, . . . положим
Jk = {j ∈ J : kδ < |z − aj | 6 (k + 1)δ}.

Из элементарной геометрии находим, что ]Jk 6 A6k при всех k > 1.
Отсюда, а также из (1.7.14) и (1.7.15) окончательно получаем∣∣∣∑

j∈J
(fj(z)− gj(z))

∣∣∣ 6∑
j∈J1

|fj(z)− gj(z)|+
+∞∑
k=2

∑
j∈Jk

|fj(z)− gj(z)| 6

6 A7ω(δ) +

+∞∑
k=2

A6kA5ω(δ)
1

k3
= A0ω(δ).

что завершает доказательство леммы. �

Отметим, что ввиду замечания, сделанного перед доказательством
леммы 1.7.2, нам остается для всех достаточно малых δ ∈ (0, 1) найти
функции gj , удовлетворяющие условиям этой леммы.

1.7.2. Окончание доказательства теоремы Мергеляна.
Завершим доказательство теоремы 1.6.3.

1.7.3. Предложение. При условиях теоремы 1.6.3 и обозначениях
леммы 1.7.2, для любого δ < min{1, d/3} существуют соответствую-
щие функции gj, j ∈ J .

Доказательство. Зафиксируем δ, 0 < δ < min{1, d/3}, j ∈ J . То-
гда найдется такое s > 0, что Ωs ∩ Bj 6= ∅ и, следовательно, имеется
жорданова ломаная Γ1 : [0, 1] → Ωs ∩ B∗j с условием diam([Γ1]) = δ, где
B∗j = B(aj , 2δ). Поскольку функция diam(Γ1([t0, t])) непрерывна по t (0 6
t0 6 t 6 1), нетрудно показать, что существуют t1 и t2 (0 6 t1 < t2 6 1)
такие, что ломаная Γ = Γ1|[t1,t2] с началом Γ(t1) = α и концом Γ(t2) = β
обладает следующими свойствами:

diam(Γ) = |β − α| = δ, Γ ⊂ Ωs ∩B∗j .
В частности, Γ лежит внеX (здесь и далее мы отождествляем ломаную Γ
и ее носитель).

Положим
G1 = B(α, δ) ∩B(β, δ),

так что Γ ⊂ G1. Пусть I — замкнутый луч с вершиной в точке α, идущий
в направлении (α−β). Нетрудно доказать, что в области C\I существует
голоморфная ветвь V1(z) многозначной функции

√
z − α, а в C \ (I ∪ Γ)

— голоморфная ветвь V2(z) многозначной функции
√
z − β.

Положим
h0(z) = V1(z)V2(z), z ∈ C \ (I ∪ Γ).
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Так как при переходе через I функции V1 и V2 меняют только свой знак,
то h0 непрерывно продолжается на область G = C \ Γ, а из теоремы
Мореры сразу следует, что h0 ∈ A(G). Меняя, при необходимости, знак
у V1, мы дополнительно можем считать, что h0(z) = z+O(1) при z →∞.
Теперь положим

h1(z) =
8

δ

(
h0(z)− z +

α+ β

2

)
=

=
8

δ

(z − α)(z − β)−
(
z − (α+ β)/2

)2
h0(z) + (z − (α+ β)/2)

=

=
8

δ

αβ − (α+ β)2/4

2z +O(1)
= − (β − α)2

δ(z +O(1))
.

Следовательно, разложение Лорана функции h1 вне B∗j имеет вид:

h1(z) =
δeiθ

z − aj
+

d2

(z − aj)2
+ · · ·

(напомним, что |β − α| = δ, т. е. указанное θ ∈ R существует).
По принципу максимума вне G1 (полагаем h1 = 0 на Γ) имеем

‖h1‖ 6 ‖h1‖G1
6

8

δ
(δ + δ) 6 16,

откуда

|d2| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z−aj |=3δ

h1(ζ)(ζ − aj) dζ
∣∣∣∣ 6 1

2π
16 · 3δ · 2π3δ = 144δ2.

Пусть µ = dist (X,Γ), U — открытая µ/2-окрестность ломаной Γ. По
теореме Брауэра продолжим h1 из C \ (U ∩ B∗j ) до функции h ∈ C(C)
с сохранением sup-нормы (вне B∗j функция h1 не меняется). При этом
функция h голоморфна вне U , т. е. в окрестности X.

Наконец, будем искать gj в виде

gj(z) = λ1h(z) + λ2(h(z))2, λ1, λ2 ∈ C.
Напомним, что

fj(z) =
cj1

z − aj
+

cj2
(z − aj)2

+ · · · , |cj1| 6 A2δω(δ), |cj2| 6 A2δ
2ω(δ).

Нужные условия «касания» имеют вид

cj1 = λ1δe
iθ, cj2 = λ1d2 + λ2δ

2e2iθ,

откуда λ1 и λ2 однозначно находятся, причем очевидны оценки
|λ1| 6 A8ω(δ), |λ2| 6 A8ω(δ).

Таким образом, ‖gj‖ 6 A3ω(δ). �

Теорема 1.6.3 полностью доказана. �



§ 3.7. Схема аппроксимации. Доказательство теоремы Мергеляна 65

1.7.4. Упражнение. Привести пример такого компакта K, что его
внутренность K◦ связна, односвязна и плотна в K, но CA(K) 6= R(K).

1.7.5. Упражнение. Пусть ϕ ∈ C1
0 (C). Доказать, что оператор Ви-

тушкина Vϕ : f 7→ Vϕf , действующий по формуле (1.6.10), непрерывен в
следующих пространствах: (1) Lipτ (C), τ ∈ (0, 1); (2) C1(C).

1.7.6. Упражнение. Привести пример банахова подпространства в
пространстве C(C), разделяющего точки из C, но не инвариантного отно-
сительно оператора Витушкина (указать кроме этого соответствующую
индекс-функцию ϕ).



66 Глава 3. Лекции, 1 семестр

Программа спецкурса «Дополнительные главы комплексного
анализа и некоторые приложения, 1 семестр»

1. Комплексные числа и планиметрия.
2. Метрическое доказательство Теоремы Жордана (о замкнутой жорда-
новой кривой на плоскости) и ее следствия (по работе [2]).

(1) Доказательство, что всегда есть ограниченная компонента до-
полнения.

(2) Доказательство, что их не более одной.

3. Модель Пуанкаре геометрии Лобачевского. Выполнение всех аксиом,
кроме параллельности. Анализ в пЛ.
4. Регулярные векторные поля на плоскости. Теория обтекания крыла:
теоремы Чаплыгина и Жуковского (см. также [3], гл. III, §2).

(1) До обтекания цилиндра с вихрем (искл).
(2) Обтекание цилиндра с вихрем. КрылоЖуковского. Условие Ча-

плыгина.
(3) Уравнения движения для идеальной жидкости. Закон Эйлера—

Бернулли.
(4) Формулы Чаплыгина и Жуковского.

5. Формула Помпейю. Свойства потенциала Коши ограниченной функ-
ции на компакте.
6. Определение основных пространств функций. Доказательство теоре-
мы Рунге.
7. Локализационный оператор Витушкина и его свойства.
8. Стандартное разбиение единицы и оценочная лемма при касании тре-
тьего порядка на ∞.
9. Доказательство теорем Мергеляна о приближении полиномами и ра-
циональными функциями комплексного переменного.
10. Следствия теоремы Мергеляна: уточненные варианты интегральной
теоремы и формулы Коши, формулы Коши для производных и теоремы
о вычетах.
11. Примеры Рот и Долженко об отсутствии равномерной рациональной
аппроксимации (см. также [4], гл. II: с. 41-42; гл. VIII: с. 285-287).
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Задачи к экзамену по спецкурсу, 1 семестр

Задача 1. Доказать теорему Брианшона или теорему Паскаля о шестиугольни-
ках.

Задача 2. Пусть γ — замкнутый жорданов путь в C. По теореме Жордана,
C \ [γ] = D t Ω, где D — ограниченная компонента C \ [γ], Ω — неогра-
ниченная. Доказать, что indγ(z) ≡ 0 для всех z ∈ Ω, indγ(z) ≡ 1 (или
indγ(z) ≡ −1) для всех z ∈ D.

Задача 3. Доказать неравенство треугольника для метрики Лобачевского в мо-
дели Пуанкаре.

Задача 4. Верна ли в модели Пуанкаре геометрии Лобачевского теорема о ме-
дианах треугольника?

Задача 5. Пусть D ⊂ Π+ — треугольник в пЛ, т. е. множество точек, ограни-
ченных со всех сторон тремя отрезками пЛ. Пусть α, β, γ — абсолютные
величины внутренних углов этого треугольника (в радианах). Доказать,
что S+(D) = π − α− β − γ.

Задача 6. Доказать, что модельное обтекание барьера (0, i] регулярным течени-
ем в верхней полуплоскости (конформный образ горизонтального тече-
ния) является вполне регулярным. Доказать отсутствие вполне регуляр-
ности для течения, определяемого каким-либо стандартным диполем.

Задача 7. Для диполя с параметром µ = 4π и центром в нуле найти время дви-
жения частицы по каждой своей замкнутой траектории.

Задача 8. Для внешности симметричного крылаЖуковского с параметрами θ =
0, β = 3 найти функцию Шварца и ее особые точки.

Задача 9. Доказать следующий вариант теоремы Рунге. Если область D одно-
связна в C, то пространство всех полиномов комплексной переменной
плотно в пространстве A(D).

Задача 10. Пусть ϕ ∈ C1
0 (C). Доказать, что оператор Витушкина Vϕ непрерывен

в пространстве Lipτ (C), τ ∈ (0, 1).
Задача 11. Привести пример компакта K, у которого K◦ связна, односвязна и

плотна в K, но CA(K) 6= R(K) (пример Долженко).
Задача 12. Пусть K1 замкнуто, а K2 — компакт в C, причем K1 ∩ K2 = ∅.

Если f ∈ C(C)∩A(C \ (K1 ∪K2)), то существуют такие функции f1 и f2

класса C(C), голоморфные вне K1 и K2 соответственно, что f = f1 + f2.
Эти функции f1 и f2 определены однозначно с точностью до аддитивных
постоянных.

Задача 13. Пусть K = {z ∈ C : |z| = 1}, и пусть f ∈ C(K). Верно ли, что если
f2 ∈ P (K), то и f ∈ P (K) ?

Задача 14. Пусть K — компакт в C со связным дополнением, и пусть f ∈ C(K).
Доказать, что если f2 ∈ P (K), то и f ∈ P (K) .



Глава 2

Лекции, 2 семестр

§ 2.1. Аналитические емкости γ и α. Устранимые особенности
голоморфных функций

2.1.1. Определение и простейшие свойства аналитической
емкости γ.

Пусть K — компакт в C, Ω = Ω(K) — неограниченная компонента
множества C• \K. Через A1(Ω) обозначим класс функций

{f ∈ A(Ω): ‖f‖Ω 6 1, f(∞) = 0}.
2.1.1. Определение. Аналитической емкостью компакта K называ-

ется величина
γ(K) = sup{|f ′(∞)| : f ∈ A1(Ω(K))},

где f ′(∞) = lim
z→∞

zf(z) — старший коэффициент c1 в разложении Лорана
функции f в окрестности ∞:

f(z) =

+∞∑
n=1

cn
(z − z0)n

,

где z0 — центр разложения, а коэффициент c1 не зависит от z0.

Нетрудно видеть, что γ — монотонная функция компактных мно-
жеств, т. е. γ(K1) 6 γ(K2) для любых компактов K1 и K2 с условием
K1 ⊆ K2.

Следующее утверждение тривиально (проверить!).

2.1.2. Предложение. Пусть L(z) = az + b, a, b ∈ C, a 6= 0. Тогда
γ(L(K)) = |a|γ(K).

ПустьK — связный компакт, содержащий более одной точки. Нетруд-
но установить (проверить!), что тогда компакт K̂ тоже связен и, следова-
тельно, область Ω = Ω(K) = C• \ K̂ односвязна в C•. По теореме Римана
найдется единственное конформное отображение h области Ω на единич-
ный круг B1 = {w ∈ C : |w| < 1} с условиями h(∞) = 0, h′(∞) > 0.

2.1.3. Предложение. В указанных условиях имеем γ(K) = h′(∞).
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Доказательство. Так как h ∈ A1(Ω), имеем γ(K) > h′(∞). Пусть
теперь f ∈ A1(Ω) — произвольная функция. Функция f(h−1(w)) удо-
влетворяет в B1 условиям леммы Шварца, поэтому |f(h−1(w))| 6 |w|
для всех w ∈ B1. Отсюда |f(z)| 6 |h(z)| всюду в Ω и, следовательно,
|f ′(∞)| 6 h′(∞), так что γ(K) 6 h′(∞). �

2.1.4. Следствие. Емкость замкнутого круга равна его радиусу.
Емкость отрезка равна четверти его длины.

Доказательство. Для кругов по предложению 2.1.2 достаточно
установить, что γ(B(0, 1)) = 1. Для этого надо только заметить, что
соответствующая функция h имеет вид h(z) = 1/z. Для случая отрезков,
соответственно, достаточно рассмотреть случай K = [−1, 1], и в качестве
функции h взять обратную функцию Жуковского из Ω(K) на B1. �

2.1.5. Упражнение. В условиях предложения 2.1.3 функция g клас-
са A1(Ω) с условием g′(∞) = γ(K) существует и единственна.

На самом деле последнее утверждение справедливо для любого ком-
пактаK. Функция g с указанными условиями называется функцией Аль-
форса (Ahlfors) компактаK. Здесь мы докажем только ее существование.

2.1.6. Предложение. Для любого компакта K существует функ-
ция g ∈ A1(Ω(K)) с условием g′(∞) = γ(K).

Доказательство. По определению емкости γ(K) найдется после-
довательность функций fn ∈ A1(Ω(K)) с условиями

f ′n(∞) = (1− 1/n)γ(K), n ∈ N.
Поскольку семейство {fn}n∈N равномерно ограничено в Ω = Ω(K), по
теореме Монтеля оно предкомпактно в Ω. Следовательно, найдется под-
последовательность {fnk}k∈N в {fn}n∈N, которая сходится к некоторой
функции g равномерно внутри Ω. Пусть R > 0 таково, что K ⊂ B(0, R).
Тогда

f ′nk(∞) =
1

2πi

∫
∂B(0,R)

fnk(z) dz → 1

2πi

∫
∂B(0,R)

g(z) dz = g′(∞) = γ(K)

при k → +∞. Ясно, что g ∈ A1(Ω(K)) по теореме Вейерштрасса. �

2.1.7. Предложение. Пусть {Kn}n∈N — невозрастающее семей-
ство компактов и K = ∩n∈NKn. Тогда γ(K) = lim

n→+∞
γ(Kn).

Доказательство. Аналогично доказательству предложения 2.1.6.
Легко установить, что Ω(K) ⊂ ∪n∈NΩ(Kn). При каждом N ∈ N для се-
мейства {gn}n>N , где gn — функция Альфорса компакта Kn, следует
применить теорему Монтеля в области Ω(KN ) и затем использовать ме-
тод диагональной последовательности. �

В приложениях очень полезен следующий факт.
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2.1.8. Предложение. Для всякого связного непустого компакта K
имеем

1

15
diam(K) 6 γ(K) 6

√
3

2
diam(K).

Доказательство. Оценка сверху вытекает из монотонности емко-
сти γ и следствия 2.1.4 (проверить, поместив K в надлежащий круг). До-
кажем оценку снизу, пользуясь уже знакомой выкладкой из конца дока-
зательства теоремы Мергеляна. Ввиду предложения 2.1.2 нам достаточ-
но рассмотреть случай, когда diam(K) = 1, а одной из пар диаметрально
противоположных точек в K является пара z0 = 0 и z1 = 1. Поскольку
компакт K связен, то его оболочка K̂ также связна и содержится в мно-
жестве E = {z ∈ C : |z| 6 1, |z − 1| 6 1}, а область Ω = Ω(K) односвязна
в C•. Как уже не раз обсуждалось в более общем контексте, в области Ω
существует голоморфная ветвь f1(z) многозначной функции

√
1− 1/z,

принимающая положительные значения на (1,+∞). Тогда по теореме
единственности функция zf1(z) имеет вне B1 разложение Лорана

z
(

1− 1

2z
− 1

8z2
+ · · ·

)
= z − 1

2
− 1

8z
+ · · · .

Функция

f2(z) = zf1(z)− z +
1

2
голоморфна в Ω и по принципу максимума ограничена в Ω величиной

A = ‖
√
|z(z − 1)|+ |z − 1/2|‖E 6 1 +

√
3/2.

Поскольку f2/A ∈ A1(Ω) и (f2)′(∞) = −1/8, получаем

γ(K) >
1

8A
>

1

15
.

Отметим, что на самом деле точная нижняя оценка в указанных усло-
виях имеет вид 4−1 diam(K) 6 γ(K). Она достигается в случае, когда K
есть отрезок. �

2.1.9. Упражнение. Доказать, что если компакт K лежит на пря-
мой, то

Λ1(K)

4
6 γ(K) 6

Λ1(K)

π
,

где Λ1 — длина на прямой.
На самом деле, в условиях этого упражнения всегда имеет место

равенство γ(K) = Λ1(K)/4.
Замечание. В предыдущем упражнении можем считать, чтоK есть

подмножество в R. Для получения нижней оценки (верхняя — достаточно
проста) нужно рассмотреть функцию

f(z) =

∫
K

i

z − t dt, z ∈ Ω(K)
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и оценить ее вещественную часть (‖Re f‖Ω(K) 6 π). Функция tg(f/4)
принадлежит классу A1(Ω(K)).

Установим еще одну оценку для емкости γ.

2.1.10. Предложение. Пусть Λ — мера Лебега на плоскости. Тогда
для любого компакта K справедлива оценка

γ(K) >
1

2
√
π

√
Λ(K).

Доказательство. Рассмотрим функцию

f(z) =

∫
K

dΛ(ζ)

z − ζ .

По лемме 1.5.6 о потенциале Коши (Гл. 3) функция f всюду определена
и непрерывна, голоморфна вне K и

‖f‖C 6 2
√
πΛ(K) =: A .

Остается учесть, что функция f/A ∈ A1(Ω(K)) и

f ′(∞)

A
=

Λ(K)

A
=

1

2
√
π

√
Λ(K).

Отметим, что точной здесь является оценка γ(K) >
√

Λ(K)/π, кото-
рая реализуется на кругах. �

Пусть теперь E — произвольное ограниченное множество в C. Тогда,
по определению, аналитической емкостью множества E называется ве-
личина

γ(E) = sup{γ(K) : K ⊂ E},
где указанный sup берется по всем компактам K, содержащимся в E.

При этом емкость γ остается монотонной функцией множеств, а из
предложения 2.1.7 непосредственно вытекает, что для всякого компак-
та K имеем γ(K) = inf{γ(U) : K ⊂ U}, где указанный inf берется по всем
ограниченным открытым множествам U , содержащим компакт K.

2.1.2. Множества голоморфно-устранимых особенностей
для класса ограниченных функций.

Аналитическая емкость γ напрямую приспособлена к описанию мно-
жеств т.н. голоморфно-устранимых особенностей для класса ограничен-
ных функций.

2.1.11. Определение. Компакт K в C называется голоморфно-ус-
транимым для класса ограниченных функций (ГУОФ-компактом), если
всякая функция f , голоморфная и равномерно ограниченная вне K, сов-
падает вне K с некоторой целой функцией, и, следовательно, является
константой.



§ 4.1. Аналитические емкости γ и α 73

2.1.12. Предложение. Компакт K является ГУОФ-компактом,
если и только если γ(K) = 0.

Доказательство. Сначала заметим, что если K является ГУОФ-
компактом, или если γ(K) = 0, то K не разделяет плоскость, т. е. Ω =

Ω(K) = C• \K, что эквивалентно условию K = K̂.
Если K является ГУОФ-компактом, то всякая функция f ∈ A1(Ω)

является постоянной (по теореме Лиувилля) и, следовательно, тожде-
ственно нулевой. Отсюда, по определению, γ(K) = 0.

Обратно, пусть, от противного, γ(K) = 0, но на Ω есть непостоянная
ограниченная голоморфная функция f . Пусть ckz−k + ck+1z

−k−1 + · · · —
разложение Лорана функции f(z) − f(∞) в окрестности ∞, где k ∈ N
— минимальный номер с условием ck 6= 0. Но тогда функция fε(z) =
εzk−1(f(z) − f(∞)) при достаточно малых ε > 0 принадлежит клас-
су A1(Ω). При этом имеем f ′ε(∞) = εck 6= 0, что противоречит условию
γ(K) = 0. �

Справедливо следующее более информативное (чем указанное в опре-
делении 2.1.11) свойство ГУОФ-компактов.

2.1.13. Предложение. Пусть K является ГУОФ-компактом. То-
гда для всякого открытого множества U в C, содержащего K, и всякой
функции f , голоморфной и равномерно ограниченной в U \K, найдется
функция F ∈ A(U) такая, что F = f в U \K.

Доказательство. Пусть d = dist(K,C \ U), тогда d > 0. При фик-
сированном δ ∈ (0, d/3) пусть {Bj , ϕj}j∈Z2 — стандартное δ-разбиение
единицы на C класса C1(C), и пусть J = {j ∈ Z2 : Bj ∩ K 6= ∅}. Тогда
функция ϕ =

∑
j∈J ϕj принадлежит классу C1

0 (U) и ϕ(z) = 1 в некоторой
окрестности V компакта K, V ⊂ U . Положим f(ϕ) = Vϕ(f) — действие
оператора Витушкина с индекс-функцией ϕ на f . Ровно также, как в
лемме 1.5.6 доказывается, что f(ϕ) равномерно ограничена и голоморф-
на вне K (и, следовательно, f(ϕ)(z) = 0 вне K), а функция F = f − f(ϕ)

голоморфна в (U \K) ∪ V = U . Что и требовалось. �

2.1.14. Упражнение. Доказать, что в условиях предложения 2.1.13
открытое множество U можно взять произвольным (не обязательно со-
держащим K).

2.1.3. Аналитическая C-емкость α и множества голоморфно-
устранимых особенностей для класса непрерывных функций.

Пусть K — компакт в C, K•c = C• \K и
AC1(K•c ) = {f ∈ C(C•) ∩ A(K•c ) : ‖f‖C• 6 1, f(∞) = 0}.

2.1.15. Определение. Аналитической C-емкостью компакта K на-
зывается величина

α(K) = sup{|f ′(∞)| : f ∈ AC1(K•c )}.
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Для произвольного ограниченного множества E ⊂ C полагаем

α(E) = sup{α(K) : K ⊂ E}, AC1(E•c ) =
⋃
K⊂E

AC1(K•c ),

где супремум и объединение берутся по всем компактам K, содержащим-
ся в E.

Ясно, что α является монотонной функцией ограниченных множеств
в C и что α(E) 6 γ(E) для любого ограниченного множества E.

Упражнение ниже совсем не сложно по модулю предложения 2.1.8 и
теоремы Брауэра о продолжении непрерывных функций.

2.1.16. Упражнение. Доказать, что для всякого ограниченного от-
крытого множества U ⊂ C имеем α(U) = γ(U). В частности, для любой
ограниченной области G имеем

1

15
diam(G) 6 α(G) 6

√
3

2
diam(G).

2.1.17. Определение. Компакт K называется голоморфно-устра-
нимым для класса непрерывных функций (ГУНФ-компактом), если вся-
кая функция f , непрерывная на C• и голоморфная вне K является кон-
стантой.

2.1.18. Упражнение. (i) Доказать, что предложения 2.1.2, 2.1.10,
2.1.12, 2.1.13, естественным образом переносятся на α-емкость.

(ii) Доказать, что α-емкость отрезка равна 0.
(iii) Если K — замыкание жордановой области, то γ(K) = α(K).
Переносятся ли на α-емкость другие свойства γ-емкости?

2.1.4. Аналитические емкости γ и α. Продолжение.
Ниже мы приведем без доказательства ряд «продвинутых» свойств

аналитических емкостей γ и α.
Напомним определение p-мерного обхвата по Хаусдорфу ограничен-

ного множества E в C (p ∈ [0, 2]):

Mp(E) = inf
∑
j

rpj ,

где нижняя грань берется по всем покрытиям {Bj} множества E откры-
тыми кругами (каждое {Bj} есть не более чем счетное покрытие множе-
ства E кругами Bj в C с радиусами rj).

Легко видеть, что если Mp(E) = 0 при некотором p ∈ [0, 2), то
Mq(E) = 0 при всех q ∈ (p, 2]. Величина

dimH(E) = sup{p ∈ [0, 2] : Mp(E) > 0}
называется размерностью по Хаусдорфу множества E.

2.1.19. Упражнение. Пусть K — компакт в C с условиемM1(K) =
0. Тогда γ(K) = 0. В частности, это так при dimH(K) < 1.
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2.1.20. Упражнение. Пусть K — компакт Дж.Гарнетта (1/4-себе-
подобный «квадрат»). Доказать, чтоM1(K) > 0 и dimH(K) = 1.

Гарнетт доказал (1970), что для его компакта γ(K) = 0.

2.1.21. Теорема. Если K — компакт и dimH(K) > 1, то α(K) > 0.

Отметим, что при каждом фиксированном p ∈ [0, 2] функция мно-
жествMp конечна и полуаддитивна, т. е.

Mp(E1 ∪ E2) 6Mp(E1) +Mp(E2)

для всех ограниченных множеств E1 и E2. Утверждение о том, что это
же свойство верно для емкостей γ и α, остается под вопросом (проблема
полуаддитивности).

В этом смысле пока не существует адекватного метрического описа-
ния аналитических емкостей. Приведем известное интеграл-геометри-
ческое описание емкостей γ и α (К. Толса, 2003-2004).

Для произвольной тройки точек z, w, ζ ∈ C пусть R(z, w, ζ) — радиус
окружности, проходящей через эти точки (полагаем R(z, w, ζ) = +∞,
если эти точки лежат на одной прямой). Кривизной Менгера для тройки
z, w, ζ называют величину c(z, w, ζ) = 1/R(z, w, ζ).

Пусть µ — неотрицательная конечная борелевская мера в C. Кривиз-
ной этой меры называется величина

c2(µ) =

∫∫∫ (
c(z, w, ζ)

)2
dµ(z) dµ(w) dµ(ζ) .

Это понятие ввел М.С. Мельников в 1995 г. при изучении дискретной
версии аналитической емкости γ.

Для произвольного ограниченного множества E положим

Mc1(E) = {µ : supp (µ) ⊂ E, c2(µ) 6 µ(E), µ(B(z, r)) 6 r ∀z ∈ C, r > 0};

κ(E) = sup

{∫
dµ : µ ∈Mc1(E)

}
;

κc(E) = sup

{∫
dµ : µ ∈Mc1(E),

µ(B(z, r))

r
→ 0 при r → 0 + ∀z ∈ C

}
.

2.1.22. Теорема (К. Толса). Найдется такая абсолютная констан-
та A > 1, что справедливы неравенства

A−1κ(E) 6 γ(E) 6 Aκ(E), A−1κc(E) 6 α(E) 6 Aκc(E)

для всех ограниченных множеств E.

Отсюда вытекает субаддитивность емкостй γ и α: найдется абсолют-
ная константа A1 > 1 такая, что

γ(E1 ∪ E2) 6 A1(γ(E1) + γ(E2)), α(E1 ∪ E2) 6 A1(α(E1) + α(E2))

для всех ограниченных борелевских множеств E1, E2.
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До сих пор не известно: верно ли, что в последних двух неравенствах
(о субаддитивности емкостей) можно взять A1 = 1, т. е. что эти емкости
полуаддитивны?
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§ 2.2. Критерии А. Г. Витушкина равномерной
приближаемости рациональными дробями для классов

функций

2.2.1. Постановка задачи и теорема Бишопа о локальности
класса R(X).

Наша основная задача (о индивидуальной рациональной аппрокси-
мации) состоит в следующем. Пусть X — компакт в C , f — непрерывная
комплекснозначная функция на X.

Задача 1. Каковы условия на f и X, необходимые и достаточные
для того, чтобы f можно было с любой точностью равномерно на X
приблизить рациональными функциями с полюсами вне X?

Класс всех функций на X, приближаемых в указанном смысле, обо-
значается через R(X). Очевидно, что

R(X) ⊂ CA(X) := C(X) ∩ A(X◦),

где E◦ — множество внутренних точек множества E (при X◦ = ∅ полага-
ем CA(X) = C(X)), а C(E) (при произвольном E ⊂ C•) — пространство
всех комплекснозначных непрерывных и ограниченных на E функций f
с равномерной нормой ‖f‖E = sup{|f(z)| : z ∈ E}.

Напомним, что через AC(X) обозначается замыкание в C(X) про-
странства A(X)|X , где A(X) — класс всех функций, голоморфных (каж-
дая в своей) окрестности компакта X. По теореме Рунге AC(X) = R(X)
для всякого компакта X, т. е. f ∈ R(X), если и только если для каждо-
го ε > 0 найдется g ∈ A(X) с условием ‖f − g‖X < ε. В этом случае,
если функция f продолжена до функции класса C0(C), то g тоже мож-
но выбрать с дополнительными условиями g ∈ C0(C) и ‖f − g‖C < ε
(доказать!).

В этом разделе обсуждается следующая проблема равномерной ра-
циональной аппроксимации для классов функций.

Задача 2. Для каких компактов X справедливо равенство R(X) =
CA(X)?

Иными словами: для каких X простейшее необходимое условие при-
ближаемости является одновременно достаточным?

Сначала установим следующую теорему Бишопа о локальности клас-
са R(X).

2.2.1. Теорема. Пусть X — компакт в C и f ∈ C(X). Тогда если
найдется конечное покрытие {Uj}j∈J компакта X открытыми множе-
ствами Uj с условиями f |X∩Uj ∈ R(X∩Uj) для всех j ∈ J , то f ∈ R(X).

Доказательство. Выберем такие функции ϕj ∈ C∞0 (Uj), j ∈ J ,
что функция ϕ =

∑
j∈J ϕj равна 1 в некоторой окрестности U компак-

та X. Пусть Xj = X ∩ Uj . Будем считать, что f ∈ C0(C), f |Xj ∈ R(Xj).



78 Глава 4. Лекции, 2 семестр

Зафиксируем произвольное число ε > 0. Тогда для каждого j ∈ J най-
дутся открытое множество Wj , содержащее Xj , и такая функция gj ∈
C0(C) ∩ A(Wj), что ‖f − gj‖ < ε.

Положим fj = Vϕjf и hj = Vϕjgj . Тогда по лемме 1.6.6 функции fj
и hj принадлежат C(C) и ‖fj − hj‖ 6 Ajε, где константы Aj = A(ϕj)
зависят только от ϕj . Более того, hj ∈ A(Wj ∪ (C \ supp (ϕj))), причем
множество Qj = Wj ∪ (C \ supp (ϕj)) является открытой окрестностью
компакта X.

Пусть f∗ =
∑
j∈J fj = Vϕf , h∗ =

∑
j∈J hj . Тогда h∗ ∈ C(C), h∗

голоморфна в окрестности ∩j∈JQj компакта X и ‖f∗ − h∗‖ 6 A∗ε, где
A∗ =

∑
j∈J Aj . По лемме 1.6.6 функция f − f∗ = f − Vϕf голоморфна

в окрестности U компакта X. Таким образом, функция h = h∗ + f − f∗
голоморфна в некоторой окрестности компакта X и справедлива оценка
‖f − h‖ = ‖h∗ − f∗‖ 6 A∗ε. Остается ε устремить к нулю. �

2.2.2. Упражнение. Пусть X — компакт в C, f ∈ C(X) и f 6= 0
на X. Если f2 ∈ R(X), то f ∈ R(X).

2.2.2. Критерий А. Г. Витушкина рациональной аппрокси-
мации для классов функций.

Следующий критерий установлен А. Г. Витушкиным (1967).

2.2.3. Теорема. Пусть X — компакт в C. Следующие условия эк-
вивалентны:

(a) CA(X) = R(X);
(b) α(D \X◦) = α(D \X) для любой ограниченной области D;
(c) найдутся такие A > 0, δ0 > 0 и k > 1, что

α(B(a, δ) \X◦) 6 Aα(B(a, kδ) \X) (2.2.1)

для каждого круга B(a, δ) с радиусом δ < δ0;
(d) для каждой точки a ∈ ∂X найдется такое k > 1, что

lim
δ→0

α(B(a, δ) \X◦)
α(B(a, kδ) \X)

< +∞. (2.2.2)

Доказательство. Докажем (a) ⇒ (b). Пусть выполнено (a). За-
фиксируем ограниченную область D с условием D ∩ ∂X 6= ∅, иначе
доказывать нечего. Положим E = D \ X◦. Тогда α = α(E) > 0 и, по
определению α(E), для любого ε ∈ (0, α) найдутся компакт K ⊂ E и
функция h ∈ AC1(K•c ) с условием h′(∞) = c1(h) > α − ε. Поскольку
h|X ∈ CA(X) = R(X), найдется последовательность функций {hn}+∞n=1 ⊂
C(C•), каждая hn голоморфна в своей окрестности компактаX, с услови-
ем hn ⇒ h на C• при n→ +∞. Выберем функцию ϕ ∈ C1

0 (D) с условием
ϕ(z) = 1 в некоторой окрестности компакта K. По лемме 1.6.6 каждая
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функция fn = Vϕhn голоморфна вне некоторого компактного подмноже-
ства Kn ⊂ D \X, причем

‖h−fn‖ = ‖Vϕ(h−hn)‖ 6 Aϕ‖h−hn‖ → 0, |c1(h)−c1(fn)| 6 Aϕ‖h−fn‖ → 0

при n→ +∞, где Aϕ ∈ (0,+∞) зависит только от ϕ. Таким образом, при
достаточно больших n ∈ N имеем

fn ∈ (1 + ε)AC1(K•nc) и |c1(fn)| > α− ε,
т. е. (1 + ε)α(D \X) > α− ε. Устремляя ε к нулю, получаем неравенство
α(D \X◦) 6 α(D \X), что и требовалось.

Включение (b)⇒ (c) очевидно.
Доказательство (c) ⇒ (a) составляет основное содержание теоре-

мы 2.2.3. Технически оно весьма сложно, поэтому мы разобьем его на
несколько этапов.

Этап 1 (подготовительный).
Рассмотрим произвольный компакт X с условием (c) и любую непре-

рывную функцию f на X, голоморфную на X◦. Продолжим f по теореме
Брауэра до функции f ∈ C0(C). Пусть ω(t) = ωC(f, t) — модуль непре-
рывности функции f на C (тогда ω(t)→ 0 при t→ 0+).

Мы докажем, что для любого ε > 0 существует fε ∈ C0(C) ∩ A(X) с
условием ‖f − fε‖ < ε. Затем останется устремить ε к 0.

Через A,A0, A1, . . . будут обозначаться положительные константы,
которые могут менять свои значения в разных соотношениях.

Зафиксируем произвольное число δ ∈ (0, δ0) и построим стандартное
δ-разбиение единицы {Bj , ϕj}j∈Z2 (см. лемму 1.5.3). Напомним, что при
j = (j1, j2) ∈ Z2 мы полагаем aj = δj1 + iδj2 и Bj = B(aj , δ). При этом

ϕj ∈ C1
0 (Bj), 0 6 ϕj(z) 6 1, ‖∂ϕj‖ 6

A1

δ
,

∑
j∈Z2

ϕj ≡ 1.

При каждом j положим

fj(z) = Vϕjf(z) =
1

π

∫
(f(z)− f(ζ))

z − ζ ∂ϕj(ζ) dΛ(ζ) =

= f(z)ϕj(z)−
1

π

∫
f(ζ)∂ϕj(ζ)

z − ζ dΛ(ζ).

Пусть
J∗ = {j ∈ Z2 : Bj ∩ supp (f) 6= ∅}.

При j /∈ J∗ имеем fj ≡ 0, причем множество J∗ конечно. При j ∈ J∗
положим Ej = Bj \X◦.

Напомним лемму 1.7.1.

2.2.4. Лемма. Каждая функция fj, j ∈ J∗ обладает следующими
свойствами:

(i) fj ∈ C(C•), fj(∞) = 0, ‖fj‖ 6 A2ω(δ);
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(ii) функция fj голоморфна на X◦ и вне supp (ϕj); таким образом,

fj ∈ A2ω(δ)AC1(E•jc), |f ′j(∞)| 6 A2ω(δ)α(Ej);

в частности, если Bj ⊂ X◦, то fj ≡ 0, а при Bj ∩X = ∅ имеем вклю-
чение fj ∈ A(X) ⊂ R(X); наконец,

∑
j∈J∗ fj ≡ f .

Нам понадобится следующая техническая лемма.

2.2.5. Лемма. Пусть E 6= ∅ — произвольное ограниченное множе-
ство в C и h ∈ AC1(E•c ). Тогда для всех z /∈ Ê справедливы оценки

|h(z)| 6 α(E)

d(z, E)
, (2.2.3)

|h′(z)| 6 4α(E)

(d(z, E))2
, (2.2.4)

причем вторая оценка верна и при всех z /∈ E.

Доказательство. Будем считать, что α(E) > 0, иначе утвержде-
ние тривиально. По определению AC1(E•c ), найдется компакт K ⊂ E с
условием h ∈ AC1(K•c ), поэтому достаточно провести доказательство для
компактных множеств E.

Зафиксируем z /∈ E и пусть Uz — компонента связности множества
Ec, содержащая точку z. Пусть сначала |h(z)| < 1. Тогда по принципу
максимума модуля |h(ζ)| < 1 для всех ζ ∈ Uz (в частности, это всегда
так, если Uz неограничена). При ρ = d(z, E) рассмотрим функцию

H(ζ) =
ρ

ζ − z
h(ζ)− h(z)

1− h(z)h(ζ)
.

Поскольку ‖h‖ 6 1, легко видеть, что ‖H‖ 6 1. Кроме того, H(∞) = 0.
Поэтому H ∈ AC1(E•c ) (особенность в точке ζ = z устранима), так что
|H ′(∞)| = ρ|h(z)| 6 α(E) и (2.2.3) установлена.

Для получения оценки (2.2.4) достаточно применить формулу Коши
для первой производной и оценку (2.2.3):

|h′(z)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
∂B(z,ρ/2)

h(ζ) dζ

(ζ − z)2

∣∣∣∣ 6 4α(E)

ρ2
.

Если же |h(z)| = 1, то h постоянна в Uz, и тогда h′(z) = 0. �

Пусть в условиях предыдущей леммы E ⊂ B(a, r). Разложим функ-
цию h вне B(a, r) в ряд Лорана с центром в точке a:

h(z) =

+∞∑
n=1

cn(h, a)

(z − a)n
,
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где (при любом ε > 0)

cn(h, a) =
1

2πi

∫
∂B(a,r+ε)

h(ζ)(ζ − a)n−1 dζ. (2.2.5)

В частности, c1(h, a) = c1(h) не зависит от точки a. Так как c2(h, b) =
c2(h, a)+(a−b)c1(h), то при c1(h) = 0 второй коэффициент c2(h, a) также
не зависит от a.

По определению емкости α имеем |c1(h)| 6 α(E). Оценим остальные
коэффициенты cn(h, a). Пусть n > 2. Подставляя оценку (2.2.3) в равен-
ство (2.2.5) при ε = r/(n− 1) (т. е. |ζ − a| = r(1 + 1/(n− 1)) = rn/(n− 1))
и учитывая, что [n/(n− 1)]n−1 < e, получаем

|cn(h, a)| 6 enrn−1α(E). (2.2.6)

Пользуясь (2.2.6) и стандартной оценкой ряда Лорана функции h
через геометрическую прогрессию, при |z−a| > 2r получаем неравенства

|h(z)| 6 Aα(E)

|z − a| , (2.2.7)∣∣∣∣h(z)− c1(h)

z − a

∣∣∣∣ 6 Arα(E)

|z − a|2 , (2.2.8)∣∣∣∣h(z)− c1(h)

z − a −
c2(h, a)

(z − a)2

∣∣∣∣ 6 Ar3

|z − a|3 . (2.2.9)

Этап 2. Схема приближения.
Изложим схему приближения функции f =

∑
j∈J∗ fj .

Пусть
J = {j ∈ Z2 : Bj ∩ ∂X 6= ∅}.

Если j 6∈ J то согласно лемме 2.2.4 имеем fj ∈ A(X) ⊂ R(X), так что
такие fj в приближении не нуждаются.

Пусть теперь j ∈ J . Положим Gj = B(aj , kδ) \ X. По определению
емкости α(Gj) и согласно (c) теоремы 2.2.3, мы можем подобрать функ-
ции f∗j ∈ Aω(δ)AC1(G•jc) ⊂ R(X) с условием c1(f∗j ) = c1(fj). Положим
gj = fj − f∗j (f∗j = fj , gj ≡ 0 при j 6∈ J), тогда

‖gj‖ 6 Aω(δ), c1(gj) = 0. (2.2.10)

Далее, ввиду (2.2.6) при E = Ej , E = Gj и h = fj , h = f∗j соответственно
(берем n = 2), имеем

|c2(gj)| 6 Aω(δ)δα(Gj). (2.2.11)

Применяя (2.2.10), (2.2.11) и (2.2.9) для h = gj и E = B(aj , kδ), при
|z − aj | > 2kδ получаем:

|gj(z)| 6
Aω(δ)δα(Gj)

|z − aj |2
+
Aω(δ)δ3

|z − aj |3
. (2.2.12)
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Отметим, что в случае X◦ = ∅ доказательство можно завершить
ровно по схеме (окончания) доказательства теоремы Мергеляна: коэф-
фициенты c2(gj) можно «уравнять» с помощью подходящих функций
λj(h

∗
j )

2, где λj ∈ C и hj ∈ AC1(G•jc) (проверить нужные оценки на |λj |!).
Основная идея дальнейшего доказательства состоит в том, что на са-

мом деле нет необходимости уравнивать все вторые коэффициенты c2(gj)
функций gj , j ∈ J , достаточно уравнять (с надлежащими оценками)
только суммарные коэффициенты

∑
j∈Γms

c2(gj) для специального раз-
биения {Γms} множества J на непересекающиеся «группы» Γms.

Нам понадобятся следующие сокращенные обозначения. При I ⊂ J
и z ∈ C положим

αI =
∑
j∈I

α(Gj), GI =
⋃
j∈I

Gj ,

gI =
∑
j∈I

gj , I ′(z) = {j ∈ I : |z − aj | > 2kδ},

L′I(z) =
∑

j∈I′(z)

(
δαj

|z − aj |2
+

δ3

|z − aj |3
)
.

Кроме того, пусть LI(z) = L′I(z) при I = I ′(z), и LI(z) = 1 + L′I(z) в
противном случае. Ввиду (2.2.10) и (2.2.12) при любом I ⊂ J справедлива
оценка

|gI(z)| 6
∑
j∈I
|gj(z)| 6 Aω(δ)LI(z). (2.2.13)

Мы хотим разбить совокупность индексов J на непересекающиеся
«группы» {Γms : m ∈ Z, 1 6 s 6 sm} и приблизить сумму локализован-
ных функций в каждой группе как единое целое.

2.2.6. Определение. Подмножество Γ в J назовем «полной груп-
пой» индексов если выполняются следующие условия:

(1) Γ является «вертикальной и связной» в J . Это означает, что су-
ществует индекс jΓ = (jΓ

1 , j
Γ
2 ) ∈ Γ («вершина» группы Γ) такой, что для

всех j = (j1, j2) ∈ Γ имеем j1 = jΓ
1 и j2 > jΓ

2 . Более того, для всех j ∈ Γ и
j′ ∈ J с условием j′1 = jΓ

1 и jΓ
2 6 j

′
2 6 j2 выполняется включение j′ ∈ Γ.

(2) Γ можно представить в виде Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 таким образом, что
для всех jθ ∈ Γθ, θ = 1, 2, 3, имеют место неравенства

j1
2 < j2

2 < j3
2 ,

∣∣aj1 − aj3∣∣ > k′δ, (2.2.14)

где k′ > 4k, зависящее только от k, будет выбрано позже, причем при
θ = 1 и θ = 3 справедливы неравенства

δ 6 αΓθ < δ + kδ.

Опишем подробно процедуру разбиения множества J на «группы».
Сначала мы разобьем множество J на «вертикальные» составляющие



§ 4.2. Критерии А. Г. Витушкина для классов функций 83

Jm = {j ∈ J : j1 = m}, m ∈ Z (число тех m, для которых Jm 6= ∅, конеч-
но), а затем разделим каждое Jm на конечное число непересекающихся
групп Γms, s = 1, . . . , sm, по следующей схеме. Начиная с самого ниж-
него индекса j в Jm (вершины группы Γm1 в Jm), мы включаем в Γm1

(двигаясь вверх без пропусков в Jm) все индексы j ∈ Jm до тех пор,
пока не наберем минимальную по числу элементов полную группу Γm1.
Затем мы повторяем то же самое для Jm \ Γm1 и т. д. После построения
нескольких полных групп Γm1, . . . ,Γmsm−1

(возможно даже пустого их
семейства) может остаться последняя часть Γmsm = Jm \Γm1 \ . . .Γmsm−1

индексов в Jm, которая уже не содержит никакой полной группы. Эту
часть Γmsm мы назовем «неполной группой» (ясно, что для каждого m
может возникнуть не более одной неполной группы). Фиксируем полу-
ченное разбиение {Γms} множества J .

Заметим, что каждая полная группа Γms минимальна по построе-
нию, поэтому для ее второй части Γ2

ms должно выполняться неравен-
ство αΓ2

ms
6 k′kδ. Таким образом, по определению 2.2.6, ввиду (2.2.11)

и (2.2.13), мы можем утверждать, что для каждой группы Γ = Γms (как
полной, так и неполной) имеют место соотношения

αΓ 6 Aδ, c1(gΓ) = 0, (2.2.15)

|c2(gΓ)| 6 Aω(δ)δ2, (2.2.16)
|gΓ(z)| 6 Aω(δ)LΓ(z), ‖gΓ‖ 6 Aω(δ). (2.2.17)

Второе неравенство в (2.2.17) непосредственно вытекает из первого
с учетом оценки

‖LΓ‖ 6 ‖LJm‖ 6 A, (2.2.18)
которая, в свою очередь, следует из определения LI , I ⊂ J , и сходимости
соответствующего мажорирующего ряда:

A

+∞∑
l=1

(
l−2 + l−3

)
.

2.2.7. Лемма (Основная). Для каждой полной группы Γ = Γms най-
дется функция hΓ ∈ Aω(δ)AC1(G•Γc) ⊂ R(X) такая, что

c1(hΓ) = 0, c2(hΓ) = c2(gΓ),

причем для всех z ∈ C

|hΓ(z)| 6 Aω(δ)LΓ(z). (2.2.19)

Доказательство. Вначале мы построим «заготовки» для функ-
ции hΓ. Для каждого j ∈ Γ выберем hj ∈ 2AC1(G•jc) ⊂ R(X) с условием
c1(hj) = α(Gj) ≡ αj . Разложим нашу группу Γ по определению 2.2.6:
Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3. Зафиксируем прозвольные j1 ∈ Γ1 и j3 ∈ Γ3 и по-
ложим hθ = hjθ , aθ = ajθ , Gθ = Gjθ , αθ = α(Gθ) при θ = 1 и θ = 3.
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Пусть λθ ∈ (0, 1], θ = 1 и θ = 3, таковы, что α1λ1 = α3λ3. Положим
l = |a1 − a3|/δ и рассмотрим функцию

h13(z) = h13(j1, j3, λ1, λ3, z) =
λ3h3(z)− λ1h1(z)

l
. (2.2.20)

При |z − aθ| > kδ, θ = 1 и θ = 3, пусть

hθ(z) =
αθ

z − aθ +
βθ

(z − aθ)2
+ · · ·

есть разложение Лорана функции hθ с центром в точке aθ.
Ввиду (2.2.6) при h = hθ/2 и E = Gθ имеем

|βθ| 6 A0δα
θ, (2.2.21)

где A0 > 0 зависит только от k. Ясно, что c1(h13) = 0, причем

c2(h13) = c2(h13, a1) = λ1α1iδ +
λ3β3 − λ1β1

l
.

Таким образом, (2.2.21) дает неравенство

|c2(h13)− λθαθiδ| 6 2A0δλ
θαθ

l
.

Теперь зададим k′ в (2.2.14) по формуле k′ = max{4A0, 4k}. Поскольку
l > k′ (см. (2.2.14)), мы получаем

|c2(h13)− λθαθiδ| 6 λθαθδ

2
. (2.2.22)

Используя (2.2.8) для r = kδ, E = Gθ и h = hθ (θ = 1 и θ = 3),
применяя (2.2.21), получим, что при условии |z− aθ| > 2kδ (для обеих θ)
справедлива оценка

|h13(z)| 6 1

l

(∣∣∣∣λ3h3(z)− λ3α3

z − a3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣λ1h1(z)− λ1α1

z − a1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ λ3α3

z − a3
− λ1α1

z − a1

∣∣∣∣)
6

Aλ3α3δ

|z − a3|2 +
Aλ1α1δ

|z − a1|2 +
λ1α1|a3 − a1|/l
|z − a3||z − a1|

6 A2

(
λ1α1δ

|z − a1|2 +
λ3α3δ

|z − a3|2
)
. (2.2.23)

Из (2.2.14) и неравенства |a1 − a3| > k′δ > 4kδ при |z − aθ| 6 2kδ
имеем |z − a4−θ| > 2kδ, так что согласно (2.2.7) (при h = h4−θ/2),

|h13(z)| 6 2λθ +
Aλ4−θα4−θ

|z − a4−θ| . (2.2.24)

Мы построим функцию hΓ как линейную комбинацию функций h13 =
h13(j1, j3, λ1, λ3, ·). Элементарно проверяется, что для каждого j ∈ Γ1∪Γ3

найдутся λ(j, p) (p = 1, . . . , pj) со следующими свойствами:
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(1) λ(j, p) > 0,
∑pj
p=1 λ(j, p) 6 1 для всех j;

(2) между множествами индексов

Φθ = {(j, p) : j ∈ Γθ, 1 6 p 6 pj}, θ = 1 и θ = 3,

существует взаимно однозначное соответствие

Φ1 3 (j1, p1)←→ (j3, p3) ∈ Φ3,

для которого λ(j1, p1)αj1 = λ(j3, p3)αj3 ;
(3) при θ = 1 и θ = 3 ∑

(j,p)∈Φθ

λ(j, p)αj = δ. (2.2.25)

Положим

h =
∑

(j1,p1)∈Φ1

δ

|aj3 − aj1 |
(
λ(j3, p3)hj3 − λ(j1, p1)hj1

)
, (2.2.26)

где (j3, p3) соответствует (j1, p1) в вышеуказанном смысле. Каждое сла-
гаемое суммы (2.2.26) в точности имеет вид (2.2.20) при λθ = λ(jθ, pθ).
Ясно, что c1(h) = 0, а ввиду (2.2.22) и (2.2.25) имеем

|c2(h)| > 1

2

∑
(j,p)∈Φ1

λ(j, p)αjδ =
δ2

2
. (2.2.27)

Подставляя в (2.2.26) неравенства (2.2.23), (2.2.24) и (2.2.25), для всех
z ∈ C получаем

|h(z)| 6 ALΓ(z).

Остается взять hΓ = c2(gΓ)h/c2(h) и воспользоваться (2.2.16), (2.2.27), а
также последним неравенством. Лемма 2.2.7 доказана. �

Этап 3. Продолжение доказательства теоремы 2.2.3. Оценки.
Нам остается показать, что функция f =

∑
j fj равномерно на C с

точностью Aω(δ) приближается функцией

F =
∑
j 6∈J

fj +

′∑
m,s

( ∑
j∈Γms

f∗j + hΓms

)
+

′′∑
m,s

∑
j∈Γms

f∗j ,

где
′∑

m,s
и
′′∑
m,s

означают суммирования по всем полным и неполным груп-

пам соответственно. Иными словами, достаточно установить, что для
всех z ∈ C верна оценка

|F (z)− f(z)| 6
′∑

m,s

|gΓms(z)− hΓms(z)|+
′′∑
m,s

|gΓms(z)| 6 Aω(δ),

после чего остается δ устремить к 0.
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С этого момента мы фиксируем z ∈ C, причем без ограничения общ-
ности мы предполагаем, что |z| < δ (при параллельном переносе плос-
кости, оставляющем на месте нашу δ-решетку, конструкция построения
групп не меняется).

Пусть Γm = Γmsm является неполной группой в Jm (таких не более
одной). Нетрудно видеть, что при |m| > 2 имеем∑

j∈Jm

δ3

|z − aj |3
6 A2

∑
l∈Z

1(
m2 + l2

)3/2 6 A3

∫ ∞
−∞

dt(
m2 + t2

)3/2 6 A

m2
,

(2.2.28)
откуда из (2.2.15) и (2.2.17) при всех m ∈ Z получаем

|gΓm(z)| 6 Aω(δ)
1

m2 + 1
.

Поэтому
′′∑
m,s

|gΓms(z)| =
∑
m

|gΓm(z)| 6 Aω(δ)
∑
m∈Z

1

m2 + 1
,

что и требовалось.
Для каждой полной группы Γms положим Ψms = gΓms − hΓms . Оста-

ется доказать, что
′∑

m,s

|Ψms(z)| 6 Aω(δ), (2.2.29)

где z ∈ B(0, δ).
Для всех m с условием |m| 6 4k нам достаточно иметь оценку

′∑
s

|Ψms(z)| 6 Aω(δ), (2.2.30)

которая непосредственно вытекает из (2.2.17) и (2.2.19).
Фиксируем m с условием |m| > 4k и обозначим через dms диаметр

множества Ems =
⋃
j∈Γms

B(aj , kδ), т. е.

dms = max
j,j′∈Γms

|aj − aj′ |+ 2kδ.

Пусть S′m — множество индексов s, для которых dms/δ 6 |m|1/4, а
S′′m — совокупность остальных индексов (здесь и далее группы Γms явля-
ются полными).

Пусть s ∈ S′m. Положим a = ams = ajms , где jms — вершина груп-
пы Γms, r = dms, E = Ems. Применим (2.2.9) при g = Ψms. Последнее
возможно, поскольку ‖Ψms‖ 6 Aω(δ) и |z−a| > (|m|−1)δ > 3|m|1/4δ > 3r.

Ввиду c1(Ψms) = c2(Ψms) = 0, получаем

|Ψms(z)| 6
Aω(δ)(δ|m|1/4)3

|z − ams|3
.
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Так как все ams различны, то также как в (2.2.28):∑
s∈S′m

|Ψms(z)| 6 A2ω(δ)|m|3/4
∑
q∈Z

1

(m2 + q2)3/2
6
A3ω(δ)

|m|5/4 .

Таким образом,∑
|m|>4k

∑
s∈S′m

|Ψms(z)| 6
∑
|m|>4k

A3ω(δ)

|m|5/4 6 Aω(δ). (2.2.31)

Пусть теперь |m| > 4k, s ∈ S′′m. Обозначим через bms точку из мно-
жества {aj : j ∈ Γms}, ближайшую к точке z. Ввиду (2.2.15), (2.2.17)
и (2.2.19) получаем

|Ψms(z)| 6
∑
j∈Γms

Aω(δ)δαj
|z − aj |2

+
∑
j∈Γms

Aω(δ)δ3

|z − aj |3
6

6
A2ω(δ)δ2

|z − bms|2
+
∑
j∈Γms

Aω(δ)δ3

|z − aj |3
. (2.2.32)

Заметим, что для всех s ∈ S′′m имеем dms/δ > m1/4, поэтому на каж-
дом отрезке длины δm1/4, принадлежащем прямой {ζ : Re ζ = mδ}, ле-
жит не более трех различных точек bms, s ∈ S′′.

Поэтому из (2.2.32) и (2.2.28) следует, что∑
s∈S′′m

|Ψms(z)| 6 A3ω(δ)
∑
q∈Z

δ2

m2δ2 + (q|m|1/4δ)2
+
∑
j∈Jm

Aω(δ)δ3

|z − aj |3
6

6
A4ω(δ)

|m|5/4 +
A4ω(δ)

m2
6
A5ω(δ)

|m|5/4 ,
и, окончательно,∑

|m|>4k

∑
s∈S′′m

|Ψms(z)| 6
∑
|m|>4k

A5ω(δ)

|m|5/4 = Aω(δ).

Чтобы получить (2.2.29) остается просуммировать (2.2.30), (2.2.31) и
последнее неравенство. Утверждение (c)⇒ (a) доказано.

Поскольку, очевидно, (c) ⇒ (d), остается доказать, что нарушение
любого из эквивалентных условий (a), (b) или (c) влечет нарушение усло-
вия (d).

Пусть (a) не выполняется, тогда (из отрицания (c)) найдутся δ1 > 0
и a1 ∈ C такие, что

α
(
B(a1, δ1) \X◦

)
> 3α

(
B(a1, 3δ1) \X

)
.

Положим X1 = X ∩B(a1, 2δ1). Из монотонности α и последнего неравен-
ства получаем

α
(
B(a1, δ1) \X◦1

)
> 3α

(
B(a1, δ1) \X1

)
.
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Поскольку условие (b) нарушается дляX1, имеем CA(X1) 6= R(X1). Тогда
найдутся δ2 > 0 и a2 ∈ C такие, что

α
(
B(a2, δ2) \X◦1

)
> 32α

(
B(a2, 3

2δ2) \X1

)
.

В частности, 32α
(
B(a2, 3

2δ2)\X1

)
< δ2, поэтому B(a2, 3

2δ2)\X1 не может
содержать никакого диска радиуса δ2. Но тогда

B(a2, 3
2δ2) ⊂ B(a1, 2δ1 + 2δ2), B(a2, 2δ2) ⊂ B(a1, 2δ1).

При этом B(a2, δ2) \X1 = B(a2, δ2) \X и

α
(
B(a2, δ2) \X◦

)
> 32α

(
B(a2, 3

2δ2) \X1

)
> 32α

(
B(a2, 3

2δ2) \X
)
.

Кроме того, из условия 32δ2 6 2δ1 + 2δ2 следует, что δ2 < δ1/2.
Повторяя это построение, т. е. полагая

Xn = B(an, 2δn) ∩Xn−1 = B(an, 2δn) ∩X,

найдем такие an+1 ∈ C и δn+1 > 0, что

α
(
B(an+1, δn+1) \X◦n

)
> 3n+1α

(
B(an+1, 3

n+1δn+1) \Xn

)
, (2.2.33)

откуда следует, что δn+1 < δn/2 и B(an+1, 2δn+1) ⊂ B(an, 2δn).
Таким образом, при m > n имеем

|am − an| 6
m−1∑
s=n

|as+1 − as| 6
m−1∑
s=n

2δs 6 4δn,

так что {an} сходится к некоторой точке a с условием

|an − a| 6 4δn, n ∈ N.

В частности,

B(an, δn) ⊂ B(a, 5δn), B(a, (3n − 4)δn) ⊂ B(an, 3
nδn), n > 2.

Из (2.2.33) и монотонности α находим, что

α
(
B(a, 5δn) \X◦

)
> 3nα

(
B(a, (3n − 4)δn) \X

)
,

так что условие (d) нарушается в точке a. Ясно, что a ∈ ∂X. Теорема
доказана. �

До сих пор открыта следующая проблема.
Пусть X — произвольный компакт в C, f ∈ C(X). Верно ли, что

из условия f2 ∈ R(X) следует, что и f ∈ R(X)?
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2.2.3. Топологические и метрические условия совпадения
классов CA(X) и R(X).

Поскольку всегда
α
(
B(a, δ) \X◦

)
6 δ и α

(
B(a, δ) \X

)
= γ

(
B(a, δ) \X

)
,

при k = 1 в (2.2.2) из теоремы 2.2.3 получаем следующие результаты.

2.2.8. Следствие. Если компакт X удовлетворяет условию

lim
δ→0

γ(B(a, δ) \X)

δ
> 0

для каждой точки a ∈ ∂X, то CA(X) = R(X).

2.2.9. Следствие. Если каждая точка границы компакта X при-
надлежит границе некоторой компоненты дополнения этого компакта,
то CA(X) = R(X).

Доказательство. Если точка a ∈ ∂X принадлежит границе неко-
торой компоненты Ω дополнения к X, то при δ < diam(Ω)/3 множе-
ство B(a, δ)\X содержит жорданову дугу с диаметром, большим δ. Тогда
из предложения 2.1.8 имеем γ(B(a, δ) \X) > δ/15 и остается применить
следствие 2.2.8. �

2.2.10. Следствие. Если компакт X таков, что для всякой точки
a ∈ ∂X выполнено условие (на т.н нижнюю лебегову плотность мно-
жества C \X в точке a)

lim
δ→0

Λ(B(a, δ) \X)

πδ2
> 0

то CA(X) = R(X).

Доказательство. Утверждение вытекает из предложения 2.1.10 и
следствия 2.2.8. �

2.2.4. Примеры отсутствия аппроксимации.
Пусть X — компакт в C и {Ωj}j∈J — компоненты дополнения к X

(множество J непусто и не более чем счетно). Множество
∂iX = ∂X \ ∪j∈J∂Ωj

называется внутренней границей компакта X.
Следующий пример компакта X с условием CA(X) 6= R(X) основан

на известном уже примере А.Рот.

2.2.11. Предложение. Пусть B0 — замыкание некоторого откры-
того круга B0, K — носитель (образ) жордановой кривой с условиями
α(K) > 0, K \ {a} ⊂ B0, где a ∈ ∂B0 является концевой точкой K.
Пусть {Bn = B(an, rn)}+∞n=1 — семейство попарно внешних, т. е. с непе-
ресекающимися замыканиями, открытых кругов в B0 со следующими
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условиями: для всякого n ∈ N замкнутый круг Bn касается K в одной
точке bn, каждая точка b ∈ K является предельной для последователь-
ности {an}+∞n=1 и, наконец,

∑+∞
n=1 rn < +∞.

Пусть X = B0 \ ∪n∈NB(an, rn). Тогда CA(X) 6= R(X).

Доказательство. Отметим, что здесь ∂iX = K \ {a, b1, b2, . . . } (по-
строить такой компакт и проверить это условие). При этом мера

dµz = dz|∂+B0
−

+∞∑
n=1

dz|∂+Bn

ортогональна R(X). Пусть f ∈ AC1(K•c ), f ′(∞) > 0. Тогда f ∈ CA(X),
но
∫
f(z) dµz 6= 0, т. е. f /∈ R(X). �

2.2.12. Задача. Восстановить пропущенные детали в этом доказа-
тельстве.

Отметим, что в последнем примере компакт X имеет связную и од-
носвязную внутренность. С помощью этого примера можно построить
два гомеоморфных компакта X1 и X2 такие, что CA(X1) = R(X1), но
CA(X2) 6= R(X2).
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§ 2.3. Теорема М.С. Мельникова об оценке интеграла Коши

В этом параграфе доказывается теорема М.С. Мельникова об оценке
интеграла Коши, имеющая важные приложения в теории рациональных
аппроксимаций. Сначала установим несколько предварительных фактов.

2.3.1. Лемма. Пусть K — компакт в C, a > 0. Если функция f ∈
C(C•) голоморфна вне K и |Re f(z)| 6 a для всех z, то

|f ′(∞)| 6 8a

π
α(K).

Доказательство. Считаем, что a > 0, ибо иначе все просто. Так
как |Re(f − f(∞))| 6 2a, то для функции

g(z) = tg
(π(f(z)− f(∞))

8a

)
имеем ‖g‖ 6 1. Поэтому g ∈ AC1(K•c ) и из определения α(K) получаем
|g′(∞)| = |πf ′(∞)|/8a 6 α(K), что и требовалось. �

Мы будем использовать симметрию z 7→ z∗ = 1/z относительно ∂B1.
Образ множества E относительно этой симметрии обозначим через E∗.
Если функция f голоморфна на некотором непустом открытом множе-
стве U , то функция f(z∗) будет голоморфной на U∗. Отметим, что z∗ = z
на ∂B1.

2.3.2. Лемма. При r ∈ (0, 1) пусть K — компактное подмножество
кольца {r < |z| < 1}. Тогда

α(K∗) 6
8α(K)

r2
, α(K) 6 8α(K∗).

Доказательство. Пусть f ∈ AC1(K∗•c ). Положим

g(z) =
f(z∗)− f(0)

2
.

Тогда g ∈ AC1(K•c ) и g′(0) = f ′(∞)/2. Используя оценку (2.2.4) лем-
мы 2.2.5, мы получаем неравенство |f ′(∞)| = 2|g′(0)| 6 8α(K)/r2, откуда
α(K∗) 6 8α(K)/r2. Оценка α(K) 6 8α(K∗) получается из (2.2.4) таким
же способом. �

Пусть функция h ∈ C(C•) голоморфна в некоторой окрестности за-
мкнутого кольца {r 6 |z| 6 1}. Используя метод доказательства теоремы
Лорана, мы можем представить функцию h в виде h(z) = h0(z) + h1(z),
где функция h0(z) голоморфна при |z| 6 1, функция h1(z) голоморфна
при |z| > r и h1(∞) = 0, причем функции h0 и h1 непрерывны и ограни-
чены всюду и голоморфны там, где голоморфна h. Такое представление
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единственно:

h0(z) =


1

2πi

∫
∂+B1

h(ζ)

ζ − z dζ, |z| < 1,

h(z) +
1

2πi

∫
∂+Br

h(ζ)

ζ − z dζ, |z| > r.
(2.3.1)

Из первого равенства и простой оценки получаем, что

|h0(z)| 6 ‖h‖B1

1− r , |z| 6 r,

откуда |h1(z)| 6 2‖h‖B1
/(1−r) при |z| 6 r. Тогда по принципу максимума

модуля (вне Br) имеем

‖h1‖ 6
2‖h‖B1

1− r .

Предположим дополнительно, что функция h вещественна на ∂B1.
Выражая первый интеграл в (2.3.1) параметрически (ζ = eiθ), перепишем
его в виде

h0(z) =
1

2π

∫ 2π

0

1

2

[
eiθ + z

eiθ − z + 1

]
h(eiθ) dθ, |z| < 1.

Теперь заметим, что функция

Re
eiθ + z

eiθ − z =
1− |z|2
|eiθ − z|2

является в точности ядром Пуассона. Следовательно,

|Reh0(z)| 6 ‖h‖∂B1
при |z| < 1.

Из равенства h1 = h− h0 и принципа максимума тогда следует, что

‖Reh1‖ 6 2‖h‖B1

и, кроме того,
‖Reh0‖ 6 3‖h‖.

2.3.3. Лемма. Пусть r ∈ (0, 1) и K — компактное подмножество
в кольце {r < |z| < 1}. Тогда

α(K ∪K∗) 6 134α(K)

r2
.

Доказательство. Достаточно показать, что

|g′(∞)| 6 67α(K)

r2

для всякой функция g ∈ AC1((K ∪K∗)•c) с условием g(z∗) = g(z). Общий
случай сводится к этому, поскольку всякую функцию f ∈ AC1((K∪K∗)•c)
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можно представить в виде f = f1 + if2, где

f1(z) =
f(z) + f(z∗)

2
, f2(z) =

f(z)− f(z∗)

2i
,

а затем воспользоваться уже полученной оценкой отдельно для f1 и f2.
Итак, пусть функция g такова, как сказано выше, тогда она веще-

ственна на ∂B1. Положим g = g0 + g1, где g0 голоморфна на B1, а g1

голоморфна вне B1 и g1(∞) = 0 (при этом g0 и g1 голоморфны там, где
голоморфна g, т. е. вне K ∪ K∗). В силу предыдущих замечаний имеем
‖Re g0‖ 6 3 и ‖Re g1‖ 6 2. Используя леммы 2.3.1 и 2.3.2, мы получаем

|g′(∞)| 6 |g′0(∞)|+ |g′1(∞)| 6 16

π
α(K) +

24

π
α(K∗) 6

16r2 + 192

πr2
α(K),

что и требуется с учетом 0 < r < 1. �

2.3.4. Теорема (Мельников). Существует такая абсолютная кон-
станта A0 ∈ (0,+∞), что если B — открытый круг, K — произвольный
компакт в B, а функция f ∈ C(B) является голоморфной на множе-
стве B \K, то ∣∣∣∣∫

∂+B

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 A0‖f‖Bα(K ∩B).

Доказательство. Линейной заменой переменных мы можем све-
сти задачу к случаю B = B1. Кроме того, мы можем предположить, что
функция f голоморфна в некоторой окрестности окружности ∂B1. Дей-
ствительно, из доказательства теоремы Мергеляна следует, что функ-
цию f можно с любой точностью равномерно на B1 приблизить функци-
ями, одновременно голоморфными как на области голоморфности функ-
ции f , так и в окрестности окружности ∂B1. Из этих же соображений мы
можем считать, что K — компакт в B1. Наконец, мы можем положить
‖f‖B1

= 1.
Рассмотрим отдельно два частных случая.
Пусть сначала K ⊂ B(0, 2/3) = B2/3. Положим f = f0 + f1, где

функция f0 голоморфна в B1, а функция f1 голоморфна вне K, причем
f1(∞) = 0. Используя оценки, следующие за леммой 2.3.2, и полагая там
r = 2/3, мы получаем ‖f1‖ 6 6‖f‖B1 = 6, откуда∫

∂B1

f(z) dz =

∫
∂B1

f1(z) dz = 2πif ′1(∞)

и, следовательно,∣∣∣∣∫
∂B1

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 2π|f ′1(∞)| 6 12πα(K).
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Во втором случае предположим, что K есть компактное подмноже-
ство кругового кольца {1/3 < |z| < 1}. Пусть

g(z) = z2f(z)− 1

πi

∫
∂B1

Re(ζ2f(ζ))

ζ − z dζ =

= z2f(z)− 1

2π

∫ 2π

0

[
eiθ + z

eiθ − z + 1

]
Re(ζ2f(ζ)) dθ,

где ζ = eiθ и |z| < 1. Беря вещественные части и замечая, что функ-
ция Re(eiθ + z)/(eiθ − z) есть ядро Пуассона, мы получаем, что функ-
ция Re g принимает на ∂B1 постоянное значение

a = − 1

2π

∫ 2π

0

Re(ζ2f(ζ)) dθ.

Функция g непрерывно продолжается на C• по формуле

g(z) = −g(z∗) + 2a, |z| > 1,

причем g голоморфна вне K ∪K∗ (по теореме Морера вблизи ∂B1).
Ясно, что |Re g| 6 3 на B1, откуда |a| 6 3 и |Re g| 6 9 на C•. Кроме

того,

g′(∞) = −g′(0) =
1

πi

∫
∂B1

Re(ζ2f(ζ))

ζ2
dζ.

В силу лемм 2.3.1 и 2.3.3 имеем∣∣∣∣∫
∂B1

Re(ζ2f(ζ))

ζ2
dζ

∣∣∣∣ = π|g′(∞)| 6 72α(K ∪K∗) 6 105α(K).

Заменяя f на if , мы получаем оценку∣∣∣∣∫
∂B1

Im(ζ2f(ζ))

ζ2
dζ

∣∣∣∣ 6 105α(K).

Суммируя эти неравенства, мы находим∣∣∣∣∫
∂B1

f(ζ) dζ

∣∣∣∣ 6 2 · 105α(K).

Теперь завершим доказательство общего случая. Пусть K — про-
извольное компактное подмножество в B1. Положим K1 = K ∩ B2/3 и
K2 = K ∩ {1/3 6 |z| < 1}. Найдется ϕ ∈ C1

0 (B2/3) с условиями ϕ(z) = 1

в B1/3 и ‖∂ϕ/∂z‖ 6 2. Пусть

F (z) = Vϕf(z) =
1

π

∫
f(z)− f(ζ)

z − ζ
∂ϕ

∂ζ
dΛ(ζ).

Функция F голоморфна вне K1, f−F голоморфна на B1\K2, причем
обе эти функции непрерывны на B1. Из свойств оператора Витушкина
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имеем ‖F‖ 6 8‖f‖B1
= 8, откуда ‖f − F‖B1

6 9. Применяя уже получен-
ные оценки к функциям F и f − F , мы получаем∣∣∣∣∫

∂B1

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∫
∂B1

F (z) dz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
∂B1

(f(z)− F (z)) dz

∣∣∣∣ 6
6 ‖F‖α(K1) + ‖f − F‖B1

2 · 105α(K2) 6 (8 + 18 · 105)α(K).

Теорема доказана. �

2.3.1. Следствия из теоремы М.С. Мельникова.

2.3.5. Предложение. Существует абсолютная константа A > 0
такая, что если K — произвольный компакт в V , где V = {1 < |z| < R},
R ∈ [2,+∞), и f ∈ C(V ) ∩ A(V \K), то∣∣∣∣∫

∂+V

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 A‖f‖V α(K ∩ V ).

Доказательство. Продолжим функцию f непрерывно из V на C•
с условием ‖f‖ 6 ‖f‖V . Пусть B = B(0, R) и ϕ ∈ C1

0 (B) такова, что ϕ ≡ 1

в некоторой окрестности B1, ϕ ≡ 0 вне B и ‖∂ϕ‖ 6 2. Пусть f1 = Vϕ(f)
и f2 = f − f1, тогда ‖f1‖ + ‖f2‖ 6 A1‖f‖. Как и в доказательстве тео-
ремы 2.3.4 можно считать, что K ⊂ V . Достаточно установить нужную
оценку для f1 и f2 (вместо f). Поскольку f2 ∈ A(B \K) имеем∫

∂+V

f2(z) dz =

∫
∂+B

f2(z) dz,

и нужная оценка вытекает из теоремы 2.3.4 для f2 и B.
В случае f1 можем считать, что R = 2. Положим K1 = K ∩ suppϕ ⊆

{1 < |z| < 2}. Функция f1 голоморфна на B1
•
c \K1. Пусть g(z) = f1(z∗).

Тогда g ∈ C(B1) ∩ A(B1\K∗1 ) , где K∗1 ⊂ B1 \B1/2. Полагая g(z) = g(0) +

g′(0)z + z2h(z), снова имеем h ∈ C(B1) ∩ A(B1\K∗1 ). Кроме того,

|g′(0)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=1/2

g(z)

z2
dz

∣∣∣∣ 6 2‖g‖B1
,

откуда
‖h‖B1

= sup
1/26|z|61

|h(z)| 6 16‖g‖B1
= 16‖f1‖B•1c .

Следовательно (сравнить разложения Лорана для f1 и g(z)/z2 в со-
ответствующих кольцах),∣∣∣∣∫

|z|=2

f1(z) dz −
∫
|z|=1

f1(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
|z|=1/2

g(z)

z2
dz −

∫
|z|=1

g(z)

z2
dz

∣∣∣∣ =∣∣∣∣∫
|z|=1

h(z) dz

∣∣∣∣ 6 A2‖h‖B1
α(K∗1 ) 6 A3‖f1‖B•1cα(K1) 6 A‖f‖V α(K ∩ V ),

что и требовалось. �
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В качестве еще одного следствия из теоремы 2.3.4 мы получаем част-
ный случай субаддитивности емкости α.

2.3.6. Предложение. Пусть K — произвольный компакт в C. То-
гда для любого открытого круга B имеем

α(K) 6 A(α(K ∩B) + α(K \B)),

где A ∈ (0,+∞) — абсолютная константа.

Доказательство. Без ограничения общности можем считать, что
B = B1. Пусть f ∈ AC1(K•c ), f ′(∞) = α(K)/2 и K ⊂ B(0, R), R > 2.
Тогда

πα(K) = 2π|f ′(∞)| =
∣∣∣∣∫
|z|=R

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∫
|z|=R

f(z) dz −
∫
|z|=1

f(z) dz

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
|z|=1

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 Aα(K \B1) +Aα(K ∩B1)

по предложению 2.3.5 и теореме 2.3.4. �
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§ 2.4. Критерии равномерной приближаемости рациональными
дробями для индивидуальных функций

2.4.1. Критерий типа Витушкина для индивидуальной
приближаемости.

Здесь и далее для λ > 0 и открытого круга B = B(a, r) с центром
в точке a и радиусом r > 0 через λB обозначается круг B(a, λr). Кроме
того, пусть Br = B(0, r). Напомним обозначение

∂ϕ(a) =
∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
a

=
1

2

(
∂ϕ

∂x
+ i

∂ϕ

∂y

)∣∣∣∣
a

.

Зафиксируем неотрицательную функцию ϕ1 класса C1(B1) ∩C(C) с

условиями ϕ1(z) = 0 внеB(0, 1) и
∫
ϕ1(z) dΛ(z) = 1. Пусть ‖∂ϕ1‖B1

= A1.

Положим
ϕaδ (z) =

ϕ1((z − a)/δ)

δ2
, ϕδ = ϕ0

δ . (2.4.1)

Ясно, что ‖∂ϕaδ‖B(a,δ) = A1/δ
3 и supp (ϕaδ ) ⊂ B(a, δ).

Основной целью этого параграфа является доказательство следую-
щей теоремы (см. [4]).

2.4.1. Теорема. Для произвольных компакта X и функции f ∈
C0(C) следующие условия эквивалентны:

(a) f |X ∈ R(X);
(b) для всех a ∈ C и δ > 0∣∣∣∣∫

B(a,δ)

f(z)∂ϕaδ (z) dΛ(z)

∣∣∣∣ 6 AA1δ
−2ω(f, δ)α(B(a, δ) \X), (2.4.2)

где A > 0 — абсолютная константа;
(c) найдутся k > 1, δ0 > 0 и ω(t)↘ 0 при t↘ 0 такие, что для всех

a ∈ C и δ ∈ (0, δ0)∣∣∣∣∫
B(a,δ)

f(z)∂ϕaδ (z) dΛ(z)

∣∣∣∣ 6 δ−2ω(δ)α(B(a, kδ) \X). (2.4.3)

2.4.2. Пример. В качестве простейшего примера можно взять функ-
цию ϕ1(z) = 2(1 − zz)/π при |z| 6 1, ϕ1(z) = 0 для остальных z. Тогда
‖∂ϕ1/(∂z)‖B1 = A1 = 2/π , а соответствующие интегралы в формулиров-
ке теоремы 2.4.1 имеют вид:∫

B(a,δ)

f(z)∂ϕaδ (z) dΛ(z) = − 2

πδ4

∫
B(a,δ)

f(z)(z − a) dΛ(z).

Доказательство теоремы 2.4.1. Докажем (a)⇒ (b). Зафиксиру-
ем круг B(a, δ). Поскольку f |X ∈ R(X), то по теореме Рунге (в форме
AC(X) = R(X)) для всякого ε > 0 найдется функция g ∈ C0(C), голо-
морфная в некоторой окрестности U компакта X, с условием ‖f−g‖ < ε.
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Сначала рассмотрим случай, когда ϕ1 ∈ C1
0 (B1), т. е. ϕaδ ∈ C1

0 (B(a, δ)).
Положим

gaδ (z) = Vϕaδ (g)(z) =
1

π

∫
g(z)− g(ζ)

z − ζ
∂ϕaδ
∂ζ

dΛ(ζ).

По свойствам локализационного оператора Витушкина имеем

‖gaδ ‖ 6 4ω(g, δ)δ‖∂ϕaδ‖ 6 4(ω(f, δ) + 2ε)δA1δ
−3 := M

и функция gaδ голоморфна вне компакта K = supp (ϕaδ ) \ U , лежащего
в B(a, δ) \X, т. е. gaδ /M ∈ AC1(K•c ). Отсюда, по определению,

|(gaδ )′(∞)| 6Mα(K) 6Mα(B(a, δ) \X).

Поскольку

|(gaδ )′(∞)| = 1

π

∣∣∣∣∫
B(a,δ)

g(ζ)∂ϕaδ (ζ) dΛ(ζ)

∣∣∣∣ 6Mα(B(a, δ) \X),

остается ε устремить к нулю, и мы получаем неравенство (2.4.2), т. е.
свойство (b).

Чтобы установить оценку (2.4.2) в общей ситуации, при n ∈ N рас-
смотрим функции ψ1n(z) = (ϕ1((n+ 1)z/n))

(n+1)/n и ϕ1n = λnψ1n ∈
C1

0 (B1), где λn определяется условием
∫
B1
ϕ1n(z) dΛ(z) = 1. Поскольку,

очевидно, ψ1n ⇒ ϕ1 при n→ +∞, имеем λn → 1 при n→ +∞.
Пусть A0 = ‖ϕ1‖ и, как ранее, A1 = ‖∂ϕ1‖B1 . Тогда

∂ϕ1n(z) = λn((n+ 1)/n)2 (ϕ1((n+ 1)z/n))
1/n

∂ϕ1((n+ 1)z/n),

откуда ∂ϕ1n(z)→ ∂ϕ1(z) при n→ +∞ для всех z ∈ C \ ∂B1 и

‖∂ϕ1n(z)‖ 6 λn((n+ 1)/n)2A
1/n
0 A1 → A1

при n→ +∞. Пусть теперь

ϕaδn(z) =
ϕ1n((z − a)/δ)

δ2
.

Тогда

∂ϕaδn(z) =
∂ϕ1n((z − a)/δ)

δ3
, z ∈ C \ ∂B(a, δ),

и, следовательно, ∂ϕaδn(z)→ ∂ϕaδ (z) при n→ +∞ для всех z ∈ C\∂B(a, δ).
Для функций ϕ1n (вместо ϕ1) оценка (2.4.2) установлена. Остается при-
менить предельный переход (теорему Лебега о мажорируемой сходимо-
сти) при n→ +∞.

Отметим, что мы допустили разрыв градиента у функции ϕ1 на ∂B1

для того (в частности), чтобы в примере 2.4.2 получить функцию

∂ϕaδ (z) = − 2

πδ4
(z − a), z ∈ B(a, δ),

наиболее простой и естественной формы.
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Ввиду тривиальности (b) ⇒ (c), нам остается установить (c) ⇒ (a).
Последнее утверждение и составляет наиболее важную часть данной тео-
ремы.

Нетрудно видеть, что вместо рациональных аппроксимаций в данном
контексте достаточно рассматривать аппроксимации функциями, голо-
морфными в окрестностях компакта X (каждая приближающая функ-
ция голоморфна в своей окрестности X). Выберем R > 0 так, чтобы
X ⊂ B(0, R). Кроме того мы предполагаем, что f(z) = 0 при |z| > R и
что в (2.4.3) имеет место ω(δ) > ω(f, δ).

Зафиксируем δ ∈ (0, δ0) и построим стандартное δ-разбиение едини-
цы {Bj , ϕj}j∈Z2 класса C∞ в C. Последнее означает, что Bj = B(aj , δ),
aj = j1δ + ij2δ ∈ C, j = (j1, j2) ∈ Z2, ϕj ∈ C∞0 (Bj),

0 6 ϕj(z) 6 1, ‖∂ϕj‖ 6
A1

δ
,

∑
j∈Z2

ϕj ≡ 1.

Здесь и далее через A,A1, A2, . . . обозначаются положительные кон-
станты (определяемые только параметром k и функцией ω), которые мо-
гут менять свои значения в разных соотношениях.

Построим новое разбиение единицы {(B′j , ψj)}j∈Z2 , где

ψj = ϕδ ∗ ϕδ ∗ ϕj , B′j = B(aj , 3δ).

Напомним, что ϕδ = ϕ0
δ и для двух непрерывных финитных функций g

и h в C по определению

g ∗ h(z) =

∫
g(z − ζ)h(ζ) dΛ(ζ).

Легко показать, что ψj ∈ C∞0 (B′j) и ‖∂ψj‖ 6 A1/δ. Введем «локализован-
ные» функции

fj(z) =
1

π

∫
f(z)− f(ζ)

z − ζ
∂ψj

∂ζ
dΛ(ζ).

Для произвольного класса функций F и числа τ > 0 обозначим че-
рез τF класс функций {τg : g ∈ F}.

Нам потребуется следующая лемма.

2.4.3. Лемма. Функции fj удовлетворяют следующим условиям:
(1) fj ∈ Aω(f, δ)AC1((B′j \X◦)•c); в частности, fj ≡ 0, если B′j ⊂ X◦;
(2) f =

∑
j fj и последняя сумма конечна, причем fj = 0 при условии

B′j ∩B(0, R) = ∅;

(3) если fj(z) =
∑+∞
n=1 c

j
n(z−aj)−n — разложение Лорана функции fj

вне B′j с центром aj, то

cjn = − 1

π

∫
f(ζ)(ζ − aj)n−1 ∂ψj

∂ζ
dΛ(ζ). (2.4.4)
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Доказательство. Все утверждения этой леммы вытекают из лем-
мы 1.6.6. Надо только проверить, что из условий (c) теоремы 2.4.1 при
X◦ 6= ∅ следует свойство f ∈ A(X◦). Докажем это. Возьмем произ-
вольную точку a ∈ X◦. Пусть B(a, 2r) ⊂ X◦, r > 0. Докажем, что
f ∈ A(B(a, r)).

Пусть сначала известно, что f ∈ C1(B(a, 2r)). Тогда из (c) для каж-
дой точки b ∈ B(a, r) и для всех µ > 0 с условием B(b, kµ) ⊂ X◦ инте-
грированием по частям получаем∣∣∣∣∫

B(b,µ)

f(z)∂ϕbµ(z) dΛ(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B(b,µ)

∂f(z)ϕbµ(z) dΛ(z)

∣∣∣∣ 6
6 µ−2ω(µ)α(B(b, kµ) \X) = 0.

Из непрерывности функции ∂f(z) в B(a, 2r) и неотрицательности функ-
ций ϕbµ, устремляя µ к 0, получаем, что ∂f(b) = 0, что и требовалось.

В общем случае применим к f метод регуляризации. Зафиксируем
функцию χ1 с теми же условиями, что и ϕ1, но дополнительно потребуем,
чтобы χ1 ∈ C∞0 (B(0, 1)). Положим χε(z) = ε−2χ(z/ε) и введем регуляри-
зованные функции fε = f ∗ χε. Тогда fε ∈ C∞(C) и fε ⇒ f при ε → 0
на C. Наконец, при ε < r/2 и kµ < r/2 при всех b ∈ B(a, r) получаем∫

B(b,µ)

fε(z)∂ϕ
b
µ(z) dΛ(z) =

=

∫
B(0,ε)

χε(ζ) dΛ(ζ)

∫
B(b,µ)

f(z − ζ)∂ϕbµ(z) dΛ(z) = 0,

поскольку из (c) имеем∣∣∣∣∫
B(b,µ)

f(z − ζ)∂ϕbµ(z) dΛ(z)

∣∣∣∣ 6 µ−2ω(µ)α(B(b+ ζ, kµ) \X) = 0.

Из предыдущих рассуждений получаем, что fε ∈ A(B(a, r)). Остается
применить теорему Вейерштрасса. �

Пусть k′ = k + 2 и G′j = B(aj , k
′δ) \X.

2.4.4. Лемма. Для всех j справедливы оценки

|cj1| 6 4ω(δ)α(G′j), (2.4.5)

|cj2| 6 Aω(δ)δα(G′j). (2.4.6)

Доказательство. Вначале установим (2.4.5). Пусть ϕ∗j = ϕδ ∗ ϕj .
Тогда

ϕ∗j ∈ C∞0
(
B(aj , 2δ)

)
и 0 6 ϕ∗j 6 1. (2.4.7)
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Пользуясь (2.4.4), (2.4.7), (2.4.3) и теоремой Фубини, получаем (учи-
тывая, что ϕδ(ζ − w) = ϕwδ (ζ)):

|c j1 | =
1

π

∣∣∣∣∫ f(ζ)
∂

∂ζ

(∫
ϕδ(ζ − w)ϕ∗j (w) dΛ(w)

)
dΛ(ζ)

∣∣∣∣ =

=
1

π

∣∣∣∣∫ ϕ∗j (w)

(∫
f(ζ)

∂

∂ζ

(
ϕδ(ζ − w)

)
dΛ(ζ)

)
dΛ(w)

∣∣∣∣ 6
6

1

π

∣∣∣∣∫ ϕ∗j (w)δ−2ω(δ)α
(
B(w, kδ) \X

)
dΛ(w)

∣∣∣∣ 6
6 δ−2ω(δ)α

(
B(aj , (k + 2)δ) \X

) 1

π

∫
B(aj ,2δ)

ϕ∗j (w) dΛ(w) 6 4ω(δ)α(G′j).

Для получения оценки |cj2| в (2.4.6) мы поступаем аналогично. Нужно
только проверить, что в формуле

cj2 = − 1

π

∫
f(ζ)(ζ − aj)

∂ψj

∂ζ
dΛ(ζ)

функция (ζ−aj)
∂ψj

∂ζ
=

∂

∂ζ
((ζ−aj)ψj(ζ)) опять имеет вид

∂

∂ζ
(ϕδ ∗χj), где

χj ∈ C∞0
(
B(aj , 2δ)

)
и ‖χj‖ 6 Aδ. Чтобы это доказать, применим преобра-

зование Фурье (действующее в классе S быстро убывающих бесконечно
дифференцируемых функций):

ũ(ξ) =
1

2π

∫
e−iξ·xu(x) dΛ(x), ξ = (ξ1, ξ2),

v̂(x) =
1

2π

∫
eix·ξv(ξ) dΛ(ξ), x = (x1, x2),

ξlũ(ξ) = −i
( ∂

∂xl
u(x)

)∼
, l = 1 и l = 2,

(ũ)̂ = (û)∼ = u.

Пусть u = ψ̂j , ũ = ψj = ϕδ ∗ ϕδ ∗ ϕj , ζ = ξ1 + iξ2, z = x1 + ix2. Тогда

ζψj(ζ) = (ξ1 + iξ2)ψj(ξ) = ζũ(ζ) = −i
( ∂u
∂x1

+ i
∂u

∂x2

)∼
=

= −2i
(∂u
∂z

)∼
= −2i

[ ∂
∂z

(
(ϕδ ∗ ϕδ ∗ ϕj )̂

)]∼
=

= −2i
[ ∂
∂z

(
(ϕ̂δ)

2ϕ̂j
)]∼

= −2i
[
2ϕ̂δ

∂ϕ̂δ
∂z

ϕ̂j + (ϕ̂δ)
2 ∂ϕ̂j
∂z

]∼
=

= −2i
[
2ϕδ ∗

(∂ϕ̂δ
∂z

)∼
∗ ϕj + ϕδ ∗ ϕδ ∗

(∂ϕ̂j
∂z

)∼]
=

= ϕδ ∗
[(

2ζϕδ(ζ)
)
∗ ϕj + ϕδ ∗

(
ζϕj(ζ)

)]
.



102 Глава 4. Лекции, 2 семестр

Таким образом,

(ζ − aj)ψj(ζ) = ϕδ ∗
[(

2ζϕδ(ζ)
)
∗ ϕj + ϕδ ∗

(
(ζ − aj)ϕj(ζ)

)]
≡ ϕδ ∗ χj .

Ясно, что χj ∈ C∞0
(
B(aj , 2δ)

)
и ‖χj‖ 6 Aδ. Отметим, что формально в

последних рассуждениях сначала следовало применить (рассмотренный
чуть выше) метод регуляризации для функций ϕδ, т. е. вместо ϕδ взять
функции ϕδε = ϕδ ∗ χε и затем ε устремить к 0.

Наконец,

|cj2| =
1

π

∣∣∣∣∫ f(ζ)
∂

∂ζ

(∫
ϕδ(ζ − w)χj(w) dΛ(w)

)
dΛ(ζ)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ χj(w)

(∫
f(ζ)

∂

∂ζ
ϕδ(ζ − w) dΛ(ζ)

)
dΛ(w)

∣∣∣∣ 6
6

1

π

∣∣∣∣∫ χj(w)ω(δ)δ−2α
(
B(w, kδ) \X

)
dΛ(w)

∣∣∣∣ 6
6 ω(δ)δ−2α

(
B
(
aj , (k + 2)δ

)
\X

) 1

π

∫
B(aj ,2δ)

|χj(w)| dΛ(w) 6

6 Aω(δ)δα(G′j).

Лемма 2.4.4 доказана. �

Изложим схему приближения функции f . Пусть

J∗ = {j ∈ Z2 : B′j ∩B(0, R) 6= ∅}.
Тогда f =

∑
j∈J∗ fj . Пусть теперь

J ′ = {j ∈ Z2 : B′j ∩ ∂X 6= ∅}.
Поскольку при j ∈ J∗ \ J ′ все функции fj голоморфны в окрестности
компакта X, нам достаточно надлежащим образом приблизить

∑
j∈J′ fj .

Пусть далее j ∈ J ′. Напомним, что G′j = B(aj , (k+ 2)δ)\X. По определе-
нию α(G′j) и согласно (2.4.5) леммы 2.4.4, мы можем подобрать функции
f∗j ∈ Aω(δ)AC1((G′j)

•
c) ⊂ R(X) с условием c1(f∗j ) = c1(fj) = cj1. Положим

gj = fj − f∗j (f∗j = fj , gj ≡ 0 при j 6∈ J ′). Тогда ‖gj‖ 6 Aω(δ) и c1(gj) = 0.
Далее, ввиду (2.2.6) для h = f∗j и E = G′j , а также (2.4.6) леммы 2.4.4, по-
лучаем оценку |c2(gj)| 6 Aω(δ)δα(G′j). Следовательно, при |z−aj | > 2k′δ
справедлива оценка

|gj(z)| 6
Aω(δ)δα(G′j)

|z − aj |2
+
Aω(δ)δ3

|z − aj |3
,

т. е. имеем полный аналог оценки (2.2.12).
Остается дословно повторить доказательство (c)⇒ (a) теоремы 2.2.3,

где вместо Bj надо взять B′j , вместо k берем k′ = k + 2 (не путать с
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параметром k′ в указанном доказательстве), а вместо Gj = B(aj , kδ) \X
берем G′j .

Теорема 2.4.1 доказана. �

2.4.2. Еще один критерий индивидуальной приближаемос-
ти.

Теперь мы можем доказать аналог критерия А. Г. Витушкина (в ко-
тором вместо кругов из следующей теоремы были квадраты).

2.4.5. Теорема. Пусть X — компакт в C, f ∈ C0(C). Следующие
условия эквивалентны:

(a) f |X ∈ R(X);
(b) для любого открытого круга B = B(a, δ) справедлива оценка∣∣∣∣∫

∂B

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 Aω(f, δ)α(B \X),

где A ∈ (0,+∞) — некоторая абсолютная константа;
(c) найдутся такие k > 1, δ0 > 0 и неотрицательная функция ω с

условием ω(t) → 0 при t → 0+, что для всякого открытого круга B =
B(a, δ) при 0 < δ < δ0 справедлива оценка∣∣∣∣∫

∂B

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 ω(δ)α(B(a, kδ) \X).

Доказательство. Из условия (a) следует существование такой по-
следовательности {fn}n∈N, что каждая функция fn ∈ C(C•) голоморфна
в некоторой окрестности Un компакта X и ‖fn−f‖ → 0 при n→ +∞. За-
фиксируем круг B = B(a, δ). Применим теорему Мельникова к каждой
функции fn и компакту Kn = B \ Un:∣∣∣∣∫

∂B

fn(z) dz

∣∣∣∣ 6 A0ω(fn, δ)α(B ∩Kn) 6 A0ω(fn, δ)α(B \X).

Теперь включение (a) ⇒ (b) получается из предыдущей оценки перехо-
дом к пределу при n→ +∞.

Поскольку (b) ⇒ (c) очевидно, остается установить (c) ⇒ (a). Для
этого достаточно доказать, что из условия (c) следует условие (c) тео-
ремы 2.4.1 с функцией ϕ1(z) = 2(1 − zz)/π при |z| 6 1, ϕ1(z) = 0 для
остальных z. Таким образом, из нашего условия (c) надо получить оценку
(см. пример 2.4.2):∣∣∣∣∫

B(a,δ)

f(z)∂ϕaδ (z) dΛ(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2

πδ4

∫
B(a,δ)

f(z)(z − a) dΛ(z)

∣∣∣∣ 6
6 δ−2ω(δ)α(B(a, kδ) \X),

или ∣∣∣∣∫
B(a,δ)

f(z)(z − a) dΛ(z)

∣∣∣∣ 6 δ2ω(δ)α(B(a, kδ) \X).
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Но требуемое сразу следует из теоремы Фубини в полярных координатах
(с центром в точке a):∫

B(a,δ)

f(z)(z − a) dΛ(z) =

∫ δ

0

(−ir)
[ ∫

∂B(a,r)

f(ζ) dζ

]
dr.

�

Из теоремы 2.2.3 и предложения 2.3.6 можно установить еще одно
геометрическое достаточное условие совпадения CA(X) и R(X). Напом-
ним, что ∂iX обозначает внутреннюю границу компакта X.

2.4.6. Теорема. Пусть X — компакт в C с условием ∂iX ⊂ S, где
S — некоторое конечное объединение непересекающихся окружностей.
Тогда CA(X) = R(X).

Доказательство. В условиях нашей теоремы достаточно прове-
рить выполнение утверждения (c) теоремы 2.2.3 при k = 1. Выбирая
достаточно малое δ0, мы можем считать, что каждый круг B = B(a, δ)
при δ < δ0 пересекает не более одной окружности из S. Теперь зафик-
сируем круг B = B(a, δ), δ < δ0. Если B ∩ ∂iX = ∅, то компакт X1 =
X ∩ B не имеет внутренней границы, откуда по следствию 2.2.9 имеем
CA(X1) = R(X1), так что по теореме 2.2.3 (из (a) для X1) получаем
условие (b) для X1 и, следовательно, (b) для X.

Пусть теперь B ∩ ∂iX 6= ∅. Без ограничения общности считаем, что
B ∩ ∂iX ⊂ ∂B1. Напомним обозначение Br = B(0, r).

Пусть E = B \X◦. По определению α(E) найдется компакт K ⊂ E c
условием α(E) 6 2α(K). Тогда по предложению 2.3.6 имеем

α(E) 6 2α(K) 6 2A2(α(K∩B1)+α(K \B1)) 6 2A2(α(E∩B1)+α(E \B1)).
(2.4.8)

Из свойств емкости α найдутся p ∈ (0, 1) и q > 1 такие, что

α(E ∩B1) 6 2α(E ∩Bp), α(E \B1) 6 2α(E \Bq). (2.4.9)

Положим Xp = X ∩ Bp ∩ B, Xq = (X \ Bq) ∩ B. Оба эти компакта не
имеют внутренней границы, поэтому

CA(Xp) = R(Xp), CA(Xq) = R(Xq). (2.4.10)

Далее, E ∩Bp = (B \X◦)∩Bp = B ∩Bp \X◦p , откуда по теореме 2.2.3 (a),
из (2.4.10) находим

α(E ∩Bp) = α(B ∩Bp \X◦p ) = α(B ∩Bp \Xp) = α(B ∩Bp \X) 6 α(B \X).

Аналогично,

α(E\Bq) = α((B\Bq)\X◦q ) = α((B\Bq)\Xq) = α((B\Bq)\X) 6 α(B\X).

Учитывая соотношения (2.4.8), (2.4.9) и последние две цепочки равенств,
окончательно получаем: α(B \X◦) 6 Aα(B \X), что и требовалось. �
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2.4.7. Упражнение.∗ Доказать существование двух гомеоморфных
компактов X1 и X2 в C таких, что CA(X1) = R(X1), но CA(X2) 6= R(X2).
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§ 2.5. Равномерные приближения с касанием мероморфными и
целыми функциями на замкнутых множествах в C

Пусть ω(z) = 1 + |z|, z ∈ C. Для неограниченного замкнутого множе-
ства X ⊂ C пусть Cloc(X) — пространство всех непрерывных (не обяза-
тельно ограниченных) функций на X. Кроме того, пусть

Ct(X) = {f ∈ Cloc(X) : ‖f‖tX := ‖ωf‖X = sup
z∈X
|ω(z)f(z)| < +∞}.

При каких условиях на f ∈ Cloc(X) для всякого ε > 0 найдется
мероморфная функция Fε с полюсами вне X такая, что ‖f −Fε‖tX < ε?
Класс таких функций f обозначим черезMt

loc(X).
В указанных условиях для всякого ε > 0 имеем

|f(z)− Fε(z)| <
ε

1 + |z| , z ∈ X,

поэтому говорят, что f приближается на X (с любой точностью) функ-
циями Fε равномерно с касанием первого порядка на ∞.

Справедлива следующая теорема (А. Нерсесян, 1972).

2.5.1. Теорема. Пусть X — неограниченное замкнутое множество
в C, f ∈ Cloc(X). Следующие условия эквивалентны:

(a) f ∈Mt
loc(X);

(b) для любого открытого круга B имеем f |X∩B ∈ R(X ∩B);
(c) для всякого ε > 0 найдется функция Gε ∈ Cloc(C), голоморфная

в окрестности X (кратко Gε ∈ A(X)) такая, что ‖f −Gε‖tX < ε.

Доказательство. Утверждения (a)⇒ (b) и (a)⇒ (c) очевидны.
Установим (b) ⇒ (c). Продолжим f c X до функции класса Cloc(C).

Зафиксируем стандартное 1-разбиение единицы {(Bj , ϕj)}j∈Z2 класса C1

в C.Напомним, что Bj = B(aj , 1), aj = j1 + ij2, ϕj ∈ C1
0 (Bj),

0 6 ϕj(z) 6 1, ‖∂ϕj‖ 6 A1,
∑
j∈Z2

ϕj ≡ 1.

Зафиксируем ε > 0 и последовательность положительных чисел νj с
условием

∑
j∈Z2 νj 6 1. Пусть fj = Vϕjf , j ∈ Z2. Зафиксируем произ-

вольное j. Из условия (b) для B = Bj следует, что для каждого δ > 0

найдется такая функция hδ ∈ A(X ∩ Bj) ∩ C(Bj), что ‖f − hδ‖Bj < δ.
Положим hjδ = Vϕj (hδ) (hjδ не зависит от значений hδ вне Bj). По лем-
ме 1.6.6 (Гл. 3) функция hjδ ∈ C(C) голоморфна в окрестности X и вне
Bj , причем ‖fj − hjδ‖ 6 A2‖f − hδ‖Bj 6 A2δ. Тогда по принципу макси-
мума модуля вне Bj имеем ‖(fj(z)− hjδ(z))(z − aj)‖ < A2δ, откуда

‖(fj(z)−hjδ(z))(|z|+1)‖ 6 ‖(fj(z)−hjδ(z))(|z−aj |+|aj |+1)‖ 6 A2(2+|aj |)δ.
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Следовательно, мы можем выбрать достаточно малое δ = δj (полагая
hj = hjδj ) с условием ‖fj − hj‖tX < ενj . Функция G = f +

∑
j(hj − fj)

удовлетворяет условиям G ∈ A(X)∩Cloc(C) и ‖f−G‖tX < ε (проверить!).
Осталось доказать (c)⇒ (a). Зафиксируем произвольные число ε > 0

и функцию Gε ∈ Cloc(C), голоморфную в окрестности X, с условием
‖f − Gε‖tX < ε/2. Пусть разбиение единицы {(Bj , ϕj)}j∈Z2 класса C1 и
числа {νj}j∈Z2 такие же как выше. Положим Gj = VϕjGε, j ∈ Z2.

Зафиксируем j ∈ Z2. Найдется компакт Kj в Bj \ X, вне которого
функция Gj голоморфна. Выберем функцию ψj ∈ C1

0 (Bj \X), ψj = 1 в
некоторой окрестности Kj . Пусть gj = Gj(1 − ψj). Тогда функция gj ∈
C1(C) голоморфна вне некоторого компакта Yj ⊂ Bj \ X. По формуле
Помпейю (проверить справедливость!) имеем

gj(z) =
1

π

∫
Yj

∂gj(ζ) dΛ(ζ)

z − ζ , z ∈ C.

Аналогично доказательству леммы 1.5.6 (Гл. 3), приближая последний
интеграл частичными суммами Римана при z ∈ X ∪ (C \ Bj), найдем
рациональную функцию Fj с простыми полюсами на Yj , для которой
имеем

‖Gj − Fj‖tX = ‖gj − Fj‖tX < ενj/2,

поскольку gj = Gj на X ∪ (C \ Bj). В качестве искомого приближения
берем функцию Fε = Gε +

∑
j∈Z2(Fj −Gj). �

Нам потребуется следующая теорема о касательных приближениях
целыми функциями (Н. Аракелян, 1968).

2.5.2. Теорема. Пусть X — неограниченное замкнутое множества
в C такое, что множество X•c = C• \X является связным и локально
связным. Тогда для всякой функции f ∈ Cloc(X) ∩A(X◦) и любого ε > 0
найдется целая функция Hε такая, что ‖f −Hε‖tX < ε.

Доказательство. Мы не будем вдаваться в подробности определе-
ния локальной связности в общем контексте топологических пространств.
В нашем случае нам потребуется только следующее его следствие (усло-
вие Келдыша –Лаврентьева, коротко (К–Л)).

Условие (К –Л). Неограниченное замкнутое множествоX в C удовле-
творяет условию (К–Л), если найдется функция ρX : (0,+∞)→ (0,+∞)
с условием ρX(r)→ +∞ при r → +∞ такая, что всякую точку z ∈ Xc =

C \X можно соединить с точкой ∞ путем в X•c \B(0, ρX(|z|)).
Пусть M(C) — класс всех мероморфных в C функций. При F ∈

M(C) через Pol(F ) обозначим множество полюсов функции F .

2.5.3. Лемма. Пусть X 6= C — непустое замкнутое множество
в C, U — некоторая компонента связности множества Xc, z1 6= z2

— произвольные точки из U . Пусть F1 ∈ M(C), Pol(F1) ⊂ Xc, z1 ∈
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Pol(F1). Тогда для всякого δ > 0 найдется такая функция F2 ∈ M(C),
для которой Pol(F2) ⊂ (Pol(F1) ∪ {z2}) \ {z1} и ‖F1 − F2‖tX < δ.

Доказательство. Легко проверить следующее утверждение. Пусть
G1(z) — (конечная) главная часть разложения Лорана функции F1 в
проколотой окрестности ее полюса z1. Пусть точка a ∈ U такова, что при
некотором d ∈ (0,dist(a,X)) имеем включение z1 ∈ B(a, d). Пусть также
Ga =

∑+∞
k=1 ck(z − a)−k — разложение Лорана функции G1 вне B(a, d).

Тогда для всякого µ > 0 найдется такое N ∈ N, что ‖G1−GNa ‖tX < µ, где
GNa (z) =

∑N
k=1 ck(z − a)−k. Здесь, как и в доказательстве теоремы 2.5.1

следует воспользоваться принципом максимума модуля вне B(a, d) для
функции (G1(z)−GNa (z))(z − a).

Пусть теперь точки a0 = z1, a1, . . . , aM = z2, M ∈ N, таковы, что
при каждом m ∈ {1, . . . ,M} найдется dm ∈ (0,dist(am, X)) такое, что
am−1 ∈ B(am, dm). Для доказательства леммы 2.5.3 остается применить
M раз утверждение выше при µ = δ/M . Для случаяM = 1 (z1 = a0, z2 =
a1 = a из этого же утверждения) следует взять F2 = F1+GNa −G1. В этом
заключается метод движения полюсов, предложенный еще Рунге. �

Продолжим доказательство теоремы 2.5.2. Зафиксируем произволь-
ное ε > 0. По теореме 2.5.1 и теореме Мергеляна (для любого круга B
множествоX∩B имеет связное дополнение) найдется функция g ∈M(C)
c множеством полюсов Pol(g) ⊂ Xc такая, что ‖f−g‖tX < ε/2. Занумеру-
ем полюса {zn}+∞n=1 функции g в порядке неубывания их модулей (считаем
z1 6= 0). Для каждого n ∈ N пусть γn : [0, 1] → X•c — путь с условиями
γn(0) = zn, γn(1) = ∞, γn([0, 1)) ⊂ Xc, причем [γn] ∩ B(0, ρX(|zn|)) = ∅.
При r > 0 положим Br = B(0, r).

В условиях (К–Л) для X зафиксируем число r1 > 0 с условием
ρX(r1) > 1. Опишем подробно первый шаг индукции. Пусть I1 ⊂ N —
совокупность индексов n (их конечное число) с условием zn ∈ B(0, r1)

или [γn] ∩ B(0, r1) 6= ∅. Пусть m — минимальный индекс в I1 (если их
нет — переходим к следующему шагу индукции), и пусть tm ∈ [0, 1] —
максимальное число с условием |γm(tm)| = r1. Пользуясь леммой 2.5.3,
двигаем полюс zm в точку z∗m = γ((tm + 1)/2) вдоль [γm] за конечное
число шагов и заменяем путь γm на путь

γ∗m(t) = γm(t(1− tm)/2 + (1 + tm)/2), t ∈ [0, 1].

В результате найдем функцию fm ∈M(C) с условиями

Pol(fm) = (Pol(g) \ {zm}) ∪ {z∗m}, ‖g − fm‖tX <
ε

22(|I1|+ 1)
,

где |I1| — число элементов в I1. Теперь то же проделаем с функцией fm
и следующим по очереди полюсом в I1, и так далее, пока не пройдем
по всем полюсам в I1. В результате мы получим функцию g1 ∈ M(C) с
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условиями

Pol(g1) = (Pol(g) \ {zn}n∈I1)∪ {z∗n}n∈I1 ⊂ Xc \B(0, r1), ‖g− g1‖tX <
ε

22
,

причем все пути (γ∗n при n ∈ I1 или γn для остальных n), соединяющие
полюса функции g1 с ∞, не пересекают B(0, r1).

Положим Y1 = X∪B1 и пусть X1 = Ŷ1 — объединение Y1 со всеми его
ограниченными компонентами дополнения. Тогда из условия (К–Л) сле-
дует, что X1 ⊂ X ∪B(0, r1), так что Pol(g1) ⊂ X1c = C \X1. Компакт X1

удовлетворяет условию (К–Л) с некоторой функцией ρX1 .
На втором шаге индукции мы повторяем процедуру первого шага для

компакта X1, функции g1, круга B2 (вместо B1), круга B(0, r2) (вместо
B(0, r1), где фиксируется r2 > r1 с условием ρX1(r2) > 2), а также новой
точности приближения ε/23 (вместо ε/22). Далее, вроде, ясно.

Искомая целая функция имеет вид (проверить!)

Hε = lim
k→+∞

gk = g + (g1 − g) +

+∞∑
k=2

(gk − gk−1) .

�

2.5.4. Упражнение. Доказать существование целой функции f , у
которой f(R) всюду плотно в C.

2.5.5. Упражнение.∗ Доказать, что в теореме 2.5.2 условие (К –Л)
на множество X является также необходимым для наличия указанных
аппроксимаций.
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§ 2.6. Радиальные предельные значения целых функций

Пусть f — такая целая функция (f ∈ A(C)), для которой при всяком
ϕ ∈ (−π, π] существует конечный или бесконечный предел

Ff (eiϕ) := lim
r→+∞

f(reiϕ). (2.6.1)

Класс всех таких функций f обозначим через REF (радиально-предель-
ные целые функции, или функции класса Алисы Рот). Примером функ-
ции этого класса является (ez−1)/z (но не ez). Целью настоящего раздела
является описание всех предельных функций Ff , соответствующих всем
f ∈ REF .

Здесь мы увидим как применяется аппарат теории голоморфных
аппроксимаций к изучению предельного поведения целых функций (A.
Roth, 1938).

Напомним, что при −∞ < α < β 6 α + 2π через V(α,β) обозначается
открытый угол {z = reiϕ : ϕ ∈ (α, β), 0 < r < +∞}. Сначала установим
следующую вспомогательную лемму.

2.6.1. Лемма. Пусть f ∈ REF . Тогда в каждом угле V = V(α,β)

найдутся угол V ′ = V(α′,β′), α 6 α′ < β′ 6 β, и R > 0 такие, что либо
f , либо 1/f ограничена в V ′ ∩ {|z| > R}.

Доказательство. Предположим противное. Тогда найдется после-
довательность вложенных отрезков In = [ϕn − εn, ϕn + εn] ⊂ (α, β) (где
n ∈ N и 0 < εn → 0 при n → +∞) и возрастающая последовательность
чисел rn > n такиx, что |f(z)| > n на дуге Γn = {z = rne

iϕ : ϕ ∈ In} при
всех нечетных n и |f(z)| 6 1/n на Γn для всех четных n (проверить!).
Пусть ϕ0 — общая точка всех отрезков In. Получаем противоречие с на-
личием предела у f в направлении ϕ = ϕ0. �

Следующая теорема описывает (необходимые) свойства всех предель-
ных функций Ff , рассматриваемых как функции на окружности C =
{z ∈ C : |z| = 1}.

2.6.2. Теорема. Пусть F = Ff при f ∈ REF . Тогда справедливы
следующие утверждения.

(1) F принадлежит первому классу Бэра на C;
(2) на C существует открытое множество W = tj∈JCj, удовле-

творяющее следующим условиям:
(2a) W всюду плотно в C и каждое множество Cj является ком-

понентой связности множества W в C, т. е. J нумерует эти компо-
ненты, которых конечное или счетное множество;

(2b) F (eiϕ) ≡ cj при eiϕ ∈ Cj, где cj ∈ C•;
(2c) для каждой замкнутой дуги Ij в Cj имеем f(reiϕ) → cj равно-

мерно по ϕ ∈ Ij при r → +∞.
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Доказательство. Утверждение (1) вытекает из определения функ-
ций первого класса Бэра (т. е. F является поточечным пределом после-
довательности непрерывных функций на C):

F (eiϕ) = lim
n→+∞

f(neiϕ).

Докажем (2). Пусть V ′ — любой угол, указанный в лемме 2.6.1. Положим
C ′ = V ′ ∩ C. Если f ограничена в V ′, то последовательность функций
F = {fn(z) = f(2nz)}n∈N является равномерно ограниченной в V ′, по-
точечно сходящейся к константе F (eiϕ) на луче {reiϕ : r ∈ (0,+∞)} при
любом фиксированном eiϕ ∈ C ′. Из теоремы единственности и теоремы
Монтеля (семейство F предкомпактно внутри V ′) вытекает, что F схо-
дится равномерно внутри V ′ к единой константе c′ ∈ C, что означает
условие (2b) для C ′. Аналогично (с элементарными дополнениями) рас-
сматривается случай, когда функция 1/f ограничена на V ′ ∩ {|z| > R}.
Следовательно, Ff ≡ c′ на V ′.

Пусть W — объединение всех таких дуг C ′. Тогда W — открытое и
плотное множество в C. Причем, если две из указанных дуг V ′1 и V ′2 пере-
секаются, то утверждения (2b) и (2c) верны для V ′ = V ′1∪V ′2 (проверить!).
Поэтому в качестве Cj можно брать компоненты связности множестваW ,
что доказывает (2). �

Нам остается доказать, что условия, перечисленные в теореме 2.6.2,
полностью характеризуют Ff .

2.6.3. Теорема. Пусть W = tj∈JCj — произвольное открытое
всюду плотное множество на C с компонентами связности {Cj}j∈J .
Пусть F : C → C• — такая функция первого класса Бэра, что F ≡ cj ∈
C• на каждом Cj. Тогда найдется функция f ∈ A(C), удовлетворяющая
следующим условиям:

(1) при всяком eiϕ ∈ C имеем lim
r→+∞

f(reiϕ) = F (eiϕ);

(2) этот предел является равномерным на всяком компакте из Cj
для каждого j ∈ J .

Доказательство. Пусть S1 = C \W . Тогда S1 — это замкнутое ни-
где не плотное множество в C. Положим S = {z = reiϕ : r > 1, eiϕ ∈ S1}.
Заметим, что S замкнуто и нигде не плотно в C. Поскольку F явля-
ется функцией первого класса Бэра на C, найдется последовательность
непрерывных на C функций hn : C → C с условием hn(eiϕ)→ F (eiϕ) при
каждом eiϕ ∈ C. Определим непрерывную функцию h : C \ B1 → C так,
что h(neiϕ) = hn(eiϕ) при n ∈ N, а на каждом луче {reiϕ : r > 1} сдела-
ем простую кусочно-линейную интерполяцию. Тогда при любом eiϕ ∈ C
имеем lim

r→+∞
h(reiϕ) = F (eiϕ).

При каждом j ∈ J рассмотрим в угле Vj = {z = reiϕ : r > 0, eiϕ ∈ Cj}
замкнутое множество Xj = {z ∈ C : dist(z,C \ Vj) > 1} (это множество
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будет углом со сторонами, параллельными сторонам угла Vj , если ве-
личина угла Vj не превосходит π радиан, а таковы все Vj , кроме, быть
может, одного).

Пусть теперь X = S ∪ ∪j∈JXj . Множество X замкнуто в C и удо-
влетворяет условию (К–Л) (проверить!; учесть, что Xj неограниченно
удаляется от 0 при стремлении к 0 величины угла Vj). Наконец, поло-
жим g(z) ≡ cj на Xj при всех j ∈ J , для которых cj ∈ C (в противном
случае полагаем g(z) = z на Xj). На S положим g(z) = h(z). Нетрудно
проверить, что g ∈ Cloc(X) ∩ A(X◦). Остается применить теорему 2.5.2
для X и g. �

2.6.4. Упражнение. Доказать существование такой целой функции
f класса REF , для которой Ff (C) всюду плотно в C.
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§ 2.7. Явный вид фундаментальных решений для
эллиптических уравнений второго порядка в RN

Приведенные выше методы равномерных приближений голоморфны-
ми функциями получили естественное распространение на задачи Cm-
аппроксимаций функций решениями эллиптических уравнений весьма
широкого класса. Мы завершим этот спецкурс изложением наших со-
всем недавних результатов [6] (2023), основной целью которых является
получение явной формы для фундаментальных решений произвольных
однородных эллиптических уравнений второго порядка в RN с постоян-
ными комплексными коэффициентами (теорема 2.7.9). Хотя для большо-
го класса таких уравнений явные формулы были получены ранее (см.,
например, [7]), авторам не удалось найти в литературе соответствующих
ссылок для общего случая. Мы приводим свои доказательства (достаточ-
но простые и краткие) всех нужных нам утверждений.

2.7.1. Эллиптические квадратичные формы в RN с комплек-
сными коэффициентами.

Пусть N > 2 — фиксированное целое число, а C — симметричная
N × N -матрица с комплексными элементами cmn = cnm, 1 6 m,n 6 N .
Пусть Q — квадратичная форма в RN , определенная матрицей C, т. е.

Q(x) = xtCx =

N∑
m,n=1

cmnxmxn

при x = (x1, . . . , xN )t ∈ RN , где символ (·)t означает операцию матрично-
го транспонирования. В дальнейшем мы будем также использовать обо-
значение QN вместо Q, чтобы подчеркнуть размерность N пространства,
в котором действует Q.

2.7.1. Определение. Скажем, что квадратичная форма QN являет-
ся эллиптической, если QN (x) 6= 0 при всех x ∈ RN∗ .

Здесь и всюду далее RN∗ = RN \ {0} и Cn∗ = Cn \ {0}, n ∈ N.
Обсудим понятие эллиптичности квадратичной формы более подроб-

но, так как это будет существенно для наших дальнейших конструкций.
К сожалению, не смотря на серьезные усилия, авторам не удалось найти
в литературе нужных ссылок. Например, в классической монографии Л.
Хёрмандера [7], § 6.2, при построении фундаментальных решений свой-
ства соответствующих квадратичных форм, установленные в наших лем-
мах 2.7.6 и 2.7.7 ниже, просто постулируются (т. е. требуются заранее)
без каких либо обсуждений. Поэтому далее мы приводим доказатель-
ства всех нужных нам утверждений, тем более, что они основаны на
очень простых идеях.

Начнем со случая N = 2. Здесь определение эллиптичности можно
переформулировать следующим образом. Квадратичная форма

Q2((x1, x2)t) = c11x
2
1 + 2c12x1x2 + c22x

2
2
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в R2 является эллиптической в том и только том случае, когда корни λ1

и λ2 соответствующего характеристического уравнения

c11λ
2 + 2c12λ+ c22 = 0

не являются вещественными. При этом форма Q2 называется сильно эл-
липтической, если λ1 и λ2 лежат в разных полуплоскостях

Π+ = {z ∈ C : Im z > 0} и Π− = {z ∈ C : Im z < 0}
комплексной плоскости C. В двумерном случае удобно понимать Q2 как
функцию комплексного переменного z, т. е. Q2(z) = Q2((Re z, Im z)t).

Пусть T = {z ∈ C : |z| = 1} — единичная окружность в C со стан-
дартной параметризацией T = {Γ1(t) = e2πit : t ∈ [0, 1]}.

2.7.2. Лемма. Пусть Q2 — эллиптическая квадратичная форма в
R2. Тогда форма Q2 является сильно эллиптической в том и только
том случае, когда ∆T ArgQ2 = 0. Последнее условие эквивалентно то-
му, что множество Q2(T) лежит в некоторой открытой полуплоско-
сти в C, граница которой содержит начало координат.

Доказательство. Предположим, что λ1 ∈ Π+ и λ2 ∈ Π−. Легко
проверяется, что ∆T Arg(x1−λ1x2) = −2π и ∆T Arg(x1−λ2x2) = 2π. Так
как Q2(z) = c11(x1 − λ1x2)(x1 − λ2x2) при z = x1 + ix2, то ∆T ArgQ2 = 0.
Обратно, если оба характеристических корня λ1 и λ2 лежат в Π+ или
в Π−, то ∆T ArgQ2 = ±4π. Таким образом, первое утверждение леммы
доказано.

Для доказательства второго утверждения заметим, что

Q2((cos(2πt), sin(2πt))t) =

= c11 cos2(2πt) + 2c12 sin(2πt) cos(2πt) + c22 sin2(2πt) =

=
c11 + c22

2
+
c11 − c22

2
cos(4πt) + c12 sin(4πt), t ∈ [0, 1].

Если c11 = c22 или c12 = τ(c11 − c22) при некотором τ ∈ R (обе эти ситу-
ации могут иметь место в сильно эллиптическом случае), то последнее
параметрическое выражение задает точку прямолинейного отрезка (ко-
торый не содержит начало координат и проходится четыре раза). В дру-
гих случаях это выражение задает дважды проходимый эллипс, который
охватывает или не охватывает начало координат в случае не сильной эл-
липтичности или сильной эллиптичности соответственно. Это непосред-
ственно вытекает из рассуждений, использованных в доказательстве пер-
вой части леммы. Лемма 2.7.2 доказана. �

2.7.3. Следствие. В случае не сильно эллиптической формы Q2

в R2 (и только в этом случае) выполнено равенство ∆T ArgQ2 = ±4π и
существуют две точки x ∈ R2

∗ и y ∈ R2
∗ такие, что Q2(x) = −Q2(y).
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В качестве еще одного следствия леммы 2.7.2 заметим, что свойства
эллиптичности и сильной эллиптичности квадратичных форм сохраня-
ются при невырожденных линейных преобразованиях в R2.

Пусть SN−1 = {x ∈ RN : x1
1 + · · ·+ x2

N = 1} — единичная сфера в RN .
Так, T совпадает с S1 ⊂ R2 как множество, но определение T содержит
дополнительное требование о фиксированной ориентации (определенной
параметризацией Γ1).

2.7.4. Лемма. Пусть Q2 — эллиптическая квадратичная форма в
R2, а N ∈ {3, 4, . . . }. Для существования эллиптической квадратич-
ной формы QN в RN такой, что QN ((x1, x2, 0, . . . , 0)t) = Q2((x1, x2)t),
(x1, x2)t ∈ R2, необходимо и достаточно, чтобы форма Q2 была сильно
эллиптической.

Доказательство. ПустьQ2 — сильно эллиптическая квадратичная
форма в R2 и пусть V = {tz : t ∈ R+ := (0,+∞), z ∈ Q2(S1)}. Возьмем
произвольные cnn ∈ V , n ∈ {3, . . . , N}. Тогда из леммы 2.7.2 непосред-
ственно вытекает, что форма QN в RN , определенная по формуле

QN ((x1, x2, . . . , xN )t) = Q2((x1, x2)t) + c33x
2
3 + · · ·+ cNNx

2
N ,

является эллиптической в RN .
Обратно, возьмем не сильно эллиптическую форму Q2 в R2 и предпо-

ложим, что она является ограничением на R2 некоторой эллиптической
квадратичной формы QN в RN , N > 2. Пусть Γ — это гомотопия на
сфере SN−1 ⊂ RN , которая переводит окружность Γ1 ⊂ R2

(x1,x2)t (см.
выше) в некоторую точку a ∈ SN−1 (здесь мы отождествляем Γ1 с мно-
жеством {x ∈ SN−1 : x3 = · · · = xN = 0}). Тогда композиция QN ◦ Γ яв-
ляется гомотопией в R2

∗, которая переводит цикл Γ2 = QN ◦ Γ1 = Q2 ◦ Γ1

в точку QN (a). Но такая гомотопия не существует, так как ∆Γ2
Arg(z) =

∆Γ1
Arg(Q2) = ±4π в силу следствия 2.7.3. Лемма 2.7.4 доказана. �

2.7.5. Лемма. Пусть QN — квадратичная форма в RN , N > 3.
Форма QN является эллиптической если и только если множество
QN (SN−1) ⊂ C∗ лежит в некоторой открытой полуплоскости в C,
граница которой содержит начало координат. Последнее эквивалентно
тому, что множество VN = QN (RN∗ ) — это замкнутый угол величины
ϑQN < π в C∗ с выколотой вершиной в начале координат.

Доказательство. Пусть форма QN является эллиптической. До-
статочно показать, что не существует пары точек x ∈ RN∗ и y ∈ RN∗
таких, что QN (x) = −QN (y). В самом деле, если (от противного) та-
кие точки x и y существуют, то ограничение формы QN на плоскость,
проходящую через x, y и через начало координат, не является сильно
эллиптической в силу следствия 2.7.3, что противоречит утверждению
леммы 2.7.4. Обратное очевидно. �
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Из леммы 2.7.5 вытекает, что для любой эллиптической квадратич-
ной формы QN в RN , N > 3, существуют такие число τ ∈ (0, 1) и
угол ϑ ∈ (−π, π], что форма Q(x) = eiϑQN (x) удовлетворяет условию

| arg(Q(x))| 6 ϑQN /2 < π/2, Re(Q(x)) > τ |Q(x)| > τ2|x|2, x ∈ RN∗ .
(2.7.1)

В дальнейшем мы будет предполагать, что QN — это эллиптическая
квадратичная форма в RN , заданная матрицей C = A+ iB, где A = ReC
и B = ImC.

Отметим, что условия, указанные в лемме 2.7.5, особенно просто про-
веряются для «диагональных» форм QN (x) =

∑N
n=1 cnnx

2
n (когда матри-

ца C диагональна).

2.7.6. Лемма. Пусть N > 3, QN и C такие, как указано выше.
Тогда detC 6= 0.

Доказательство. Рассуждая «от противного» предположим, что
detC = 0. Тогда найдется такая точка z ∈ CN , z 6= 0, что Cz = 0.
Пусть z = x + iy. Условие Cz = (A + iB)(x + iy) = 0 эквивалентно
одновременному выполнению условий Ax = By и Ay = −Bx, откуда

QN (x) = xt(A+ iB)x = xtBy − ixtAy
QN (y) = yt(A+ iB)y = −ytBx+ iytAx.

Из этих соотношений ввиду симметричности матриц A и B получаем,
что QN (y) = −QN (x) (в частности, x 6= 0 и y 6= 0), что противоречит
лемме 2.7.5. �

Заметим, что условие N > 3 в лемме 2.7.6 является существенным,
так как в R2 есть эллиптическая квадратичная форма Q2((x1, x2)t) =
(x1 + ix2)2/4 с матрицей

C2 =
1

4

(
1 i
i −1

)
,

для которой detC2 = 0.

2.7.7. Лемма. Пусть N > 3, QN и C такие, как определено выше,
и пусть Q′N — это квадратичная форма, определенная матрицей C−1.
Тогда форма Q′N также является эллиптической.

Доказательство. Из леммы 2.7.6 следует, что detC 6= 0. Рассуж-
дая «от противного», предположим, что найдется a ∈ RN∗ такое, что
atC−1a = 0. Определим z = C−1a, так, что z ∈ CN∗ . Тогда a = Cz,
а 0 = atC−1a = (Cz)tz = ztCtz = ztCz, так как матрица C является
симметричной.

Как и ранее положим x = Re z, y = Im z, A = ReC и B = ImC. Так
как Cz = a, то Im((A+ iB)(x+ iy)) = 0, откуда вытекает, что Bx = −Ay.
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Далее, так как
0 = ztCz = (xt + iyt)(A+ iB)(x+ iy) = (xt + iyt)(Ax−By),

то выполнены два равенства: xtAx = xtBy и ytAx = ytBy. Из трех полу-
ченных равенств получаем, что

xtBx = (Bx)tx = (−Ay)tx = −ytAx = −ytBy
ytAy = (Ay)ty = (−Bx)ty = −xtBy = −xtAx.

Но тогда
QN (y) = ytCy = ytAy + iytBy = −xtAx− ixtBx = −QN (x),

что противоречит лемме 2.7.5. �

2.7.2. Эллиптические уравнения второго порядка в RN и их
фундаментальные решения.

Пусть N > 2 — фиксированное целое число, а Q — эллиптическая
квадратичная форма в RN , определенная симметричной матрицей C с
комплексными элементами cmn, 1 6 m,n 6 N . Эта форма определяет
эллиптический дифференциальный оператор второго порядка с посто-
янными комплексными коэффициентами

L =

N∑
m,n=1

cmn
∂2

∂xm∂xn
,

который мы будет называть оператором, ассоциированным с Q. В свою
очередь, форма Q называется символом оператора L.

Рассмотрим основные примеры. Первый из них — оператор Лапласа

∆N =

N∑
n=1

∂2

∂x2
n

в RN . Он ассоциирован с квадратичной формой
x2

1 + · · ·+ x2
N .

Второй пример — оператор Бицадзе (квадрат оператора Коши–Римана)
в R2, который определяется по формуле

1

4

( ∂

∂x1
+ i

∂

∂x2

)2

=
∂2

∂z2 .

Его ассоциированная квадратичная форма Q2(x) = (x1 + ix2)2/4 уже
встречалась ранее.

Как отмечалось выше, все эллиптические квадратичные формы в R2

делятся на два класса: класс сильно эллиптических форм и класс форм,
не являющихся сильно эллиптическими. В соответствии с этой класси-
фикацией мы скажем, что эллиптический оператор L второго порядка
в R2 является сильно эллиптическим, если его символ является сильно
эллиптической формой (и не сильно эллиптическим в противном случае).
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Так, оператор Лапласа ∆2 в R2 является сильно эллиптическим, а
оператор Бицадзе нет. Таким образом, последний оператор не может
быть «поднят» до эллиптического оператора в RN ни при каком N > 2.
Заметим, что квадратичная форма, являющаяся символом оператора Би-
цадзе, определяется матрицей

C2 =
1

4

(
1 i
i −1

)
,

которая возникала в предыдущем параграфе в качестве примера вырож-
денной матрицы эллиптической квадратичной формы.

Заметим, что разделение эллиптических операторов второго поряд-
ка в R2 на классы сильно эллиптических и не сильно эллиптических
операторов носит не формальный характер, а обусловлено существенно
разными свойствами этих операторов. Глубокое различие свойств силь-
но эллиптических и не сильно эллиптических операторов проявляется
в задачах об описании множеств устранимых особенностей для реше-
ний соответствующих уравнений Lf = 0, в задачах об аппроксимации
функций решениями таких уравнений, в условиях разрешимости и един-
ственности решения классических краевых задач для этих уравнений.
Лемма 2.7.4, установленная выше, также представляет собой интересный
пример существенного различия между двумя обсуждаемыми классами
операторов.

В этом параграфе мы получим явную формулу для фундаментально-
го решения произвольного эллиптического оператора L второго порядка
в RN , N > 3 (точнее, для уравнения Lu = 0). Пусть оператор L ас-
социирован с квадратичной формой Q, определяемой матрицей C. Как
было показано в лемме 2.7.6, эта матрица является невырожденной, т. е.
detC 6= 0. Рассмотрим матрицу D = C−1 и определим соответствующую
квадратичную форму

Λ(x) = xtDx, x ∈ RN . (2.7.2)

В силу леммы 2.7.7 форма Λ является эллиптической. Пусть ϑΛ — вели-
чина угла Λ(RN∗ ), так что ϑΛ < π.

Пусть теперь S(z) — это «главная» ветвь многозначной функции
√
z,

определенная в {z ∈ C : − π < arg z < π} так, что
S(z) =

√
|z|ei arg(z)/2.

В силу леммы 2.7.5 найдется ϑ ∈ (−π, π] такое, что | arg(eiϑΛ(x))| 6
ϑΛ/2 < π/2, откуда Re(eiϑΛ(x)) > 0 при всех x ∈ RN∗ . Таким образом,
функция

Ψ(x) = S(eiϑΛ(x))

является вещественно аналитической в RN∗ , однородной порядка 1, и,
более того,

| arg(Ψ(x))| < ϑΛ/4 < π/4, ∀x ∈ RN∗ . (2.7.3)
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2.7.8. Предложение. Пусть L, Q, C, D, Λ, и Ψ таковы, как опре-
делено выше и пусть

Φ(x) = Ψ(x)2−N (2.7.4)

при x ∈ RN∗ . Тогда LΦ(x) = 0 при всех x ∈ RN∗ .

Доказательство. Без ограничения общности мы можем считать,
что θ = 0. Пусть p = (2−N)/2, так что Φ(x) = Λ(x)p∗, где Λ(·) определе-
на в (2.7.2), а символ ∗ означает, что мы имеем дело с соответствующей
главной ветвью wp∗ = exp(p ln∗ w) многозначной функции wp в C\(−∞, 0]
(здесь ln∗(w) = ln |w|+ i arg(w) — главная ветвь многозначного логариф-
ма в C \ (−∞, 0]).

Так как (wp∗)
′
w =

(
exp(p ln∗ w)

)′
w

= pwp∗
/
w, то

∂Φ(x)

∂xm
= p

Φ(x)

Λ(x)

∂Λ(x)

∂xm
,

и, следовательно,

∂2Φ(x)

∂xm∂xn
= p

Φ(x)

Λ(x)2

(
(p− 1)

∂Λ(x)

∂xm

∂Λ(x)

∂xn
+ Λ(x)

∂2Λ(x)

∂xm∂xn

)
,

при 1 6 m,n 6 N .
Так как p − 1 = −N/2, то для доказательства равенства LΦ(x) = 0

при x ∈ RN∗ нам достаточно показать, что

R(x) =

N∑
m,n=1

cmn

(
−N

2

∂Λ(x)

∂xm

∂Λ(x)

∂xn
+ Λ(x)

∂2Λ(x)

∂xm∂xn

)
= 0 (2.7.5)

для всех x ∈ RN∗ , где cmn — это (как и раньше) элементы матрицы C.
Обозначая через dmn, 1 6 m,n 6 N , элементы матрицы D и учитывая
ее симметричность, получаем

∂Λ(x)

∂xm
= 2

N∑
j=1

djmxj ,
∂2Λ(x)

∂xm∂xn
= 2dmn.

Далее, легко видеть, что имеет место равенство

∂Λ(x)

∂xm

∂Λ(x)

∂xn
= 4

N∑
j,k=1

dmjdnkxjxk.

Величина R(x) из (2.7.5) теперь представляется в следующем виде:

R(x) =

N∑
m,n=1

cmn

(
−2N

N∑
j,k=1

dmjdnkxjxk + 2dmn

N∑
j,k=1

djkxjxk

)
.
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Обозначим коэффициенты квадратичной формы R(x) через rjk, где 1 6
j, k 6 N , тогда (ввиду симметричности матрицы D)

rjk =

N∑
m,n=1

cmn
(
−2Ndmjdnk + 2dmndjk

)
=

= −2N(dj1, . . . , djN )C(d1k, . . . , dNk)t + 2djk

N∑
m,n=1

cmndmn.

Остается заметить, что (dj1, . . . , djN )C(d1k, . . . , dNk)t — это элемент djk
матрицы D = DCD, а

∑N
m,n=1 cmndmn = N так как DC = I (единичная

матрица). Таким образом, rjk = −2Ndjk + 2Ndjk = 0, что завершает
доказательство. �

Теперь мы может получить явную формулу фундаментального ре-
шения для L. Напомним, что распределение (обобщенная функция) ΦL
называется фундаментальным решением для L, если LΦL = δ0, где δ0 —
это дельта-функция Дирака с носителем в начале координат.

2.7.9. Теорема. В обозначениях предложения 2.7.8 функция

ΦL(x) = αLΦ(x) (2.7.6)

с некоторой подходящей константой αL ∈ C∗ является фундаменталь-
ным решением для L.

Доказательство. Пусть

fn(x) =

N∑
j=1

cnj
∂Φ

∂xj
, n ∈ {1, . . . , N},

где указанное равенство понимается как в обычном (при x 6= 0), так и
в обобщенном смысле (во всем RN ). При этом каждая fn является ло-
кально интегрируемой, нечетной, однородной порядка −N + 1 функцией
класса C∞(RN∗ ). Тогда (в обобщенном смысле)

χ(x) ≡ LΦ(x) =

N∑
n=1

∂fn
∂xn

,

χ(x) = 0 в RN∗ и по определению обобщенных производных для любой
функции g ∈ C∞0 (RN ) (с носителем в некотором шареBr = B(0, r)) имеем

〈LΦ, g〉 =

= −
N∑
n=1

〈
fn,

∂g

∂xn

〉
= −

∫
Br

N∑
n=1

fn
∂g

∂xn
dx = − lim

ε→0

∫
Br\Bε

N∑
n=1

fn
∂g

∂xn
dx.
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Применим к последнему интегралу (полагая D = Br \Bε) формулу Гаус-
са –Остроградского (интегрирования по частям):

−
∫
D

N∑
n=1

fn
∂g

∂xn
dx =

∫
D

g(x)χ(x) dx−
∫
∂D

(gF, ν) dσ =

∫
∂Bε

(gF, ν+) dσ,

где F = {f1, . . . , fN} — векторное поле, ν — внешняя единичная нор-
маль на ∂D (ν+ = −ν — внешняя единичная нормаль на ∂Bε) и σ — по-
верхностная мера на ∂D. Поскольку поле F однородно порядка −N + 1,
интеграл ∫

∂Bε

(g(0)F, ν+) dσ = g(0)

∫
∂B1

(F, ν+) dσ =: dLg(0)

не зависит от ε. При этом ясно, что

lim
ε→0

∫
∂Bε

((g − g(0))F, ν+) dσ = 0,

откуда окончательно получаем
〈LΦ, g〉 = dLg(0).

Свойство dL 6= 0 следует из известной леммы Вейля (без комментариев).
Откуда αL = 1/dL, что завершает доказательство теоремы 2.7.9. �

В частности, при L = ∆N (оператор Лапласа в RN ) имеем Λ(x) =
Q(x) = |x|2, Φ(x) = |x|2−N , F (x) = ∇(Φ(x)) = −(N − 2)x/|x|N . Откуда
dL = −(N − 2)σN и

Φ∆(x) = − 1

σN (N − 2)|x|N−2
,

где σN — поверхностная ((N − 1)-мерная) мера Лебега сферы ∂B(0, 1)
в RN .

Следующее утверждение вытекает из (2.7.3) и (2.7.4).

2.7.10. Следствие. Пусть N = 3 или N = 4. Тогда для любого
рассматриваемого оператора L найдутся λ = λL ∈ (−π, π] и A = AL > 1
такие, что

1

A|x|N−2
6 Re

(
eiλΦL(x)

)
6 |ΦL(x)| 6 A

|x|N−2
, (2.7.7)

при всех x ∈ RN∗ .
Аналогичный результат имеет место и для операторов L в RN ,

N > 5, которые удовлетворяют дополнительному условию
(N − 2)ϑΛ < 2π. (2.7.8)

При этом непосредственно из (2.7.4) следует, что при N > 3 оценка
1

A |x|N−2
6 |ΦL(x)| 6 A

|x|N−2
,
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справедлива для всех рассматриваемых операторов L.
2.7.3. Эллиптические уравнения второго порядка в R2 и их

фундаментальные решения.
Здесь для полноты изложения мы приведем простые явные формулы

фундаментальных решений для эллиптических операторов L в R2.
Пусть Q2((x1, x2)t) = c11x

2
1 + 2c12x1x2 + c22x

2
2 — эллиптическая квад-

ратичная форма в R2 и λ1, λ2 — ее характеристические корни. Условие
эллиптичности эквивалентно тому, что λ1, λ2 /∈ R. Положим

∂1 =
∂

∂x1
− λ1

∂

∂x2
, ∂2 =

∂

∂x1
− λ2

∂

∂x2
при λ1 6= λ2,

или

∂1 =
∂

∂x1
− λ1

∂

∂x2
, ∂2 =

∂

∂x1
+ λ1

∂

∂x2
при λ1 = λ2.

Тогда соответствующий индуцированный оператор L имеет вид:

Lu =

{
c11∂1(∂2(u)), при λ1 6= λ2;
c11∂

2
1(u), при λ1 = λ2.

(2.7.9)

Введем следующие координаты:

z1 =
λ2

λ2 − λ1

(
x1 +

1

λ2
x2

)
, z2 =

λ1

λ1 − λ2

(
x1 +

1

λ1
x2

)
при λ1 6= λ2

или
z1 =

1

2

(
x1 −

1

λ1
x2

)
, z2 =

1

2

(
x1 +

1

λ1
x2

)
при λ1 = λ2,

которые удовлетворяют условиям «ортогональности» :
∂1z1 = 1 ∂1z2 = 0
∂2z1 = 0 ∂2z2 = 1.

(2.7.10)

Наконец мы «отождествим» z = x1 + ix2 в C и x = (x1, x2)t в R2 в том
смысле, что f(x) или f(z) есть одно и то же для любой рассматриваемой
функции f . Заметим, что при s = 1 и s = 2 линейные преобразования
Λs(z) = zs в R2 являются невырожденными.

Справедливы следующие утверждения.

2.7.11. Предложение. В предыдущих обозначениях пусть λ1 6= λ2.
Тогда в области C[ найдутся такая аналитическая ветвь log(z1z

ν
2 ) мно-

гозначной функции Ln(z1z
ν
2 ) и такая константа k = k(L) ∈ C[, что

функция
ΦL(z) = k log(z1z

ν
2 )

является фундаментальным решением для L, где ν = 1 для сильно эл-
липтического случая и ν = −1 иначе.

При λ1 = λ2 фундаментальным решением для L является функция

ΦL(z) = k
z1

z2
,
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где k = k(L) ∈ C \ {0}.
Доказательство. Из теоремы о производной сложной функции,

формул (2.7.9) и условий ортогональности (2.7.10) следует, что в услови-
ях последнего предложения LΦL(x) = 0 при x 6= 0. Окончание доказа-
тельства — как в доказательстве теоремы 2.7.9. �

Так, для лапласиана ∆ в R2 имеем Φ∆(z) = (2π)−1 ln(|z|), а для опе-

ратора Бицадзе L =
∂2

∂z2 имеем ΦL(z) = z/(πz). Последние два факта
нетрудно установить с помощью формулы Помпейю, из которой следует,
что функция 1/(πz) является фундаментальным решением для операто-
ра Коши–Римана ∂/(∂z).

В заключении отметим, что изложенный выше локализационный ме-
тод Витушкина (для равномерных приближений голоморфными функ-
циями) естественным образом обобщается на задачи аппроксимации (во
всех классических, невесовых нормах Cm и W p) решениями эллиптиче-
ских уравнений второго порядка Lu = 0 с рассмотренными выше опера-
торами L. Так, локализационный оператор, соответствующий операто-
ру L и индекс-функции ϕ ∈ C∞0 (RN ), имеет вид VL,ϕ(f) = ΦL ∗ (ϕLf).
При этом L(VLϕ(f)) = ϕLf в обобщенном смысле.

Ряды Лорана (с центром в начале координат) для решений эллипти-
ческого уравнения Lu = 0 в окрестности ∞ в RN имеют вид

+∞∑
|β|=0

cβ∂
βΦL(x)/∂xβ .
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Программа спецкурса «Дополнительные главы комплексного
анализа и некоторые приложения, 2 семестр»

1. Аналитическая емкость γ: ее свойства и связь с устранимыми особен-
ностями в классе ограниченных голоморфных функций (см. также [2],
гл. VIII).

2. Аналитическая емкость α. Оценки емкостей γ и α (см. также [2], гл.
VIII).

3. Локализационная теорема Бишопа. Топологические и метрические
условия совпадения CA(X) и R(X). Примеры отсутствия аппроксима-
ции (см. также [3], гл. III).

4. Критерий Витушкина о приближении рациональными функциями для
классов функций: доказательство необходимых условий приближаемости
и предварительные оценки (см. также [2], гл. VIII; [4]).

5. Критерий Витушкина для классов функций: построение групп индек-
сов и доказательство основных оценок приближения (по работе [4]).

6. Теорема Мельникова об оценке интеграла Коши (см. также [2], гл.
VIII, п. 12).

7. Критерии равномерной приближаемости рациональными дробями для
индивидуальных функций (по работе [4]).

8. Равномерные приближения с касанием мероморфными и целыми
функциями на замкнутых множествах в C (см. также [3], Гл. 4, § 2; [5]).
9. Некоторые приложения: радиальные предельные значения целых
функций (см. также [3], Гл. 4, § 5).
10. Эллиптические квадратичные формы; невырожденность (по работе
[6]).

11. Фундаментальные решения для однородных эллиптических уравне-
ний второго порядка (по работе [6], см. также [7], пп. 3.3 и 6.2).
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Задачи к экзамену по спецкурсу, 2 семестр

Задача 1. Доказать, что если Λ1 — длина на прямой, а компакт K лежит на
прямой, то

Λ1(K)

4
6 γ(K) 6

Λ1(K)

π
.

Задача 2. ЕслиK — замыкание жордановой области, то γ(K) = α(K) � diam(K).
Задача 3. (Нерешенная проблема). Верно ли, что для любых компактов K1 и K2

в C справедливо неравенство γ(K1 ∪K2) 6 γ(K1) + γ(K2) ?
Задача 4. Пусть K — компакт в C с условием M1(K) = 0. Тогда γ(K) = 0. В

частности, это так при dimH(K) < 1.
Задача 5. Пусть K является ГУНФ-компактом. Тогда для всякой области D в C

всякая функция f , голоморфная в D\K и непрерывная в D, голоморфна
в D.

Задача 6. Доказать критерий Витушкина для классов функций в случаеX◦ = ∅
(план, сведение к доказательству теоремы Мергеляна).

Задача 7. ПустьX1 иX2 — компакты в C с условиями C(X1) = R(X1) и C(X2) =
R(X2). Доказать, что тогда C(X1 ∪X2) = R(X1 ∪X2).

Задача 8. Привести примеры двух компактовX1 иX2 в C с условиями CA(X1) =
R(X1) и CA(X2) = R(X2), но CA(X1 ∪X2) 6= R(X1 ∪X2).

Задача 9. Пусть X — компакт в C, f ∈ C(X) и f 6= 0 на X. Доказать, что если
f2 ∈ R(X), то f ∈ R(X).
Нерешенная проблема: остается ли верным указанный факт, если убрать
условие f 6= 0 на X?

Задача 10. Доказать усиленный вариант принципа аргумента и его основных
следствий.

Задача 11. Доказать существование двух гомеоморфных компактов X1 и X2 в C
таких, что CA(X1) = R(X1), но CA(X2) 6= R(X2).

Задача 12. Доказать, что в теореме Аракеляна условие (К –Л) на множество X
является также необходимым для наличия указанных аппроксимаций.

Задача 13. Доказать существование целой функции f , у которой образ f(R) всю-
ду плотен в C.

Задача 14. Доказать формулы фундаментальных решений для уравнений Ла-
пласа и Бицадзе в R2.


