
Ïðîãðàììà êóðñà ¾ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ¿ (3 êóðñ îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè, 2 ïîòîê,
2024/2025 ãã.)

1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ñâîéñòâà ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ïðèíöèï ñæèìàþùèõ
îòîáðàæåíèé, òåîðåìà î çàìêíóòûõ øàðàõ).

2. Òåîðåìà Áýðà.

3. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàí-
ñòâà. Êðèòåðèé ïîëíîòû ïîäïðîñòðàíñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

4. Íîðìèðîâàííûå è áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà î ïîïîëíåíèè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

5. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Ñó-
ùåñòâîâàíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè è îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

6. Îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ, ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ïîëíûå è çàìêíó-
òûå ñèñòåìû. Óñëîâèÿ áàçèñíîñòè îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

7. Ñóùåñòâîâàíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èçî-
ìîðôèçì ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

8. Êîìïàêòíûå è ïðåäêîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Êðèòåðèé Õàóñäîð-
ôà.

9. Ëåììà î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå. Íåêîìïàêòíîñòü åäèíè÷íîãî øàðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì íîð-
ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

10. Êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ ℓp (1 ⩽ p < ∞).

11. Êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

12. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû è ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû. Íîðìà îïåðàòîðà. Íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû.
Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

13. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ñåïàðàáåëüíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

14. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ñåïàðàáåëüíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà. Ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî è åãî ïîëíîòà.

15. Òåîðåìà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå c0.

16. Òåîðåìà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâàõ ℓp ïðè
1 ⩽ p < ∞. Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâ ℓp ïðè 1 < p ⩽ ∞.

17. Òåîðåìà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(Ω, µ)
(1 ⩽ p < ∞).

18. Òåîðåìà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà â C[a; b].

19. Òåîðåìà Ðèññà îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

20. Ñëàáàÿ è ∗-ñëàáàÿ ñõîäèìîñòè. Ñõîäèìîñòè â B(X, Y ).

21. Òîïîëîãèÿ σ(X,X+). Äâîéñòâåííîñòü (X, σ(X,X+))∗ = X+. Ñëàáàÿ è ∗-ñëàáàÿ òîïîëîãèè.
22. Ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû â áàíàõîâûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàâåíñòâî

∥A∥ = ∥A′∥ = ∥A∗∥. Ñàìîñîïðÿæ�åííûå îïåðàòîðû. Îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû.
23. Òåîðåìà Áàíàõà�Øòåéíãàóçà. Ñëàáî îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà.

24. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû. Ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ (ñóììà, êîìïîçèöèÿ ñ îãðàíè÷åí-
íûì, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä).

25. Òåîðåìà î äåéñòâèè êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà íà ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â íîðìè-
ðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

26. Òåîðåìà î ñâÿçè êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà ñ êîìïàêòíîñòüþ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà (â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå).

27. Êîìïàêòíîñòü èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ C[a; b] è L2[a; b].



28. Îáðàòíûå îïåðàòîðû. Òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Óñòîé÷è-
âîñòü îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.

29. Ñïåêòð îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êëàññèôèêàöèÿ è îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà.

30. Ñïåêòð ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, ñïåêòð ïîäîáíîãî îïåðàòîðà.

31. Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû è èõ ñâîéñòâà. Ñïåêòð íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà.

32. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Âåéëÿ. Ñïåêòð îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ â C[a; b] è â L2[a; b].

33. Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà (ôîðìóëà áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

34. Ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà: âåùåñòâåííîñòü è ëîêàëèçàöèÿ.

35. Ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà: ðàâåíñòâî
sup∥x∥=1 |(Ax, x)| = ∥A∥. Âêëþ÷åíèÿ m,M ∈ σ(A).

36. Ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü åäèíè÷íîãî øàðà â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

37. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà (äëÿ ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ).

38. Êîíå÷íîìåðíîñòü ÿäðà è çàìêíóòîñòü îáðàçà îïåðàòîðà I − A, ãäå A ∈ K(H).

39. Ñîîòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè äëÿ ÿäðà è îáðàçà îïåðàòîðîâ I −A è I −A∗, A ∈ K(H). Ïåðâàÿ
òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

40. Ker(I − A) = {0} ⇔ Im(I − A) = H. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà.

41. Òðåòüÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà

42. Ñïåêòð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà.
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