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I. Линейные операторы. (продолжение раздела)

1. Спектр и резольвента замкнутого линейного оператора. Замкнутость спектра. Клас-
сификация точек спектра: точечный, непрерывный, остаточный спектр. Предельный спектр
и спектр сжатия. Тождество Гильберта.

2. Свойства спектра ограниченного оператора (непустота, ограниченность). Спектраль-
ный радиус. Формула для спектрального радиуса.

3. Теорема об отображении спектра. Подобные операторы; теорема о спектрах подоб-
ных операторов.

4. Примеры: нахождение спектра и его частей а) оператора дифференцирования в про-
странстве 𝐶[𝑎, 𝑏], б) оператора дифференцирования с нулевым краевым условием 𝑓(𝑎) = 0
в пространствах 𝐶[𝑎, 𝑏] и 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] (1 ≤ 𝑝 < ∞), в) диагонального оператора в ℓ𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞),
г) левого и правого сдвигов в ℓ𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞), д) двустороннего сдвига в ℓ𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞),
е) оператора умножения на непрерывную функцию в 𝐶[𝑎, 𝑏], ж) оператора умножения на
существенно ограниченную функцию в 𝐿𝑝[𝑋,𝜇] (1 ≤ 𝑝 < ∞).

5. Компактные операторы и их свойства. Необходимое и достаточное условие компакт-
ности диагонального оператора в ℓ𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞). Компактность интегральных операторов
с непрерывным ядром в пространствах 𝐶[𝑎, 𝑏] и 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] (1 ≤ 𝑝 < ∞).

6. Теорема Рисса-Шаудера о спектре компактного оператора.

II. Гильбертовы пространства. Элементы спектральной теории операторов в гильбер-
товом пространстве.

7. Евклидовы пространства; примеры. Неравенство Коши-Буняковского. Характери-
стическое свойство евклидовых пространств (тождество параллелограмма). Пополнение
евклидова пространства.

8. Ортогональные системы векторов в евклидовом пространстве; ортогональные ба-
зисы, примеры ортогональных базисов. Процесс ортогонализации Грама-Шмидта. Суще-
ствование ортонормированного базиса в сепарабельном евклидовом пространстве. Ряд Фу-
рье по ортонормированной системе, неравенство Бесселя и равенство Парсеваля. Теорема
Стеклова. Ряд Фурье, неравенство Бесселя и равенство Парсеваля в случае ортогональной
ненормированной системы. Ортогональное дополнение подмножества векторов евклидова
пространства.

9. Гильбертовы пространства; примеры. Теорема Рисса-Фишера. Изоморфизм беско-
нечномерных сепарабельных гильбертовых пространств. Существование элемента в непу-
стом замкнутом выпуклом подмножестве гильбертова пространства, ближайшего к дан-
ному, и его единственность. Теорема об ортогональном разложении гильбертова простран-
ства в прямую сумму замкнутого подпространства и его ортогонального дополнения. Кри-
терий полноты системы векторов в гильбертовом пространстве.

10. Теорема Бари.
11. Теорема Рисса о представлении линейного непрерывного функционала в гильбер-

товом пространстве. Рефлексивность гильбертовых пространств.
12. Существование и единственность оператора 𝐴*, (эрмитово) сопряжённого к огра-

ниченному линейному оператору 𝐴 в гильбертовом пространстве, его линейность, ограни-

ченность и равенство ‖𝐴*‖ = ‖𝐴‖. Соотношения (Im(𝐴))⊥ = ker𝐴*, ker𝐴 =
(︁

Im(𝐴*)
)︁⊥

для
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любого линейного ограниченного оператора 𝐴 в гильбертовом пространстве. Связь между
спектрами и их частями оператора и его сопряжённого.

13. Ограниченные самосопряжённые операторы. Равенства ‖𝐴‖ = sup
‖𝑥‖=1

| ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ | для

самосопряжённого оператора 𝐴, ‖𝐴*𝐴‖ = ‖𝐴‖2 для любого ограниченного оператора 𝐴,
‖𝐴𝑛‖ = ‖𝐴‖𝑛 (𝑛 ∈ N) для самосопряжённого оператора 𝐴. Спектральный радиус ограни-
ченного самосопряжённого оператора. Спектр ограниченного самосопряжённого операто-
ра.

14. Теорема о поточечной сходимости ограниченной сверху (снизу) неубывающй (невоз-
растающей) последовательности самосопряжённых ограниченных операторов.

15. Операторы ортогонального проектирования и их свойства.
16. Нормальные операторы; соотношения ker𝐴 = ker𝐴* = (Im(𝐴))⊥ для нормально-

го оператора 𝐴; пустота остаточного спектра нормального оператора. Изометрические и
унитарные операторы; спектр унитарного оператора.

17. Компактные операторы в гильбертовом пространстве. Компактность сопряжённого
оператора к компактному. Теорема Гильберта-Шмидта.

18. Первая, вторая и третья теоремы Фредгольма в случаях гильбертовых и банаховых
пространств.

19. Операторы с конечной абсолютной нормой и их свойства. Ядерные операторы и их
свойства; теорема о следе ядерного оператора.

20. Интегральные операторы Гильберта-Шмидта. Абсолютная норма интегрального
оператора Гильберта-Шмидта. Взаимно однозначное соответствие между интегральны-
ми операторами Гильберта-Шмидта и квадратично интегрируемыми ядрами. Ядро про-
изведения двух интегральных операторов Гильберта-Шмидта. Ядро сопряжённого опе-
ратора. Необходимое и достаточное условие самосопряжённости интегрального операто-
ра Гильберта-Шмидта. Примеры нахождения спектра и собственных функция самосо-
пряжённых интегральных операторов Гильберта-Шмидта. Вычисление нормы оператора
(𝐴𝑓)(𝑥) =

∫︀ 𝑥

0
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 в пространстве 𝐿2[0, 1].

21. Общее определение сопряжённого оператора в гильбертовом пространстве. Связь
между графиком оператора и графиком сопряжённого к нему оператора. Линейность и за-
мкнутость сопряжённого оператора. Равенство 𝐴** = 𝐴 для линейного оператора 𝐴 с плот-
ной областью определения, допускающего замыкание. Симметрические операторы. Замы-
каемость симметрического оператора. Самосопряжённые операторы. Замкнутость самосо-
пряжённого оператора. Спектр неограниченного самосопряжённого оператора. Примеры
неограниченных самосопряжённых операторов.

22. Спектральная теорема для ограниченных самосопряжённых операторов.
23. Спектральная теорема для самосопряжённых операторов в общем случае (без дока-

зательства). Описание спектра самосопряжённого оператора при помощи его спектраль-
ной функции.

III. Преобразование Фурье.

24. Преобразование Фурье функций из пространства 𝐿1 и его свойства. Примеры вы-
числения преобразования Фурье.

25. Теорема единственности для преобразования Фурье. Формула обращения.
26. Полнота системы функций {𝑥𝑛𝑓(𝑥)}, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . в 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) (1 ≤ 𝑝 < ∞), где 𝑓(𝑥)

— функция, измеримая и почти всюду отличная от нуля на интервале (𝑎, 𝑏), −∞ ≤ 𝑎 <
𝑏 ≤ ∞, удовлетворяющая неравенству |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑒−𝛿|𝑥| (𝐶 > 0 и 𝛿 > 0 — константы). Ор-
тогональные базисы в пространствах 𝐿2(−∞,∞) и 𝐿2(0,∞); полнота функций Чебышёва-
Эрмита и Чебышёва-Лагерра.
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27. Свёртка функций. Преобразование Фурье и свёртка функций.
28. Пространство Шварца 𝒮(R𝑛). Оператор Фурье в 𝒮(R𝑛) и его свойства.
29. Теорема Планшереля. Преобразование Фурье в пространстве 𝐿2.

IV. Обобщённые функции.

30. Пространство D(Ω) основных функций. Неметризуемость сходимости в D(Ω).
31. Пространство D ′(Ω) обобщённых функций. Вложение локально интегрируемых в

Ω функций в D ′(Ω). Регулярные и сингулярные обобщённые функции. Сингулярность
𝛿−функции и P

(︀
1
𝑥

)︀
.

32. Действия над обобщёнными функциями изD ′ (умножение на бесконечно дифферен-
цируемую функцию, дифференцирование, замена переменных). ЗадачаШварца. Примеры
вычисления производных обобщённых функций.

33. 𝛿-образные последовательности. Предел lim
𝜀→+0

𝜀−𝑛𝑓
(︀
𝑥
𝜀

)︀
в D ′(R𝑛), где 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿1(R𝑛).

Формулы Сохоцкого.
34. Решение простейших уравнений в пространстве обобщённых функций D ′(R1) (𝑦′ =

0, (𝑥 − 𝑥0)
𝑛𝑦 = 0(𝑛 ∈ N)). Существование первообразной у любой обобщённой функции

𝑓 ∈ D ′(R1).
35. Прямое произведение и свёртка обобщённых функций, их свойства.
36. Носитель обобщённой функции. Обобщённые функции с компактным носителем.

Пространства E (Ω),E ′(Ω).
37. Пространство 𝒮 ′(R𝑛). Обобщённые функции медленного роста и операции над ни-

ми. Преобразование Фурье обобщённых функций медленного роста и его свойства; при-
меры: вычисление преобразования Фурье обобщённых функций 𝛿(𝑥−𝑥0), 1, 𝑒

𝑖⟨𝑎,𝑥⟩(𝑎 ∈ R𝑛),
cos(𝑎𝑥), sin(𝑎𝑥)(𝑎 ∈ R1), 𝐷𝛼𝛿(𝑥), 𝑥𝛼(𝛼 — мультииндекс), 𝜃(𝑥), 𝜃(−𝑥)(𝜃 — функция Хевисайда),
sign(𝑥),P

(︀
1
𝑥

)︀
, |𝑥|.
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