
á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ÎÁ 18 ÍÁÒÔÁ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 1. ðÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

D ÎÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ.
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 2. D ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÔÎÏ × ÐÏ-

ÌÉÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E .
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 3. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ × D, ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÚ

S, ÓÔÒÏÇÏ ÇÒÕÂÅÅ ( = ÓÌÁÂÅÅ) ÉÓÈÏÄÎÏÊ.
õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ cn > 0, ÔÁËÉÅ,

ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ cnφ(t − n) ÇÄÅ φ ¡ ÇÏÒÂÕÛËÁ ÉÌÉ ÛÌÑÐÁ, ÓÈÏ-

ÄÉÔÓÑ × S, ÎÏ ÎÅ × D. á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ
ÌÅÍÍÕ ÏÂÝÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ: ÐÕÓÔØ (E, ∥·∥m) ¡ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÐÒÅÄÎÏÒÍ), ψn ¡ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÏ×. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ cn > 0, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ cnψn ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × E (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m

×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ∥cnψn∥m → 0;n→ ∞.
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 4. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÇÌÁÄËÕÀ

ÆÕÎËÃÉÀ ψ ∈ E × D É × E ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ.
õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ∥·∥¡ÄÏÐÕÓÔÉÍÁÑ ÐÒÅÄÎÏÒÍÁ, ÔÏ ÐÒÅÄÎÏÒÍÁ |||·|||; |||φ||| :=

∥ψφ∥ ÔÏÖÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ: Á) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ; Â) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-

ÆÕÎËÃÉÑ-ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ; ×) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ-Ó-ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ-ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ (ÎÁ ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ) 1. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : D → C
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ-ÆÕÎËÃÉÅÊ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ C É n,
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ φ ∈ DN ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |f(φ)| ≤ C∥φ∥(N)n .

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ (ÎÁ ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ) 2. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : E →
C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ-ÆÕÎËÃÉÅÊ-Ó-ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ-ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ⇐⇒ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ N, n É C, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ φ ∈ E ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |f(φ)| ≤
C∥φ∥(N)n .

ïÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ-ÆÕÎËÃÉÉ f : ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n (ÅÓÌÉ

ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ C, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ φ ∈ DN ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |f(φ)| ≤ C∥φ∥(N)n .

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ E∗ → S∗ → D∗ (¥ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ¥ Ë ÄÉÁ-

ÇÒÁÍÍÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ D → S → E). îÁ ÍÅÓÔÅ: Å¾ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ E∗ É S∗ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × S∗ É D∗.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ. 3. OÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÁ

Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ-ÆÕÎËÃÉÅÊ-Ó-ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ-ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ D∗ ⇐⇒ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅ-
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ÒÙ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÚ E (ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÎÎÏÊ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÐÒÅÄÎÏÒÍÁÍÉ)

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÓÏÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ E∗ → S∗ → D∗ ÓÕÔØ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕ-

ÌÑÒÎÏÊ (É ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ) ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ-ÆÕÎËÃÉÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒ Lloc
1 → D∗. åÇÏ

ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÎÁ (ÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÏÊ?) ÌÅËÃÉÉ,

ÔÏ ×ÏÔ ÐÏÄ×ÏÄÑÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ. 4. ðÕÓÔØ f ∈ L[a, b] ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ φ ∈ D,
ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ ×ÎÅ [a, b], ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

∫ b

a
f(t)φ(t)dt = 0 ôÏÇÄÁ f = 0 ÐÏÞÔÉ

×ÓÀÄÕ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ×ÐÒÁ×Å ÓÎÑÔØ ¥ÞÅÒÔÏÞËÕ¥ × ÔÅÒÍÉÎÅ ¥ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ¥.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ δ-ÆÕÎËÃÉÉ äÉÒÁËÁ δ(φ) : −φ(0) (É Å¾ ÁÎÁÌÏÇÉ × S∗ É E∗.

ôÅÏÒÅÍÁ: ÜÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. (ÅÓÌÉ

ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁ ¥ÌÅËÃÉÉ¥, ÔÏ ÜÔÏ úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ. 5.)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ. 6. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ φ 7→ v.p.
∫ ∞
−∞

φ(t)
t
dt¡ ÜÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ

ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. ôÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ≤ 1,
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÄÌÑ ψ(t) := φ(t) − φ(0). ôÏ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ × D ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ N É
ε > 0 ÆÕÎËÃÉÊ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÁ [−N,N ] É ÒÁ×ÎÙÈ 1 ÐÒÉ ε ≤ t ≤ N É

-1 ÐÒÉ −N ≤ t ≤ −ε.
ôÏÐÏÌÏÇÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓÌÁÂÁÑ∗!)

δ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × D.
úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ. 7. δ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × D∗ Ë

δ-ÆÕÎËÃÉÉ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ. á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

íÏÓË×Á íîãíï 2004 (ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÉÚÄÁÎÁ × 2014?) çÌÁ×Á 4 §3.
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ÎÁ 25 ÍÁÒÔÁ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. 1.

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : D → C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ-ÆÕÎËÃÉÅÊ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ C É n, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ φ ∈ DN ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |f(φ)| ≤
C∥φ∥(N)n .

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. 2.

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : E → C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ-ÆÕÎËÃÉÅÊ-Ó-ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ-
ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ N,n É C, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ φ ∈ E ×Ù-
ÐÏÌÎÅÎÏ |f(φ)| ≤ C∥φ∥(N)n .

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 3. OÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÁ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ-ÆÕÎËÃÉÅÊ-Ó-ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ-ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ⇐⇒
ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÚ E (ÔÏ ÅÓÔØ
ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÐÒÅÄÎÏÒÍÁÍÉ)

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 4. ðÕÓÔØ f ∈ L[a, b] ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ φ ∈ D, ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ ×ÎÅ [a, b], ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
∫ b

a
f(t)φ(t)dt = 0 ôÏÇÄÁ

f = 0 ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 5. (åÓÌÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ!) δ-ÆÕÎËÃÉÑ

äÉÒÁËÁ ¡ ÜÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 6. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ φ 7→ v.p.
∫ ∞
−∞

φ(t)
t
dt ¡

ÜÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ 1.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 7. δ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏ-

ÄÉÔÓÑ × D∗ Ë δ-ÆÕÎËÃÉÉ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï ×ÌÏÖÅÎÉÑÈ D → S → E → Lloc
1 → D∗; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, D

×ÌÏÖÅÎÏ × D∗.

æÕÎËÃÉÑ ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ f ÒÏÓÔÁ: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |f(t)| ≤
C(1 + |t|p).
úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. åÓÌÉ f ¡ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÍÅ-

ÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f̂ : S → C : φ 7→
∫

R f(t)φ(t)dt ¡ ÜÔÏ

ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ-ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ S → S∗.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. åÓÌÉ f ¡ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍ-

ÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f̂ : S → C : φ 7→
∫

R f(t)φ(t)dt ¡

ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ Ó-ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ-ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. E × E∗ ÎÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ!

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ×ÐÒÁ×Å ÓÎÑÔØ ¥ÞÅÒÔÏÞËÕ¥ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ¥ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ-

ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ¥ É ¥ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ Ó-ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ-ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.¥
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îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×

(E∗, w∗).

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. D ÐÌÏÔÎÏ × (D∗, w∗), Á S ÐÌÏÔÎÏ × S∗, w∗).

íÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ: ÏÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï

ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T : D → D ÄÏ w∗-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T̃ :

D∗ → D∗. (éÌÌÀÓÔÒÁÃÉÀ ÄÁ¾Ô ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

T : D T //

in
��

D
in

��
D∗ T̃ // D∗

, (1)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. (åÓÌÉ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ¥Ñ×ÏÞ-

ÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ¥). ðÕÓÔØ D : D → D ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ w∗-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D∗ → D∗,

ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ D. ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

[D̃f ](φ) = f(−Dφ),

ÔÏ ÅÓÔØ D̃ = −D∗.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ D × (D∗, w∗). äÁÌÅÅ,

×ÓÑËÉÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ w∗-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ. îÁËÏÎÅÃ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á-

ÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ D, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ËÁË (1), ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ D.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ èÅ×ÉÓÁÊÄÁ ÅÓÔØ

δ-ÆÕÎËÃÉÑ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ln |t| ÅÓÔØ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 6.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ÷ÉÄÉÍ,

ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 4. ëÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ,

É ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï {φ′;φ ∈ D × D ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 5. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 2 ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÏÌØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (1) ÔÅÐÅÒØ ÉÇÒÁÅÔ

T : S T //

in
��

S
in

��
S∗ T̃ // S∗

,
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úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 6. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 2 ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ E ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ D∗.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ. á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

íÏÓË×Á íîãíï 2004 (ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÉÚÄÁÎÁ × 2014?) çÌÁ×Á 4 §3.
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ¥ÏÎ-ÌÁÊÎ¥ ÎÁ 1 ÁÐÒÅÌÑ (!) ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 1. D ÐÌÏÔÎÏ × (D∗, w∗), Á S ÐÌÏÔÎÏ ×
(S∗, w∗).

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. 2. (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÏÊ). ðÕÓÔØ D : D → D ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ w∗-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D∗ → D∗, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀ-

ÝÉÊ D. ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

[D̃f ](φ) = f(−Dφ),

ÔÏ ÅÓÔØ D̃ = −D∗.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ

ln |t| ÅÓÔØ ¥ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ¥ (φ 7→ v.p.
∫ ∞
−∞

φ(t)
t
dt).

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 4. ëÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ

ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ, É ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 5. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

(ÐÒÏÓÔÏ) ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎ-

ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ

ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 6. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ E ÎÁ
ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ D∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M × R, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ φ ∈ D, ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ f(φ) = 0. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏ, Á ËÁË ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ?).

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ëÁËÏ×Ù ÎÏÓÉÔÅÌÉ Õ δ É δ′? (×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ

×ÉÄÉÍ, ÚÁÞÅÍ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÐÏÍÑÎÕÔÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ).

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. (åÓÌÉ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ). ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ D∗ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E∗ ⇐⇒ Õ ÎÅ¾ ÅÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ.
(Å¾ ÛÕÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ-ÆÕÎËÃÉÑ-Ó-ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ-ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ

¡ ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. (åÓÌÉ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ). åÓÌÉ ÎÏÓÉÔÅÌØ

ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ¡ {0}, ÔÏ ÏÎÁ ÅÓÔØ (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÃÉÑ δ-ÆÕÎËÃÉÉ É Å¾ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.
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ôÅÏÒÅÍÁ. (äÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ

ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ.) ðÕÓÔØ f ¡ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

ôÏÇÄÁ

(i) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n > 0 ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ËÁË
∑n

k=0 h
(
kk), ÇÄÅ

×ÓÅ hk ¡ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ;

(ii) f ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÒÁÚ ÇÌÁÄËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÂÏÂ-

ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ. á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

íÏÓË×Á íîãíï 2004 (ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÉÚÄÁÎÁ × 2014?) ëÏÎÅÃ ÇÌÁ×Ù 4 §3.
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ¥ÏÎ-ÌÁÊÎ¥ ÎÁ 8 ÁÐÒÅÌÑ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 1. (åÓÌÉ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ).

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ D∗ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E∗ ⇐⇒ Õ ÎÅ¾ ÅÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ
ÎÏÓÉÔÅÌØ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 2. (åÓÌÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ×ÓÅ

ÒÁ×ÎÏ, ÚÁËÒÙ× ÔÅÔÒÁÄØ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÉ). åÓÌÉ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ ¡ {0}, ÔÏ ÏÎÁ ÅÓÔØ (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ δ-ÆÕÎËÃÉÉ
É Å¾ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.

÷ ÐÒÏÛÌÏÍ ÚÁÄÁÎÉÉ Ñ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÂÏÂÝÅÎ-

ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. óÁÛÁ ëÕÞÅÒÅÎËÏ ÐÉÛÅÔ, ÞÔÏ Å¾

ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ. îÏ Ñ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÕÂÅÖÄÅÎ, ÞÔÏ Å¾ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ, ××ÉÄÕ

Å¾ ÞÅÔËÏÓÔÉ É ÐÏÎÑÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ. ðÏ×ÔÏÒÑÀ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ f ¡ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

ôÏÇÄÁ

(i) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n > 0 ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ËÁË
∑n

k=0 h
(
kk), ÇÄÅ

×ÓÅ hk ¡ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ;

(ii) f ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÒÁÚ ÇÌÁÄËÏÊ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 3. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ

ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË.

îÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÔÅÍÁ: ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ.

ôÕÔ ÌÅËÔÏÒ ÐÏÍÅÎÑÌ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË: ËÁË Ñ ÐÒÉ×ÙË, ÜÔÁ ÔÅÍÁ

ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÁÍÏÍ ËÏÎÃÅ, ÐÏÓÌÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. îÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ:

× ÜÔÏÍ ÕÞÅÂÎÏÍ ÇÏÄÕ, ×ÙÒÁÖÁÑÓØ ÐÏ-ÆÅÏÄÁÌØÎÏÍÕ, ÏÎ ÎÁÛ ÓÅÎØÏÒ, Á ÍÙ

×ÓÅ ÅÇÏ ×ÁÓÓÁÌÙ. éÔÁË:

ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ (ÏÎÉ ÐÏÔÏÍ ×ÓÅ

ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ) ¡ ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ

ÄÌÑ φ ∈ L1(R ÆÏÒÍÕÌÏÊ [F (φ)](s) = 1√
2π

∫
R φ(t)e

−istdt. îÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÎÉÍ

ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ.

ä×Á ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ. (åÓÌÉ ÂÙÌÉ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ, ÎÏ

×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ Ñ ÉÈ ÄÁÀ ËÁË ÚÁÄÁÞÉ.)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. îÁÊÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎØËÉ χ[a,b].

(óÒÁÚÕ ÖÅ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ

çÁÕÓÓÁ e−t2/2 ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ Å¾ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ
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e−z2/2e−isz, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÅÍÓÑ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÉËÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ¡ ÞÁÓÔØ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, Á ×ÅÒÈÎÑÑ

¡ ÞÁÓÔØ ÐÒÑÍÏÊ {z = −is; s ∈ R}.
õÚÎÁ× ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÞÔÏ [F (φ)](s) ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ × C0(R), ××ÏÄÉÍ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F : L1(R)→ C0(R).
ðÒÏ ÎÅÇÏ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ Á) ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ (¥ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ-

ÓÔÉ¥) É Â) ÏÎ ÎÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÎÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÌÏÔÅÎ. ïÂÁ ÆÁËÔÁ ÓÏÏÂÝÁÅÍ

ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (×ÐÒÏÞÅÍ, ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ¡

ÎÏ ÎÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ¡ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏÚÖÅ.)

äÁÌÅÅ ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ÕÚÎÁÌÉ ÔÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ.

÷ÅÚÄÅ ÄÁÌÅÅ D ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Á M ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ (ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ.)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÉÚ S (ÜÔÏ
ÌÅÇËÏ, ÎÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏÚÖÅ) ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ

ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

S iD //

F
��

S
F

��
S −M // S

,

É

S M //

F
��

S
F

��
S iD // S

,

þÔÏ, ÅÓÌÉ φ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÄÁÖÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏ×? äÏÇÁÄÙ×ÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ÐÏËÒÕÞÅ ÇÌÁÄËÏ-

ÓÔÉ. é ×ÏÔ:

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. ðÕÓÔØ φ ∈ L1(R ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b > 0
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ eb|t|φ ∈ L1(R. ôÏÇÄÁ [F (φ)](s) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ψ(z) = 1√

2π

∫
R φ(t)e

−iztdt × ÐÏÌÏÓÅ {z : |Im(z)| < b.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. äÁÌØÛÅ ¡ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. óÞÉÔÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ φ ÉÚ
∫

R t
nφ(t) = 0

ÄÌÑ ×ÓÅÈ n = 0, 1, ... ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ φ = 0 ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ.

õËÁÚÁÎÉÅ. çÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ [F (φ)](s) ÒÁ×ÎÁ × ÎÕÌÅ ÎÕÌÀ ÓÏ

×ÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ.
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úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 4. æÕÎËÃÉÉ üÒÍÉÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(R) ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.
õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ψ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ×ÓÅÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ üÒÍÉÔÁ, ÔÏ ψ(t)e−t2/2

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ 3.

ðÕÓÔØ Ta ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ a ∈ R, Á Ea ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

ÎÁ e−iat.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

L1(R)
Ta //

F
��

L1(R)

F
��

C0(R)
Ea // C0(R)

É

L1(R)
Ea //

F
��

L1(R)

F
��

C0(R)
Ta // C0(R).

äÕÍÁÌ æÕÒØÅ: ËÁË ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ¥ÅÇÏ¥ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ? óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÄÁ¾Í ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ [ �F (φ)](s) = 1√
2π

∫
R φ(t)e

+istdt (ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÓÍÙÓÌ ÔÏÌØËÏ

ÄÌÑ φ ∈ L1(R).
îÁ ÍÅÓÔÅ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ψ ÎÁ R ÐÏÌÏÖÉÔØ ›ψ(t) := ψ(−t),

ÔÏ [ �F (φ)](t) = [(›F (φ)](t) = [F (›φ)](t).

äÏÍÁ: ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ¥ÐÒÑ-

ÍÏÍ¥ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ æÕÒØÅ.
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ¥ÏÎ-ÌÁÊÎ¥ ÎÁ 15 ÁÐÒÅÌÑ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 1. óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÅ ×Ù×Ï-

ÄÉÔ ÉÚ S (ÔÅÐÅÒØ é.á. ÕÖÅ ×ÁÍ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÌ) ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

S iD //

F
��

S
F

��
S −M // S

,

É

S M //

F
��

S
F

��
S iD // S

,

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 2. (ëÁÖÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ. ÷ÓÅ

ÒÁ×ÎÏ ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÅÚ ÉÈ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ.) ðÕÓÔØ φ ∈ L1(R)
ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b > 0 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ eb|t|φ ∈ L1(R. ôÏÇÄÁ
[F (φ)](s) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ψ(z) = 1√

2π

∫
R φ(t)e

−iztdt

× ÐÏÌÏÓÅ {z : |Im(z)| < b}.
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 3. óÞÉÔÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (Å¾ ÄÏËÁÖÕÔ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ 13ÇÏ), ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ φ ÉÚ
∫

R t
nφ(t) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n = 0, 1, ... ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ φ = 0 ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 4. æÕÎËÃÉÉ üÒÍÉÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÇÉÌØ-

ÂÅÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(R) ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 5. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Ta É Ea ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ

ÚÁÎÑÔÉÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

L1(R)
Ta //

F
��

L1(R)

F
��

C0(R)
Ea // C0(R)

É

L1(R)
Ea //

F
��

L1(R)

F
��

C0(R)
Ta // C0(R).

(ËÁÖÅÔÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ áÌÅËÓÅÅ×ÓÕ, ÎÁÄÏ ÚÄÅÓØ Ta ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ T−a. ðÒÏ-

×ÅÒØÔÅ!)
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îÁÓËÏÌØËÏ ÍÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÂÕÄÕÞÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ S,
ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ

× S) F : S → S. îÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ: ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ,ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ÎÁ ÄÏÍ 3 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÁÎÑ-

ÔÉÑ.) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ φ ∈ S ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ
∫

R t
nφ(t) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n = 0, 1, ....

ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ φ = 0?

õËÁÚÁÎÉÅ. îÅÔ! òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �F (ψ);ψ ∈ S, ÇÄÅ ψ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × 0 ÓÏ
×ÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ (ÈÏÔØ ÓÄ×ÉÇ ÇÏÒÂÕÛËÉ.)

÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D̃ ËÁË ÒÁÚÕÍÎÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D : D → D. äÕÍÁÅÍ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÓÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ æÕÒØÅ?

îÁ ÍÅÓÔÅ: F ×Ù×ÏÄÉÔ ÉÚ D; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, D ∩ F (D) = 0. é ×ÏÏÂÝÅ:
úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T : D∗ → D∗, ËÏÔÏÒÙÊ

ÂÙÌ ÂÙ ÓÌÁÂÏ∗ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ É ÓÏ×ÐÁÄÁÌ ÂÙ ÎÁ D Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. âÅÒÅÍ ψ1 ∈ D. úÎÁÎÉÅ ÓÌÁÂÏ∗ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏ×
ÎÁ D∗ ÄÁÅÔ (Tf)(ψ1) = f(ψ2) ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ψ2 ∈ D. ïÔÀÄÁ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÊ φ ∈ D ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ (Tf)(ψ1) =

∫
R φ(t)ψ2(s)ds =

∫
R F (φ)(s)ψ1(s)ds =∫

R φ(t)[F (ψ1)](t)dt. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ψ2(t) = [F (ψ1)](t) ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ, Á ÜÔÏ

ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ D ∩ F (D) = 0.
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ D Ë S, ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ:
úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. (åÓÌÉ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÏÔÌÏÖÉÔÅ ÔÅÔÒÁÄØ É ÐÒÏÄÕ-

ÍÁÊÔÅ.) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ w∗-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F̃ : S∗ →
S∗, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ F , ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

S F //

in
��

S
in

��
S∗ F̃ // F∗

ËÏÍÍÕÔÁÔÏ×ÎÏÊ. ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

[F̃ f ](φ) = f(Fφ),

ÔÏ ÅÓÔØ D̃ = F∗.
îÁ ÍÅÓÔÅ: ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

üÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÏÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÍÅ-

ÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ.
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úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 4. îÁÊÄÉÔÅ F̃ ÏÔ δ-ÆÕÎËÃÉÉ

ïÔ×ÅÔ: ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ¤ËÏÎÓÔÁÎÔÁ¥.

ëÁËÁÑ?

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 5. îÁÊÄÉÔÅ F̃ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

ïÔ×ÅÔ: δ-ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. ëÁËÉÍ?

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 6. ðÒÉÄÁ× ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍ × S∗ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÁÍ D̃ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ), M̃ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÕÀ), Ẽa (ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ e−iat) É T̃a (ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ a), ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁ-

ÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ: 1) iD̃ É −M̃ ; 2) M̃ É iD̃; 3) Ẽa É T̃−a;

4) T̃a É Ẽa.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 7. îÁÊÄÉÔÅ F̃ ÏÔ
∑n

k=0 e
iakttk É φ 7→

∑n
k=1 φ

(k)(ak).

õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁ-

ÄÁÞÉ.

ôÏ, ÞÔÏ F̃ ¡ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ (ÞÔÏ, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÂÙÌÏ

ÎÁ ÌÅËÃÉÉ).

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 8. ðÕÓÔØ ÄÌÑ φ ∈ L1(R ÆÕÎËÃÉÑ F (φ) ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ L1(R. ôÏÇÄÁ �F (F (φ)) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó φ ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ.
õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ L1(R ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎ-

ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÉÄ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

Ë F̃ .

P.S. ðÕÓÔØ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁÐÉÛÅÔ, ÎÁ ÞÅÍ ËÏÎÞÉÌÁÓØ ÌÅËÃÉÑ 13.04.
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ¥ÏÎ-ÌÁÊÎ¥ ÎÁ 22 ÁÐÒÅÌÑ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ φ ∈ S ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ∫
R t

nφ(t) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n = 0, 1, .... óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ φ = 0?

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 2. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T : D∗ →
D∗, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÂÙ ÓÌÁÂÏ∗ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ É ÓÏ×ÐÁÄÁÌ ÂÙ ÎÁ D Ó ËÌÁÓÓÉÞÅ-
ÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ.

(éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ËÔÏ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÓÄÅÌÁÌ.)

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 3. (åÓÌÉ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÏÔÌÏÖÉÔÅ ÔÅ-

ÔÒÁÄØ É ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ.) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ w∗-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ F̃ : S∗ → S∗, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ F , ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

S F //

in
��

S
in

��
S∗ F̃ // F∗

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

[F̃ f ](φ) = f(Fφ),

ÔÏ ÅÓÔØ D̃ = F∗.
îÁ ÍÅÓÔÅ: ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 4. îÁÊÄÉÔÅ F̃ ÏÔ δ-ÆÕÎËÃÉÉ

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 5. îÁÊÄÉÔÅ F̃ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 6. ðÒÉÄÁ× ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍ

× S∗ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ D̃ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ), M̃ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ), Ẽa (ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ e−iat) É T̃a (ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ a), ÎÁÒÉÓÏ-

×ÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ: 1) iD̃ É −M̃ ; 2) M̃ É

iD̃; 3) Ẽa É T̃−a; 4) T̃a É Ẽa.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 7. îÁÊÄÉÔÅ F̃ ÏÔ
∑n

k=0 e
iakttk É ÏÔ φ 7→∑n

k=1 φ
(k)(ak).

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 8. ðÕÓÔØ ÄÌÑ φ ∈ L1(R ÆÕÎËÃÉÑ F (φ)
ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L1(R. ôÏÇÄÁ �F (F (φ)) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó φ ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ × L2(R) (¥ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï¥ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÅ æÕÒØÅ¥). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÔÒÅÔØÑ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

æÕÒØÅ (ÈÏÔÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎÏ, ËÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÅÎÙ ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

(ðÒÉÄÁÊÔÅ ÜÔÏÍÕ ÚÁÑ×ÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ.)

14



îÁ ÍÅÓÔÅ: ÐÏÞÅÍÕ ÄÌÑ L2(R) ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Å¾ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
æÕÒØÅ ÔÅÍ ÖÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ËÁË É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ?

þÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÔØ? îÁ ÐÏÍÏÝØ ÐÒÉÈÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. (ëÁË ÎÁ ÌÅËÃÉÉ?) ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ F : S → S ¡
ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÉÎÄÕÃÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÉÚ L2(R).
ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ¥ÓÔÒÅÌÑÅÍ ÉÚ ÐÕÛËÉ¥: ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅ-

ÎÉÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F•,

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × L2(R).
îÁ ÍÅÓÔÅ: ×ÓÐÏÍÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÐÒÉÎÃÉÐ, É ËÁËÁÑ ÅÇÏ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ

ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ. (îÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ: ÓÍ. ËÎÉÇÕ, Ó. 525 ÉÚÄÁÎÉÑ 2004

Ç.)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. (åÓÌÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ.) äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ (ÞÔÏ

ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ!) ÄÉÁÇÒÁÍÍ

L1(R) F //

in

��

C0(R)
in

��
S∗ F̃ // S∗

É

L2(R) F //

in

��

L2S
in

��
S∗ F̃ // S∗

÷ ÎÁÛÅÍ ÚÏÏÐÁÒËÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÑ×ÉÌÓÑ ÎÏ×ÙÊ Ú×ÅÒØ: F•. ëÁË ÖÅ ÏÎ

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ? îÁ ÌÅËÃÉÑÈ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ ¡ ÔÏÞÅÞÎÙÊ, É ÓÏÓÔÏÉÔ

ÉÚ ÔÏÞÅË 1,−i,−1, i. îÏ ÍÙ ¥ÐÏÚÎ‚ÁÅÍ¥ ÅÇÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ, ÕËÁÚÁ× ÍÏÄÅÌØ.
óÐÅÒ×Á ¡ Ä×Á ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁ.

(÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÙÌÉ ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ.)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. (e−t2/2)(n) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

(−1)ntne−t2/2 +
n∑

k=1

λkt
n−ke−t2/2,

ÇÄÅ λk ¡ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 4. ÷ÙÐÏÌÎÅÎÏ

F (tne−t2/2) = (−i)ntne−t2/2 +
n∑

k=1

inλkt
n−ke−t2/2,
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ÇÄÅ λk ¡ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.

ôÅÐÅÒØ ¡ ÇÌÁ×ÎÏÅ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 5. (åÓÌÉ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÔÏ ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ ÅÝÅ ÒÁÚ ¡ ÏÎÁ

ÔÏÇÏ ÓÔÏÉÔ.) æÕÎËÃÉÉ üÒÍÉÔÁ hn;n = 0, 1, ... ÓÕÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F•, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÕÔØ (−i)n.
õËÁÚÁÎÉÅ. Hn := span{h0, ..., hn} ÓÕÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F•. ðÒÉ ÜÔÏÍ Á) F•(hn) ⊥ Hn−1 É Â) F•(hn) = λhn ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ λ ∈ C. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ λ, ÕÚÎÁ¾Í ÉÚ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 6. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F• ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÄÉÁÇÏ-

ÎÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ Tξ, ÇÄÅ ξn = (−i)n.
ôÅÐÅÒØ ¡ ÎÏ×ÁÑ ÔÅÍÁ. ó×ÅÒÔËÁ.

÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ É ÏÓÏÚÎÁÊÔÅ, ÞÔÏ φ∗ψ =
∫

R φ(τ)[Tt›ψ](τ)dτ ,

ÇÄÅ Tt ¡ ÓÄ×ÉÇ, Á ›ψ(τ) := ψ(−τ).
îÁÄÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ¥Ó×ÅÒÔËÁ ÕÓÒÅÄÎÑÅÔ¥, Ó×ÅÒÔËÁ ÇÏÒÂÕÛËÉ É ÓÔÕÐÅÎØËÉ

ÄÁÅÔ ÛÌÑÐÕ, É ÞÔÏ ¥Ó×ÅÒÔËÁ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÅÔ¥. (åÓÌÉ ÞÅÇÏ-ÔÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁ

ÌÅËÃÉÉ, ÓÏÏÂÝÉÔÅ, É ÍÙ ÎÁ ÜÔÏÍ ÚÁÄÅÒÖÉÍÓÑ.

ëÏÇÄÁ Ó×ÅÒÔËÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ? çÌÁ×ÎÙÊ ÆÁËÔ ¡ ÜÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-

×ÁÎÉÅ Ó×ÅÒÔËÉ Ä×ÕÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ).

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 7. ó×ÅÒÔËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (× ÓÍÙÓÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÑ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × L1(R).
õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ æÕÂÉÎÉ, Á ÍÏÖÎÏ ¡ ÔÅÏÒÅÍÕ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

îÏ ÂÙ×ÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ Ó×ÅÒÔËÉ:

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 8. ó×ÅÒÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ L1(R) Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÚ L∞(R)
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ, ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 9. ó×ÅÒÔËÁ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L2(R) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÉÔ C0(R).
úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 10. (ïÎÁ ÐÏÔÒÕÄÎÅÅ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÁ.) ó×ÅÒÔËÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ ÉÚ L1(R) Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÚ L2(R) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ É ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ L2(R).
õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ (ÏÔ τ)

√
|φ(τ)||ψ(t− τ)| É

√
|φ(τ)|

(ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ L2(R)!) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ.

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ: ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ Ó×ÅÒÔËÁ ÐÅÒÅ-

ÈÏÄÉÔ × ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ÎÁ ÌÅËÃÉÑÈ)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 11. ä×Å ÁÌÇÅÂÒÙ: S ÓÏ Ó×ÅÒÔÏÞÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É S Ó
ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
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ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ. á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

íÏÓË×Á íîãíï 2004 (ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÉÚÄÁÎÁ × 2014?).

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ (ÐÏ ÐÒÏÓØÂÅ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ) òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 10. Func-

tion t 7→ |φ(t)||ψ(s− t)|2 ∈ L1 (Fubini from
∫ ∫

7→ |φ(t)||ψ(s− t)|2dtds)
Hence t 7→

√
|φ(t)|ψ(s− t) ∈ L2. Since

√
|φ(t)| also ∈ L2,

pointwise product |φ(t)||ψ(t− s)| ∈ L1, i.e. φ ∗ ψ exists. Now

∥φ ∗ψ∥22 =
∫

|
∫
φ(t)ψ(s− t)dt|2ds ≤

∫
|
∫ √

|φ(t)|
√

|φ(t)|ψ(s− t)|dt2ds

≤ (innerproduct)
∫

∥φ∥1|
∫

|φ(t)||ψ(s−t)|2dt ≤ (convolutioninL1)∥φ∥1∥φ∥1∥ψ∥22 = ∥φ∥21∥ψ∥22.
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ¥ÏÎ-ÌÁÊÎ¥ ÎÁ 29 ÁÐÒÅÌÑ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 2. (åÓÌÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ.) äÏËÁÖÉÔÅ

ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-

ÎÙÈ (ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ!) ÄÉÁÇÒÁÍÍ

L1(R) F //

in

��

C0(R)
in

��
S∗ F̃ // S∗

É

L2(R) F //

in

��

L2S
in

��
S∗ F̃ // S∗

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 5. (åÓÌÉ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÔÏ ÐÒÏÄÕ-

ÍÁÊÔÅ ÅÝÅ ÒÁÚ ¡ ÏÎÁ ÔÏÇÏ ÓÔÏÉÔ.) æÕÎËÃÉÉ üÒÍÉÔÁ hn;n = 0, 1, ...

ÓÕÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F•, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÕÔØ (−i)n.
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 6. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F• ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÅÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ Tξ, ÇÄÅ ξn = (−i)n.
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 7. ó×ÅÒÔËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (× ÓÍÙÓÌÅ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × L1(R).
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 8. ó×ÅÒÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ L1(R) Ó ÆÕÎË-

ÃÉÅÊ ÉÚ L∞(R) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ, ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 9. ó×ÅÒÔËÁ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L2(R) ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C0(R).
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 10. C×ÅÒÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ L1(R) Ó ÆÕÎË-

ÃÉÅÊ ÉÚ L2(R) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L2(R).
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 11. ä×Å ÁÌÇÅÂÒÙ: S ÓÏ Ó×ÅÒÔÏÞÎÙÍ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É S Ó ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ φ∗ψ, ÇÄÅ φ, ψ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ L2(R),

ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó F (χ), ÇÄÅ χ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ L1(R).
õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ φn, ψn ∈ L1(R) c φn → φ ψn → ψ × L2(R). ôÏÇÄÁ

F (φn ∗ ψn) = F (φn)F (ψn) → F•(φ)F•(ψ) × L1(R). ïÔÓÀÄÁ φn ∗ ψn →
F−1[F•(φ)F•(ψ)] × C0(R). îÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ φn ∗ ψn → φ ∗ ψ × ÔÏÍ ÖÅ
C0(R).
úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. ðÕÓÔØ (C)φ : D → D ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ψ 7→ ψ ∗ φ.

CÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ w∗-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (̃C)φ : D∗ → D∗,
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ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ (C)φ. ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

[(̃C)φf ](ψ) = f(ψ ∗ ›φ),

ÔÏ ÅÓÔØ (̃C)φ = (C)∗›φ.

îÏ×ÁÑ ÔÅÍÁ: ÷ÏËÒÕÇ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁ ÌÅËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ

××ÅÄÅÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T . üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ γc : C[a, b]→
B(H), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ γ(t) = T . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(T ) := γ(f).
÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 3-6 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ f ∈ C[a, b], ÇÄÅ [a, b] ÓÏÄÅÒÖÉÔ

ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. åÓÌÉ T ËÏÍÐÁËÔÅÎ, É f(0) = 0, ÔÏ É f(T ) ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 4. îÁÊÔÉ f(P ), ÇÄÅ P ¡ ÐÒÏÅËÔÏÒ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 5. îÁÊÔÉ f(T ), ÇÄÅ T ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ-

×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ × L2[a, b].

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 6. îÁÊÔÉ f(T ), ÇÄÅ T ¡ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-

ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ℓ2.

CÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ

ÓÐÅËÔÒ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T ≥ 0. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f(T ), ÇÄÅ f(t) =

√
t, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÒ-

ÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÉÚ T É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
√
T . (üÔÏ ÄÁÌÅËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏ-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ!)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 7. óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(H) ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÙ:

(i) T ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ

(ii) T = S2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ S

(iii) T = S2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ S

(iv) T = S∗S ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ S ∈ B(H)
(v) ⟨Tx, x⟩ > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ H.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷Ù×ÏÄ (i) ÉÚ (v). T ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ (ÐÏÞÅÍÕ?), Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÁÅÔ ∥(T + t1)x∥∥x∥ ≥ t∥x∥2 ÐÒÉ t > 0.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ. á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

íÏÓË×Á íîãíï 2004 (ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÉÚÄÁÎÁ × 2014?).
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ¥ÏÎ-ÌÁÊÎ¥ ÎÁ 6 ÍÁÑ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ 4 ÍÁÑ ÌÅËÃÉÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÄÏÍÁÛÎÉÈ ÚÁÄÁÞ × ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÂÕÄÅÔ

ÍÅÎØÛÅ. ïÎÉ ÂÕÄÕÔ ÇÏÔÏ×ÉÔØ Ë ÂÏÒÏÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ,

ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ 11 ÍÁÑ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ φ ∗ ψ, ÇÄÅ φ, ψ
ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ L2(R), ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó F (χ), ÇÄÅ χ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ L1(R).
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 2. ðÕÓÔØ (C)φ : D → D ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË

ψ 7→ ψ ∗φ. CÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ w∗-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (̃C)φ :

D∗ → D∗, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ (C)φ. ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

[(̃C)φf ](ψ) = f(ψ ∗ ›φ),

ÔÏ ÅÓÔØ (̃C)φ = (C)∗›φ.

÷ ÄÏÍÁÛÎÉÈ ÚÁÄÁÎÉÑÈ 3-6 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ f ∈ C[a, b], ÇÄÅ [a, b]

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 3. åÓÌÉ T ËÏÍÐÁËÔÅÎ, É f(0) = 0, ÔÏ É

f(T ) ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 4. îÁÊÔÉ f(P ), ÇÄÅ P ¡ ÐÒÏÅËÔÏÒ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 5. îÁÊÔÉ f(T ), ÇÄÅ T ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ × L2[a, b].

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 6. îÁÊÔÉ f(T ), ÇÄÅ T ¡ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ-

ÎÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ℓ2.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 7. óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈
B(H) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:
(i) T ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ

(ii) T = S2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ S

(iii) T = S2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ S

(iv) T = S∗S ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ S ∈ B(H)
(v) ⟨Tx, x⟩ > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ H.

ôÅÐÅÒØ ¡ ÎÏ×ÁÑ ÔÅÍÁ. âÏÒÅÌÅ×Ï (ÉÌÉ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ) ÆÕÎËÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ.

÷ÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. (þÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁ ÌÅË-

ÃÉÉ, ×Ù ÍÎÅ × Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ ÓËÁÖÅÔÅ.)

äÁÌÅÅ ×ÅÚÄÅ T   ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × H, [a, b] ¡ ÏÔÒÅÚÏË,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ, B[a, b] ¡ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅ-

×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a, b] Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ, M [a, b] ¡ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
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ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ [a, b] Ó ÎÏÒÍÏÊ ¥×ÁÒÉÁÃÉÑ ÍÅÒÙ¥. íÙ ÐÏÍÎÉÍ ÔÅ-

ÏÒÅÍÕ òÉÓÓÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ C[a, b]∗ = M [a, b]. ÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÍÅÒÁ µ

ÎÁ [a, b] ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÅÄÎÏÒÍÕ × B[a, b] ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ∥f∥µ := |
∫ b

a
f(t)dµ(t)|.

TÏÐÏÌÏÇÉÑ × B[a, b], ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÒÅÄÎÏÒÍ {∥f∥µ;µ ∈ M [a, b]}
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ wm (É ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ-ÍÅÒÎÏÊ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÏÒÅÌÅ×Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T ¡ ÜÔÏ ÕÎÉ-

ÔÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ γb : B[a, b]B(H), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ γb( �f) = γb(f)∗ É ÏÂÌÁ-

ÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(i) ∥γb(f)∥ ≤ ∥f∥ (¥ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔØ¥)
(ii) γb(f) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ (B[a, b], wm) É B(H) ÓÏ ÓÌÁÂÏ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (×ÓÐÏ-
ÍÎÉÔÅ, ËÁËÁÑ ÔÁÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÅÄÎÏÒÍ)

(iii) ÅÓÌÉ f(t) = t, ÔÏ f(T ) = T .

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ

B[a, b]→M [a, b]∗ : f 7→ φf :M [a, b]→ C : µ 7→
∫ b

a

f(t)dµ(t)

ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ (Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ B[a, b] Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ × M [a, b]∗). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ × B[a, b], ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ w∗-

ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ × M [a, b]∗, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó wm.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÓÔÏ ÎÁÄÏ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÁÂÁÑ∗ ÓÉÓÔÅÍÁ

ÐÒÅÄÎÏÒÍ × ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÍÅÒ ÅÓÔØ É

ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ × ÔÏÞËÁÈ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ × Ä×Á ÜÔÁÐÁ:

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y ∈ H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ µx,y ∈
M [a, b], ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫ b

a

f(t)dµx,y(t) = ⟨f(T )x, y⟩

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C[a, b].

õËÁÚÁÎÉÅ. f 7→ ⟨f(T )x, y⟩¡ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ C[a, b].
ôÁË ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. äÌÑ f ∈ B[a, b] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

× T , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ f(T ), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y ∈ H ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

⟨f(T )x, y⟩ =
∫ b

a

f(t)dµx,y(t).
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ðÒÉ ÜÔÏÍ ∥f(T )∥ ≤ ∥f∥.
õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ, Á ÓËÁÚÁÔØ ¥ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ¥ ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓËÁÚÁÔØ ¥ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ¥. (óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÅÝ¾

ÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÓÓÁ.)

ôÅÏÒÅÍÁ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÏ ÚÎÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÎÁÄÏ). ïÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ f 7→ f(T ) É ÅÓÔØ ÂÏÒÅÌÅ×Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ T .

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÂÏÒÅÌÅ×Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅ-

ÎÉÅ ÏÔ T . äÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÏÒÅÌÅ×Ï ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ.

âÏÒÅÌÅ×Ï ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ

ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ:

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ðÕÓÔØ M ¡ ÂÏÒÅÌÅ×Ï ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × [a, b], χM ¡

ÅÇÏ (ÂÏÒÅÌÅ×Á!) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ χM(T ) ¡

ÐÒÏÅËÔÏÒ.

óÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÏÒÏ× ÉÇÒÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ × ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ×ÅÒÓÉÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ. á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

íÏÓË×Á íîãíï 2004 (ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÉÚÄÁÎÁ × 2014?), çÌ.6, §6.
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ¥ÏÎ-ÌÁÊÎ¥ ÎÁ 13 ÍÁÑ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ

B[a, b]→M [a, b]∗ : f 7→ φf :M [a, b]→ C : µ 7→
∫ b

a

f(t)dµ(t)

ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ (Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ B[a, b] Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ × M [a, b]∗). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ × B[a, b], ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ w∗-

ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ × M [a, b]∗, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó wm.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y ∈ H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ µx,y ∈M [a, b], ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ∫ b

a

f(t)dµx,y(t) = ⟨f(T )x, y⟩

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C[a, b].

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 3. äÌÑ g ∈ B[a, b] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × T , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ g(T ), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

x, y ∈ H ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

⟨g(T )x, y⟩ =
∫ b

a

g(t)dµx,y(t).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ∥f(T )∥ ≤ ∥f∥.

îÁ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÂÏÒÅÌÅ×Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ

ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÔÁÐÏ×, ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÁÛÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ 2 É 3. äÁ×ÁÊÔÅ, ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ,

×Ï ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÐÒÉ-

ÍÅÒÏ× ¥ÉÚ ÍÅÛËÁ¥. ÷ÅÚÄÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË

[a, b] ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÐÅËÔÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ

g ∈ B[a, b]

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. îÁÊÔÉ g(P ), ÇÄÅ P ¡ ÐÒÏÅËÔÏÒ.

ïÔ×ÅÔ: ÜÔÏ g(1)P + g(0)Q, ÇÄÅ Q := 1 − P . õËÁÚÁÎÉÅ. íÙ ÐÏÍÎÉÍ

(×ÓÐÏÍÎÉÔÅ!), ÞÔÏ f(P ) = f(1)P+f(0)Q, ÇÄÅ f ∈ C[a, b]. ôÏÇÄÁ ×ÉÄÉÍ (ÓÒ.

ÚÁÄÁÞÕ 2), ÞÔÏ µx,y ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × × ÔÏÞËÁÈ 1 É 0, É µx,y(1) = ⟨P (x), y⟩,
µx,y(0) = ⟨Q(x), y⟩. ïÔÓÀÄÁ

∫ b

a
g(t)dµx,y(t) = ⟨[g(1)P + g(0)Q](x), y⟩.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. îÁÊÔÉ g(t), ÇÄÅ t ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ-

×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ × L2[a, b].
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ïÔ×ÅÔ: ÜÔÏ Mg, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g(t). õËÁÚÁÎÉÅ. íÙ ÐÏÍÎÉÍ

(×ÓÐÏÍÎÉÔÅ!), ÞÔÏ f(t) = Mf , ÇÄÅ f ∈ C[a, b]. ôÏÇÄÁ ×ÉÄÉÍ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ

2), ÞÔÏ
∫ b

a
f(t)dµx,y(t) =

∫ b

a
f(t)x(t)�y(t), ÏÔËÕÄÁ ÄÌÑ ÂÏÒÅÌÅ×Á A ×ÙÐÏÌ-

ÎÅÎÏ µx,y(A) =
∫

A
x(t)�y(t)dt (ÔÏ ÅÓÔØ dµx,y(t) = x(t)�y(t)dt). ðÏÜÔÏÍÕ∫ b

a
g(t)dµx,y(t) = ⟨Mgx, y⟩.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. îÁÊÔÉ g(Tλ), ÇÄÅ Tλ ¡ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ℓ2.

ïÔ×ÅÔ: ÜÔÏ Tg(λ), ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ c g(λ) = (g(λ1), g(λ2, ...).

õËÁÚÁÎÉÅ. íÙ ÐÏÍÎÉÍ (×ÓÐÏÍÎÉÔÅ!), ÞÔÏ f(Tλ) = Tf(λ), ÇÄÅ f ∈ C[a, b].

ôÏÇÄÁ ×ÉÄÉÍ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 2), ÞÔÏ
∫ b

a
f(t)dµx,y(t) =

∑
n λnxn�yn, ÏÔËÕÄÁ µx,y

ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÔÏÞËÁÈ λn, É µx,y(λn) = λnxn�yn. ðÏÜÔÏÍÕ
∫ b

a
g(t)dµx,y(t) =

⟨Tg(λ)⟩.

äÁÌØÛÅ ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ PT ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÅÍÁÑ ÄÌÑ ÂÏÒÅÌÅ×Á A ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ PT (A) = χA(T ).

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 4. îÁÊÔÉ PP , ÇÄÅ P ¡ ÐÒÏÅËÔÏÒ.

ïÔ×ÅÔ: PP (A) = χA(1)P + χA(0)Q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ 4 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÔÏÞÅË 1 É 0 ÌÅÖÁÔ × A.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 5. îÁÊÔÉ Pt, ÇÄÅ t ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ×É-
ÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ × L2[a, b].

ïÔ×ÅÔ: Pt(A) ¡ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ χA(t)

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 6. îÁÊÔÉ PTλ
, ÇÄÅ Tλ ¡ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ℓ2.

ïÔ×ÅÔ: PTλ
(A) ¡ ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ThA

, ÇÄÅ (hA)n ÐÒÉÎÉ-

ÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 ÉÌÉ 0 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉ A ÔÏÞËÕ

λn ∈ [a, b].

úÁÔÅÍ é.á. ÄÏËÁÚÁÌ ×ÁÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÓÐÅÒ×Á × ÁÎÁÌÉÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÏ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ, Ô.Å.

T =
∫ b

a
tdPT (ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g(T ) =

∫ b

a
g(t)dPT ).

äÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÍÅÔØ Å¾ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Á ¥× ÌÏÂ¥.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 7. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÈ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ

ÚÁÄÁÞÁÈ.

õËÁÚÁÎÉÅ. úÎÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ∫ b

a
h(t)dPT ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÓÔÏÊ h(t). úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÚÁÄÁÎÎÕÀ
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ÂÏÒÅÌÅ×Õ ÆÕÎËÃÉÀ g(t) ËÁË ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÏÓÔÙÈ É ×ÓÐÏÍÎÉÔØ

ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ g(T ) =
∫ b

a
g(t)dPT .
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á.ñ.èÅÌÅÍÓËÉÊ. úÁÄÁÞÉ ¥ÏÎ-ÌÁÊÎ¥ ÎÁ 20 ÍÁÑ ÄÌÑ 302 ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 1. îÁÊÔÉ g(P ), ÇÄÅ P ¡ ÐÒÏÅËÔÏÒ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 2. îÁÊÔÉ g(t), ÇÄÅ t ¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ × L2[a, b].

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 3. îÁÊÔÉ g(Tλ), ÇÄÅ Tλ¡ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ℓ2.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 4. îÁÊÔÉ PP , ÇÄÅ P ¡ ÐÒÏÅËÔÏÒ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 5. îÁÊÔÉ Pt, ÇÄÅ t¡ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅ-
ÎÉÑ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ × L2[a, b].

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 6. îÁÊÔÉ PTλ
, ÇÄÅ Tλ ¡ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ℓ2.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ 7. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÐÅË-

ÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀ-

ÝÉÈ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ.

÷ÏÔ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 1. ìÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍ-

ÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÐÒÏÅËÔÏÒÏ×, Á ÌÀÂÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁÐÐÒÏËÓÉ-

ÍÉÒÕÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÐÒÏÅËÔÏÒÏ×.

úÁÂÙÌ ÄÁÔØ ÈÏÒÏÛÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉ-

ÓÌÅÎÉÅ:

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 2. ìÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÞÅÔÙÒÅÈ

ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ, Á ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¡ ÄÁÖÅ Ä×ÕÈ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÏÒÍÙ ≤ 1 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ
f(T ), ÇÄÅ f(t) := t± i

√
1− t2 ¡ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ.

ðÏ×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÌÅËÃÉÉ ÚÁËÏÎÞÉÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ-

ÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÕÀ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÏ ÐÏ×ÏÄÕ Å¾ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á:

îÁ ÍÅÓÔÅ: ÐÒÏÅËÔÏÒ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ 2 ÎÉËÏÇÄÁ

ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 3. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Tλ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ

ÔÏÇÄÁ, É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ λn ¡ ÒÁÚÎÙÅ.
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úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 4. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ×

L2[a, b] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ, É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ

ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 5. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ¥× ÌÏÂ¥, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÐÅË-

ÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ, ÐÒÉÞÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ N ÓÏ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÏÊ. á ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÐÒÏÅË-
ÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ ×ÚÑÔØ ÏÔÒÅÚÏË?

úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÄÏÍ 6. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ¥× ÌÏÂ¥, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÐÅË-

ÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. á ÄÌÑ ËÁËÉÈ

ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ ×ÚÑÔØ

ÏÔÒÅÚÏË?

ïÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×ÏÐÒÏÓ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÞÉÓÌÏ λn ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ × ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ λ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.
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