
Òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà

Ëåììà 1. Ïóñòü X0 � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà îíî äîïîëíÿåìî (ñóùå-
ñòâóåò çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî X1, òàêîå ÷òî X = X0 ⊕X1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimX0 = n, e1, . . . , en � íîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X0, f1,. . . , fn � áèîðòîãî-
íàëüíûé áàçèñ â X∗

0 . Ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà ïðîäîëæèì fi äî ôóíêöèîíàëîâ íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå X. Îïðåäåëèì
ïðîåêòîð íà X0

P (x) :=

n∑
k=1

fk(x)ek, ∥P∥ 6
n∑

k=1

∥fk∥∥ek∥ = n.

Îí îãðàíè÷åí, ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå Áàíàõà (îá îáðàòíîì îïåðàòîðå) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà X0 è X1

çàìêíóòû (çàìêíóòîñòü X0 âûòåêàåò òàêæå èç åãî êîíå÷íîìåðíîñòè).

Ëåììà 2. Ïóñòü A ∈ K(X). Òîãäà Im(I −A) çàìêíóò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì X = X0 ⊕X1, ãäå X0 = Ker(I −A). Òàê êàê X0 êîíå÷íîìåðíî, òî X1 çàìêíóòî.
Òîãäà Im(I −A) = Im (I −A)|X1

.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A íà ïîäïðîñòðàíñòâå X1 è ïîêàæåì, ÷òî ∃ c > 0 : ∀x ∈ X1 ∥(I −A)x∥ > c∥x∥. Ïðåäïîëî-

æèì ïðîòèâíîå: ∃ {xn} ⊂ X1 : ∥xn∥ = 1, (I −A)xn → 0 n→ ∞.
Ò.ê. A ∈ K(X), òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} : Axnk
→ x. Òàê êàê (I −A)xnk

→ 0, òî xnk
→ x. Â

ñèëó çàìêíóòîñòè X1 ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ X1, íî ïî íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà I −A ïîëó÷àåì, ÷òî (I −A)x = 0, ò.å.
x ∈ X0. Ñëåäîâàòåëüíî, x = 0, íî ∥xnk

∥ = 1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ∥x∥ = 1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî òàêàÿ
êîíñòàíòà c ñóùåñòâóåò, îòêóäà ïîëó÷àåì çàìêíóòîñòü îáðàçà îïåðàòîðà I −A.

Ëåììà 3. Ïóñòü A ∈ K(X) è T := I −A. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà ImT = (KerT ′)⊥, ImT ′ = (KerT )⊥.
(Â îáùåé ñèòóàöèè T ∈ B(X,Y ) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ImT = (KerT ′)⊥).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè f ∈ KerT ′, òî ∀x ∈ X âûïîëíåíî: 0 = (T ′f)(x) = f(Tx) ⇒ ImT ⊂ (KerT ′)⊥.
2) Åñëè ImT  (KerT ′)⊥, òî ∃x0 ∈ (KerT ′)⊥ \ ImT è ïî ò. Õàíà�Áàíàõà ∃ f : f |ImT = 0, f(x0) = 1. Òîãäà

∀x ∈ X 0 = f(Tx) = (T ′f)(x) ⇒ f ∈ Ker(T ′) ⇒ f(x0) = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà.
1) Åñëè x ∈ KerT ⇒ ∀ f ∈ X∗ (T ′f)(x) = f(Tx) = 0, îòêóäà ImT ′ ⊂ (KerT )⊥. Â ñèëó çàìêíóòîñòè ImT ′ ⇒

ImT ⊂ (KerT )⊥.
2) Ïóñòü g ∈ (KerT )⊥. Âîçüì¼ì y ∈ ImT , ∃x ∈ X : y = Tx. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f0 íà ImT : Åñëè y ∈ ImT ,

òî ∃x ∈ X : y = Tx. Òîãäà
f0(y) := g(x).

à) Êîððåêòíîñòü. Åñëè y = Tz, òî T (x− z) = 0 ⇒ x− z ∈ KerT ⇒ g(x− z) = 0.

á) Îãðàíè÷åííîñòü. Ïî ëåììå 2 ∥x∥ 6 1

c
∥Tx∥ äëÿ ëþáîãî x /∈ KerT . Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû äëÿ îäíîãî

ïðîîáðàçà âåêòîðà y ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∥x∥ 6 1

c
∥y∥. Òîãäà

|f0(y)| = |g(x)| 6 ∥g∥∥x∥ 6 1

c
∥g∥∥y∥.

Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ïðîäîëæèì f0 íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî X. Îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå ÷åðåç f .

f(Tx) = f(y) = f0(y) = g(x) ⇔ (T ′f)(x) = g(x) ⇔ T ′f = g ⇒ g ∈ ImT ′.

Ëåììà 4. Ïóñòü A ∈ K(X) è T := I −A. Åñëè KerT = {0}, òî ImT = X.
Àíàëîãè÷íî: åñëè KerT ′ = {0}, òî ImT ′ = X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì: Xn := ImTn (X0 = X). Îïåðàòîð T èíúåêòèâíûé, ïîýòîìó åñëè ImT ̸= X, òî

X ⊃ X1 . . . Xn ⊃ Xn+1 ⊃ . . .. Ïî òåîðåìå î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå ∀n ∃xn ∈ Xn : ∥xn∥ = 1, ρ(xn, Xn+1) >
1

2
⇒

∥xn−xm∥ > 1

2
∀n < m. Òàê êàê îïåðàòîð êîìïàêòíûé, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Axn} ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ

â X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íî:

∥Axn −Axm∥ = ∥(I − T )xn − (I − T )xm∥ = ∥xn − (Txn + xm − Txm)︸ ︷︷ ︸
∈Xn+1

∥ > 1

2
.

Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ëåììà 5. Ïóñòü A ∈ K(X) è T := I −A. Åñëè ImT = X, òî KerT = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ImT = X, òî KerT ′ = {0} (Ëåììà 3). Òîãäà ImT ′ = X∗ (Ëåììà 4).

Ïóñòü A ∈ K(X) è T := I −A. Ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ

1) (I −A)x = y 3) (I −A′)f = g
2) (I −A)x = 0 4) (I −A′)f = 0.

Òåîðåìà 1 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Óðàâíåíèå 1) (2)) èìååò ðåøåíèå òîëüêî åñëè y ⊥ KerT ′ (g ⊥ KerT ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 3.

Òåîðåìà 2 (Âòîðàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà (Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà)). Ëèáî óðàâíåíèå 1) (3)) èìååò ðåøåíèå
äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè (è îíî åäèíñòâåííîå), ëèáî óðàâíåíèå 2) (4)) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììû 4, 5.

Òåîðåìà 3 (Òðåòüÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü A ∈ K(X) è T := I −A. dimKerT = dimKerT ′

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = dimKerT è m = dimKerT ′. Ïóñòü n < m. Âûáåðåì φ1, . . .φn � áàçèñ â KerT ; f1, . . . ,
fn � áèîðòîãîíàëüíàÿ ê íåé ñèñòåìà â X∗. Ïóñòü òàêæå g1, , . . . gm � áàçèñ â KerT ′; ψ1, . . . , ψm � áèîðòîãîíàëüíàÿ
ê íåé ñèñòåìà â X.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèîíàëû fi, ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, ñîõðàíèâ òå æå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ïðîäîëæåííûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ñòðîèì îïåðàòîð:

Sx = Tx−
n∑

i=1

fi(x)ψi. (1)

Ýòîò îïåðàòîð èìååò âèä I −B, ãäå B ∈ K(X), ïîýòîìó ê íåìó ïðèìåíèìà âñÿ ðàçâèòàÿ òåîðèÿ.
Íàéä¼ì äåéñòâèå ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà:

f(Sx) = f(Tx)−
n∑

i=1

fi(x)f(ψi) ⇔ (S′f)(x) = (T ′f)(x)−
n∑

i=1

f(ψi)fi(x).

Ò.å.

S′f = T ′f −
n∑

i=1

f(ψi)fi.

Ïîñìîòðèì íà åãî ÿäðî: ïóñòü Sx = 0 ⇒ gj(Sx) = 0 ⇔ (T ′gj)︸ ︷︷ ︸
=0

(x)−
∑α

i=1 fi(x)gj(ψi) = 0 ⇒
∑n

i=1 fi(x) gj(ψi)︸ ︷︷ ︸
=δij

= 0

⇒ fj(x) = 0, j = 1, . . . α ⇒ x ∈ KerT ⇒ x =
∑n

k=1 ckφk.
Ïðèìåíèì ê ýòîìó ïðåäñòàâëåíèþ x ôóíêöèîíàëû fi, i = 1, . . . n. Ó÷èòûâàÿ, òî fi(x) = 0, ïîëó÷èì

0 =

n∑
k=1

ckfi(φk) = ci.

Ñëåäîâàòåëüíî x = 0. Ïîýòîìó óðàâíåíèå Sx = y à âìåñòå ñ íèì è óðàâíåíèå S′f = g èìåþò ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîé
ïðàâîé ÷àñòè.

Óðàâíåíèå

Tx−
n∑

i=1

fi(x)ψi = γn+1

èìååò ðåøåíèå x0.
Òîãäà

1 = gn+1(ψn+1) = gn+1(Tx0 −
n∑

i=1

fi(x0)ψi) = (T ′gn+1︸ ︷︷ ︸
=0

)(x0)−
n∑

i=1

fi(x0) gn+1(ψi)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî n > m, òî íàäî ðàññìîòðåòü îïåðàòîð

T ′f = S′f −
m∑
i=1

f(ψi)fi
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Ñïåêòð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, dimX = ∞, A ∈ K(X). Òîãäà
1) 0 ∈ σ(A).
2) Åñëè λ ∈ σ(A), λ ̸= 0 ⇒ λ ∈ σp(A) è dimKer(A− λI) < ∞ (Êàæäîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò

êîíå÷íóþ êðàòíîñòü).
3) ∀ ε > 0 ∃ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λi}ni=1 îïåðàòîðà A, òàêèõ, ÷òî |λi| > ε i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî 3). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ∃ ñ÷¼òíûé íàáîð ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé λ1, λ2, . . . òàêèõ, ÷òî |λi| > ε. Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ âîçüì¼ì ïî îäíîìó ñîáñòâåííîìó
âåêòîðó ei: Aei = λiei, ñ÷èòàåì, ÷òî ∥ei∥ = 1. Ñèñòåìà {ei}∞i=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ñòðîèì öåïî÷êó ðàñøèðÿþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâ Xn := ⟨e1, . . . , en⟩  Xn+1. Äëÿ êàæäîãî n > 1 ïî ëåììå î ïî÷òè
ïåðïåíäèêóëÿðå âûáåðåì xn+1 ∈ Xn+1, ∥xn+1∥ = 1 ρ(xn+1, Xn) > 1

2 .
Êàæäûé òàêîé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

xn = αnen +

n−1∑
k=1

βn,kek, n = 2, . . .

Òåïåðü ïîñòðîèì âåêòîðà yk = xk

λk
, ∥yk∥ = ∥xk∥

|λk| <
1
ε Ìíîæåñòâî {yk}∞k=1 îãðàíè÷åíî, îïåðàòîð A � êîìïàêòíûé, ñëå-

äîâàòåëüíî ìíîæåñòâî {Ayk}∞k=1 ïðåäêîìïàêòíî, çíà÷èò èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ
â X ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íî (ñ÷èòàåì: n > m, ò .å. Xm ⊂ Xn−1),

∥Ayn −Aym∥ = ∥αnen +

n−1∑
k=1

γn,kek − αmem −
m−1∑
k=1

γm,kek∥ = ∥xn +

n−1∑
k=1

(γn,k − βn,k)ek − αmem −
m−1∑
k=1

γm,kek︸ ︷︷ ︸
∈Xn−1

∥ > 1

2
.

Ïðîòèâîðå÷èå.
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