
1 Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà. Ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà). Ïóñòü A ∈ B(X), X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. p(t) =
∑n

k=0 akt
k.

Òîãäà σ(p(A)) = p(σ(A)) = {λ = p(z) : z ∈ σ(A)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

p(t)− λ = an(t− z1) · (t− zn), òîãäà p(A)− λ = an(A− z1I) · . . . · (A− znI).

Ñ÷èòàåì, ÷òî an ̸= 0.
1) Ïóñòü λ ∈ σ(p(A)). Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íåîáðàòèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáðàòèìà ïðàâàÿ ÷àñòü.

Çíà÷èò ñóùåñòâóåò i: A− ziI íåîáðàòèì, ò.å. zi ∈ σ(A) è λ = p(zi). Äîêàçàëè ⊂.
2) Ïóñòü λ ∈ p(σ(A)), ò.å. ∃ z ∈ σ(A) : λ = p(z). Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ z = zi äëÿ êàêîãî-òî i. Îïåðàòîð A − ziI

íåîáðàòèì. Åñëè zi ∈ σp(A), òî ñòàâèì A−ziI íà ïåðâîå ìåñòî (ñàìîå ïðàâîå â ïðîèçâåäåíèè). Òàê ìîæíî ñäåëàòü òàê
êàê âñå îïåðàòîðû A− zkI ïåðåñòàíîâî÷íû. Òîãäà ó îïåðàòîðà p(A)− λI åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò.å. λ ∈ σ(p(A)).
Åñëè æå σp(A) = {∅}, òî îáðàç îïåðàòîðà A − ziI íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì X. Ñòàâèì òîãäà îïåðàòîð
A− ziI íà ïîñëåäíåå ìåñòî (ñàìîå ëåâîå â ïðîèçâåäåíèè) è óáåæäàåìñÿ, ÷òî è Im(p(A)− λI) ̸= X.

Òåîðåìà 2 (Ãîëîìîðôíîå èñ÷èñëåíèå).

Òåîðåìà 3 (Íåïðåðûâíîå èñ÷èñëåíèå). Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî A = A∗ ∈ B(H), σ(A) ∈ [a; b]. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì φ : C[a; b] → B(H) (íà ñàìîì äåëå ïåðâè÷åí ãîìîìîðôèçì φ : C(σ(A)) → B(H)),
îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè:

1) φ(1) = I;
2) φ(x) = A;
3) φ(f + g) = φ(f) + φ(g); φ(f · g) = φ(f) · φ(g);
4) φ � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç C(σ(A)) â B(H), ò.å. åñëè fn ⇒ f , òî φ(fn) → φ(f) â B(H).
Ýòîò ãîìîìîðôèçì òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
5) ∥φ(f)∥ = max

t∈σ(A))
|f(t)| (óñèëåíèå ñâîéñòâà 4));

6) ∀B: AB = BA ⇒ φ(A)B = Bφ(A);
7) φ(f) = (φ(f))∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 3) � ýòî âñåãî ëèøü ñâîéñòâî ãîìîìîðôèçìà. Ñâîéñòâà 1) è 2) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
φ íà ìíîãî÷ëåíàõ: φ(

∑n
k=0 akt

k) =
∑n

k=0 akA
k.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pn}∞n=1: ∥f − pn∥C(σ(A)) → 0.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {pn(A)}∞n=1. Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âåùåñòâåí-

íû, òî (pn(A))∗ = pn(A)∗ (èíà÷å (pn(A))∗ = pn(A))). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé ñëó÷àé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè). Íà îñíîâå òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì:

∥pn(A)− pm(A)∥ = ∥(pn − pm)(A)∥ = max
λ∈σ((pn−pm)(A))

|λ| = max
λ∈σ(A)

∥pn(λ)− pm(λ)∥ → 0, m, n → ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn(A)}∞n=1 ôóíäàìåíòàëüíà â B(H). Îïðåäåëèì

f(A) := lim
n→∞

pn(A).

Åñëè âçÿòü äðóãóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {qn}∞n=1: ∥f−qn∥C(σ(A)) → 0, òî ðàññìîòðåâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
p1, q1, . . . , pn, qn, . . ., ïîëó÷èì ÷òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p1(A), q1(A), . . . , pn(A), qn(A), . . . ôóíäàìåíòàëüíà â B(H),
ò.å. f(A) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ.

Âòîðîé ñëó÷àé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ñ íåâåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè).
∥pn(A)∥2 = ∥(pn(A))∗ · pn(A)∥ = ∥pnpn(A)∥ = ∥|pn|2(A)∥2. Âñå ìíîãî÷ëåíû |pn|2 èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôè-

öèåíòû è ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ 1). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn(A)}∞n=1 ôóíäàìåíòàëüíà â B(H).
Â èòîãî îïðåäåëèëè φ íà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ C(σ(A)) è äîêàçàëè ñâîéñòâî 4).
Ñâîéñòâî 5) ∥φ(f)∥ = ∥f(A∥ = lim

n→∞
∥pn(A)∥ = lim

n→∞
max

t∈σ(A))
|pn(t)| = ∥f∥C(σ(A))

Ñâîéñòâà 6) è 7) òàêæå ñëåäóþò èç ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ è î÷åâèäíîãî âûïîëíåíèÿ ýòèõ ñâîéñòâ äëÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 4 (Áîðåëåâñêîå èñ÷èñëåíèå). Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî A = A∗ ∈ B(H), σ(A) ∈ [a; b].
B[a; b] � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé (íîðìà: ∥f∥B[a;b] = sup[a;b] |f(t)|). Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì φ : B[a; b] → B(H) (íà ñàìîì äåëå ïåðâè÷åí ãîìîìîðôèçì φ : B(σ(A)) → B(H)),
îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè:

1) φ(1) = I;
2) φ(x) = A;
3) φ(f + g) = φ(f) + φ(g); φ(f · g) = φ(f) · φ(g);
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4) Åñëè ∥fn∥B(σ(A)) 6 C è fn(x) → f(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ σ(A), òî φ(fn)
s→φ(f) â B(H).

Ýòîò ãîìîìîðôèçì òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
5) ∥φ(f)∥B(σ(A)) = max

t∈σ(A))
|f(t)| (óñèëåíèå ñâîéñòâà 4));

6) ∀B: AB = BA ⇒ φ(A)B = Bφ(A);
7) φ(f) = (φ(f))∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì x; y ∈ H è ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

C[a; b; ] → C f 7→ (f(A)x, y); |(f(A)x, y)| 6 ∥f∥C[a;b]∥x∥∥y∥.

Ïîëó÷èëè ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà C[a; b]. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃ g ∈ BV0[a; b]

(f(A)x, y) =

∫ b

a

f(t) dg(t).

Ôóíêöèÿ g çàâèñèò îò âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ x è y: g = gx,y.

Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè g ïîðîæäàåò êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ìåðó µg: µg([α;β)) = g(β)−g(α),
êîòîðàÿ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷åòûðåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð. Òàê êàê

(x, y) =
1

4

(
(x+ y, x+ y)− (x− y, x− y) + i(((x+ iy, x+ iy)− (x− iy, x− iy))

)
,

òî

µgx,y
=

1

4
((µgx+y

− µgx−y
) + i(µgx+iy

− µgx−iy
)).

Çäåñü gv := gv,v.

Ïóñòü òåïåðü f ∈ B[a; b]. Ðàññìîòðèì
∫ b

a
f(t) dg(t) � ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà îò x è y (ëèíåéíàÿ ïî x è ïîëó-

òîðàëèíåéíàÿ ïî y) è ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(t) dg(t)

∣∣∣∣∣ 6 ∥f∥B[a;b]|dg| 6 ∥f∥B[a;b]∥x∥∥y∥.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Varba g 6 ∥x∥ · ∥y∥. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ôàêòà ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé fn, |f(x)| 6 1, fn(t) → sgn g(t):
∣∣∣∫ b

a
f(t) dg(t)

∣∣∣ → ∫ b

a
|dg| = Varba g.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð B (∥B∥ 6 ∥f∥B[a;b]) òàêîé, ÷òî∫ b

a

f(t) dg(t) = (Bx, y).

Ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà B: ôîðìà
∫ b

a
f(t) dg(t) � ëèíåéíûé ïî y îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñóùåñòâóåò z ∈ H:
∫ b

a
f(t) dg(t) = (y, z) = (z, y) =: (Bx, y), z ëèíåéíî çàâèñèò îò x. Ïîëîæèì z = B.

Îïðåäåëèì
f(A) := B.

Ñõîäèìîñòü Åñëè fn ∈ B[a; b], ∥fn∥B 6 C, fn(x) → f(x) ∈ B[a; b], òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà∫ b

a

fn(t) dg(t) →
∫ b

a

f(t) dg(t),

ñëåäîâàòåëüíî fn(A) ⇀ f(A). Èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà A ñëåäóåò ñèëüíàÿ
ñõîäèìîñòü:

|fn − f |2(A) ⇀ 0 ⇔ ((fn − f)(A))∗(fn − f)(A)) ⇀ 0 ⇒ ((fn − f)(A))∗(fn − f)(A)x, x) → 0 ⇔ ∥(fn − f)(A)x∥2 → 0.

2 Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà. Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Èíòåãðàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå f(A).

Ïðîåêòîðíîçíà÷íûå ìåðû Ïóñòü B � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà îòðåçêå [a; b], ãäå σ(A) ⊂ [a; b]. Îòîá-
ðàæåíèå E : B → B(H) ñî ñâîéñòâàìè (Ω ∈ B):

1) EΩ1⊔Ω2
= EΩ1

+ EΩ2
;

2) EΩ1∩Ω2
= EΩ1

· EΩ2
;
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3) (EΩ)
∗ = EΩ;

4) Ωn → Ω (ò.å. χΩn
(t) → χΩ(t) â êàæäîé òî÷êå t) ⇒ EΩn

s→EΩ

íàçûâàþò ïðîåêòîðíîçíà÷íîé ìåðîé.
Ñâîéñòâî 1) ⇒ àääèòèâíîñòü.
Ñâîéñòâî 2) ⇒ EΩ = (EΩ)

2. Âìåñòå ñî ñâîéñòâîì 3) ïîëó÷àåì, ÷òî E � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð.
Îáîçíà÷åíèÿ: Eλ = E(−∞;λ), E[α;β) = Eβ − Eα,
Ïî Eλ ìîæíî ñòðîèòü èíòåãðàëû; T := {tk}nk=0, Ξ := {ξk}nk=1, ξk ∈ [tk−1; tk].

à) Ðèìàíà S(T,Ξ, f) :=
∑n

k=1 f(ξk)E[tk−1,tk) →
∫ b

a
f(t)dEt. Èíòåãðàë çàâåäîìî ñóùåñòâóåò äëÿ f ∈ C[a; b]

á) Ëåáåãà Sn(f) :=
∑

k∈Z
k

2n
E{t: k−1

2n 6f(t)< k
2n } →

∫
[a;b]

f(t)dEt. Èíòåãðàë çàâåäîìî ñóùåñòâóåò äëÿ f ∈ B[a; b].
Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì � ðàâíîìåðíàÿ.

Òåîðåìà 5 (Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå). A = A∗ ∈ B(H), f ∈ B[a; b] (σ(A) ⊂ [a; b]. Òîãäà f(A) =
∫ b

a
f(t) dEt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
EΩ := χΩ(A).

Ïðîâåðèì, áóäåò ëè EΩ ïðîåêòîðíîçíà÷íîé ìåðîé.
Ñâîéñòâî 1) ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ãîìîìîðôèçìà. Òàê êàê χ2(t) = χ(t) è χ � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî EΩ �

îðòîïðîåêòîð (ýòî ñâîéñòâà 2) è 3)). Ñâîéñòâî 4) ñëåäóåò èç òåîðåìû î ôóíêöèîíàëüíîì èñ÷èñëåíèè.
Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè îò îïåðàòîðà.
1) Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà Ω ïðåäñòàâëåíèå

χΩ(A) =

∫ b

a

χΩ(t) dEt

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà è îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà Et.
2) Èç ïóíêòà 1) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå f(A) äëÿ ïðîñòûõ ôóíêöèé f .
3) Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì è

ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå: fn(t) → f(t).

ßâíîå âû÷èñëåíèå Eλ äëÿ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ

1) H = Cn, A = A∗.
Òàê êàêA = A∗, òî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä diag{λ1, . . . , λn}.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ax =

n∑
k=1

λk (x, ek)ek︸ ︷︷ ︸
ïðîåêòîð íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

=

n∑
k=1

λkPk =

∫
σ(A)

λ dEλ,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε (òàêèå, ÷òî îêðåñòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íå ïåðåñåêàþòñÿ)
E[λk−ε;λk+ε)x = (x, ek)ek (ïðè óñëîâèè îäíîêðàòíîñòè ñç; � èíà÷å ïðîñóììèðîâàòü ïî âñåì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì
äëÿ ýòîãî ñç).

2) H = L2[a; b], (Af)(x) = φ(x)f(x), φ � äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ (ïóñòü
φ �).

Òàê êàê σ(A) = [φ(a);φ(b)], òî Eλ íàäî îïðåäåëèòü ïðè λ ∈ [φ(a);φ(b)].
Ïóñòü λ : φ(a) < λ < φ(b). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè χ[φ(a);λ)(t) ñëåäóåò, ÷òî

χ[φ(a);λ)(A) =

{
I, åñëè t < λ

O, åñëè t > λ,

ò.å. ýòî ïðîåêòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x = φ−1(t), çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé
χ[φ(a);λ)(A)f(x) = χ[a;φ−1(λ))(x)f(x).

3 Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà. Óíèòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñàìîñîïðÿæåííî-

ãî îïåðàòîðà îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

Îïðåäåëåíèå. Öèêëè÷åñêèé âåêòîð. Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ îïåðàòîðàA, åñëè ⟨x,Ax,A2x, . . .⟩⊥ = 0.
Îïåðàòîð ñ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì íàçûâàþò åùå îïåðàòîðîì ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì.

Òåîðåìà 6. H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈ B(H) � îïåðàòîð ñ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì.
σ(A) ∈ [a; b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìåðà µ è U : H → L2([a; b], µ) � óíèòàðíûé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ, ÷òî
UA = MU , ãäå Mf(t) = tf(t).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h � öèêëè÷åñêèé âåêòîð. Îïðåäåëèì ìåðó µ: µ([α;β)) = (E[α;β)h, h)
Ñòðîèì èçîìîðôèçì: U : h 7→ 1, U : Ah 7→ t, . . .U : Anh 7→ tn.
Â ñèëó öèêëè÷íîñòè âåêòîðà h âåêòîðà

∑n
k=0 A

kh âñþäó ïëîòíû â H, ìíîãî÷ëåíû U(
∑n

k=0 A
kh) =

∑n
k=0 t

k

âñþäó ïëîòíû â L2([a; b];µ).
Èçîìåòðè÷íîñòü U

(UAkh,UAnh)L2
=

∫
[a;b]

tk+n dµ

(Akh,Anh)H = (Ak+nh, h)H =

∫
σ(A)

λk+n (dEλh, h) =

∫
[a;b]

λk+n dµ.

Äàëåå ïðîäîëæàåì U êàê èçîìåòðè÷íûé îïåðàòîð ñî âñåãî H íà âñå L2([a; b], µ) (ò.å. óíèòàðíûé îïåðàòîð).

Òåîðåìà 7. H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈ B(H) � îïåðàòîð áåç öèêëè÷åñêîãî âåê-
òîðà. σ(A) ⊂ [a; b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ H = ⊕N

n=1Hn

(N 6 ∞), â êàæäîì èç êîòîðûõ ó îïåðàòîðà A|Hn åñòü öèêëè÷åñêèé âåêòîð, ñóùåñòâóþò ìåðû µn (n 6 N) è
U : ⊕N

n=1Hn → ⊕N
n=1L2([a; b], µn) � óíèòàðíûé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ, ÷òî UA|Hn = MnU , ãäå Mnf(t) = tf(t)

â L2([a; b], µn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî S, ñîñòîÿùåå èç ñóìì ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ äëÿ A çà-
ìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ E ∈ H (AE ⊂ E), òàêèõ ÷òî â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ A èìååò öèêëè÷åñêèé âåêòîð.

Ýòî ñåìåéñòâî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ. Êàæäàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç S îãðàíè÷å-
íà ñâåðõó (îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ñëåäîâàòåëüíî â S åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, êîòîðûé
èìååò âèä ⊕N

n=1Hn (N ∈ N èëè N = ∞ � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, Hn � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, â êàæäîì èç êîòîðûõ åñòü öèêëè÷åñêèé âåêòîð). Ïðè ýòîì H = ⊕N

n=1Hn.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ñóùåñòâîâàë âåêòîð x ̸= 0, x ⊥ Hn ∀n, òî ⟨x,Ax, . . . , Akx, . . .⟩ áûëî áû îðòîãîíàëüíî
⊕N

n=1Hn (åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî äëÿ A = A∗, òî åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå òîæå èíâàðèàíòíî äëÿ
A), èíâàðèàíòíî äëÿ A è x â íåì öèêëè÷åcêèé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà â S.
Ïî òåîðåìå 1 â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Hn îïåðàòîð A ïîäîáåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â
L2([a; b], µn).

Òåîðåìà 8 (Ñëåäñòâèå òåîðåìû 2). H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A = A∗ ∈ B(H) � îïåðàòîð áåç
öèêëè÷åñêîãî âåêòîðà. σ(A) ⊂ [a; b]. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ìåðà µ, óíèòàðíûé èçîìîðôèçì U : H → L2(R, µ)
è âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ L∞(R), ÷òî UA = UAφ, ãäå îïåðàòîð Aφ åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ φ
â L2(R). Äðóãèìè ñëîâàìè, îïåðàòîð A ïîäîáåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåì â êà÷åñòâå [a; b] îòðåçîê [−∥A∥; ∥A∥].
Îïðåäåëèì ïðîåêòîðû Pn : H → Hn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå x =

∑
Pnx.

Èíà÷å y := x−
∑

Pnx ⊥ ⊕N
n=1Hn è y ̸∈ ⟨⊕N

n=1Hn⟩.
Â êàæäîì Hn ó A|Hn

åñòü öèêëè÷åñêèé âåêòîð. Íàéäåì áîðåëåâñêóþ ìåðó µn íà σ(A) ⊂ [a; b] =: ∆0 òàêóþ, ÷òî
A|Hn

óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà t â L2([a; b], µn).
Ïåðåíåñåì µn íà ∆n = ∆0 +3n∥A∥ = [(3n− 1)∥A∥; (3n+1)∥A∥], îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìåðó νn. Îïåðàòîð A|Hn

óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà t− 3n∥A∥ â L2(∆n, νn).

Îïðåäåëèì µ :=
∑N

n=1 2
−nνn, φ(t) := t − 3n∥A∥ ïðè t ∈ σ(A) + 3n∥A∥. Ïóñòü Un � óíèòàðíûé îïåðàòîð

Hn → L2(∆n, νn), òàêîé ÷òî UnA|Hn
= (t − 3n∥A∥)Un. Âíå êîìïàêòîâ σ(A) + 3n∥A∥ äîîïðåäåëèì φ êàêèì-ëèáî

çíà÷åíèåì èç σ(A).
Çàäàäèì â L2(R, µ) îïåðàòîð Aφ óìíîæåíèÿ íà φ.
Îñòàëîñü çàäàòü óíèòàðíûé îïåðàòîð U : H → L2(R, µ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x îáîçíà÷èì xn åãî ïðîåê-

öèþ íà Hn.
Îïðåäåëèì

Ux := U
∑
n=1

xn =
∑
n=1

2n/2Unxn

Ðÿä ñõîäèòñÿ, èáî íîñèòåëè ôóíêöèé 2n/2Unxn ëåæàò â ∆n, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ, à ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåòñÿ
ïî ìåðå 2−nνn. Ïðîâåðèì:

∥Ux∥2L2
=

N∑
n=1

2−n2n∥Unxn∥2L2(∆n,νn)
=

N∑
n=1

∥xn∥2Hn
= ∥x∥2 � óíèòàðíîñòü.

AφUx =

N∑
n=1

φ2n/2Unxn =

N∑
n=1

2n/2UnAxn = UAx
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Òåîðåìà 9 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A ∈ B(H) â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñóùåñòâóåò òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ è òàêàÿ êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïî
âëîæåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ σk, σ1 = σ(A), ÷òî îïåðàòîð A óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îðòîãî-
íàëüíîé ñóììå îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà t â ïðîñòðàíñòâàõ L2(σk, µ).

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óíèòàðíûõ èíâàðèàíòîâ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A

Îïðåäåëåíèå. Ýêâèâàëåíòíîñòü ìåð. µ1 ∼ µ2, åñëè çàïàñ ìíîæåñòâ ìåðû íóëü ïî êàæäîé ìåðå îäèí è òîò æå.
Èíâàðèàíòû:
1. Òèï ìåðû: µ1 ∼ µ2.
2. Ôóíêöèÿ êðàòíîñòè nA: σ1 := σ(A), σj ⊂ σ(A) j = 1, 2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåâîçðàñòàþùèõ ìíîæåñòâ

σj ⊃ σj+1. Îïðåäåëèì nA(t) = 0 âíå σ(A); nA(t) = j ïðè t ∈ σj \ σj+1, j = 1, 2, . . .

Ïðèìåð. (Af)(x) =
3

4
x2+

1

4
x â L2[−1; 1]. σ1 = σ(A) =

[
− 1

48 ; 1
]
; σ2 =

[
− 1

48 ;
1
2

)
. nA(t) = 2 ïðè t ∈

[
0; 1

2

]
; nA(t) = 1

ïðè t ∈
(
1
2 ; 1

]
.

5


