
Îáîáù¼ííûå ôóíêöèè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ L1[a, b] è ∀φ ∈ D(a, b) âûïîëíåíî
∫ b

a
f(t)φ(t) dt = 0. Òîãäà f = 0 ïî÷òè âñþäó íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîèì φc+ε,d−ε,ε, ãäå [c, d] ⊆ [a, b]. Òîãäà φc+ε,d−ε,ε → χ[c,d] ïî÷òè âñþäó è |f · φc+ε,d−ε,ε| 6 |f |.
Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïîëó÷àåì, ÷òî∫ d

c

f =

∫ d

c

f · χ[c,d] = lim
ε→0

∫ b

a

f(t)φc+ε,d−ε,ε(t) dt = 0.

Â ÷àñòíîñòè,
∫ x

a
f(t) dt = 0 ∀x ∈ [a, b]. Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì f(x) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ D′ äîñòàòî÷íîå, åñëè ∀φ ∈ D, φ ̸= 0 ∃ f ∈M : ⟨f, φ⟩ ̸= 0.
Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî, ïîíÿòèå äîñòàòî÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà M ââîäèòñÿ íà ëþáîé ïàðå (X,X ′), ãäå X ′ �

äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ) ê X.

Ëåììà 1. Ïóñòü M � äîñòàòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû x1, . . . ,
xn â X è ëþáîãî íàáîðà λ1, . . . , λn ∈ C ñóùåñòâóåò f ∈M : f(xi) = λi, i = 1, . . . n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A : M → Cn : f → (f(x1), . . . , f(xn)). Åñëè A(M) ̸= Cn, òî ∃ g ∈ (Cn)′ :
g|A(M) = 0 è g ̸= 0.

Ïóñòü e1, . . . en � áàçèñ â Cn. Ïóñòü x :=
∑n

k=1 g(ek)xk. Äëÿ f ∈M ïîëó÷àåì

f(x) = f(

n∑
k=1

g(ek)xk) =

n∑
k=1

g(ek)f(xk) = g(

n∑
k=1

ekf(xk) = g((f(x1), . . . , f(xn)) = 0.

Òàê êàê g ̸= 0, òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë g(ek) ̸= 0 ⇒ x ̸= 0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ äîñòàòî÷íîñòüþ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ïîëèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M ∈ X∗ � äîñòàòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà M
ïëîòíî â X∗ îòíîñèòåëüíî ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ X∗ è Ug,x1,...,xn,ε � îêðåñòíîñòü ôóíêöèîíàëà g â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè.

Ug,x1,...,xn,ε = {f ∈ X∗ : |f(xi)− g(xi)| < ε}.

Â ÷àñòíîñòè â Ug,x1,...,xn,ε ëåæàò âñå òàêèå ôóíêöèîíàëû f , äëÿ êîòîðûõ f(xk) = g(xk).
Åñëè x1 = x2 = . . . = xn = 0, òî ïîäõîäèò ëþáîé ôóíêöèîíàë: |f(xk) − g(xk)| = 0 < ε. Ñ÷èòàåì, ÷òî x1,. . .xm

(m 6 n) ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà.
∀xk, k = 1, . . . , n èìååì xk =

∑m
i=1 ck,ixi. Òîãäà ïî ëåììå 1 ∃ f ∈ M : f(xi) = g(xi), i = 1, . . . ,m. Äëÿ ýòîãî

ôóíêöèîíàëà f ïîëó÷àåì:

f(xk) =

m∑
i=1

ck,if(xi) =

m∑
i=1

ck,ig(xi) = g(xk).

Ñëåäñòâèå. 1. Ïðîñòðàíñòâî D äîñòàòî÷íîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ ∈ D, φ ̸= 0. Ðàññìîòðèì fφ. Î÷åâèäíî

⟨fφ, φ⟩ =
∫

|φ|2 dx > 0.

1 Îáùàÿ èäåÿ ââåäåíèÿ îïåðàöèé íà îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ

Ïóñòü A : D → D � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ïîñêîëüêó D ïëîòíî â D′ (â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè), òî îñíîâíàÿ èäåÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðîäîëæèòü ýòîò îïåðàòîð äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà Ã : D′ → D′ (â äàëüíåéøåì,
êîãäà òàêîå ïðîäîëæåíèå âîçìîæíî áóäåì îïåðàòîð îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì A), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå (Ãf)(φ) = f(Aφ), f ∈ D′, φ ∈ D.

1) Ïðîèçâîäíàÿ.
Èç ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè f , ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé èç D

ïîëó÷àåì
⟨f ′, φ⟩ = −⟨f, φ′⟩.

2) Óìíîæåíèå íà ãëàäêóþ ôóíêöèþ.
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Ïóñòü a(x) ∈ C∞(R), Aφ = a(x)φ(a). Îñíîâûâàÿñü íà äåéñòâèè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî

⟨af, φ⟩ = ⟨f, aφ⟩.

3) Çàìåíà ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü y = y(x) : R → R ãëàäêàÿ (êëàññà C∞) áèåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Èç ïðàâèëà çàìåíû ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå

äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåì

⟨f(y(x)), φ(x)⟩ = ⟨f(y), x′(y)φ(x(y))⟩,

ãäå x = x(y) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.

2 Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé

1. Ñíà÷àëà ðåøèì óðàâíåíèå
f ′ = 0

â D′.

⟨f ′, φ⟩ = 0 ⇔ −⟨f, φ′⟩ = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë f çàíóëÿåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå D0 ⊂ D

D0 = {ψ ∈ D : ∃φ ∈ D ⇒ ψ = φ′} ⇔ {ψ ∈ D :

∫
R
ψ dx = 0}.

Îñòàëîñü ïðîäîëæèòü ôóíêöèîíàë íà âñå D è îïèñàòü âñå òàêèå ïðîäîëæåíèÿ.
Âîçüìåì ôóíêöèþ φ1 ∈ D, òàêóþ ÷òî

∫
R φ1 dx = 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ D ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φ0 := φ− φ1 ·
∫
R
φdx.

Î÷åâèäíî, φ0 ∈ D0. Òîãäà

⟨f, φ⟩ = ⟨f, φ0⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+⟨f, φ1 ·
∫
R
φdx⟩ =

∫
R
φdx ⟨f, φ1⟩︸ ︷︷ ︸

=c

= ⟨c, φ⟩.

2. Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîé g ∈ D′ ðåøèì óðàâíåíèå

f ′ = g.

⟨f ′, φ⟩ = ⟨g, φ⟩ ⇔ −⟨f, φ′⟩ = ⟨g, φ⟩.

Åñëè ïîëîæèòü ψ = −φ′ (ψ ∈ D0), òî

⟨f, ψ⟩ = ⟨g,−
∫ x

−∞
ψ(t) dt⟩.

Òàêèì îáðàçîì, f îïðåäåëåí íà D0.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì φ1 ∈ D, òàêóþ ÷òî

∫
R φ1 dx = 1 è ïðåäñòàâèì φ â âèäå

φ = φ0 + φ1 ·
∫
R
φdx.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè φn → 0 â D, òî è èõ ïðîåêöèè íà D0 φn0 → 0, ïîñêîëüêó∫
R
φn dx = ⟨1, φn⟩ → 0,

à òîãäà è φn0 = φn − φ1 ·
∫
R φn dx→ 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ D îïðåäåëèì

⟨f, φ⟩ = ⟨g,−
∫ x

−∞
φ0(t) dt⟩.

Åñëè åñòü äðóãàÿ ôóíêöèÿ h ∈ D′: h′ = g, òî (f − h)′ = 0 ⇒ f − h = const.
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3 Ñòðóêòóðà îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Ëåììà 2. ∀ f ∈ D′ ∃n = n(f, a, b), ∃C = C(f, a, b) : ∀φ ∈ D(a, b) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

⟨f, φ⟩ 6 C∥φ∥Cn[a,b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê: ∃ f , äëÿ êîòîðîé òðåáóåìîãî ÷èñëà n íå ñóùåñòâóåò: ⇒

∀N ∈ N ∃φN ∈ D(a, b) : ⟨f, φN ⟩ > N∥φ∥CN [a,b].

Òîãäà ⟨
f,

φN

N∥φ∥CN [a,b]

⟩
> 1,

â òî âðåìÿ êàê
φN

N∥φ∥CN [a,b]

→ 0 â D. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 3. ∀ f ∈ D′ è ∀ (a; b) ∃m ∈ N0 è ôóíêöèè f0, f1,. . . , fm ∈ L2[a; b], ÷òî ∀φ ∈ D(a, b)

⟨f, φ⟩ =
m∑
j=0

⟨fj , φ(j)⟩.

Íàïîìíèì, ÷òî

∥φ∥Cn[a,b] =

n∑
j=0

max
[x∈[a,b]

|φ(j)(x)|.

|φ(j)(x)| =
∣∣∣∣∫ x

a

φ(j+1)(t) dt

∣∣∣∣ 6
√∫ b

a

|φ(j+1)(t)|2 dt

√∫ b

a

1 dt = C

√∫ b

a

|φ(j+1)(t)|2 dt⇒

max
x∈[a,b]

|φ(j)(x)| 6 C

√∫ b

a

|φ(j+1)(t)|2 dt

Â èòîãå ïîëó÷èëè

⟨f, φ⟩ 6 C∥φ∥Cn[a,b] 6 C1

√√√√n+1∑
j=0

∫ b

a

|φ(j)(t)|2 dt. (1)

Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hm: ïîïîëíåíèå D(a, b) ïî íîðìå, ïîðîæäåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì

(φ,ψ)m :=

m∑
j=0

∫ b

a

φ(j)(x)ψ(j)(x) dx

Íåðàâåíñòâî (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèîíàë f îãðàíè÷åí â Hm íà ôóíêöèÿõ èç D(a, b).
Òàê êàê D(a, b) ïëîòíî â Hm (ïî ïîñòðîåíèþ), òî åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü êàê îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà âñå

Hm.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φ}∞k=1 ôóíäàìåíòàëüíà â Hm, ò.å.

∥φn − φm∥2 =

m∑
j=0

∫ b

a

|φ(j)
n (x)− φ(j)

m (x)|2 dx→ 0,

òî ïîëó÷àåì, ÷òî â L2[a; b] ôóíäàìåíòàëüíà êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ {φ(j)}∞k=1, j = 0, 1, . . . ,m.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ j = 0, 1, . . . ,m ∃ φ[j] := lim
k→∞

φ
(j)
k (ïðåäåë â L2[a; b]). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòó ïðî-

ñòðàíñòâà Hm îòâå÷àåò íàáîð èç m+ 1 ôóíêöèè {φ[j]}mj=0.
Ïðè ýòîì

({φ[j]}, {ψ[j]})m =

m∑
j=0

∫ b

a

φ[j](x)ψ[j](x) dx.

Ôóíêöèîíàëó f îòâå÷àåò íàáîð {f [j]}mj=0, f
[j] ∈ L2[a, b], j = 0, . . . ,m è

⟨f, φ⟩ =
m∑
j=0

∫ b

a

φ[j](x)f [j](x) dx.

Åñëè φ ∈ D(a, b), òî

⟨f, φ⟩ =
m∑
j=0

∫ b

a

φ(j)(x)f [j](x) dx =

m∑
j=0

⟨fj , φ(j)⟩, ãäå fj = f [j] ∈ L2[a; b].
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Òåîðåìà 4 (Ðàçáèåíèå åäèíèöû). Ïóñòü R =
∪∞

k=1 Uk � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå ïðÿìîé îòêðûòûìè

îãðàíè÷åííûìè îáëàñòÿìè. (Ëîêàëüíî êîíå÷íîå: ∀x ∃ îêðåñòíîñòü Ux, êîòîðàÿ ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì îáëàñòåé Uk). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {ek}∞k=1, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

a) 0 6 ek(x) 6 1, k = 1, 2, . . .

á) ek(x) = 0 ïðè x ̸∈ Uk

â)

∞∑
k=1

ek(x) ≡ 1

Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé {ek}∞k=1 íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì (èëè ðàçáèåíèåì) åäèíèöû, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîêðû-
òèþ {Uk}∞k=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) R \ ∪∞
k=2Uk =: F1 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. F1 ⊂ U1.

2) Âûáåðåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî V1: F1 ⊂ V1 ⊂ V1 ⊂ U1.
3) Åñëè óæå ïîñòðîèëè ìíîæåñòâà V1, V2,. . . , Vm (Vk ⊂ Uk). Òîãäà R\(∪m

k=1Vk)∪(∪∞
k=m+2Uk) =: Fm+1 � çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî. Âûáåðåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Vm+1: Fm+1 ⊂ Vm+1 ⊂ Vm+1 ⊂ Um+1 è ò.ä.
Òàê êàê ìíîæåñòâî Vm îãðàíè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò hm ∈ D, 0 6 hm(x) 6 1, hm|Vm

= 1, h(x) = 0, x ̸∈ Um.
Ïîëîæèì

h(x) =

∞∑
k=1

hk(x)

(ðÿä ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x â ñèëó ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ïîêðûòèÿ).
Çàâåäîìî ∀x h(x) > 1 è h ∈ C∞(R). Îñòàëîñü ïîëîæèòü

ek(x) :=
hk(x)

h(x)
.

Ïðèìåð. Un = (n;n + 2), n ∈ Z, Fn = {n + 1}. Â êà÷åñòâå Vn âîçüìåì Vn = (n + ε;n + 2 − ε) ñ äîñòàòî÷íî
ìàëåíüêèì ôèêñèðîâàííûì ε > 0. Òîãäà hn = φn+ε,n+2−ε,ε.

Òåîðåìà 5. f ∈ D′. Òîãäà ∃ {gl}∞l=0:

⟨f, φ⟩ =
∞∑
l=0

⟨g(l)l , φ⟩,

ãäå gl ∈ L2(Ωl), Ωl � îãðàíè÷åííàÿ äëÿ êàæäîãî l îáëàñòü.
Ðÿä áåñêîíå÷íûé, íî äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé îáëàñòè åñòü ëèøü êîíå÷íîå íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå åäèíèöû {ek}∞k=1, ñîîòâåòñòâóþùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîìó ïîêðûòèþ {Uk}∞k=1.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ D èìååì

φ =

∞∑
k=1

φ · ek.

Ñëåäîâàòåëüíî

⟨f, φ⟩ =
∑
k=1

⟨f, φ · ek⟩ =
∞∑
k=1

mk∑
j=0

⟨fkj , (φ · ek)(j)⟩ =
∞∑
k=1

mk∑
j=0

⟨fkj ,
j∑

l=0

Cl
je

(j−l)
k φ(l)⟩ =

∞∑
k=1

mk∑
j=0

⟨
j∑

l=0

Cl
je

(j−l)
k fkj , φ

(l)⟩ =

=

∞∑
k=1

mk∑
j=0

⟨
j∑

l=0

(−1)l(Cl
je

(j−l)
k fkj)

(l), φ⟩ =
∞∑
k=1

mk∑
l=0

⟨g(l)kl , φ⟩, (2)

ãäå

gkl =

mk∑
j=l

(−1)l(Cl
je

(j−l)
k fkj) gkl ∈ L2(Uk).

åñòü îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì âíóòðè Uk (Ó èíäåêñà l ôîðìàëüíî ïîìåíÿëñÿ âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ,
íà ñàìîì äåëå l 6 j 6 mk).

Íîñèòåëè ôóíêöèé gkl óäàëÿþòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò ñ ðîñòîì k. Â ñèëó êîíå÷íîñòè ïîêðûòèÿ äëÿ êàæäîãî
x ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ñóììå

gl(x) :=

∞∑
k=1

gkl(x)
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îòëè÷íî îò íóëÿ (ïðè ôèêñèðîâàííîì l ñóììà áåðåòñÿ ëèøü ïî òåì k, äëÿ êîòîðûõ l 6 mk).
Ïîìåíÿâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â (2) ïðèâîäèì ýòó ôîðìóëó ê âèäó

⟨f, φ⟩ =
∞∑
l=0

⟨g(l)l , φ⟩.

Ðÿä áåñêîíå÷íûé, íî äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé îáëàñòè åñòü ëèøü êîíå÷íîå íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ (êàæ-
äàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì îáëàñòåé Uk; ñóììà èäåò ïî l 6 maxkmk).

Ïîëîæèì Ωl = ∪k:l6mk
Uk

Íîñèòåëü îáîáùåííîé ôóíêöèè
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f ðàâíî íóëþ â òî÷êå x, åñëè ∃Ux � îêðåñòíîñòü,

÷òî ∀φ ∈ D, suppφ ∈ Ux ⇒ ⟨f, φ⟩ = 0. Îïðåäåëèì

supp f := R \ ∪x:f=0Ux.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ îòêðûòî, à íîñèòåëü
çàìêíóò.

Òåîðåìà 6 (Î íîñèòåëå). Ïóñòü f ∈ D′, φ ∈ D è supp f ∩ suppφ = ∅. Òîãäà ⟨f, φ⟩ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ suppφ ⇒ x ̸∈ supp f ⇒ ∃Ux f |Ux
= 0. Âûáåðåì Vx òàê, ÷òî Vx ⊂ Vx ⊂ Ux. {Vx}

� ïîêðûòèå suppφ. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Vxk
}k=1n . Ñòðîèì ψk òàêèì îáðàçîì, ÷òî ψk|Vxk

> 0,
suppψk ⊂ Uk. Îïðåäåëèì V := ∪∞

k=1Vxk
.

Òåïåðü ñòðîèì φk :=
ψk

ψ1 + . . .+ ψn
. Ñâîéñòâà {φk}nk=1:

1) φk ∈ D(Uk).
2)

∑n
k=1 φk = 1 íà V .

Òîãäà ⟨f, φ⟩ =
∑n

k=1⟨f, φ · φk⟩ = 0, ò.ê. suppφ · φk ⊂ Vxk
⊂ Uxk

.

Òåîðåìà 7 (Îá îáîáùåííîé ôóíêöèè ñ íîñèòåëåì â îäíîé òî÷êå). Ïóñòü f ∈ D′ è supp f = {x0}.
Òîãäà f =

∑n
j=0 cjδ

(j)(x− x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî supp f = {0}.
1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê, ñîäåðæàùèé òî÷êó x = 0 (íàïðèìåð [−2; 2]). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

φ ∈ D(−2; 2) è äëÿ f ∈ D′ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

⟨f, φ⟩ =
m∑
j=0

⟨gj , φ(j)⟩ =
m∑
j=0

∫ 2

−2

gj(x)φ
(j)(x) dx,

ãäå gj ∈ L2[−2; 2]. Òîãäà ⟨f, φ⟩ = 0 äëÿ êàæäîé φ òàêîé, ÷òî φ(j)(0) = 0, j = 0, 1, . . .m.
Â ñàìîì äåëå, åñëè ñóùåñòâóåò (ïîñòðîèì ïîçæå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé φn ñî ñâîéñòâàìè
1) φn = φ (êàæäàÿ â ñâîåé îêðåñòíîñòè íóëÿ),

2) φ
(j)
n ⇒ 0 íà îòðåçêå [−2; 2] (j = 0, 1, . . .m),

òî

⟨f, φn⟩ =
m∑
j=0

∫ 2

−2

gj(x)φ
(j)
n (x) dx→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ⟨f, φ⟩ = 0.
2. Ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç D, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì:

∃m ∈ N0 : φ(j)(0) = 0, j = 0, 1, . . . ,m

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ−1,1,1 è ïîëîæèì φn := φ(x) · φ−1,1,1(nx).
Î÷åâèäíî, ÷òî φn = φ|(− 1

n ; 1n ). Ïðè ýòîì

φ(k)
n (x) =

k∑
j=0

Cj
kφ

(k−j)(x)(φ−1,1,1(nx))
(j) =

k∑
j=0

Cj
kφ

(k−j)(x)φ
(j)
−1,1,1(nx) · nj

Îáîçíà÷èì
M := max

06j6m
max

x∈[−2;2]
|φ(j)

−1,1,1(x)|.

Òîãäà ∀ j 6 m |(φ−1,1,1(nx))
(j)| 6M · nj
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Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè φ äîñòàòî÷íî îöåíèòü ïðè x ∈ [− 2

n
;
2

n
], òàê êàê âíå ýòîãî îòðåçêà ôóíêöèÿ φ−1,1,1(nx)

ðàâíà íóëþ. Òàê êàê φ(m)(0) = 0, òî
max

x∈[− 2
n ; 2n ]

|φ(m)(x)| = o(1) n→ ∞.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì

max
x∈[− 2

n ; 2n ]
φ(m−1)(x) = o(

1

n
), max

x∈[− 2
n ; 2n ]

φ(m−2)(x) = o(
1

n2
), . . . , max

x∈[− 2
n ; 2n ]

φ(m−j)(x) = o(
1

nj
), n→ ∞.

Îòñþäà (φ(k−j) = φ(m−(m−k+j)))

max
x∈[− 2

n ; 2n ]
|φ(k)

n (x)| 6
k∑

j=0

Cj
k max
x∈[− 2

n ; 2n ]
|φ(k−j)(x)| · max

x∈[− 2
n ; 2n ]

|(φ−1,1,1(nx))
(j)| 6 C · o( 1

nj
) ·Mnj = o(1), n→ ∞.

3. Ïóñòü òåïåðü φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç D. Íàïèøåì åå òåéëîðîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå (ãäå m ïîëó÷åíî â
ïóíêòå 1)

φ(x) =

m∑
k=0

φ(k)(0)
xk

k!
+ ψm+1(x),

ψm+1(x) = o(xm) è ψ
(j)
m+1(0) = 0, j = 0, 1, . . .m.

Óìíîæèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå íà ôóíêöèþ e(x), ðàâíóþ 1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 (íàïðèìåð, e(x) = φ−1,1,1).

φ(x)e(x) =
m∑

k=0

φ(k)(0)
xke(x)

k!
+ ψm+1(x)e(x).

Ôóíêöèÿ φ(x)e(x) ðàçëîæåíà íà îñíîâíûå ôóíêöèè.
Òîãäà

⟨f, φ⟩ = ⟨f, φe⟩ =
m∑

k=0

φ(k)(0)⟨f, x
ke(x)

k!
⟩+ ⟨f, ψm+1e⟩ (3)

Ïðè ýòîì (ψm+1e)
(j)(0) = 0 j = 0, 1, . . . ,m ⇒ ⟨f, ψm+1e⟩ = 0.

Îáîçíà÷èì ck := (−1)k⟨f, x
ke(x)
k! ⟩.

Ôîðìóëó (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f =

m∑
k=0

ckδ
(k)(x).

4 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìûì (ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ

(F̂ f)(y) :=: f̂(y) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixydx,

(F̌ f)(y) :=: f̌(y) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)eixydx,

Òåîðåìà îá îáðàçå F (L1 → C0).

Òåîðåìà 8. Îïåðàòîð F̂ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì èç L1(R) â C0(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê |f(x)e−ixy| = |f(x)| ∈ L1(R), òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîëó÷àåì,

÷òî f̂(y) íåïðåðûâíà.
2) Èç ñîîòíîøåíèÿ

| sup
y∈R

f̂(y)| 6 1√
2π

∥f∥L1(R)

ñëåäóåò, ÷òî âî-ïåðâûõ f̂(y) îãðàíè÷åíà, à âî âòîðûõ

fn → f â L1(R) ⇒ f̂n ⇒ f̂
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3) Òàê êàê

χ̂(a,b) =
e−iby − e−iay

√
2π(−iy)

→ 0 ïðè |y| → ∞,

òî äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè f òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî f̂(y) → 0 ïðè |y| → ∞.
Òàê êàê ïðîñòûå ôóíêöèè ïëîòíû â L1(R, òî, ñ ó÷åòîì ïóíêòà 2) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

f ∈ L1(R) f̂(y) → 0 ïðè |y| → ∞.

Òåîðåìó 8 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè f ∈ L1(R), òî f̂(y) = (1). Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà
ôóíêöèþ f ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ìîæíî óòî÷íèòü.

Òåîðåìà î ñâÿçè ãëàäêîñòè ôóíêöèè ñî ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ ÏÔ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü f ∈ L1(R) ∩ C1(R) è f ′ ∈ L1(R). Òîãäà f̂(y) = o
(

1
|y|

)
ïðè |y| → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì∫
f(x)e−ixydx =

∫
f(x)d

(
e−ixy

−iy

)
=

1

iy

∫
f ′e−ixydx =

1

iy
o(1) = o

(
1

y

)
ïðè |y| → ∞.

Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí ïðîïàäàåò, ïîòîìó ÷òî èç óñëîâèé f ∈ L1(R)∩C1(R) è f ′ ∈ L1(R) ñëåäóåò, ÷òî f(±∞) = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû

f(x) =

∫ x

a

f ′(t)dt+ f(a)

è óñëîâèÿ f ′ ∈ L1(R) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ f(±∞). Óñëîâèå f ∈ L1(R) ãàðàíòèðóåò, ÷òî
ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ.

Ïî èíäóêöèè íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû

Òåîðåìà 10. Ïóñòü f ∈ L1(R) ∩ Cn(R) è f (j) ∈ L1(R), j = 0, 1, . . . , n. Òîãäà f̂(y) = o
(

1
|y|n

)
ïðè |y| → ∞.

Òåîðåìà î ñâÿçè óáûâàíèÿ ôóíêöèè ñ ãëàäêîñòüþ ÏÔ.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü f ∈ L1(R) è xf ∈ L1(R). Òîãäà f̂(y) ∈ C1(R) è

f̂ ′(y) =
1√
2π

∫
(−ix)f(x)e−ixydx.

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ëåáåãà:

Òåîðåìà 12. Ïóñòü (X;M ;µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, G � îòêðûòîé ìíîæåñòâî íà R. Ôóíêöèÿ f : X×G→ R
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1) ∀ t ∈ G f(·, t) ∈ L1(X,µ).

2)
∂f(x, ·)
∂t

ñóùåñòâóåò íà G äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X.

3) ∃ g ∈ L1(X,µ) :

∣∣∣∣∂f(x, ·)∂t

∣∣∣∣ 6 g äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X.

Òîãäà ôóíêöèÿ

F (t) :=

∫
X

f(x, t) dµ, t ∈ G,

äèôôåðåíöèðóåìà íà G è

F ′(t) :=

∫
X

∂f(x, t)

∂t
dµ, t ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâèÿ 2) è 3) âûïîëíåíû âñþäó. Ôèêñèðóåì t0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → t0,
n→ ∞. Ïîñêîëüêó

lim
n→∞

f(x, tn)− f(x, t0)

tn − t0
=
∂f(x, t0)

∂t
= f ′t(x, t0),

òî ôóíêöèÿ f ′t(·, t0) M -èçìåðèìà. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà∣∣∣∣f(x, tn)− f(x, t0)

tn − t0

∣∣∣∣ = |f ′t(x, ξ)| 6 g,

òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

lim
n→∞

F (x, tn)− F (x, t0)

tn − t0
= lim

n→∞

∫
X

f(x, tn)− f(x, t0)

tn − t0
dµ =

∫
X

f ′t(x, t0) dµ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11. Ôóíêöèÿ f(x)e−ixy óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 12 ïðè G = R.
Íåñëîæíî ïîëó÷èòü îáîáùåíèå òåîðåìû 11:

Òåîðåìà 13. Ïóñòü xkf ∈ L1(R), k = 0, 1, . . . , n. Òîãäà f̂(y) ∈ Cn(R).

5 Òåîðåìà îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ÏÔ ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàþùåé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a > 0, ÷òî f · ea|x| ∈ L1(R).

Òåîðåìà 14. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì a > 0. Òîãäà åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêöèè f̂(z) (z = y + it) àíàëèòè÷åñêîé ïîëîñå |t| < a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = y + it, |t| < a. Îïðåäåëèì ε := a− |t| > 0. Äëÿ ôóíêöèè f(x)e−ixz ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣ ddz f(x)e−ixz

∣∣∣∣ = ∣∣xf(x)e−ixyetx
∣∣ 6 |xf(x)|ea|x|e−ε|x| ∈ L1(R).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 12 ñ èçìåíåíèåì âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà t íà êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð z ∈ G := {z : | Im z| < a}
ïîëó÷àåì, ÷òî f̂(z) èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè | Im z| < a è

df̂(z)

dz
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
(−ix)f(x)e−ixz dx.

6 Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ÏÔ â ïðîñòðàíñòâå S.
Ëåììà 3. Îïåðàòîðû Mf = xf(x) è Df = if ′(x) íåïðåðûâíû â S è ñïðàâåäëèâû êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

F̂M = DF̂ ; F̂D = −MF̂ ; F̌M = −DF̌ ; F̌D =MF̌. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåïðåðûâíîñòü.

∥Mf∥p,q = sup
x∈R

|xp(xf)(q)| 6 ∥f∥p+1,q + q∥f∥p,q−1.

∥Df∥p,q = ∥f∥p,q+1.

2) Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äîêàæåì òîëüêî äëÿ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà S çàâåäîìî ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó y ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Òîãäà

DF̂f = i
df̂

dy
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
xf(x)e−ixy dx = F̂Mf.

F̂Df =
1√
2π

∫ ∞

−infty

if ′(x)e−ixy dx =
1√
2π

∫ ∞

−infty

ie−ixy df = −y 1√
2π

∫ ∞

−infty

f(x)−ixy dx = −MF̂f.

Ðàññìîòðèì íà ïðîñòðàíñòâå S äðóãóþ ñèñòåìó ïîëóíîðì:

∥f∥p,q,1 :=

∫ ∞

−∞
|xpf (q)| dx, p, q ∈ N0

Ëåììà 4. Ñèñòåìû ïîëóíîðì {∥ · ∥p,q,1} è {∥ · ∥p,q} ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê

xpf (q)(x) =

∫ x

−∞
(tpf (q)(t))′ dt =

∫ x

−∞
(ptp−1f (q)(t) + tpf (q+1)(t)) dt,

òî
∥f∥p,q 6 p∥f∥p−1,q,1 + ∥f∥p,q+1,1.

Ïðè p = 0 ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.
2)

∥f∥p,q,1 =

∫ ∞

−
∫ ∞
−∞ |xpf(q)| dx=∞

(1 + x2)|xpf (q)|
1 + x2

dx 6 π(∥f∥p,q,1 + ∥f∥p+2,q,1).
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Òåîðåìà 15. Îïåðàòîð F̂ íåïðåðûâåí â S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ∥F̂ f∥p,q:

∥F̂ f∥p,q = sup
y∈R

|MpDqF̂ f | = sup
y∈R

|F̂DpMqf | 6 1√
2π

∫ ∞

−∞
|(xqf)(p)| dx 6

6 1√
2π

min(p,q)∑
j=0

Cj
p

q!

(q − j)!

∫ ∞

−∞
|xq−jf (p−j)(x)| dx =

min(p,q)∑
j=0

cj∥f∥q−j,p−j,1.

Ëåììà 5. Ïóñòü îïåðàòîð A : S → S êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì M . Òîãäà åñëè äëÿ ôóíêöèé f, g ∈ S âûïîëíåíî
f(x0) = g(x0) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ R, òî (Af)(x0) = (Ag)(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ ôóíêöèè h(x) := f(x)−g(x) âûïîëíåíî h(x0) = 0, òî h(x) = (x−x0)w(x) = (M−Ix0)w(x),
ãäå w ∈ S. Èç ñâîéñòâà AM =MA ïîëó÷àåì, ÷òî (Ah)(x) = (x− x0)Aw(x), îòêóäà (Ah)(x0) = 0.

Òåîðåìà 16. Âñÿêèé îïåðàòîð A : S → S, êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðîì M , åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
ôóíêöèþ a(x) ∈ C∞(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ôóíêöèþ φx0 := φx0−1,x0+1,1. Ïîëîæèì a(x0) := (Aφx0)(x0).
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ S çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f è f(x0)φx0 ñîâïàäàþò â òî÷êå x0. Ïîýòîìó

(Af)(x0) = f(x0)(Aφx0
)(x0) = a(x0)f(x0).

Ïîñêîëüêó òî÷êà x0 ïðîèçâîëüíàÿ, òî
(Af)(x) = a(x)f(x).

7 Òåîðåìà îá îáðàòèìîñòè ÏÔ â ïðîñòðàíñòâå S.
Òåîðåìà 17. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáðàòèìî â S è ñïðàâåäëèâ ôîðìóëà îáðàùåíèÿ: F̌ F̂ = I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (4) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð F̌ F̂ ïåðåñòàíîâî÷åí â S ñ îïåðàòîðîì
M . Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 16 ïîëó÷àåì, ÷òî F̌ F̂ f = a(x)f(x) äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ S.

Èç òåõ æå êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (4) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð F̌ F̂ ïåðåñòàíîâî÷åí â S è ñ îïåðàòîðîì D.
Ïîýòîìó a(x) = const, ò.å. F̌ F̂ = cI. Óáåäèòüñÿ, ÷òî c = 1 ìîæíî, âû÷èñëèâ, íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ôóíêöèè e−x2/2.

7.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â S ′

Òåîðåìà 18. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð F̃ : S ′ → S ′ íåïðåðûâíûé â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè è ïðîäîëæà-
þùèé F : S → S (ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà áóäåò êîììóòàòèâíîé).

⟨F̃ f, φ⟩ = ⟨f, F̂φ⟩

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ∗-ñëàáîé ïîëíîòû S â S ′ ñòðîèì fn ∈ S, fn → f â S ′

Òåîðåìà 19. Â S ′ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ: F̂ F̌ = F̌ F̂ = I.

Ñëåäñòâèå. 2. Îïåðàòîð F̂ èíúåêòèâåí â L1(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû âëîæåíèÿ J1 : L1(R) ↪→ S ′, J2 : C0(R) ↪→ S ′. Ýòè îïåðàòîðû íåïðåðûâíû:

|⟨J1f, φ⟩| =
∣∣∣∣∫ f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ 6 ∥φ∥0,0∥f∥L1(R),

|⟨J2f, φ⟩| =
∣∣∣∣∫ f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ 6 π∥f∥C0(R) · ∥φ∥0,0,1

Íî â S ′ F̂ � èçîìîðôèçì.

9



8 Èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Òåîðåìà Ïëàíøåðåëÿ (Ïðîäîë-
æåíèå ÏÔ â L2).

Òåîðåìà 20. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ φ,ψ ∈ S ñïðàâåäëèâî

(φ̂, ψ̂)L2(R) = (φ,ψ)L2(R).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(φ̂, ψ̂)L2(R) =
1√
2π

∫
φ̂(y)

∫
ψ(x)e−ixy dx dy =

1√
2π

∫
ψ(x)

(∫
φ̂(y)eixy dy

)
dx =

∫
φ(x)ψ(x) dx

Òàêèì îáðàçîì F̂
∣∣∣
S
åñòü èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â L2(R).

Òåîðåìà 21. Ïðîñòðàíñòâî D (è S) ïëîòíî â L2(R).
Åñëè φ ∈ L1(R) ∪ L2(R). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φN ∈ D N = 1, 2, . . ., îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì:
1) åñëè φ ∈ L1(R), òî ∥φ− φN∥1 → 0;
2) åñëè φ ∈ L2(R), òî ∥φ− φN∥2 → 0.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè φ ∈ L1(R) ∩ L2(R), òî ∥φ− φN∥1,2 → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî φ > 0 (ò.ê. êàæäàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷åòûðåõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé).

φN := min{φ · χ[−N,N ], N} =

{
φχ[−N,N ] ïðè φ 6 N,

Nχ[−N,N ] ïðè φ > N,

Òîãäà (ñ÷èòàåì, ÷òî φ > 0)

∥φ− φN∥1 =

∫
{x:φ6N}

(φ− φN ) dµ+

∫
{x:φ>N}

(φ− φN ) dµ =

∫
{x:φ6N}∩{x:|x|>N}

φdµ+

∫
{x:φ>N}

(φ−N) dµ 6

6
∫
{x:φ6N}∩{x:|x|>N}

φdµ+

∫
{x:φ>N}

φdµ→ 0

Äëÿ êàæäîãî N âûáèðàåì φN,n ∈ D(−N ;N) φN,n → φN â L2[−N ;N ] (à çíà÷èò è â L1[−N ;N ]). Äëÿ êàæäîãî N
íàéäåì n(N) òàê, ÷òîáû

∥φ− φN,n(N)∥1,2 <
1

N
.

Òåîðåìà 22. Ïóñòü φn ∈ L2(R) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ïóñòü φn → φ â L2(R) è φn ⇒ ψ. Òîãäà φ = ψ â L2(R)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî N φnχ[−N ;N ] → φχ[−N ;N ] â L2[−N ;N ] è φnχ[−N ;N ] ⇒ ψχ[−N ;N ].
Â L2[−N ;N ] èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò èíòåãðàëüíàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî φχ[−N ;N ] = ψχ[−N ;N ].

Òåîðåìà 23 (Ïëàíøåðåëü). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàðíûé îïåðàòîð U : L2(R) → L2(R), òàêîé ÷òî äëÿ
ëþáîé φ ∈ L1,2 ⇒ Uφ = F̂φ ïî÷òè âñþäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç èíòåãðàëüíîãî ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñëåäóåò, ÷òî F̂ |S èçîìåòðè÷íûé îïåðàòîð â L2(R). Â ñèëó
ïëîòíîñòè S â L2(R) ïîëó÷àåì åäèíñòâåííûé îïåðàòîð U êàê ïðîäîëæåíèå F̂ .

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå U íà ôóíêöèè φ ∈ L1,2.

Ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn ∈ D, ñõîäÿùóþñÿ ê φ ïî íîðìàì L2 è L1. Òîãäà Uφn = F̂φn. Ïðè ýòîì Uφn → Uφ
â L2 è F̂φn ⇒ F̂φ. Ñëåäîâàòåëüíî Uφ = F̂φ.

Â äàëüíåéøåì ýòîò óíèòàðíûé îïåðàòîð â L2(R) áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì F̂ .
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8.1 Òåîðåìà î ïîëíîòå ôóíêöèé ×åáûøåâà�Ýðìèòà

Òåîðåìà 24. Ñèñòåìà ôóíêöèé xne−
x2

2 n = 0, 1, . . . ïîëíà â L2(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê: ∃h ∈ L2(R) : h ⊥ xne−
x2

2 n = 0, 1, . . ..

Ôóíêöèÿ h(x)e−
x2

2 ∈ L1(R) è ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ⇒ F̂ h(x)e−
x2

2 ïðîäîëæàåòñÿ äî öåëîé ôóíêöèè g(z).
Ïðè ýòîì

dng

dzn
(0) =

1√
2π

∫
(−ix)nh(x)e− x2

2 dx = 0 ⇒ g ≡ 0 ( ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè).

Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà F̂ ïîëó÷àåì, ÷òî h(x)e−
x2

2 = 0 ⇒ h ≡ 0.

Òåîðåìà 25. Ïóñòü en := pne
− x2

2 � ñèñòåìà ôóíêöèé, ïîëó÷åííàÿ èç ñèñòåìû xne−
x2

2 n = 0, 1, . . . ñ ïîìî-
ùüþ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà â L2(R). Òîãäà îíè îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2(R) è
F̂ en = (−i)nen.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî en îáðàçóåò áàçèñ, ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâàHn := ⟨e0, e1, . . . , en⟩Î÷åâèäíî en = (anx
n+hn−1)e

− x2

2 . Òàê êàê F̂M = DF̂ , F̂−1M = −DF̂−1,
òî F̂ g, F̂−1g ∈ Hk, åñëè g ∈ Hk−1 ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g ∈ Hn−1 èìååì

(F̂ en, g) = (F̂ en, F̂ F̂
−1g) = (en, F̂

−1g︸ ︷︷ ︸
∈Hn−1

) = 0.

Ò. å. F̂ en = cen, íî F̂ (anx
n)e−

x2

2 = anD
nF̂ e−

x2

2 = (an(−i)n + hn−1)e
− x2

2 ⇒ c = (−i)n.

9 Ñâåðòêà.

Ñâåðòêîé äâóõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(t)g(x− t) dt. (5)

Òåîðåìà 26. Åñëè f, g ∈ L1(R), òî ñâåðòêà ñóùåñòâóåò è f ∗ g ∈ L1(R). Ïðè ýòîì

∥f ∗ g∥L1
6 ∥f∥L1

· ∥g∥L1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f, g ∈ L1(R), òî f(u)g(v) ∈ L1(R2) è
∫∞
−∞ f(u)g(v) du ∈ L1(R).

Ñäåëàâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå èçìåðèìóþ â R2 çàìåíó t := u, v := x−t, ïîëó÷èì, ÷òî
∫∞
−∞ f(t)g(x−t) dt ∈ L1(R).

Íåðàâåíñòâî äëÿ íîðì ñëåäóåò èç òåîðåìà Ôóáèíè è ñëåäóþùèõ îöåíîê∫ ∣∣∣∣∫ f(t)g(x− t) dt

∣∣∣∣ dx 6
∫ (∫

|g(x− t)| dx
)
|f(t)| dt = ∥f∥L1 · ∥g∥L1 .

9.1 Ñâîéñòâà ñâåðòêè.

Ïóñòü f, g, h ∈ L1(R). Òîãäà

1. f ∗ g = g ∗ f ;

2. f ∗ (αg + βh) = α(f ∗ g) + β(f ∗ h);

3. f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h;

4. Åñëè äîïîëíèòåëüíî îäíà èç ôóíêöèé äèôôåðåíöèðóåìà, íàïðèìåð, g ∈ C1(R), òî ñâåðòêà äèôôåðåíöèðóåìà
è (f ∗ g)′ = f ∗ g′. Â ñèëó ñâîéñòâà 1 íåâàæíî, êàêàÿ èç ôóíêöèé f è g äèôôåðåíöèðóåìà.

5. supp(f ∗ g) ⊆ supp f + supp g, ãäå ñóììà ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî x ∈ supp(f ∗ g), åñëè x = x1 + x2, ãäå
x1 ∈ supp f , x2 ∈ supp g.

6. F̂ (f ∗ g) =
√
2πF̂f · F̂ g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1. Çàìåíà ïåðåìåííûõ x− t = s (t = x− s, dt = ds)
Ñâîéñòâî 2 ýòî ïðîñòî ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà.
Ñâîéñòâî 3 ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôóáèíè.
Ñâîéñòâî 4 � ñëåäñòâèå òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
Ñâîéñòâî 5. Çàìåòèì ÷òî x = t + (x − t). Ïîýòîìó åñëè t ̸∈ supp f èëè x − t ̸∈ supp g, òî (f ∗ g)(x) = 0, ò.å.

x ̸∈ supp(f ∗ g).
Ñâîéñòâî 6. Èñïîëüçóåì òåîðåìó Ôóáèíè è çàìåíó ïåðåìåííûõ.

F̂ (f ∗ g)(y) = 1√
2π

∫ (∫
f(t)g(x− t) dt

)
e−ixy dx =

1√
2π

∫
f(t)

(∫
g(x− t)e−ixy dx

)
dt

Âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: x− t = s, x = t+ s, dx = ds

F̂ (f ∗ g)(y) = 1√
2π

∫
f(t)

(∫
g(s)e−i(t+s)y ds

)
dt =

1√
2π

∫
f(t)e−ity dt

∫
g(s)e−isy ds =

√
2πf̂ · ĝ.

Ïîñìîòðèì íà ñâåðòêó ñ òàêîé ïîçèöèè. Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ f ∈ L1(R) è îïðåäåëèì îïåðàòîð Sf : L1(R) → L1(R):

Sfg = f ∗ g.

Ñâîéñòâî 2 ïîçâîëÿåò îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ëèíåéíûé, à èç òåîðåìû 26 ñëåäóåò åãî îãðàíè÷åííîñòü.

9.2 Ñâåðòêà îáîáùåííûõ ôóíêöèé

9.2.1 Ñâåðòêà îáîáùåííîé ôóíêöèè è îñíîâíîé

Ïóñòü f, φ ∈ D(S). Ôîðìóëó (5) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äåéñòâèå ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè íà îñíîâ-
íóþ:

(f ∗ φ)(x) =
∫ ∞

−∞
f(t)φ(x− t) dt = ⟨f(t), φ(x− t)⟩

Â ñèëó ïëîòíîñòè ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé (â
∗-ñëàáîé òîïîëîãèè) ñâåðòêó ìîæíî ïðîäîëæèòü íà îáîáùåííûå ôóíêöèè. À èìåííî, ïóñòü f ∈ D′(S ′), à φ ∈ D(S)
ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì

(f ∗ φ)(x) = ⟨f(t), φ(x− t)⟩.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî ñâåðòêà ñ δ(x) åñòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â D(S):

(δ ∗ φ)(x) = ⟨δ(t), φ(x− t)⟩ = φ(x).

Àíàëîãè÷íî,

(δ′ ∗ φ)(x) = ⟨δ′(t), φ(x− t)⟩ = −⟨δ(t), (φ(x− t))′⟩ = φ′(x).

9.2.2 Ñâåðòêà äâóõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Ñâåðòêà îáîáùåííîé è îñíîâíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ôóíêöèåé êëàññà C∞. Íî ïðè ýòîì îíà ìîæåò íå
ïðèíàäëåæàòü êàêîìó-íèáóäü ïðîñòðàíñòâó îñíîâíûõ ôóíêöèé. Îäíàêî, íàïðèìåð, åñëè ñâåðòêà f ∗φ ∈ D, òî ê íåé
ìîæíî ïðèìåíèòü äðóãóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ. Íà ýòîì ïóòè ïîñòàðàåìñÿ îïðåäåëèòü ñâåðòêó äâóõ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé.

Äëÿ íà÷àëà ïóñòü f1, f2 � ðåãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè íîñèòåëü êîòîðûõ êîìïàêòåí (íàïðèìåð, f1, f2 ∈ D.
Òîãäà f1 ∗ f2 ∈ D. Äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè φ ∈ D ìîæíî îïðåäåëèòü ⟨f1 ∗ f2, φ⟩:

⟨f1 ∗ f2, φ⟩ =
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f1(t)f2(x− t) dt

)
φ(x) dx =

∫ ∞

−∞
f1(t)

(∫ ∞

−∞
f2(x− t)φ(x) dx

)
dt.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x: x− t = s, x = t+ s, dx = ds. Ïîëó÷èì∫ ∞

−∞
f1(t)

(∫ ∞

−∞
f2(s)φ(s+ t) ds

)
dt.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé f1, f2 ∈ D′ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì îïðåäåëèì

⟨f1 ∗ f2, φ⟩ := ⟨f1(t), ⟨f2(s), φ(s+ t⟩⟩.
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Ïðèìåð. Ïðîâåðèì, ÷òî δ(k) ∗ δ(n) = δ(k+n). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé φ ∈ D èìåå

⟨δ(k)(t), ⟨δ(n)(s), φ(s+ t⟩⟩ = ⟨δ(k)(t), φ(n)(t)⟩ = φ(k+n)(0) = ⟨δ(k+n)(s), φ(s)⟩

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî D+ := {φ ∈ D : suppφ ⊂ [0;+∞)} è ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèîíàëîâ D′

+.
Åñëè f1, f2 ∈ D′

+ � ðåãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî íîñèòåëü f1 ∗ f2 êîìïàêòåí, ïîýòîìó
äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òàêæå îïðåäåëåíà ñâåðòêà:

∀f1, f2 ∈ D′
+, φ ∈ D+ ⟨f1 ∗ f2, φ⟩ := ⟨f1(t), ⟨f2(s), φ(s+ t⟩⟩.

9.3 Ñâåðòêà â L2(R).
Èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå â S è â L2(R).

Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñâåðòêó ôóíêöèè φ ∈ L2(R) ñ îáîáùåííîé ôóíêöèåé f èç S ′. Ïðè íåêî-
òîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êëàññ ôóíêöèé èç S ′ ýòîò îïåðàòîð áóäåò îãðàíè÷åííûì â L2(R).

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(R) (ýòîò êëàññ ïëîòåí â S ′ â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè) è φ ∈ L2(R) îïðåäåëèì îïåðàòîð ñâåðòêè
Sf ÷åðåç ïîäîáíûé îïåðàòîð

F̂Sfφ =
√
2πF̂f · F̂φ.

Â ñèëó ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â L2(R) F̂φ ∈ L2(R), à F̂ f ∈ C0(R) ⊂ L∞(R), ïîýòîìó îïåðàòîð, ñòîÿùèé â
ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â L2(R).

Ïîòðåáóåì îò f ∈ S ′ òàêîãî ñâîéñòâà: F̂ f ∈ L∞(R). Òîãäà îïðåäåëèì ñâåðòêó òàêîé ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèåé φ ∈ L2(R) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Sfφ := f ∗ φ = (F̂ )−1A√
2πF̂f F̂φ,

ãäå îïåðàòîð A√
2πF̂f åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ â L2(R) íà ôóíêöèþ

√
2πF̂f
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