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Âëèÿíèå òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà íà äðóãèå íàïðàâëåíèÿ ìàòå-
ìàòèêè è åå ïðèëîæåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíî âåëèêî è ïðîäîëæàåò ðàñøèðÿòüñÿ. Ïîýòîìó íå
óäèâèòåëüíî, ÷òî êàôåäðà ÒÔÔÀ � îäíà èç ñàìûõ êðóïíûõ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå. Ïåðåä êîëëåêòèâîì êàôåäðû ñòîèò î÷åíü íåïðîñòàÿ çàäà÷à � ñîõðàíèòü âû-
ñî÷àéøèé óðîâåíü èññëåäîâàíèé, îòëè÷àâøèé ñîòðóäíèêîâ ñòàðøèõ ïîêîëåíèé. Â ïîñëåä-
íèå 10 ëåò êàôåäðà ïîòåðÿëà çàìå÷àòåëüíûõ ó÷åíûõ, ñîçäàòåëåé êðóïíûõ íàó÷íûõ øêîë
� ñêîí÷àëèñü àêàäåìèê À.Ã. Âèòóøêèí, àêàäåìèê À.À. Ãîí÷àð, ïðîôåññîð À.Ã. Êîñòþ-
÷åíêî, àêàäåìèê Ï.Ë. Óëüÿíîâ. Â òî æå âðåìÿ êàôåäðà ñîâñåì íå ïîïîëíÿëàñü ìîëîäûìè
ñîòðóäíèêàìè.

Ñåé÷àñ íà êàôåäðå ðàáîòàþò 1 àêàäåìèê ÐÀÍ, 19 äîêòîðîâ è 7 êàíäèäàòîâ íàóê. Åæå-
ãîäíî íà êàôåäðó ðàñïðåäåëÿþòñÿ 10�20 ñòóäåíòîâ 2 êóðñà, á�îëüøàÿ ÷àñòü êîòîðûõ çà-
òåì ïîñòóïàþò â àñïèðàíòóðó. Íàó÷íàÿ æèçíü êàôåäðû ñîñðåäîòî÷åíà â ìíîãî÷èñëåííûõ
ñïåöèàëüíûõ ñåìèíàðàõ, êàæäûé èç êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, îáúåäèíÿåò öåëóþ íàó÷íóþ
øêîëó ñî ñëîæèâøèìèñÿ òðàäèöèÿìè è íàïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé.

Íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ êàôåäðû åæåãîäíî îòìå÷àþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðåìèÿìè, ñòè-
ïåíäèÿìè è ãðàíòàìè. Ïðåìèè èìåíè À.Í.Êîëìîãîðîâà ÐÀÍ ïðèñóæäåíû àêàäåìèêó
À.Ã.Âèòóøêèíó (2003; öèêë ðàáîò "Àíàëèòè÷åñêàÿ åìêîñòü â çàäà÷àõ òåîðèè ïðèáëè-
æåíèé"), ïðîôåññîðó À.Ì.Ñòåïèíó (2009; öèêë ðàáîò "Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ è ñìåæíûå
âîïðîñû"), àêàäåìèêó Á.Ñ.Êàøèíó (2012; öèêë ðàáîò "Ïîïåðå÷íèêè ïî Êîëìîãîðîâó, n-
÷ëåííûå ïðèáëèæåíèÿ, îöåíêè íîðì ïîäìàòðèö"). Äîöåíòàì êàôåäðû À.Í.Áàõâàëîâó,
Ï.À.Áîðîäèíó, À.Ì.Ñàâ÷óêó ïî íåñêîëüêó ëåò ïîäðÿä ïðèñóæäàëàñü ñòèïåíäèÿ ÌÃÓ
äëÿ òàëàíòëèâûõ ìîëîäûõ ïðåïîäàâàòåëåé è ó÷åíûõ.

Çà ïîñëåäíèå 10 ëåò áîëåå ïÿòèäåñÿòè àñïèðàíòîâ êàôåäðû çàùèòèëè êàíäèäàò-
ñêèå äèññåðòàöèè. Äîêòîðñêèå äèññåðòàöèè çàùèòèëè äîöåíòû êàôåäðû À.Í.Áàõâàëîâ
(2011), È.À.Øåéïàê (2012), Ï.À.Áîðîäèí (2012), à òàêæå âûïóñêíèêè êàôåäðû
À.Â.Ïîêðîâñêèé (2008, êîíñóëüòàíò ïðîô. Å.Ï.Äîëæåíêî), Ê.Â. Ðóíîâñêèé (2010, êîí-
ñóëüòàíò ïðîô. Ì.Ê.Ïîòàïîâ), Ì.Ã.Ïëîòíèêîâ (2011, êîíñóëüòàíò ïðîô. Â.À.Ñêâîðöîâ),
Ñ.Â.Øàïîøíèêîâ (2011, êîíñóëüòàíò ïðîô. Â.È.Áîãà÷åâ), Í.Í.Øàìàðîâ (2011, êîíñóëü-
òàíò ïðîô. Î.Ã.Ñìîëÿíîâ).

Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ íàó÷íûõ äîñòèæåíèé êàôåäðû çà ïîñëåäíèå 10 ëåò. Çà íåäî-
ñòàòêîì ìåñòà áóäåò èçëîæåíà ëèøü ÷àñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå òðàäèöè-
îííî äåëÿòñÿ íà òðè íàïðàâëåíèÿ: äåéñòâèòåëüíûé àíàëèç, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è
êîìïëåêñíûé àíàëèç. Ýòî äåëåíèå âåñüìà óñëîâíî: êàê áóäåò âèäíî èç íèæåñëåäóþùåãî
òåêñòà, íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ íà êàôåäðå âåäóòñÿ íå òîëüêî ïî àíàëèçó, íî è ïî ìíîãèì
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áëèçêèì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà,
âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, òåîðèÿ ÷èñåë, âûïóêëàÿ ãåîìåòðèÿ è
äð.)

Äåéñòâèòåëüíûé àíàëèç

Çà ïîñëåäíèå 10 ëåò ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû áûë ïîëó÷åí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â
îáëàñòè äåéñòâèòåëüíîãî àíàëèçà.

Á.Ñ.Êàøèíûì, ñîâìåñòíî ñ àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ñ.Øàðåêîì, ðåøåíà èçâåñò-
íàÿ çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Á.Êíàñòåðîì åùå â 1947 ã. Â [47] óêàçàí ïðèìåð íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè F íà åâêëèäîâîé ñôåðå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè N è íàáîðà
{x1, . . . , xN} òàêèõ òî÷åê ýòîé ñôåðû, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âðàùåíèÿ ñôåðû, ïåðåâîäÿùåãî
âñå óêàçàííûå òî÷êè â ëèíèþ óðîâíÿ ôóíêöèè F .

Èçó÷àëèñü âîïðîñû ñóììèðóåìîñòè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.
Ì.È.Äüÿ÷åíêî [17] óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ, ÿâëÿ-
þùèõñÿ óñðåäíåíèÿìè ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ïî m-êðàòíûì ôèíèòíûì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿì, ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùèì ïî êàæäîìó èíäåêñó, ñîõðàíÿþòñÿ òå æå
ñâîéñòâà, ÷òî è äëÿ êðàòíûõ (C, 1)-ñðåäíèõ ×åçàðî. Ïðîäîëæèëîñü èçó÷åíèå ìíîãîìåð-
íûõ êëàññîâ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé Λ-âàðèàöèè. Ýòî îáîáùåíèå êëàññà ôóíêöèé îãðà-
íè÷åííîé âàðèàöèè îêàçàëîñü íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ êðàòíîãî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå. Â ÷àñòíîñòè, À.Í.Áàõâàëîâûì áûëî ââåäåíî è èçó÷å-
íî ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ïî Λ-âàðèàöèè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå [2]. Çàäà÷à î ñðàâíå-
íèè êëàññîâ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé Λ-âàðèàöèè ñ êëàññàìè ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ ïî
Λ-âàðèàöèè, ïîëíîñòüþ ðåøåíà äëÿ âàæíîãî ñëó÷àÿ ñòåïåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èì
æå [3] ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå ïî
ïðÿìîóãîëüíèêàì, ïðè ýòîì âûÿâëåíû êà÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ ìåæäó ñëó÷àåì ðàçìåðíîñòè
äâà è ñëó÷àåì áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè ëîêàëüíîãî ïîâå-
äåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé âàðèàöèè. À èìåííî, õîòÿ äëÿ ôóíêöèè ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ
êîíå÷íîñòü åå ãàðìîíè÷åñêîé âàðèàöèè ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïðÿìî-
óãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå, îäíàêî ñõîäèìîñòü òàêèõ ñóìì äëÿ ôóíêöèé òðåõ
è áîëåå ïåðåìåííûõ èç ýòîãî êëàññà ìîæåò íå èìåòü ìåñòà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàæå
äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òðåõ è áîëåå ïåðåìåííûõ ãàðìîíè÷åñêàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè
ïî ñòÿãèâàþùåìóñÿ â òî÷êó êóáó ìîæåò íå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ïîêàçàíî òàêæå [4], êàêî-
ìó áîëåå óçêîìó êëàññó òîãî æå òèïà äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ôóíêöèÿ, ÷òîáû ëîêàëüíîå
ñòðåìëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé âàðèàöèè ê íóëþ â òî÷êå íåïðåðûâíîñòè çàâåäîìî èìåëî ìå-
ñòî. Ì.È.Äüÿ÷åíêî [46], ñîâìåñòíî ñ àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ä.Âàòåðìàíîì, èçó÷àë
àëüòåðíàòèâíûå ìíîãîìåðíûå êëàññû ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé Λ-âàðèàöèè, ïðè îïðåäåëå-
íèè êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ åäèíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîãîìåðíûõ
ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Äëÿ òàêèõ êëàññîâ óñòàíîâëåíî îêîí÷àòåëüíîå â ñâîèõ òåðìèíàõ óñëî-
âèå, ãàðàíòèðóþùåå ñõîäèìîñòü ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè èç ýòîãî êëàñ-
ñà.

Ïðîäîëæàëîñü èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé èíòåãðàëà Ëåáåãà, â òîì ÷èñëå ñâÿ-
çàííûõ ñ íîâûìè çàäà÷àìè èç òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Â.À.Ñêâîðöîâûì ðàçðàáîòàí
åäèíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ, ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ ôîðìóë Ôó-
ðüå, êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïî ðàçëè÷íûì îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì. Ìåòîä
ñîñòîèò â ïîäáîðå äèôôåðåíöèàëüíîãî áàçèñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèñòåìå, è ïîñòðîåíèè
ïî ýòîìó áàçèñó èíòåãðàëà, îïðåäåëÿåìîãî îáîáùåííûìè ñóììàìè Ðèìàíà-Õåíñòîêà [53].
Â ÷àñòíîñòè, â ïîñëåäíèå ãîäû â ýòîì íàïðàâëåíèè îïðåäåëåíû è èçó÷åíû èíòåãðàëû,
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ðåøàþùèå çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ ïî ñèñòåìàì õàðàêòåðîâ íóëü-
ìåðíûõ êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï, âêëþ÷àÿ ãðóïïó öåëûõ ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë [54], [55].
Â.À.Ñêâîðöîâûì, ñîâìåñòíî ñ áðèòàíñêèìè ìàòåìàòèêàìè Ð. Õåíñòîêîì è Ï. Ìàëüäîíè,
ðåøåíà ïðîáëåìà êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà â ôóíêöèî-
íàëüíîì ïðîñòðàíñòâå R[a,b] [49].

Âàæíûå íîâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Ì.Ê.Ïîòàïîâûì äîêà-
çàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïîòî÷å÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè è å¼ ïîòî÷å÷íîé ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè [24]. Äîêàçàíû ïðÿìûå è
îáðàòíûå òåîðåìû î ïðèáëèæåíèè â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëå-
íàìè ôóíêöèé, ìîäóëü ãëàäêîñòè êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îáîáùåííîãî ñäâèãà
ßêîáè [25]. Èì æå, ñîâìåñòíî ñ Á.Â.Ñèìîíîâûì è Ñ.Þ.Òèõîíîâûì, óñòàíîâëåíî òî÷íîå
íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå äðîáíûå ìîäóëè ãëàäêîñòè ôóíêöèè â ðàçíûõ ìåòðèêàõ [26]
è íàéäåíà êîíñòðóêòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñìåøàííîãî ìîäóëÿ ãëàäêîñòè â ñìåøàííîé
ìåòðèêå [27].

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Ïðîâîäèìûå íà êàôåäðå èññëåäîâàíèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó òåñíî ñâÿçàíû ñî
âñåìè äðóãèìè íàïðàâëåíèÿìè íàó÷íîé ðàáîòû êàôåäðû. Â ýòîì ðàçäåëå äàåòñÿ êðàòêèé
îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ êàôåäðû ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðèåé
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, áàíàõîâûìè àëãåáðàìè, òåîðèåé îïåðàòîðîâ è äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè, áåñêîíå÷íîìåðíûì àíàëèçîì, òåîðèåé ìåðû è òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè ñ çàïðîñàìè ïðàêòèêè çà ðóáåæîì áóðíî ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâ-
ëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå �ñæàòûå èçìåðåíèÿ � (compressed
sensing). Â ðàìêàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ èçó÷àþòñÿ n ×N ìàòðèöû A, äëÿ êîòîðûõ âîçìî-
æåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ íåîïðåäåëåííîé) ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé y = Ax, x ∈ RN , y ∈ Rn, ïðè äîïîëíèòåëüíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î òîì,
÷òî âåêòîð x � ðàçðåæåííûé (ò.å. ÷èñëî åãî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò äîñòàòî÷íî ìàëî). Ê
îñíîâàì óêàçàííîãî íàïðàâëåíèÿ îòíîñÿòñÿ îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ, ïîëó-
÷åííûå Á.Ñ.Êàøèíûì åùå â êîíöå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà. Â ðàáîòå [18] Á.Ñ. Êàøèíà
è Â.Í. Òåìëÿêîâà óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A, äëÿ êîòîðîé n- ìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå åå ñòðîêàìè, ðåàëèçóåò ïî ïîðÿäêó êîëìîãîðîâñêèé ïîïåðå÷íèê
N -ìåðíîãî åâêëèäîâà øàðà â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, îáåñïå÷èâàåò ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå
çàäà÷è "ñæàòîãî èçìåðåíèÿ óñòîé÷èâîå îòíîñèòåëüíî ïîìåõ (ò.å. îøèáîê â çíà÷åíèÿõ êî-
îðäèíàò âåêòîðà x). Ïðèëîæåíèÿ îöåíîê ïîïåðå÷íèêîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà ê èññëåäîâàíèþ
ðÿäîâ Äèðèõëå äàíû â ðàáîòå Æ.Áóðãåéíà è Á.Ñ.Êàøèíà [10].

Â ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà âûïóêëîñòè ÷åáûøåâñêî-
ãî ìíîæåñòâà (ïîñòàâëåííàÿ áîëåå ïîëóâåêà íàçàä Í.Â.Åôèìîâûì, Ñ.Á.Ñòå÷êèíûì è
Â.Êëè) ïîëó÷èëà ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðè äîïîëíèòåëüíîì àïïðîêñèìàòèâíîì óñëî-
âèè íà ìíîæåñòâî â ðàáîòå Ï.À.Áîðîäèíà [9].

Ïóñòü (X, ∥ · ∥) � äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ òî÷åê x1, . . . , xN ∈ X
è ìíîæåñòâà M ⊂ X ïîëîæèì ϱ(x1, . . . , xN ;M) = inf

{∑N
k=1 ∥xk − y∥ : y ∈ M

}
,

PM(x1, . . . , xN) =
{
y ∈ M :

∑N
k=1 ∥xk − y∥ = ϱ(x1, . . . , xN ;M)

}
.

Ìíîæåñòâî PM(x1, . . . , xN) íàçûâàþò ìåòðè÷åñêîé N -ïðîåêöèåé òî÷åê x1, . . . , xN íà
ìíîæåñòâî M . Ìíîæåñòâî M íàçûâàþò N-÷åáûøåâñêèì, åñëè äëÿ âñåõ x1, . . . , xN ∈ X
âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(1) ϱ(x1, . . . , xN ;M) > ϱ(x1, . . . , xN ;X) è PM(x1, . . . , xN) îäíîòî÷å÷íî;
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(2) ϱ(x1, . . . , xN ;M) = ϱ(x1, . . . , xN ;X) è PM(x1, . . . , xN) ̸= ∅.
Ïðè N = 1 ýòî îïðåäåëåíèå äàåò îáû÷íûå ÷åáûøåâñêèå ìíîæåñòâà (òî åñòü òàêèå ìíî-

æåñòâà M , ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ X â M ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí ýëåìåíò, áëèæàéøèé ê x).
Âñÿêîå N -÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì. Â [9] äîêàçàí òàêîé ðåçóëüòàò.

(i) Ïóñòü N ÷åòíî è X � ðàâíîìåðíî âûïóêëîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî

M ⊂ X ÿâëÿåòñÿ N-÷åáûøåâñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âûïóêëî è çàìêíóòî.
(ii) Ïóñòü N ≥ 3 íå÷åòíî è X � ãëàäêîå ðàâíîìåðíî âûïóêëîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî. Ìíîæåñòâî M ⊂ X ÿâëÿåòñÿ N-÷åáûøåâñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî

âûïóêëî è çàìêíóòî.

Óñëîâèå ãëàäêîñòè ïðîñòðàíñòâà â óòâåðæäåíèè (ii) óáðàòü íåëüçÿ.
Â.Ì. Ôåäîðîâ ïîëó÷èë çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ÷åáûøåâñêèìè êëèíüÿ-

ìè â ïðîñòðàíñòâå C(X) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà õàóñäîðôîâîì êîìïàêòå X. Ïóñòü E
� íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä R èëè C. Âûïóêëîå êîíè÷åñêîå ìíîæåñòâî K ⊂ E
íàçûâàåòñÿ êëèíîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇pK + cone(K − p) êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó ìíîæå-
ñòâà K − p, íàçûâàåìóþ îïîðíûì êëèíîì â òî÷êå p ∈ K; ÷åðåç ΠpK + ∇pK ∩ (−∇pK)
îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â îïîðíîì êëèíå ∇pK
è íàçûâàåìîå îïîðíîé ïëîñêîñòüþ â òî÷êå p; íàêîíåö, ∇◦

pK + {α ∈ K◦ | ℜα(p) = 0} �
ïîëÿðíûé* êëèí îïîðíîãî êëèíà ∇pK â òî÷êå p, ãäå K◦ + {α ∈ E∗ | ℜα(x) 6 0, x ∈ K}.
Ïîëîæèì np + codimΠpK, Np + np − 1, åñëè E âåùåñòâåííî, Np + [(np − 1)/2], åñëè
E êîìïëåêñíî. Ðàññìîòðèì êëèí K ⊂ C(X) â ïðîñòðàíñòâå C(X). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ g ∈ ΠpK èìååò ïîëÿðíûå íóëè xi ∈ X, åñëè g(xi) = 0, i = 1, . . . , n, è
íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèîíàëîâ Äèðàêà α =

∑n
i=1 ciδxi

, êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò ïîëÿðíîìó* êëèíó α ∈ ∇◦

pK. Â.Ì.Ôåäîðîâ äîêàçàë ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ [37].

Çàìêíóòûé êëèí K ⊂ C(X) êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè dimK < ∞ ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâ-

ñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè p ∈ K âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ

èç îïîðíîé ïëîñêîñòè g ∈ ΠpK íå èìååò ïîëÿðíûõ íóëåé íà êîìïàêòå X.

Çàìêíóòûé êëèí K ⊂ C(X) êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè dimK◦ < ∞ ÿâëÿåòñÿ ÷åáû-

øåâñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè p ∈ K è äëÿ âñÿêîãî íåíóëå-

âîãî ôóíêöèîíàëà α ∈ ∇◦
pK âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (a) ôóíêöèîíàë α ∈ ∇◦

pK
äîñòèãàåò ñâîåé íîðìû; (b) âñÿêèé ôóíêöèîíàë β ∈ ∇◦

pK àáñîëþòíî íåïðåðûâåí îòíî-

ñèòåëüíî α íà íîñèòåëå supp(α); (c) ìíîæåñòâî zero(α) + X \ supp(α) ñîäåðæèò íå

áîëåå Np òî÷åê; (d) êîíå÷íàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé {χx | x ∈ zero(α)}
ëèíåéíî íå çàâèñèò îò ïîäïðîñòðàíñòâà ΠpK.

Ñëåäñòâèÿìè ýòèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå òåîðåìû Õààðà (1918 ã.) è Êîë-
ìîãîðîâà (1948 ã.) î åäèíñòâåííîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ êîíå÷íîìåðíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì â C(X), à òàêæå òåîðåìû Ôåëïñà (1963 ã.) è Ãàðêàâè (1967 ã.) î ñóùåñòâîâàíèè
è åäèíñòâåííîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè
â C(X).

Â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âàæíûå íîâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
â ðàáîòàõ øêîëû À.À. Øêàëèêîâà. Â ðàáîòå È.À. Øåéïàêà [38] ââåäåíî ïîíÿòèå ñàìî-
ïîäîáíîé ôóíêöèè íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå òàêèå ôóíêöèè
êóñî÷íî ïîñòîÿííû, ïðè÷åì äëÿ êàæäîé èç íèõ ñóùåñòâóåò îñîáàÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå
òî÷êà: âñå òî÷êè ðàçðûâà, êðîìå îñîáîé, ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâàìè ïåðâîãî ðîäà. Â ðàáîòå
À.À. Âëàäèìèðîâà è È.À. Øåéïàêà [11] ðàññìîòðåíî ñïåêòðàëüíîå óðàâíåíèå ñòðóíû ñ
äèñêðåòíûì ôðàêòàëüíûì âåñîì, ïîðîæäåííûì ñàìîïîäîáíîé ôóíêöèåé íóëåâîãî ñïåê-
òðàëüíîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ýòîé çàäà÷è äèñêðåòíûé. Â ðàáîòå [12] àíàëî-
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Òåîðèÿ ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

ãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ îïåðàòîðà (−1)ly(2l), ãäå l > 1, c ñàìîïîäîáíûì äèñ-
êðåòíûì âåñîì ïðè ñïåêòðàëüíîì ïàðàìåòðå. Äîêàçàíî, ÷òî ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî
ñåðèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ àñèìïòîòèêó.
Íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ êàê â òîì, ÷òî èçó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðà-
òîðîâ ñ ñèíãóëÿðíûìè âåñàìè, êîòîðûå â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííû-
ìè ôóíêöèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîñòè, òàê è â òîì, ÷òî äèñêðåòíûå âåñà ðàíåå
íå èçó÷àëèñü è â ìåíåå ñèíãóëÿðíûõ ñëó÷àÿõ: äàæå äëÿ ìåð àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé áûëà íåèçâåñòíà. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå È.À. Øåéïàêà ñ À.È. Íàçàðîâûì [50]
èññëåäîâàíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ïðîèçâîëüíûì ôîðìàëüíî
ñàìîñîïðÿæåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì âûñîêîãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà è ñàìîïî-
äîáíîé äèñêðåòíîé ìåðîé ïðè ñïåêòðàëüíîì ïàðàìåòðå, íàéäåí ãëàâíûé ÷ëåí àñèïòîòè-
êè ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè. Ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé
àñèìïòîòèêè ìàëûõ óêëîíåíèé ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ïî ñàìîïîäîáíîé äèñêðåòíîé ìåðå.

Â ñåðèè ðàáîò À.Ì. Ñàâ÷óêà è À.À. Øêàëèêîâà (ñì. [30], [31], [29]) èçó÷åíû ïðÿìûå è
îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ −y′′+q(x)y ñ ïîòåíöèàëàìè èç âñåé
øêàëû ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W θ

2 , ãäå θ ∈ [−1,+∞), íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Äëÿ îïå-
ðàòîðîâ ïîäîáíîãî âèäà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Äèðèõëå � Íåéìàíà ïîëó÷åíû
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Íîâèçíà
ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò íå òîëüêî â òîì, ÷òî ýòè ôîðìóëû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ äðîáíûõ ïîêà-
çàòåëåé θ è ïîòåíöèàëîâ-ðàñïðåäåëåíèé (ñëó÷àé θ < 0), íî è â òîì, ÷òî îñòàòî÷íûå ÷ëåíû
â ýòèõ ôîðìóëàõ äîïóñêàþò îöåíêó, ðàâíîìåðíóþ ïî øàðó ∥q∥θ ≤ R. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ áûëè ââåäåíû ðàñøèðåííûå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà l̂θ2 (ðàñøèðåíèå ñîñòî-
èò â äîáàâëåíèè ñïåöèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (k−j)∞k=1 è ((−1)kk−j)∞k=1, ïðè÷åì
÷èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàâèñèò îò θ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ
ôîðìóë äëÿ äðîáíûõ θ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä èíòåðïîëÿöèè íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Ýòî
ïîòðåáîâàëî äîêàçàòåëüñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ F , ñîïîñòàâëÿþùåãî ïî-
òåíöèàëó q ñïåêòðàëüíûå äàííûå. Àíàëîãè÷íûé ìåòîä óäàëîñü ïðèìåíèòü è äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà àñèìïòîòèêè ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè Âåéëÿ ϱ(λ) îïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèë-
ëÿ ñ îïèñàííûìè ïîòåíöèàëàìè. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîÿëà â
äîêàçàòåëüñòâå íåâûðîæäåííîñòè äèôôåðåíöèàëà óïîìÿíóòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïîñëåäíèå
èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåì î ðàâíîìåðíîé íà âñåì îòðåçêå [0, π]
ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè q ∈ W θ

2 , θ ∈ [−1, 0), ïîòðåáîâàëè óòî÷íå-
íèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ñëó÷àÿ θ ∈ [−1,−1/2] áûëè
ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè äëÿ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ. Äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòèêå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íîðìèðîâî÷íûõ ÷èñåë óñïåøíî ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ
çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà q ïî äâóì ñïåêòðàì èëè ïî ñïåêòðó è íîðìèðîâî÷íûì
÷èñëàì. Íîâèçíà ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà
äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì θ, à òàêæå â òîì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé îáðàòíîé
çàäà÷è áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè.

Â ðàáîòå [39] ðàññìàòðèâàëàñü êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, êîãäà íà÷àëüíûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîñòüþ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíîé α, âîçìóùàåòñÿ β-ïîä÷èíåííûì íåñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòî-
ðîì, íî ïîä÷èíåíèå ïîíèìàåòñÿ íå â ãëîáàëüíîì ñìûñëå, êàê ýòî áûëî ðàíåå â êëàññè÷å-
ñêèõ òåîðåìàõ Êàðëåìàíà � Òè÷ìàðøà � Êåëäûøà � Ìàðêóñà � Ìàöàåâà, à â ëîêàëüíîì
ñìûñëå (îïðåäåëåíèå áûëî ïðåäëîæåíî À.À.Øêàëèêîâûì). Íîâîå ïîíÿòèå ïîä÷èíåííîñòè
ïîçâîëèëî ðåøèòü ïðîáëåìó àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñóùåñòâåííî áîëåå
øèðîêîãî êðóãà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.
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Â òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð ÿðêîå äîñòèæåíèå ïðèíàäëåæèò À.ß. Õåëåìñêîìó [45]:

Áàíàõîâà àëãåáðà ìåð íà íåïðåðûâíîé (ò. å. íå äèñêðåòíîé) ëîêàëüíî êîìïàêòíîé

ãðóïïå íèêîãäà íå áûâàåò àìåíàáåëüíîé.

Ýòî ðåøåíèå ïðîáëåìû, ñòîÿâøåé áîëåå 20 ëåò. Ðàíåå ýòî áûëî äîêàçàíî Ã. Áðàóíîì
äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Íîâîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñîâåðøåííî äðóãèõ ñîîáðàæåíèÿõ
(îòñóòñòâèå ñâîéñòâà ïëîñêîñòè ó èäåàëà ñèíãóëÿðíûõ ìåð). Âàæíûì èòîãîâûì äîñòèæå-
íèåì ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ ñòàëà òàêæå ìîíîãðàôèÿ À.ß. Õåëåìñêîãî [48] ïî êâàíòî-
âîìó ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó.

Èòîãè ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé ïî áåñêîíå÷íîìåðíîìó àíàëèçó, ïðîâîäèâøèõñÿ
Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì è åãî øêîëîé, â òîì ÷èñëå ðåçóëüòàòû ïî òîïîëîãèè ëîêàëüíî âû-
ïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, äèôôåðåíöèðîâàíèþ è èíòåãðèðîâàíèþ â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, ïðåäñòàâëåíû â íåäàâíåé ìîíîãðàôèè [8]. Ïðèìåíåíèÿì áåñêîíå÷íîìåðíîãî
àíàëèçà â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïîñâÿùåíà ðàáîòà Â.Â. Êîçëîâà è Î.Ã. Ñìîëÿíîâà [19],
â êîòîðîé ââåäåíà êâàíòîâàÿ ìîäåëü Ïóàíêàðå, ðåàëèçóþùàÿ íåîáðàòèìîå ïîâåäåíèå èäå-
àëüíîãî ãàçà, ñîñòîÿùåãî èç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàíòîâûõ áîëüöìàíîâñêèõ ÷àñòèö.

Â òåîðèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï çíà÷èòåëüíîå ïðîäâèæåíèå íåäàâíî ïîëó÷åíî
Þ.À. Íåðåòèíûì. Èçâåñòíî, ÷òî äâîéíûå êëàññû ñìåæíîñòè è êëàññû ñîïðÿæåííîñòè íà
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïïàõ ÷àñòî èìåþò ïîëóãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó. Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ
[51], [52] ïîëó÷åíû ÿâíûå îïèñàíèÿ òàêèõ óìíîæåíèé äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï è ñèììåòðè-
÷åñêèõ ãðóïï (è, â ÷àñòíîñòè, îïèñàíèÿ ñàìèõ òàêèõ êëàññîâ; ïðîñòåéøèé ïðèìåð çàäà÷è
� îïèñàòü ïàðû ïåðåñòàíîâîê ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî ñîïðÿæåíèÿ). Äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ
ãðóïï ýòè óìíîæåíèÿ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñêëåéêè äâóìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ (èëè
ïîëèãîíàëüíûõ) áîðäèçìîâ. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï ïîëó÷åíû
ìíîãîìåðíûå àíàëîãè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé îïåðàòîð-ôóíêöèè Ëèâøèöà. Ïðèìåð çàäà÷è:
ïðåäúÿâèòü ñïåêòðàëüíûå äàííûå äëÿ k óíèòàðíûõ ìàòðèö, îïðåäåëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîïðÿæåíèÿ îáùåé óíèòàðíîé ìàòðèöåé ìåíüøåãî ðàçìåðà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè
îêàçûâàþòñÿ ¾âíóòðåííèìè ôóíêöèÿìè¿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ïðîñòðàíñòâî Bk ìàòðèö
ðàçìåðà k ñ íîðìîé ìåíåå 1 ãîëîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî Bα òàê, ÷òî ãðà-
íèöà Øèëîâà îòîáðàæàåòñÿ â ãðàíèöó Øèëîâà (ò. å. óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(k) ïåðåõîäèò â
óíèòàðíóþ ãðóïïó U(α)).

Â òåîðèè ìåðû íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ äîëãî ñòîÿâøàÿ ïðîáëåìà áûëà
ðåøåíà Â.È. Áîãà÷åâûì, À.Â. Êîëåñíèêîâûì è Ê.Â. Ìåäâåäåâûì. Â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî
âåêà â ðàáîòàõ Ð. Êàìåðîíà, Ó. Ìàðòèíà, Þ.Â. Ïðîõîðîâà, À.Â. Ñêîðîõîäà è È.Â. Ãèð-
ñàíîâà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåðà Âèíåðà PW íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
C[0, 1] ïåðåõîäèò â àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ìåðó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèäà T = I+F , ãäå
I � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, à îòîáðàæåíèå F ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
Êàìåðîíà � Ìàðòèíà H ìåðû Âèíåðà, ò. å. â ìíîæåñòâå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
h ñ h(0) = 0 è h′ ∈ L2[0, 1], ïðè âåñüìà øèðîêèõ óñëîâèÿõ íà F . Îäíàêî îñòàâàëîñü íåèç-
âåñòíûì îáðàòíîå: âñÿêàÿ ëè âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíî
ìåðû PW , ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç PW ïðåîáðàçîâàíèåì óêàçàííîãî âèäà. Â ðàáîòå [6]
Â.È. Áîãà÷åâ, À.Â. Êîëåñíèêîâ è Ê.Â. Ìåäâåäåâ äàëè ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âî-
ïðîñ. Ýòîò ðåçóëüòàò âîøåë òàêæå â ìîíîãðàôèè [42] è [43] ïî òåîðèè ìåðû. Ðÿä áîëåå
ñïåöèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ íåäàâíî ïîëó÷åí â ðàáîòå [5], ïîñâÿùåííîé ïðîáëåìå Ìîíæà �
Êàíòîðîâè÷à îïòèìàëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè ìàññ.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå Â.È. Áîãà÷åâ ñîâìåñòíî ñ Í.Â. Êðûëîâûì è Ì. Ð¼êíåðîì
(à òàêæå ñ ðÿäîì äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ) ðàçâèâàë íîâîå íàïðàâëåíèå íà ñòûêå àíàëèòè-
÷åñêîé òåîðèè ìåðû è òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñâÿçàííîå ñ èññëå-
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Òåîðèÿ ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

äîâàíèåì óðàâíåíèé Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà äëÿ ìåð. Ïîäðîáíûé îáçîð ýòèõ
èññëåäîâàíèé äàí â [7].

Â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè À.Ì. Ñòåïèíûì ñîâìåñòíî ñ A.Ì. Åðåìåíêî ïîëó÷åíû íåîæè-
äàííûå ðåçóëüòàòû â çàäà÷å î âêëþ÷åíèè ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìåðó, â ïîòî-
êè ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ T ñ îäíîêðàòíûì ñïåêòðîì ìíîæåñòâî ïîòîêîâ,
âêëþ÷àþùèõ T , åñëè è íå ïóñòî, òî ñîñòîèò ëèáî èç îäíîãî ýëåìåíòà, ëèáî èç áåñêîíå÷-
íîãî ÷èñëà ñïåêòðàëüíî íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ. Â [36] äîêàçàíî, ÷òî â òèïè÷íîì ñëó-
÷àå èìååò ìåñòî ìàêñèìàëüíàÿ íååäèíñòâåííîñòü âêëþ÷åíèÿ â ïîòîê â òîì ñìûñëå, ÷òî
öåíòðàëèçàòîð òèïè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ áåñêîíå÷íî-
ìåðíîìó òîðó. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò òàê íàçûâàåìóþ äèíàìè÷åñêóþ àëüòåðíàòèâó,
òîïîëîãè÷åñêèé àíàëîã òåîðåìû Ôóáèíè, ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò äåñêðèïòèâíîé òåîðèè
ìíîæåñòâ î ïî÷òè îòêðûòîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Â.Â. Ðûæèêîâ ðàññìîòðåë â [28] êëàññ àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà, îáëàäà-
þùèõ íàáîðîì ñëàáûõ ïðåäåëîâ ñòåïåíåé, îáåñïå÷èâàþùèõ ñâîéñòâî ïðîñòîòû ñïåêòðà
èõ ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé. Ãðàíèöà ýòîãî êëàññà â ðàìêàõ ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé
ñîäåðæèò ïåðåìåøèâàþùèå àâòîìîðôèçìû, îáëàäàþùèå óïîìÿíóòûì ñâîéñòâîì. Òåì ñà-
ìûì çàäà÷à Êîëìîãîðîâà î ãðóïïîâîì ñâîéñòâå ñïåêòðà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áûëà ðå-
øåíà â êëàññå ïåðåìåøèâàþùèõ ñèñòåì: ïîñòðîåíû ïåðåìåøèâàþùèå àâòîìîðôèçìû, ó
êîòîðûõ ñâåðòî÷íûå ñòåïåíè ñïåêòðàëüíîé ìåðû âçàèìíî ñèíãóëÿðíû. Ïðåäëîæåííûé
ìåòîä â äàëüíåéøåì ïðèâåë ê íîâûì ïðèìåðàì ïåðåìåøèâàþùèõ ãàóññîâñêèõ è ïóàññî-
íîâñêèõ ñèñòåì.

Ðåàëèçàöèÿ íàáîðîâ ñïåêòðàëüíûõ êðàòíîñòåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � äàâíÿÿ çàäà-
÷à ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ ñ êîíå÷íîé ìåðîé çàäà÷à íå ðåøåíà äî ñèõ
ïîð. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ñèãìà-êîíå÷íîé ìåðîé Â.Â. Ðûæèêîâûì â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
À.È. Äàíèëåíêî [13] ïîëó÷åíî ïîëíîå ðåøåíèå:

Ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî ðÿäà ðåàëèçîâàíî êàê ìíîæåñòâî

êðàòíîñòåé ñïåêòðà êóïìàíîâñêîãî îïåðàòîðà, îòâå÷àþùåãî ýðãîäè÷åñêîìó êîíñåðâà-

òèâíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, ñîõðàíÿþùåìó áåñêîíå÷íóþ ìåðó.

Êîìïëåêñíûé àíàëèç

Ñîâðåìåííûé êîìïëåêñíûé àíàëèç ÷åðïàåò ïîñòàíîâêè ñâîèõ çàäà÷ êàê èç êëàññè÷å-
ñêèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé èëè àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
÷èñåë, òàê è èç ìîäåëåé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ñëåäóþùåì îáçîðå îñ-
íîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû ÒÔÔÀ çà 2003�2012 ãîäû ÷åòêî âèäíû îáà
óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿ.

Ïðèáëèæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàöèîíàëüíûìè è êîìïëåêñíî îðòîãîíàëüíûå

ìíîãî÷ëåíû. À.È.Àïòåêàðåâûì äîêàçàíû òåîðåìû î ñèëüíîé àñèìïòîòèêå ìíîãî÷ëåíîâ
{Pn(z)}, n → ∞ , îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè îðòîãîíàëüíîñòè∫

F

Pn(z)z
νh(z) dz = 0, ν = 0, 1, . . . , n− 1, degPn ≤ n ,

íà êîíòóðàõ è äóãàõ F â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ âåñîâ h(z). Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ ìàòðè÷íîçíà÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ìàòðè÷íîé çàäà÷å Ðèìàíà-
Ãèëüáåðòà). Òàêîãî ñîðòà àñèìïòîòèêè íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòå-
ìàòèêè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîé óíèâåðñàëüíîñòè
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ðàñïðåäåëåíèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö [40] èëè î ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé. Äðóãîé ïðèìåð � óòî÷íåíèå ñêîðîñòè ïðè-
áëèæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàöèîíàëüíûìè.

Ïóñòü
dn := dn(f, E) := inf

r∈Rn

{
max
E

|f − r|
}
, E ∩ F = ∅,

� ðàññòîÿíèå â ÷åáûøeâñêîé ìåòðèêå íà êîìïàêòå E îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f
äî ìíîæåñòâà Rn ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé r ïîðÿäêà n. Èçâåñòíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè ïðèáëèæàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè d :=
limn→∞ d

1/(2n)
n . Â ðàáîòå [1] äîêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà îá óòî÷íåíèè ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ

ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè âåùåñòâåííî-ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé f , àïïðîêñèìèðóåìûõ
íà ïðîìåæóòêàõ (êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ E) äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ðå÷ü
èäåò î íàëè÷èè è î âåëè÷èíå ïðåäåëà

lim
n→∞

dn(f, E)

αnd2n
, ãäå α1/n

n = 1 + o(1),

êîòîðûé íàçûâàþò òî÷íîé êîíñòàíòîé ïðèáëèæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàöèîíàëü-
íûìè. Â ÷àñòíîñòè, áûëà äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü èçâåñòíîé ãèïîòåçû À.Ìàãíóñà î òî÷-
íîé êîíñòàíòå äëÿ ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè íà ïîëóîñè:

dn(e
−x, [0,∞])

d2n
→ 2d ïðè n → ∞,

ãäå ïîêàçàòåëü ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ

d := d(e−x, [0,∞]) = lim
n→∞

d1/(2n)n (e−x, [0,∞]),

áûë ðàíåå íàéäåí À.À. Ãîí÷àðîì è Å.À. Ðàõìàíîâûì â âèäå d =
√
v , ãäå v åñòü åäèí-

ñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

∞∑
l=1

alv
l =

1

8
, al :=

∣∣∣∣∑
b|l

(−1)bb

∣∣∣∣.
CR-ãåîìåòðèÿ. Â 1907-ì ãîäó À.Ïóàíêàðå ïîêàçàë, ÷òî 3-ìåðíàÿ âåùåñòâåííàÿ ñôå-

ðà � ýòî êëþ÷ ê ïîíèìàíèþ ãîëîìîðôíîé ãåîìåòðèè 3-ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòåé äâóìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñòàðîå íàçâàíèå ýòîé òåîðèè �
�ïñåâäîêîíôîðìíàÿ ãåîìåòðèÿ�, ñîâðåìåííîå �CR-ãåîìåòðèÿ�). Â 1932-ì ãîäó Ý.Êàðòàí,
èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Ïóàíêàðå è êëàññèôèêàöèþ Ýíãåëÿ 3-ìåðíûõ àëãåáð Ëè, äàë ïîë-
íóþ êëàññèôèêàöèþ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûõ ðîñòêîâ âåùåñòâåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
äâóìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Åãî ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññè-
ôèêàöèþ âñåõ ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ 3-ìåðíûõ CR-ìíîãîîáðàçèé. Â [41] Â.Ê.Áåëîøàïêà
è È.Ã.Êîññîâñêèé (â ïðîøëîì àñïèðàíò êàôåäðû ÒÔÔÀ, ñåé÷àñ ðàáîòàåò â Êàíàäå)
ïîñòðîèëè ïîëíóþ ãîëîìîðôíóþ êëàññèôèêàöèþ âñåõ îäíîðîäíûõ 4-ìåðíûõ CR-ìíîãî-
îáðàçèé. Ïîëó÷åííûé ñïèñîê ñîñòîèò èç ïëîñêèõ ðîñòêîâ (ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà); öè-
ëèíäðîâ íàä ïîâåðõíîñòÿìè èç ñïèñêà Êàðòàíà, ìîäåëüíîé êóáèêè (ïîëíûé àíàëîã ñôå-
ðû Ïóàíêàðå), è 19-òè ñåìåéñòâ (îäèí è äâà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðà) íåèçâåñòíûõ ðà-
íåå îäíîðîäíûõ ðîñòêîâ, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ïî÷òè âñå
ðîñòêè èìåþò ðåàëèçàöèþ â âèäå 4-ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ ïîâåðõíîñòåé òðåõìåðíîãî
êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñòðîåíèå êëàññèôèêàöèè îñíîâàíî íà ìåòîäå ìîäåëüíûõ
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Òåîðèÿ ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

ïîâåðõíîñòåé (À.Ïóàíêàðå, Þ.Ìîçåð, Â.Áåëîøàïêà), íà òåõíèêå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð
Ëè ãîëîìîðôíûìè ïîëÿìè (Ý.Êàðòàí) è íà ìåòîäàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ïðîèçâîëüíûõ æîðäàíîâûõ îáëàñòåé.

Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîé îãðà-
íè÷åííîé îäíîñâÿçíîé æîðäàíîâîé îáëàñòè íà äðóãóþ îáëàñòü ýòîãî òèïà ïðîäîëæàåòñÿ
íà çàìûêàíèå ïåðâîé îáëàñòè äî ãîìåîìîðôèçìà çàìêíóòûõ îáëàñòåé, íå óêàçûâàÿ êàêîé-
ëèáî çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îò ñâîéñòâ ãðàíèö ðàññìà-
òðèâàåìûõ îáëàñòåé. Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ îáëàñòåé ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè è
îáëàñòåé ñî ñïðÿìëÿåìûìè ãðàíèöàìè òèïà Ì.À. Ëàâðåíòüåâà òàêóþ çàâèñèìîñòü îá-
íàðóæèëè O.D. Kellogg (1912 ã.) è S.E. Warschàwski (1961 ã.). Â 1996 ã. Å.Ï.Äîëæåíêî
ââåë äâå ïðîñòûå ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè æîðäàíîâûõ êðèâûõ � ìîäóëü êîëåáàíèÿ
(äëÿ ïðîèçâîëüíûõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ) è ìîäóëü ñïðÿìëÿåìîñòè (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ñïðÿìëÿåìûõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ). Ýòî ïîçâîëèëî åìó ïîëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíûå îöåí-
êè ñâåðõó äëÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ïðîèçâîëüíûìè æîðäàíîâûìè ãðàíèöàìè (âêëþ÷àÿ, íàïðèìåð,
ãðàíèöû ïîëîæèòåëüíîé ïëîùàäè) íà åäèíè÷íûé êðóã è ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà íà òàêèå îáëàñòè. Â ñëó÷àå îáëàñòåé ñî ñïðÿìëÿåìû-
ìè æîðäàíîâûìè ãðàíèöàìè ýòè îöåíêè ñóùåñòâåííî óòî÷íåíû çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
ìîäóëÿ ñïðÿìëÿåìîñòè ãðàíèöû. Ðåçóëüòàòû òàêîé îáùíîñòè ïîëó÷åíû âïåðâûå. Ðåçêî
óñèëåíà îöåíêà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà íà îáëàñòè
ñî ñïðÿìëÿåìûìè ãðàíèöàìè òèïà Ì.À.Ëàâðåíòüåâà. Ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû îïóá-
ëèêîâàíû â ñòàòüå [14], ãäå ðàññìîòðåíû òàêæå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ
îäíîñâÿçíûõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé äðóã íà äðóãà, à òàêæå ïðèâåäåíû ëîêàëüíûå ôîðìû
âñåõ ôîðìóëèðóåìûõ òåîðåì.

Ãîëîìîðôíûå ðåøåíèÿ ñîëèòîííûõ óðàâíåíèé. À.Â.Äîìðèí [15] ñ ïîìîùüþ ðàçâèòî-
ãî èì ëîêàëüíîãî âàðèàíòà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ èçó÷àë âîïðîñû àíàëè-
òè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ëîêàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ ðåøåíèé ñîëèòîííûõ óðàâíåíèé ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà ut = auxxx+buux, Áóññèíåñêà
utt = auxxxx+ buuxx+ bu2

x è íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (NLS) iut = auxx+ bu|u|2,
ãäå a, b � ëþáûå íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå (äëÿ (NLS) � âåùåñòâåííûå) ÷èñëà, à ïîä |u|2

ïîíèìàåòñÿ u(x, t)u(x, t). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàñèò, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå u(x, t) ëþáîãî
èç ýòèõ (è ìíîãèõ äðóãèõ) óðàâíåíèé, îïðåäåëåííîå è ãîëîìîðôíîå â áèäèñêå

{(x, t) ∈ C2 : |x− x0| < R1, |t− t0| < R2}

(äëÿ (NLS) � ñ âåùåñòâåííûì öåíòðîì (x0, t0) ∈ R2), äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîë-
æåíèå äî ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â ïîëîñå

{(x, t) ∈ C2 : |t− t0| < R2} .

Êðîìå òîãî, îïèñàíû âñå âîçìîæíûå îáîëî÷êè ìåðîìîðôíîñòè ðîñòêîâ ðåøåíèé óêàçàí-
íûõ óðàâíåíèé (îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîãî îïèñàíèÿ ïðèâîäèòñÿ â [16]) è äàí
êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ëîêàëüíîé ãîëîìîðôíîé çàäà÷è Êîøè â òåðìèíàõ äàííûõ ðàñ-
ñåÿíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.
Ñëåäóåò òàêæå äîáàâèòü, ÷òî ïî òåîðåìå Êîøè�Êîâàëåâñêîé (ñ x â êà÷åñòâå âðåìåíè) ëî-
êàëüíûå ãîëîìîðôíûå ðåøåíèÿ èçó÷àåìûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò â èçîáèëèè â îêðåñò-
íîñòè ëþáîé çàäàííîé òî÷êè (x0, t0) ∈ C2. Áîëåå òîãî, èçó÷àåìûé êëàññ ðåøåíèé ñîäåð-
æèò âñå êîíå÷íîçîííûå ðåøåíèÿ è ìíîãèå áûñòðîóáûâàþùèå, à ïðåäëîæåííûé ëîêàëü-
íûé âàðèàíò ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñîâïàäàåò â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
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ñî ñòàíäàðòíûì (óæå èçâåñòíûì) âàðèàíòîì, íî ïðè ýòîì ïîêðûâàåò ìíîãèå ñëó÷àè, íå
ïîääàþùèåñÿ èçó÷åíèþ íè îäíèì èç óêàçàííûõ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ.

Êâàíòîâàíèå óíèâåðñàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Òåéõìþëëåðà. Ðåøåíèå çàäà÷è êâàíòîâà-
íèÿ òåîðèè ãëàäêèõ ñòðóí áûëî ïðåäñòàâëåíî À.Ã.Ñåðãååâûì â [32]. Ïðè ýòîì ñòàëî ïî-
íÿòíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå íåò íèêàêèõ ôèçè÷åñêèõ îñíîâàíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî ãëàäêèå ñòðóíû � òàêîå îãðàíè÷åíèå ïðîäèêòîâàíî ñêîðåå ìàòåìàòè÷åñêèìè
ñîîáðàæåíèÿìè óäîáñòâà ðàáîòû ñ ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè. Ãîðàçäî áîëåå åñòåñòâåííî
âûáèðàòü â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà òåîðèè âìåñòî ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ ñòðóí
åãî ñîáîëåâñêîå ïîïîëíåíèå Vd := H

1/2
0 (S1,Rd) êàê íàèáîëåå øèðîêîå â øêàëå ñîáîëåâñêèõ

ïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðîì êîððåêòíî îïðåäåëåíà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ñòðóííîé òåîðèè.
Óíèâåðñàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Òåéõìþëëåðà T (ôàêòîð ïðîñòðàíñòâà êâàçèñèììåòðè÷íûõ
ãîìåîìîðôèçìîâ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïî äðîáíî-ëèíåéíûì àâòîìîðôèçìàì åäèíè÷íî-
ãî êðóãà), òàê æå êàê ñîäåðæàùååñÿ â íåì ïðîñòðàíñòâî S äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè
â ñëó÷àå ãëàäêèõ ñòðóí, ïàðàìåòðèçóåò ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà ýòîì ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëå òîãî, êàê â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âûáðàíî óêàçàííîå
ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî, âîçíèêàåò çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà T . È òóò ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàâíàÿ òðóäíîñòü ïðè ðàáîòå ñ �íåãëàäêèìè� îáúåêòàìè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî ê ïðîñòðàíñòâó T íå ïðèìåíèìû ìåòîäû êâàíòîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ãëàäêèõ
ñòðóí: äèðàêîâñêàÿ ñõåìà êâàíòîâàíèÿ, èñïîëüçîâàâøàÿñÿ ïðè êâàíòîâàíèè ïðîñòðàíñòâà
äèôôåîìîðôèçìîâ S, íå ðàáîòàåò â ñëó÷àå óíèâåðñàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Òåéõìþëëåðà
T .

Äëÿ êâàíòîâàíèÿ T ïðèøëîñü ïðèìåíèòü ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ñîîáðàæåíèÿõ èç íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè. Ðåøåíèå çàäà÷è êâàíòîâàíèÿ T ïðåäñòàâ-
ëåíî À.Ã.Ñåðãååâûì â [33].

Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïðîäîëæåíèå ðåøåíèé ýëëè-

ïòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Ï.Â.Ïàðàìîíîâ èññëåäîâàë óñëîâèÿ âîçìîæíîñòè ïðîäîëæåíèÿ
ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà ñàìè
ýòè ïðîñòðàíñòâà ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâ ñóáãàðìîíè÷íîñòè è ãëàäêîñòè ïðîäîëæàåìûõ
ôóíêöèé (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ â áîëåå ïðîñòîé ïîñòà-
íîâêå òèïà Ðóíãå èçó÷àëàñü ñ êîíöà 1950-õ ãîäîâ). Ïóñòü K � îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ îáëàñòåé Ëÿïóíîâà â RN ñî ñâÿçíûì äîïîë-
íåíèåì, N ≥ 2. Òîãäà ïðè m ∈ [1, 3) âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f êëàññà Cm(K), ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ
âíóòðè K, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ôóíêöèè F êëàññà Cm(RN), ñóáãàðìîíè÷åñêîé íà
âñåì RN (ïðè N > 2 äîïîëíèòåëüíî äàåòñÿ îöåíêà Cm-íîðìû ôóíêöèè F íà RN ÷åðåç
Cm-íîðìó ôóíêöèè f íà K). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè m ∈ [0, 1)∪ [3,+∞) àíàëîã óêàçàííîãî
óòâåðæäåíèÿ íå âåðåí äàæå äëÿ çàìêíóòûõ øàðîâ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîêàçûâàþùèå,
÷òî ïðè m = 1 ïîëó÷åííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðîäîëæåíèÿ áëèçêè ê íåîáõîäèìûì.
Òàê, ñ çàìêíóòûõ æîðäàíîâûõ îáëàñòåé ñ ãðàíèöåé êëàññà C1 óêàçàííîãî òèïà ïðîäîë-
æåíèÿ íå âñåãäà âîçìîæíû. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [22], [23] è äðóãèõ ðàáîòàõ.
Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à î Cm-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèÿõ òèïà Ðóíãå ïîëíîñòüþ ðåøå-
íà â ðàáîòå [44].

Ì.ß. Ìàçàëîâ (äîêòîðàíò êàôåäðû ÒÔÔÀ ñ 2008 ïî 2011 ã.) â ðàáîòå [20] ïîëó÷èë
êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ïðèáëèæàåìîñòè ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â èíäèâèäóàëüíîé
ôîðìå, îáîáùàþùèé êëàññè÷åñêèé êðèòåðèé Êåëäûøà-Äåíè äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé (1941,
1949). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà áûëà èçâåñòíà óæå áîëåå ïîëóâåêà (ôîðìà îòâåòà â
êà÷åñòâå ãèïîòåçû áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ï.Â.Ïàðàìîíîâûì ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûì
êðèòåðèåì À.Ã.Âèòóøêèíà (1967) äëÿ ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé). Êðèòåðèé Ìàçàëî-
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âà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü N ≥ 3 íàòóðàëüíî, f � íåïðåðûâíàÿ (âåùåñòâåííàÿ) ôóíêöèÿ â RN ñ êîìïàêò-

íûì íîñèòåëåì, X � êîìïàêò â RN . Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ k ≥ 1 è ôóíêöèÿ
ω(t) ↘ 0 ïðè t ↘ 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî øàðà B = B(a, δ) (ñ ðàäèóñîì δ è
öåíòðîì â òî÷êå a) â RN ñ ãðàíèöåé S èìååò ìåñòî îöåíêà∣∣∣∣ 1

σ(S)

∫
S

f(x) dσx −
1

m(B)

∫
B

f(x) dmx

∣∣∣∣ ≤ ω(δ)δ2−NCap(kB \X),

ãäå dσ(·) � ïîâåðõíîñòíàÿ ((N−1)-ìåðíàÿ Ëåáåãîâà) ìåðà íà S, dm(·) � ìåðà Ëåáåãà â RN ,
kB = B(a, kδ), Cap(·) � (âèíåðîâñêàÿ) ãàðìîíè÷åñêàÿ åìêîñòü â RN . Òîãäà f ðàâíîìåðíî
íà X ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæàåòñÿ ôóíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè (êàæäàÿ â ñâîåé)
îêðåñòíîñòè X.

Îáðàòíî, åñëè f ïðèáëèæàåìà â òîëüêî ÷òî óêàçàííîì ñìûñëå, òî ïîñëåäíÿÿ îöåíêà
âûïîëíåíà äëÿ k = 1, à â êà÷åñòâå ôóíêöèè ω(t) äîñòàòî÷íî âçÿòü Aω(f, t), ãäå A > 0 �
çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè N ïîäõîäÿùàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ω(f, t) � ìîäóëü íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè f íà RN .

Â ðàáîòàõ Ì.ß.Ìàçàëîâà, Ï.Â.Ïàðàìîíîâà è Ê.Þ.Ôåäîðîâñêîãî (â ïðîøëîì àñïè-
ðàíò êàôåäðû ÒÔÔÀ) ïîëó÷åíû ñåðüåçíûå ïðîäâèæåíèÿ â òåîðèè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëè-
æåíèé ïîëèàíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íà êîìïàêòàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñì., íàïð.,
[21]).

Àïïðîêñèìàöèè Ýðìèòà-Ïàäå äëÿ ñèñòåì ôóíêöèé ìàðêîâñêîãî òèïà è èõ ïðèëî-

æåíèÿ ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Èñ-
ñëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñîâìåñòíûõ ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà÷èíàëîñü ñ òàê íàçûâàåìûõ ñèñòåì Àíæåëåñêî. Îíè ñîñòîÿò èç
ïðåîáðàçîâàíèé Êîøè ïîëîæèòåëüíûõ ìåð ñ íîñèòåëÿìè íà äèçúþíêòíûõ îòðåçêàõ âå-
ùåñòâåííîé îñè. Â 1979-1981 ãîäàõ À.À.Ãîí÷àðîì è Å.À.Ðàõìàíîâûì áûëà ïîëíîñòüþ
ïîñòðîåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýòèõ àïïðîêñèìàöèé. Â òî æå âðåìÿ Å.Ì.Íèêèøèí
ïðåäëîæèë äðóãèå êëàññû ìàðêîâñêèõ ôóíêöèé, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ïîâòîðÿåò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëíûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Äëÿ ýòèõ êëàññîâ Å.Ì.Íèêèøèí ïîñòðîèë àñèìïòîòè÷åñêóþ òåîðèþ ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ ëèíåéíûõ ôîðì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (àïïðîêñèìàöèè
ïåðâîãî òèïà). Òåì íå ìåíåå, îïèñàòü àñèìïòîòèêó ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ñ îáùèì
çíàìåíàòåëåì (àïïðîêñèìàöèé âòîðîãî òèïà) è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàòü ãèïîòåçó Íèêèøèíà
î ñõîäèìîñòè ýòèõ àïïðîêñèìàöèé íå óäàâàëîñü â òå÷åíèè ñåìíàäöàòè ëåò, õîòÿ íà ïðîòÿ-
æåíèè âñåãî ýòîãî âðåìåíè ìíîãèìè àâòîðàìè ïðåäïðèíèìàëèñü ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûò-
êè. Ëèøü â 1997 ãîäó â ñîâìåñòíîé ðàáîòå À.À.Ãîí÷àðà, Å.À.Ðàõìàíîâà. Â.Í.Ñîðîêèíà
ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà ïîëíîñòüþ. Áîëåå òîãî, çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ áîëåå øèðîêèõ
êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ ñèñòåìû Àíæåëåñêî è ñèñòåìû Íèêèøè-
íà â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ôóíêöèè òàêèõ ñèñòåì óäîáíî íóìåðîâàòü âåòâÿùèìåñÿ
ãðàôàìè-äåðåâüÿìè.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòü ëåò Â.Í.Ñîðîêèí ïðîäîëæàë ðàçâèâàòü ýòè ðåçóëüòàòû â äâóõ
íàïðàâëåíèÿõ (ñì., íàïð., [34]).

Âî-ïåðâûõ, ïîìèìî ãðàôîâ-äåðåâüåâ îí ðàññìîòðåë è öèêëè÷åñêèå ãðàôû. Âî-âòîðûõ,
èì èçó÷àëñÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ àïïðîêñèìàöèé, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà. Ýòè îáîáùåíèÿ ðàçâèâàëèñü â ñâÿçè ñ äàëüíåéøè-
ìè ïðèëîæåíèÿìè ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è òåîðèè äèîôàí-
òîâûõ ïðèáëèæåíèé. Íà ýòîì ïóòè áûëè, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Áûëè ïîëíîñòüþ ïðîèíòåãðèðîâàíû íåêîòîðûå êëàññû áåñîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, à èìåííî, öåïî÷êè Áîãîÿâëåíñêîãî (èåðàðõèÿ íà÷èíàþùàÿñÿ ñ öåïî÷åê Òîäû è
Ëåíãìþðà). Â òåîðèè ÷èñåë áûëè ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ìåðû ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îáîáùåííûõ ïîëèëîãàðèôìîâ â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ, à
òàêæå çíà÷åíèé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà [35]. Óëó÷øåíû îöåíêè ìåðû òðàíñöåíäåíòíîñòè
÷èñëà π2, ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñåë log 3 è π4.
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