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Ââåäåíèå

0.1 Îáçîð èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ

Ñî âðåìåíè íà÷àëà ñóùåñòâîâàíèÿ ôîíäîâîãî ðûíêà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîðò-

ôåëåì èíâåñòèöèé (òî åñòü ðàññðåäîòî÷åíèÿ êàïèòàëà ïî ðàçëè÷íûì âèäàì öåí-

íûõ áóìàã â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè) ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíîé. Ïîä

èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì ïîíèìàåòñÿ íàáîð ðåàëüíûõ èëè ôèíàíñîâûõ èíâå-

ñòèöèé. Â óçêîì ñìûñëå ýòî ñîâîêóïíîñòü öåííûõ áóìàã ðàçíîãî âèäà, ðàçíîãî

ñðîêà äåéñòâèÿ è ðàçíîé ñòåïåíè ëèêâèäíîñòè, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó èíâåñòîðó

è óïðàâëÿåìûõ êàê åäèíîå öåëîå. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîðòôåëüíîé òåîðèè çàêëþ÷à-

åòñÿ â ïîèñêå êîìïðîìèññà ìåæäó ðèñêîì è îæèäàåìîé äîõîäíîñòüþ ïîðòôåëÿ, â

ïîèñêå íàèëó÷øèõ ñòðàòåãèé äèâåðñèôèêàöèè.

Íà÷àëî ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ìîäåëåé ïîðòôåëüíîãî èíâåñòè-

ðîâàíèÿ áûëî ïîëîæåíî Ã. Ìàðêîâèöåì â 1950 � 1952 ãîäàõ. Îí ââåë ïîíÿòèå

ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ. Äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà è ïîðòôåëè îöåíèâàþòñÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ è ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷íîìó îòêëîíåíèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïîðòôåëü áûë íàçâàí ýôôåê-

òèâíûì, åñëè èç òåõ æå öåííûõ áóìàã è ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ ïðîïîðöèè

íåëüçÿ ñîñòàâèòü äðóãîé ïîðòôåëü, êîòîðûé èìåë áû òàêîå æå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå äîõîäíîñòè è ìåíüøåå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ëèáî òàêîå æå
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ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå è áîëüøåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîõîäíîñòè.

Â 1959 ãîäó Ã. Ìàðêîâèö èçäàë êíèãó �Portfolio selection: E�cient Diversi�cation of

Investments� [1], êîòîðàÿ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ âàæíûì ó÷åáíèêîì ïî ïîðòôåëüíîé

òåîðèè. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýòó òåîðèþ áûë ñäåëàí Äæ. Òîáèíîì, êîòîðûé

óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ ñðåäè ìíîæåñòâà ýôôåêòèâ-

íûõ. Îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü âûáèðàåòñÿ ñðåäè ìíîæåñòâà ýôôåêòèâíûõ ïîðò-

ôåëåé ñ ó÷åòîì îòíîøåíèÿ èíâåñòîðà ê ðèñêó è îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ,

ìåðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå è ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ. Ðàáîòû Ã. Ìàðêîâèöà ïðèâëåêëè âíèìàíèå

ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ è ñïåöèàëèñòîâ ïî öåííûì áóìàãàì è âûçâàëè áîëüøîå ÷èñëî

îáñóæäåíèé è ïóáëèêàöèé. Â êàêîé-òî ñòåïåíè èòîãîì áóðíîãî ïåðèîäà ðàçâèòèÿ

ïîðòôåëüíîé òåîðèè áûëî ïîÿâëåíèå â 1970 ãîäó çíàìåíèòîé ìîíîãðàôèè åùå îä-

íîãî èç ñîçäàòåëåé ïîðòôåëüíîé òåîðèè Ó.Ô. Øàðïà �Portfolio Theory and Capital

Markets� [2]. Âñå òðè óïîìÿíóòûõ ìàòåìàòèêà áûëè óäîñòîåíû çà ñâîè ðàáîòû

Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå òåîðèè ýôôåêòèâíûõ ïîðòôåëåé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò

óâåëè÷èòü ïðèáûëü è ñíèçèòü ðèñê èíâåñòèðîâàíèÿ, î÷åíü âåëèêî. Îäíàêî, â òî æå

âðåìÿ ýòà òåîðèÿ ïîäâåðãàåòñÿ êðèòèêå êàê ñëèøêîì èäåàëèçèðîâàííàÿ è íåñïî-

ñîáíàÿ îõâàòèòü âñå îñîáåííîñòè ïðàêòè÷åñêîé ñèòóàöèè. Â ÷àñòíîñòè, âûçûâàåò

êðèòèêó òîò ôàêò, ÷òî â òåîðèè ýôôåêòèâíûõ ïîðòôåëåé íå ó÷èòûâàåòñÿ ëèáî

ó÷èòûâàåòñÿ î÷åíü óïðîùåííî âëèÿíèå ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü

âåñüìà ðàçíîîáðàçíûìè è ÷àñòî èãðàþò âåäóùóþ ðîëü ïðè ôîðìèðîâàíèè ñòîèìî-

ñòåé àêòèâîâ. Ýòî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ïî áàíêîâñêèì âêëàäàì,

ñòîèìîñòü ñûðüÿ, ðûíî÷íûå èíäåêñû, óðîâåíü áåçðàáîòèöû è ò.ä. Êðîìå òîãî, êðè-
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òåðèè îïòèìàëüíîñòè ïîðòôåëÿ ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè. Îíè ìîãóò

ó÷èòûâàòü ïðè ñîñòàâëåíèè ïîðòôåëÿ íå òîëüêî îáúåêòèâíûå ôàêòîðû, òàêèå êàê

åãî äîõîäíîñòü è ðèñêîâàííîñòü, íî òàêæå è ïðåäïî÷òåíèÿ èíâåñòîðà, åãî ñêëîí-

íîñòü ê ðèñêó. Ïîñëåäíåå äàåò èíâåñòîðó ñâîáîäó âûáîðà ðûíî÷íîãî ïîâåäåíèÿ è

ïîýòîìó áîëåå ïðèâëåêàòåëüíî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ðÿä ýìïèðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé M.H. Pesaran, A. Timmermann [3], A.D. Patelis

[4], A. Ilmanen [5] ïîäòâåðäèëè îáîñíîâàííîñòü ðàññìîòðåíèÿ ìîäåëè ðûíêà, â

êîòîðîé àêòèâû çàâèñÿò îò ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ. Ê ïðèìåðó, M.H. Pesaran è

A. Timmermann ïðîâåðÿëè çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòåé àìåðèêàíñêèõ àêöèé îò ñëå-

äóþùèõ ôàêòîðîâ: äèâèäåíäíîé äîõîäíîñòè, óðîâíÿ èíôëÿöèè, ñòîèìîñòè ñûðüÿ,

ñòàâêè ïî êàçíà÷åéñêèì âåêñåëÿì è äðóãèõ. Èññëåäóÿ èñòîðè÷åñêèå äàííûå î ñòî-

èìîñòÿõ àêöèé, îíè ïîêàçàëè, ÷òî çàâèñèìîñòü îò ôàêòîðîâ èìåëà ìåñòî íà ðûíêå

àêöèé 1970-õ ãîäîâ. A.D. Patelis çàêëþ÷èë, ÷òî ïðèáûëü àìåðèêàíñêîé ôîíäîâîé

áèðæè çàâèñèò îò ôàêòîðîâ âàëþòíîé ïîëèòèêè, äèâèäåíäíîé äîõîäíîñòè, ìàðæè

ñâåðõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê è ìåñÿ÷íîé ðåàëüíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè. A. Ilmanen ïî-

êàçàë, ÷òî ïðèáûëü ïî äîëãîñðî÷íûì êàçíà÷åéñêèì îáëèãàöèÿì ÑØÀ çàâèñèò îò

ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê ïî ñðî÷íîñòè ññóä, ðåàëüíîé (ñêîððåêòèðîâàííîé

íà òåìïû ðîñòà öåí) äîõîäíîñòè, ôàêòè÷åñêîãî óðîâíÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ è ïñèõî-

ëîãèè èíâåñòîðà. Ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé íà ýòó òåìó.

Â òî æå âðåìÿ ðàçâèâàëàñü ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðûíêà è â íåêîòîðûõ ñëó-

÷àÿõ ó÷èòûâàëîñü âëèÿíèå ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ. Â çíàìåíèòîé ðàáîòå R.E. Lucas

[6] ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü: àêòèâû ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ñòîõàñòè÷å-

ñêèìè ïðîöåññàìè è çàâèñÿò îò ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ, îïèñûâàåìûõ ìàðêîâñêèìè

ïðîöåññàìè. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè îæèäàåìîé äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåç-
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íîñòè ïîòðåáëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå âðåìåíè. R.C. Merton [7], I. Karatzas

[8] è äðóãèå èññëåäîâàòåëè èñïîëüçîâàëè ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ

ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîé ïî âðåìåíè ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì àêòèâîâ,

îïèñûâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, íî áåç ó÷åòà

ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âàæíîñòü ýòèõ ìîäåëåé â òåîðèè

ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè, áûëî åñòåñòâåííûì ðàññìîòðåòü ðàñøèðåííóþ ñòîõàñòè-

÷åñêóþ ìîäåëü ñ ó÷åòîì ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ. Ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü áûëà ðàññìîò-

ðåíà âïåðâûå â ðàáîòå R.C. Merton 1973 ãîäà [9], íî ôàêòîðû ó÷èòûâàëèñü â î÷åíü

îáùåé è àáñòðàêòíîé ôîðìå. Â ðàáîòå M.J. Brennan, E.S. Schwartz, R. Lagnado [10]

èäåÿ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû ìîäåëèðîâàòü ôàêòîðû êàê äèôôóçèîííûå ïðîöåññû

è àêòèâû êàê ñîîòâåòñâóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå áðîóíîâñêèå äâèæåíèÿ ñ êýôôè-

öèåíòàìè ñäâèãà è äèôôóçèè â âèäå çàäàííûõ ôóíêöèé îò ôàêòîðîâ. Èõ öåëüþ

áûëî ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàìóþ ïîëåçíîñòü êàïèòàëà ïîðòôåëÿ ê êîíêðåòíîìó

ìîìåíòó âðåìåíè â áóäóùåì. Ïðîäîëæàÿ ìåòîäîëîãèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî óïðàâëå-

íèÿ, îíè ïîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìóì îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè � ýòî ôóíêöèÿ îò âðå-

ìåíè è ôàêòîðîâ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Îíè ðàññìîòðåëè ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè, êîãäà êî-

ýôôèöèåíòû ñäâèãà è äèôôóçèè ïðîöåññà ñòîèìîñòè àêòèâà ÿâëÿþòñÿ àôèííûìè

ôóíêöèÿìè ôàêòîðîâ, è ïðîòåñòèðîâàëè íà ïðèìåðå ïîðòôåëÿ èç òðåõ àêòèâîâ

(íàëè÷íûå, áèðæåâîé èíäåêñ è äîëãîñðî÷íûå îáëèãàöèè) ñ ó÷åòîì òðåõ ôàêòî-

ðîâ (êðàòêîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè, äîëãîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè è äèâè-

äåíäíîé äîõîäíîñòè áèðæåâîãî èíäåêñà). Îñíîâíîå îãðàíè÷åíèå ïîäõîäà Brennan-

Schwartz-Lagnado ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ

îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Áîëåå òîãî, íà ïðàêòèêå âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà êî-
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ëè÷åñòâî ôàêòîðîâ, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà

ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïðèîáðåëè ðàáîòû Ò.Ð. Áåëåöêî-

ãî è Ñ.Ð. Ïëèñêè (ïåðâàÿ èç íèõ ïîÿâèëàñü â 1999 ãîäó). Â èõ ìîäåëè àêòèâû òàê-

æå çàâèñÿò îò ôàêòîðîâ, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ â âèäå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

àíàëîãè÷íî ìîäåëè Brennan-Schwartz-Lagnado [11],[12]. Ò.Ð. Áåëåöêèé è Ñ.Ð. Ïëèñ-

êà ìàêñèìèçóðóþò íåêîòîðûé äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî âèäà ôóíêöèîíàë, çàâèñÿùèé

îò ïàðàìåòðà ðèñêà, âûáèðàåìîãî èíâåñòîðîì, è òàêèì îáðàçîì ñòðîÿò ðèñêî÷óâ-

ñòâèòåëüíóþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå

âðåìåíè. Àâòîðû íàçûâàþò ñâîé ôóíêöèîíàë òåìïîì ðîñòà êàïèòàëà â äîëãîñðî÷-

íîé ïåðñïåêòèâå ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè [11]. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî âðåìåíè

ïîçâîëÿåò èì ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè áîëåå ïðîñòîãî âèäà (òàê êàê íåò

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñ÷èòàíû äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà

ôàêòîðîâ. Îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì âî âñåõ èõ ðàáîòàõ ÿâëÿåòñÿ ñëó-

÷àé îäíîãî ðûíî÷íîãî ôàêòîðà, ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè. Åñòü òàêæå ðàáîòû

Ò.Ð. Áåëåöêîãî, Ñ.Ð. Ïëèñêè è èõ ïîñëåäîâàòåëåé [13], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ

îäíà èç âîçìîæíûõ ìîäåëåé íåëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè (Êîêñà-Èíãåðñîëëà-

Ðîññà), îäíàêî çäåñü ïîëó÷åíû ëèøü ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû.

Îòìåòèì, ÷òî ðèñêî÷óâñòâèòåëüíûå êðèòåðèè òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáî-

òàõ M. Lefebvre è P. Montulet [14], W.H. Fleming [15], D.R. Carino [16] â ðàçëè÷íûõ

ìîäåëÿõ ïîðòôåëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ.

Ìû, îòòàëêèâàÿñü îò ìîäåëè Áåëåöêîãî-Ïëèñêè, ñòðîèì ðèñêî÷óñòâèòåëüíóþ

ñòðàòåãèþ â ëþáîé âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè, ôèêñèðóÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ

ôàêòîðîâ. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåì ðàçíèöó ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
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äîõîäíîñòè êàïèòàëà ïîðòôåëÿ è âåëè÷èíîé äèñïåðñèè ýòîé äîõîäíîñòè ñ êîýôôè-

öèåíòîì, ÿâëÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì ðèñêà, è ìàêñèìèçèðóåì ýòîò ôóíêöèîíàë íàä

êëàññîì äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ. Òàêîé ôóíêöèîíàë àíàëîãè÷åí ïåð-

âûì äâóì ÷ëåíàì ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèîíàëà Áåëåöêîãî-Ïëèñêè â ðÿä Òåéëîðà

ïî ìàëîìó ðèñêî÷óâñòâèòåëüíîìó ïàðàìåòðó.

Òàêèì îáðàçîì, íàø ñïîñîá óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì ñêîðåå îòíîñèòñÿ ê òàêòè-

÷åñêèì(Tactical Asset Allocation, ñì., íàïðèìåð, [17]) â îòëè÷èå îò ñòðàòåãè÷åñêîãî

(Strategic Asset Allocation, [10]), êîãäà íàèáîëüøàÿ âûãîäà äîñòèãàåòñÿ ê íåêîòî-

ðîìó çàäàííîìó â äîñòàòî÷íî äàëåêîì áóäóùåì ìîìåíòó âðåìåíè. Â äèññåðòàöèè

ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëó÷åííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå îäíî-

ôàêòîðíîé ìîäåëè, êîãäà ôàêòîð � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà. Íàìè áûëè ðàññìîòðåíû

ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåíòíîé ñòàâêè, è ÿâíûå ôîðìóëû ïîëó÷å-

íû êàê äëÿ ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè Âàñè÷åêà, òàê è äëÿ íåëèíåéíîé ñòàâêè

Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà.

Ìû ñðàâíèâàåì íàøó çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ ñ òîé, êî-

òîðàÿ ïðåäëàãàëàñü â ðàáîòàõ Ò.Ð. Áåëåöêîãî è Ñ.Ð. Ïëèñêè, è çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè

íåáîëüøèõ âðåìåíàõ óïðàâëåíèÿ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íàøà

ñòðàòåãèÿ äàåò ÿâíîå ïðåèìóùåñòâî.

0.2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü

ñëåäóþùèå íàèáîëåå âàæíûå:

1. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ â ëþáîé ôèê-

ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñòîõà-
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ñòè÷åñêîé ìîäåëè ðûíêà àêòèâîâ, çàâèñÿùèõ îò ëþáîãî ÷èñëà ñòîõàñòè÷åñêèõ

ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ.

2. Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðåäëîæåííîé ñòðàòåãèè â ñëó÷àå ðûíî÷íîãî

ôàêòîðà, îïèñûâàåìîãî ëèíåéíûì ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì (ìîäåëü ïðîöåíòíîé ñòàâêè Âàñè÷åêà). Ïðè ýòîì ðàññìîòðåíû ðàç-

ëè÷íûå íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïðîöåíòíîé ñòàâêè: ãàóññîâñêîå

è ðàâíîìåðíîå.

3. Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðåäëîæåííîé ñòðàòåãèè â ñëó÷àå ðûíî÷íî-

ãî ôàêòîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîöåññîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ (ìîäåëü ïðîöåíòíîé

ñòàâêè Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà) ñ ðàâíîìåðíûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

4. Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-

äàíèé îäíèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî äðóãèì (ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè

ïîñëåäíèõ) äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ â ýêî-

íîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ïðè ýòîì ðàññìîòðåíû äâà ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ

ðåøåíèÿ: ñâåäåíèå ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

5. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ñòðàòåãèè ñî ñòðàòåãèåé Áåëåöêîãî-Ïëèñêè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðè íóëåâîì ïàðàìåòðå ðèñêà ïðè âñåõ

âðåìåíàõ äàåò áîëüøåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîõîäíîñòè ïðè ôèêñèðî-

âàííîì çíà÷åíèè ôàêòîðà, ÷åì ñòðàòåãèÿ Áåëåöêîãî-Ïëèñêè. Åñëè ïàðàìåòð

ðèñêà îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà t > 0. Ýòîò ìîìåíò, êàê

ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðåàëüíûõ äàííûõ, ìîæåò áûòü ïîðÿäêà íåñêîëü-
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êèõ ëåò.

0.3 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè êðàòêî ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ïðåäìåòå èññëåäîâàíèÿ,

õàðàêòåðèçóåòñÿ òåìà, öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè. Äàíî îáùåå îïèñàíèå èçó÷àå-

ìûõ ïðîáëåì, îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå â

äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå îòðàæåíà ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì êàê îñíîâíîãî îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ïðåä-

ñòàâëåííîé äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîì è âòîðîì ïóíêòàõ îïèñàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóþùèå-

ñÿ â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå ïðè ðàññìîòðåíèè ðûíêîâ öåííûõ áóìàã. Ïðèâîäÿòñÿ

îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïîíÿòèé, êàê ýôôåêòèâíûé ïîðòôåëü, ñòîõàñòè÷åñêèé ðûíîê

àêòèâîâ.

Â òðåòüåì ïóíêòå ïîäðîáíî îïèñàíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðûíêà ñîãëàñíî

Ò.Ð. Áåëåöêîìó è Ñ.Ð. Ïëèñêå.

Ïóñòü (Ω, {Ft}t≥0,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si,

i = 1, ...,m, ñòîèìîñòè àêòèâîâ, îïèñûâàåìûå ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëü-

íûìè óðàâíåíèÿìè ñ òðåíäàìè, çàâèñÿùèìè îò ñîâîêóïíîñòè ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ

Xj, j = 1, ..., n, êàæäûé èç êîòîðûõ òàêæå îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì ñòîõàñòè÷åñêèì

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dSi(t)

Si(t)
= (Ai +

n∑
p=1

αipXp(t))dt+
m+n∑
k=1

σikdWk(t),

Si(0) = si > 0, i = 1, ...,m,

(0.3.1)
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dXj(t) = (Bj +
n∑
p=1

βjpXp(t))dt+
m+n∑
k=1

λjkdWk(t),

Xj(0) = xj, j = 1, ..., n,

(0.3.2)

ãäå W (t) � (m+n)-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè

Wk(t); X(t) � n-ìåðíûé ïðîöåññ ñ êîìïîíåíòàìè Xj(t); Ai, Bj, αip, βjp, σik, λjk �

íåêîòîðûå êîíñòàíòû, ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàìåòðàìè ìîäåëè.

Ïóñòü Gt := σ((S(s), X(s)), 0 ≤ s ≤ t), ãäå S(t) = (S1(t), ..., Sm(t)) ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîöåññîì ñòîèìîñòåé àêòèâîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(t) = (h1(t), ..., hm(t)) m-

ìåðíûé èíâåñòèöèîííûé ïðîöåññ, èëè ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ, ãäå hi(t) � äî-

ëÿ êàïèòàëà, èíâåñòèðîâàííàÿ â i-é àêòèâ â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì íàçûâàòü

ñòðàòåãèþ h(t) äîïóñòèìîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì1:

(i)
m∑
i=1

hi(t) = 1;

(ii) h(t) ïðîãðåññèâíî èçìåðèì ïî Gt;

(iii) P[

∫ t

0

hT (s)h(s)ds <∞] = 1 äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ t ≥ 0.

(0.3.3)

Êëàññ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H. Òî-

ãäà ïðîöåññ êàïèòàëà V (t) óäîâëåòâîðÿåò ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ

dV (t) =
m∑
i=1

hi(t)V (t)

[
(Ai +

n∑
p=1

αipXp(t))dt+
m+n∑
k=1

σikdWk(t)

]
,

V (0) = v > 0.

(0.3.4)

Â ÷åòâåðòîì ïóíêòå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà îäíà èç âîçìîæíûõ ìåòîäèê îïòè-

ìàëüíîé ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ � ìîäåëü Áåëåöêîãî-Ïëèñêè íà áåñêîíå÷íîì

ãîðèçîíòå âðåìåíè.
1(·)T � îïåðàòîð òðàíñïîíèðîâàíèÿ
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Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íàä êëàññîì äîïóñòèìûõ

ñòðàòåãèé H1:

Jθ := lim inf
t→∞

Qθ(t)

t
, ãäå Qθ(t) :=

−2

θ
lnE(e(−θ/2) lnV (t)), θ > −2, θ 6= 0,

ãäå V (t) - êàïèòàë ïîðòôåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç m àêòèâîâ.

Âîçíèêíîâåíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà ó Ò.Ð. Áåëåöêîãî è Ñ.Ð. Ïëèñêè îáóñëîâëåíî

ìåòîäîì, èì ïðèõîäèòñÿ èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà.

Ïîäðîáíûé àëãîðèòì îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ Hθ è ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà Jθ ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòàõ

Ò.Ð. Áåëåöêîãî, Ñ.Ð. Ïëèñêè [11], [12].

Ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ = 0 (ñì. [11],[12]),

èìååì2

Qθ(t) = E(lnV (t))− θ

4
Var(lnV (t)) +O(θ2), (0.3.5)

ïîýòîìó ôóíêöèîíàë Jθ áûë èíòåðïðåòèðîâàí èññëåäîâàòåëÿìè êàê îæèäàåìûé

òåìï ðîñòà êàïèòàëà ïîðòôåëÿ ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè ñ òî÷íîñòüþ äî θ2.

Âòîðàÿ ãëàâà íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, ðåçóëüòàòû åå èñïîëüçóþòñÿ â

ãëàâå 3. Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïóíêòîâ.

Â ïåðâîì ïóíêòå îïèñûâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è óñëîâíîé äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû F ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû X, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îïèñûâàþòñÿ ñòî-

1E(·) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, {Ft}t≥0,F ,P)
2Var(·) äèñïåðñèÿ â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, {Ft}t≥0,F ,P)
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õàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

dF = A(t, F,X)dt+ σ(t, F,X)dW1,

dX = B(t, F,X)dt+ λ(t, F,X)dW2,

F (0) = f,X(0) = x, t ≥ 0, f ∈ R, x ∈ R,

(0.3.6)

ãäå W = (W1,W2) - äâóìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåí-

òàìè, A,B, σ, λ � çàäàííûå ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì,

êîãäà A, B � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò F è X.

Ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìîé â ãëàâå 3,

ïîä F áóäåì ïîíèìàòü ëîãàðèôì êàïèòàëà ïîðòôåëÿ, ïîä X - ðûíî÷íûé ôàêòîð.

Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ P (t, f, x) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí F è X îïè-

ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [18]):

∂P (t, f, x)

∂t
= −∂A(t,F,X)P (t,f,x)

∂f + 1
2
∂2σ2(t,F,X)P (t,f,x)

∂f2

−∂B(t,F,X)P (t,f,x)
∂x + 1

2
∂2λ2(t,F,X)P (t,f,x)

∂x2

(0.3.7)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

P (0, f, x) = P0(f, x), (0.3.8)

îïðåäåëåííûìè íà÷àëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè F è X.

Åñëè P (t, f, x) èçâåñòíà, òî ìîæíî íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

(ñðåäíåå) âåëè÷èíû F ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè X â ìîìåíò âðåìåíè t, îïðå-

äåëåííîå ôîðìóëîé, ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [19]:

f̄(t, x) := E(F (t)|X(t) = x) =

∫
R fP (t, f, x)df∫
R P (t, f, x)df

. (0.3.9)

Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû F ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè X â ìîìåíò

âðåìåíè t çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

v̄(t, x) := Var(F (t)|X(t) = x) =

∫
R f

2P (t, f, x)df∫
R P (t, f, x)df

− f̄ 2(t, x). (0.3.10)
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Âî âòîðîì è òðåòüåì ïóíêòàõ ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ óñëîâíûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è óñëîâíûõ äèñïåðñèé îäíèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè

ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ ñëóé÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.3.7) ñóùåñòâóþò ãðî-

ìîçäêèå àëãîðèòìû c òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè (íàïðèìåð, â ðàáîòàõ

S. Yau [20], R. Cordero-Soto, R.M. Lopez, E. Suazo, S.K. Suslov [21]). Îäíàêî, äëÿ

íåêîòîðîãî ïðîñòîãî, íî âàæíîãî äëÿ ïðèëîæåíèé âûáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ çà-

äà÷à (0.3.7), (0.3.8) èìååò ÿâíîå ðåøåíèå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Â ñëó÷àå, êîãäà A è B � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò X è F (ìîãóò áûòü ñ êîýôôè-

öèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè), à σ è λ íå çàâèñÿò îò X è F , òî óðàâíåíèå

Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì �óðàâíåíèÿì âòîðîãî

ïîðÿäêà� � óðàâíåíèÿì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ó êîòîðûõ ñóììà ñòåïåíåé ïðî-

èçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ â

êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ýòèõ ïðîèçâîäíûõ, ðàâíà äâóì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè

âûáîðå ñïåöèàëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷à (0.3.7), (0.3.8) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Åñòü êëàññû óðàâíåíèé Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà (êðîìå óðàâíåíèé âòî-

ðîãî ïîðÿäêà), ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæåò òàêæå áûòü ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåì

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê íèì ïðèâîäÿò òàê íàçûâàåìûå

�àôèííûå ìîäåëè� [32].

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî èíîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì f, x ôóíê-

öèè P (t, f, x) íàõîäèòñÿ ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ñàìà ýòà ôóíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è óñëîâíóþ äèñïåðñèþ ìîæíî âûðàçèòü â òåð-
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ìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P̂ (t, µ, ξ) � ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì f, x ôóíêöèè P (t, f, x), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (0.3.7), (0.3.8). Ïóñòü P̂ (t, 0, ξ) è ∂µP̂ (t, 0, ξ) ÿâëÿþòñÿ ïî ξ óáûâàþùèìè íà

áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå âñÿêîé ñòåïåíè ôóíêöèÿìè. Òîãäà âåëè÷èíà f̄(t, x), îïðå-

äåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (0.3.9), ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê

f̄(t, x) =
iF−1

ξ [∂µP̂ (t, 0, ξ)](t, x)

F−1
ξ [P̂ (t, 0, ξ)](t, x)

, t ≥ 0, x ∈ R.

Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû F ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè X â ìîìåíò

âðåìåíè t, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (0.3.10), òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåíà â òåðìèíàõ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P (t, f, x):

v̄(t, x) =
(F−1

ξ [∂µP̂ (t, 0, ξ)])2 − F−1
ξ [∂2

µP̂ (t, 0, ξ)]F−1
ξ [P̂ (t, 0, ξ)]

(F−1
ξ [P̂ (t, 0, ξ)])2

(t, x).

Â òðåòüåé ãëàâå ïîñòðîåíà ñòðàòåãèÿ èíâåñòèðîâàíèÿ, ïðèìåíÿÿ êîòîðóþ èí-

âåñòîð ìîæåò óïðàâëÿòü ïîðòôåëåì èíâåñòèðîâàíèÿ è ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä îò

ïîðòôåëÿ â êàæäûé âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Â ïåðâîì ïóíêòå ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðåí ðûíîê àêòèâîâ

(0.3.1), (0.3.2) è ïîðòôåëü èíâåñòèðîâàíèÿ (0.3.4), îïðåäåëåííûå â ðàìêàõ ìîäåëè

ñòîõàñòè÷åñêîãî ðûíêà ñîãëàñíî Ò.Ð. Áåëåöêîìó è Ñ.Ð. Ïëèñêå. Åñëè ïîëîæèòü

lnV (t) = F (t), òî ñîãëàñíî ôîðìóëå Èòî

dF (t) =

[
m∑
i=1

(hiAi −
1

2
h2
i

m+n∑
k=1

σ2
ik) +

m∑
i=1

hi

n∑
p=1

αipXp(t)

]
dt+

+
m∑
i=1

hi

m+n∑
k

σikdWk(t).

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à: ïðè ôèêñèðîâàííîì t íàéòè max
h=(h1,...,hm)

Q̄γ(t, x;h) íàä êëàñ-

ñîì äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ h, çàäàííûõ â (0.3.3) â ðàìêàõ ìîäåëè
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Áåëåöêîãî-Ïëèñêè, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ôàêòîðîâX1(t) = x1, ..., Xn(t) =

xn â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t, ãäå

Q̄γ(t, x;h) := f̄(t, x;h)− γv̄(t, x;h), x = (x1, ..., xn),

è γ = θ
4 > 0 � êîýôôèöèåíò ðèñêà, ïîäîáíûé ïàðàìåòðó θ â ìîäåëè Áåëåöêîãî-

Ïëèñêè. Ôóíêöèîíàë Q̄γ àíàëîãè÷åí ïåðâûì äâóì ÷ëåíàì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåé-

ëîðà ïî ìàëîìó ðèñêî÷óâñòâèòåëüíîìó ïàðàìåòðó θ ôóíêöèîíàëà Qθ â ìîäåëè

Áåëåöêîãî-Ïëèñêè (0.3.5).

Ðåøåíèå çàäà÷è ýêñòðåìóìà äàåò íàì ñòðàòåãèþ, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷èòü ìàê-

ñèìàëüíûé äîõîä ïîðòôåëÿ ñ ó÷åòîì ïîòåðü, âîçíèêàþùèõ èç-çà ñëó÷àéíîñòè,

îïèñûâàåìîé äèñïåðñèåé. Ìåíÿÿ ïàðàìåòð γ, ìû ìîæåì ïðåóâåëè÷èâàòü èëè ïðå-

óìåíüøàòü ðîëü ñëó÷àéíîñòè, ëèáî âîâñå åå íå ó÷èòûâàòü, óñòðåìëÿÿ γ ê íóëþ.

Âî âòîðîì ïóíêòå ïðèâåäåí àëãîðèìò ðåøåíèÿ çàäà÷è ýêñòðåìóìà äëÿ îäíî-

ôàêòîðíîãî ñëó÷àÿ (n = 1):

- ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è óñëîâíàÿ äèñïåð-

ñèÿ ïî îäíîìó èç àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåííûõ â ãëàâå 2;

- çàòåì âûïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàë Q̄γ(t, x;h) â ÿâíîì âèäå, ýòî áóäåò êâàäðà-

òè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî h;

- äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ëàãðàíæà äëÿ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.

Ïðåëîæåííàÿ ìîäåëü ðàññìîòðåíà â ñëó÷àÿõ, êîãäà ôàêòîð ìîäåëèðóåòñÿ äâó-

ìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè � â êà÷åñòâå ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè (ïðîöåíòíîé

ñòàâêè ñïîò èëè ìîäåëü Âàñè÷åêà, [22]):

dR(t) = (B + βR(t))dt+ λdW (t),

R(0) = r, B > 0, β < 0, λ > 0,
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è íåëèíåéíîé ñòàâêè, êîãäà âîëàòèëüíîñòü åå ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòíîìó êîð-

íþ îò çíà÷åíèÿ ñòàâêè (ìîäåëü Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà, [23]):

dR(t) = (B + βR(t))dt+ λ
√
R(t)dW (t),

R(0) = r > 0, B > 0, β < 0, λ > 0,−2βB > λ2.

Îòìåòèì, ÷òî Ò.Ð. Áåëåöêèé è Ñ.Ð. Ïëèñêà ïîñòðîèëè ñâîþ ñòðàòåãèþ ëèøü äëÿ

ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè Âàñè÷åêà. Ñòàâêó Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà

îíè òàêæå ðàññìàòðèâàëè, íî ïîëó÷èëè ëèøü ÷àñòè÷íûå êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòà-

òû.

Â òðåòüåì ïóíêòå îïèñàí ñëó÷àé ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè. Ïðèâåäåí

âàæíåéøèé ïðèìåð ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòèâîâ, êîãäà îäèí èç àêòèâîâ áàíêîâñêèé

ñ÷åò, à ôàêòîð � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.

Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ïåðâîíà÷àëüíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåíòíîé

ñòàâêè (ñî ñðåäíèì x0 è äèñïåðñèåé s2), â òîì ÷èñëå è ïðåäåëüíûå ñëó÷àè s =

0, s → ∞, à òàêæå ñëó÷àé íà÷àëüíîãî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûÿñíåíî,

÷òî â ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàåò îãðàíè÷åíèå

ñâåðõó íà âðåìÿ ïðèìåíèìîñòè ñòðàòåãèè.

Íà îñíîâå äàííîãî ïðèìåðà ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòèâîâ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïî-

ëó÷åííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ñî ñòðàòåãèåé Áåëåöêîãî-Ïëèñêè â ñëó÷àå ðàâíî-

ìåðíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïðîöåíòíîé ñòàâêè. Ñðàâíåíèå ïðî-

âåäåíî â ñìûñëå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êàïèòàëà ïîðòôåëÿ ïðè

ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè òåêóùåé ïðîöåíòíîé ñòàâêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýòîì

ñïîñîáå ñðàâíåíèÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè t ïîëó÷åííàÿ íàìè ñòðàòåãèÿ äàåò ëó÷-

øèé ðåçóëüòàò, åñëè ïàðàìåòð ðèñêà γ ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Åñëè ïàðàìåòð
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ðèñêà γ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà-

øà ñòðàòåãèÿ äàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà t > 0.

Òàêæå èçó÷åíû àñèìïòîòèêè äîëåé êàïèòàëà è âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè íà ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ. Äåòàëüíûé àíàëèç ïðîâîäèëñÿ íà ïðèìåðå ïîðò-

ôåëåé èç 2-õ è 3-õ àêòèâîâ äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

âåëè÷èíû ïðîöåíòíîé ñòàâêè. Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ àñèìïòîòèê ñòðàòåãèé âëîæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â

ñëó÷àå äâóõ àêòèâîâ çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ αi, åñëè α1 6= α2.

Â ñëó÷àå α1 = α2 ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñòðàòåãèé çàâèñèò è îò îñòàëüíûõ ïà-

ðàìåòðîâ. Â ñëó÷àå òðåõ àêòèâîâ ïðåäåëüíûå ñòðàòåãèè çàâèñÿò îò âñåõ ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè. Â ýòîì ñìûñëå ñëó÷àé äâóõ àêòèâîâ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì.

Ïðè âðåìåíè, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðåäïî÷òèòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ

òîò àêòèâ, êîòîðûé çàâèñèò îò ôàêòîðà íàèìåíüøèì îáðàçîì (ñîîòâåòñòâó-

þùåå αi ìåíüøå âñåãî ïî ìîäóëþ);

2. Â ñëó÷àå òðåõ àêòèâîâ âûÿâëåíû ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè:

(a) Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà øóìà ñîîòâåòñòâóþùåãî àêòèâà (σik) ïðèâîäèò ê

óìåíüøåíèþ äîëè ýòîãî àêòèâà â ïîðòôåëå;

(b) Åñëè ðàçíèöà ìåæäó αi, i = 1, ..., 3, íå âåëèêà, òî âëèÿíèå ïàðàìåòðà

Ai ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ìàëî. Îäíàêî ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ âëèÿíèå Ai

îïðåäåëÿþùåå. Ýòî ïðèâîäèò ê ðåçêî îòëè÷àþùåéñÿ ñòðàòåãèè âëîæåíèÿ

ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ âðåìåíàõ;

(c) Âëèÿíèå ïàðìåòðà ðèñêà γ àíàëîãè÷íî âëèÿíèþ ïàðàìåòðà β. Óâåëè÷å-

íèå òîãî è äðóãîãî ïî ìîäóëþ âëå÷åò áîëåå áûñòðûé âûõîä ñòðàòåãèé íà
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àñèìïòîòèêó.

Â ÷åòâåðòîì ïóíêòå îïèñàí ñëó÷àé íåëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè, êîãäà

ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ ïðîöåíòíîé ñòàâêîé Êîêñà-Èíòåðñîëëà-Ðîññà. ßâíûå ôîðìóëû

îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî íà-

÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïðîöåíòíîé ñòàâêè.

Â ïÿòîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñòðàòåãèé âëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ëè-

íåéíîé è íåëèíåéíîé ïðîöåíòíûõ ñòàâîê.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà, ðàçðàáî-

òàííîãî äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ñîãëàñíî ìåòîäó, îïèñàííîìó

â äèññåðòàöèè, íà ïðèìåðå ðåàëüíûõ äàííûõ(èíäåêñà NASDAQ è ýôôåêòèâíîé

ïðîöåíòíîé ñòàâêè ïî ôåäåðàëüíûì ôîíäàì çà 2009-2011 ãîäû). Ïðàêòè÷åñêèå

ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì è ãàóññîâñêîì ðàñïðåäåëåíèÿõ ëèíåéíîé

ïðîöåíòíîé ñòàâêè â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ áëèçêèå ñòðàòåãèè.

Ïðè ïîìîùè ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà òàêæå áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷-

íûå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîé ñòðàòåãèè: ðàçíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

ðèñêà, ðàçíûå ïåðèîäû âûáîðêè èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ, ðàçíûå èíòåðâàëû ïåðå-

ñ÷åòà ñòðàòåãèè.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîöåíòó Ðîçà-

íîâîé Î.Ñ. çà ïîìîùü, îêàçàííóþ ïðè ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé.

20



Ãëàâà 1

Îáùèå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ

1.1 Ïðîáëåìà âûáîðà èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ

Ïîíÿòèå èíâåñòèöèîííîãî ïðîöåññà ñâÿçàíî ñ òåì, êàêèì îáðàçîì èíâåñòîð ïðè-

íèìàåò ðåøåíèå ïðè âûáîðå öåííûõ áóìàã, â êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ èíâåñòèöèè,

îáúåìîâ è ñðîêîâ èíâåñòèðîâàíèÿ. Êîðîòêî îïèøåì îñîáàííîñòè ôîðìèðîâàíèÿ

èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ íà ïðàêòèêå. Èíâåñòèöèîííûé ïðîöåññ, ñîãëàñíî [24],

ñîñòîèò èç ïÿòè îñíîâíûõ ýòàïîâ:

- Âûáîð èíâåñòèöèîííîé ïîëèòèêè;

- Àíàëèç ðûíêà öåííûõ áóìàã;

- Ôîðìèðîâàíèå ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã;

- Ïåðåñìîòð ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã;

- Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè öåííûõ áóìàã.

Âûáîð èíâåñòèöèîííîé ïîëèòèêè âêëþ÷àåò îïðåäåëåíèå öåëè èíâåñòîðà è îáú-

åìà èíâåñòèðóåìûõ ñðåäñòâ. Öåëè èíâåñòèðîâàíèÿ äîëæíû ôîðìóëèðîâàòüñÿ ñ

ó÷åòîì óðîâíÿ îæèäàåìîé äîõîäíîñòè îò èíâåñòèöèé è ñòåïåíè äîïóñòèìîãî ðèñêà

ïîòåðÿòü âëîæåíèÿ. Ýòîò ýòàï çàâåðøàåòñÿ âûáîðîì ïîòåíöèàëüíûõ âèäîâ ôèíàí-

21



ñîâûõ àêòèâîâ äëÿ âêëþ÷åíèÿ â îñíîâíîé ïîðòôåëü. Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ àíà-

ëèç ðûíêà öåííûõ áóìàã - èçó÷åíèå îòäåëüíûõ âèäîâ öåííûõ áóìàã, âûáðàííûõ

äëÿ èíâåñòèðîâàíèÿ. Ïî ðåçóëüòàòàì àíàëèçà ðûíêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ôîðìèðî-

âàíèå ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã - îïðåäåëåíèå êîíêðåòíûõ àêòèâîâ äëÿ âëîæåíèÿ

ñðåäñòâ, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå äîëåé èíâåñòèðóåìîãî êàïèòàëà ìåæäó àêòèâàìè.

Îïèñàííûå ýòàïû èíâåñòèöèîííîãî ïðîöåññà ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èçìåíÿþòñÿ êóðñû öåííûõ áóìàã, â ðå-

çóëüòàòå ÷åãî íåêîòîðûå ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííûå àêòèâû ïåðåñòàþò áûòü ïðè-

âëåêàòåëüíûìè äëÿ èíâåñòîðà. Òàêæå ìîãóò èçìåíèòüñÿ öåëè èíâåñòèðîâàíèÿ, è

òåêóùèé ïîðòôåëü ïåðåñòàåò áûòü îïòèìàëüíûì. Âñå ýòî ñòàíîâèòñÿ îñíîâàíèåì

äëÿ ïåðåñìîòðà ïîðòôåëÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå î ïåðåñìîòðå ïîðòôåëÿ çàâèñèò

ïîìèìî ïðî÷èõ ôàêòîðîâ îò ðàçìåðà òðàíçàêöèîííûõ èçäåðæåê è îæèäàåìîãî

ðîñòà äîõîäíîñòè ïåðåñìîòðåííîãî ïîðòôåëÿ. Ïåðèîäè÷åñêàÿ îöåíêà ýôôåêòèâ-

íîñòè ïîðòôåëÿ ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ è äåëàòü åãî áî-

ëåå ýôôåêòèâíûì. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èíâåñòîð ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðîáëåìîé

óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì â òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà èíâåñòèðîâàíèÿ.

Ñïîñîáû ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ ïî àêòèâàì äåëÿòñÿ íà ñòðàòåãè÷åñêèå (Strategic

Asset Allocation â òåðìèíîëîãèè M.J. Brennan et al. [10]) è òàêòè÷åñêèå (Tactical

Asset Allocation, èíîãäà èõ íàçûâàþò áëèçîðóêèìè). Ñòðàòåãè÷åñêèå ñïîñîáû èí-

âåñòèðîâàíèÿ ìàêñèìèçèðóþò âûãîäó ê êîíêðåòíîìó ìîìåíòó âðåìåíè â áóäóùåì

(â ÷àñòíîñòè, ýòî âðåìÿ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòíîøå-

íèå èíâåñòîðà ê ðèñêó, à òàêæå çíà÷åíèå îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ ïîñòî-

ÿííû â òå÷åíèå äîëãîñðî÷íîãî ïåðèîäà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîðòôåëü ïåðåñìàòðèâàåòñÿ

ýïèçîäè÷åñêè, ñêàæåì, ðàç â òðè ãîäà. Îäíàêî, åñëè ïîðòôåëü ïðèíàäëåæèò, íà-
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ïðèìåð, õåäæ-ôîíäó, êîòîðûé ñîçäàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà êîðîòêèé ïðîìåæóòîê

âðåìåíè, óïðàâëåíèå äîëæíî ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ àêòèâîâ â ïðÿìîì

âðåìåíè è ïîäðàçóìåâàòü âîçìîæíîñòü �âûõîäà èç èãðû� ñ íàèìåíüøèìè ïîòåðÿ-

ìè â ëþáîé ìîìåíò (ñì., íàïðèìåð, [17]). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü

òàêòè÷åñêèé ñïîñîá ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ ïî àêòèâàì, êîãäà ïîðòôåëü ïåðåñìàò-

ðèâàåòñÿ ðåãóëÿðíî (íàïðèìåð, êàæäûå òðè ìåñÿöà).

Óæå äàâíî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè äàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìàëèçàöèþ

çàäà÷, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî èíâåñòîðó. Ìû êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà

íåêîòîðûõ.

1.2 Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ

Èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè, çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè äî-

õîäíîñòåé àêòèâíî óïðàâëÿåìîãî ïîðòôåëÿ ñ äîõîäíîñòÿìè àëüòåðíàòèâíîãî òàê

íàçûâàåìîãî �ýòàëîííîãî� ïîðòôåëÿ. Ïîäõîäÿùèé ýòàëîííûé ïîðòôåëü äîëæåí

áûòü ñîïîñòàâèìûì, äîñòèæèìûì, è êðîìå òîãî, åãî óðîâåíü ðèñêà äîëæåí áûòü

áëèçêèì ê óðîâíþ ðèñêà àêòèâíî óïðàâëÿåìîãî ïîðòôåëÿ.

Ïîñêîëüêó ïîðòôåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ðàçëè÷íûõ öåííûõ áóìàã, òî

ïðîáëåìà âûáîðà èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå âûáîðà îï-

òèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ èç íàáîðà âîçìîæíûõ ïîðòôåëåé. Îñíîâîé òåîðèè ôîðìè-

ðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðàáîòà Ã. Ìàðêîâèöà 1952 ãîäà [25].

Ã. Ìàðêîâèö îòìå÷àåò, ÷òî ïðè âûáîðå èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ èíâåñòîð ñòðå-

ìèòñÿ îäíîâðåìåííî ìàêñèìèçèðîâàòü ìåðó îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ è

ìèíèìèçèðîâàòü ðèñê íåâåðíîé îöåíêè ýòîé ìåðû. Ïîñêîëüêó èíâåñòîð íå çíàåò

êàêèì áóäåò óðîâåíü äîõîäíîñòè áîëüøèíñòâà âîçìîæíûõ ïîðòôåëåé, òî îí äîë-
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æåí ñ÷èòàòü óðîâåíü äîõîäíîñòè, ñâÿçàííûé ñ ëþáûì èç ýòèõ ïîðòôåëåé, ñëó÷àé-

íîé ïåðåìåííîé. Òàêèå ïåðåìåííûå èìåþò ñâîè õàðàêòåðèñòèêè - ñðåäíåå çíà÷å-

íèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ. Ñðåäíåå

çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ìåðà ïîòåíöèàëüíîãî âîçíàãðàæäåíèÿ,

ñâÿçàííàÿ ñ êîíêðåòíûì ïîðòôåëåì, à ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå - êàê ìå-

ðà ðèñêà, ñâÿçàííàÿ ñ äàííûì ïîðòôåëåì. Ïîñëå òîãî, êàê êàæäûé ïîðòôåëü áûë

èññëåäîâàí â ñìûñëå ïîòåíöèàëüíîãî âîçíàãðàæäåíèÿ è ðèñêà, ìîæíî ñîñòàâèòü

ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ ïîðòôåëåé. Ïîðòôåëü áûë íàçâàí ýôôåêòèâíûì, åñëè

èç òåõ æå öåííûõ áóìàã è ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ ïðîïîðöèè íåëüçÿ

ñîñòàâèòü äðóãîé ïîðòôåëü, êîòîðûé èìåë áû òàêîå æå ñðåäíåå çíà÷åíèå îæèäà-

åìîé äîõîäíîñòè è ìåíüøåå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ëèáî òàêîå æå ñðåä-

íåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå è áîëüøåå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Çàòåì èíâåñòîð äîëæåí

âûáðàòü ïîðòôåëü êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ïîäõîäÿùèì. Ïîäõîä Ã. Ìàðêîâèöà

îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè êðèâûõ áåçðàçëè÷èÿ, êîòîðûå îòðàæàþò îòíîøå-

íèå èíâåñòîðà ê ðèñêó è äîõîäíîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ âûáîðà ýôôåê-

òèâíîãî ïîðòôåëÿ, îñíîâàííûõ íà ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àïïàðòàõ. Îäíèì

èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå óðîâíÿ äîõîä-

íîñòè ïîðòôåëÿ â êà÷åñòâå ñòîõàñòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â òàêîì ñëó÷àå

ãîâîðÿò î ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè ðûíêà. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû îïèøåì ñòî-

õàñòè÷åñêóþ ìîäåëü ðûíêà ñîãëàñíî Ò.Ð. Áåëåöêîìó è Ñ.Ð. Ïëèñêå.
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1.3 Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðûíêà

Ò.Ð. Áåëåöêèé è Ñ.Ð. Ïëèñêà â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîðò-

ôåëåì öåííûõ áóìàã èññëåäîâàëè ñëåäóþùóþ ìîäåëü ðûíêà, ñîñòîÿùåãî èç m ≥ 2

àêòèâîâ è n ≥ 1 ôàêòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [11],[12]).

Ïóñòü (Ω, {Ft}t≥0,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si,

i = 1, ...,m, ñòîèìîñòè àêòèâîâ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöè-

àëüíûì óðàâíåíèÿì (ÑÄÓ) ñ òðåíäàìè, çàâèñÿùèìè îò ñîâîêóïíîñòè ðûíî÷íûõ

ôàêòîðîâ Xj, j = 1, ..., n, êàæäûé èç êîòîðûõ òàêæå ïîä÷èíåí ëèíåéíîìó ÑÄÓ:

dSi(t)

Si(t)
= (Ai +

n∑
p=1

αipXp(t))dt+
m+n∑
k=1

σikdWk(t),

Si(0) = si > 0, i = 1, ...,m,

(1.3.1)

dXj(t) = (Bj +
n∑
p=1

βjpXp(t))dt+
m+n∑
k=1

λjkdWk(t),

Xj(0) = xj, j = 1, ..., n,

(1.3.2)

ãäå W (t) � (m+n)-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè

Wk(t); X(t) � n-ìåðíûé ôàêòîð-ïðîöåññ ñ êîìïîíåíòàìè Xj(t); ïàðàìåòðû ìîäå-

ëè A := [Ai], B := [Bj], α := [αip], β := [βjp], Σ := [σik], Λ := [λjk] � ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Ñîãëàñíî [26] (ãëàâà 5) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3.1), (1.3.2), è ïðîöåññû Si(t) ïîëîæè-

òåëüíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ïóñòü Gt := σ((S(s), X(s)), 0 ≤ s ≤ t), ãäå S(t) = (S1(t), ..., Sm(t)) ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîöåññîì ñòîèìîñòåé àêòèâîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(t) = (h1(t), ..., hm(t)) m-

ìåðíûé èíâåñòèöèîííûé ïðîöåññ, èëè ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ, ãäå hi(t) � äîëÿ

êàïèòàëà, èíâåñòèðîâàííàÿ â i-é àêòèâ â ìîìåíò âðåìåíè t. Äàäèì îïðåäåëåíèå
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äîïóñòèìîé ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ, ñîãëàñíî [11].

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áóäåì íàçûâàòü ñòðàòåãèþ h(t) äîïóñòèìîé, åñëè îíà óäî-

âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì1:

(i)
m∑
i=1

hi(t) = 1;

(ii) h(t) ïðîãðåññèâíî èçìåðèì ïî Gt;

(iii) P[

∫ t

0

hT (s)h(s)ds <∞] = 1 äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ t ≥ 0.

Êëàññ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H.

Ïóñòü h(t) äîïóñòèìàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòèðîâàíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå, ñèëüíîå, ïî÷òè âñåãäà ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå V (t), óäîâëåòâîðÿþùåå ÑÄÓ

dV (t) =
m∑
i=1

hi(t)V (t)

[
(Ai +

n∑
p=1

αipXp(t))dt+
m+n∑
k=1

σikdWk(t)

]
,

V (0) = v > 0.

(1.3.3)

Ïðîöåññ V (t) ñîîòâåòñòâóåò êàïèòàëó ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t, ãäå hi(t) �

äîëÿ êàïèòàëà, èíâåñòèðîâàííàÿ â i-é àêòèâ.

1.4 Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòèðîâàíèÿ Áåëåöêîãî è

Ïëèñêè

Â ðàáîòå [12] äëÿ ìîäåëè (1.3.1), (1.3.2) ðåøàåòñÿ îäíà èç âîçìîæíûõ çàäà÷ îï-

òèìàëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ êàïèòàëà V (t) äëÿ ïîðòôåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èçm ≥ 2

àêòèâîâ, çàâèñÿùèõ îò n ≥ 1 ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ. À èìåííî, ââîäèòñÿ ôóíêöèî-

1(·)T - îïåðàòîð òðàíñïîíèðîâàíèÿ
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íàë1

Jθ := lim inf
t→∞

Qθ(t)

t
, ãäåQθ(t) :=

−2

θ
lnE(e(−θ/2) lnV (t)), θ > −2, θ 6= 0.

Ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ = 0, èìååì2

Qθ(t) = E(lnV (t))− θ

4
Var(lnV (t)) +O(θ2), (1.4.1)

ïîýòîìó ôóíêöèîíàë Jθ ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê îæèäàåìûé òåìï ðîñòà

êàïèòàëà ïîðòôåëÿ â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå ñ ó÷åòîì îòêëîíåíèé îò ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî θ2. Âòîðàÿ êîìïîíåíòà, ó÷èòûâàþùàÿ îòêëîíåíèÿ îò

ñðåäíåãî, ïðîïîðöèîíàëüíà θ, ïîýòîìó ïàðàìåòð θ áûë ïðèíÿò çà ïàðàìåòð ðèñêà,

ãäå θ > 0 ñîîòâåòñòâóåò íåðèñêóþùåìó èíâåñòîðó, θ < 0 � ðèñêóþùåìó èíâåñòîðó

è θ = 0 � áåçðèñêîâûé ñëó÷àé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îïòèìàëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ â [12] ïðåäëîæåíî ðå-

øèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, îáîçíà÷àåìóþ (Pθ):

äëÿ θ ∈ (0,∞) ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

Jθ(v, x;h(·)) = lim inf
t→∞

−2

θ
t−1 lnE[e(−θ/2) lnV (t)|V (0) = v,X(0) = x]

íàä êëàññîì äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ h(·), çàäàííûõ â

îïðåäåëåíèè 1.3, ãäå V (t), X(t) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.3.3), (1.3.2).

Ýòà çàäà÷à áûëà èíòåðïðåòèðîâàíà àâòîðàìè êàê ïðåäóïðåæäåíèå î áîëüøèõ

îòêëîíåíèÿõ ìåæäó ðåàëüíîé è îæèäàåìîé ñòàâêîé äëÿ èíâåñòîðà, çàèíòåðåñî-

âàííîãî â ìàêñèìèçàöèè äîõîäà îò ïîðòôåëÿ èíâåñòèðîâàíèÿ â äîëãîñðî÷íîé ïåð-

ñïåêòèâå, ñ ó÷åòîì îòíîøåíèÿ èíâåñòîðà ê ðèñêó.

1E(·) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, {Ft}t≥0,F ,P)
2Var(·) äèñïåðñèÿ â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, {Ft}t≥0,F ,P)
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Çàìå÷àíèå 1.4.1. Äëÿ θ < 0 çàäà÷à (Pθ) ìîæåò áûòü ðåøåíà àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ θ > 0. Ñëó÷àé θ = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî êàê ïðåäåëüíûé ïðè

θ → 0.

Â [12] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè èíâåñòèðî-

âàíèÿ Hθ è ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà Jθ, îáîçíà-

÷àåìîãî ρ(θ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëî ââåäåíî

ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ θ ≥ 0 è x ∈ Rn

Kθ(x) := inf
h∈χ,1Th=1

[
1

2

(
θ

2
+ 1

)
hTΣΣTh− h(A+ αx)

]
, (1.4.2)

ãäå (A+ αx) � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè (A+ αx)i = (Ai +
n∑
p=1

αipxp).

Òàêæå áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

Óñëîâèå 1.4.1. χ = Rn

Óñëîâèå 1.4.2. lim
‖x‖→∞

Kθ(x) = −∞ äëÿ θ > 0. Çäåñü ‖ · ‖ � íîðìà â Rn.

Óñëîâèå 1.4.3. Ìàòðèöà ΛΛT � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ.

Óñëîâèå 1.4.4. Ìàòðèöà ΣΛT = 0.

Çàìå÷àíèå 1.4.2. (i) Åñëè ΣΣT � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, òî

óñëîâèå 1.4.2 âûòåêàåò èç óñëîâèÿ 1.4.1

(ii) Óñëîâèÿ 1.4.1-1.4.4 äîñòàòî÷íû äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïðèâîäèìûõ äàëåå ðå-

çóëüòàòîâ, íî óñëîâèå 1.4.2 íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì â îáùåì ñëó÷àå (êàê ïî-

êàçûâàåò ïðèìåð èç ðàçäåëà 4, [12]).

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (Pθ).

28



ÒÅÎÐÅÌÀ 1.4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1.4.1-1.4.4. Ïðè ôèêñèðîâàííîì

θ > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hθ(x) òî÷êó, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèíóì (1.4.2),

òî åñòü

Kθ(x) :=

[
1

2

(
θ

2
+ 1

)
Hθ(x)TΣΣTHθ(x)−Hθ(x)(A+ αx)

]
.

Òîãäà ñòðàòåãèÿ èíâåñòèðîâàíèÿ hθ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ çàäà÷è (Pθ),

ãäå ∀t ≥ 0

hθ(t) = Hθ(X(t)). (1.4.3)

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.4.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1.4.1-1.4.3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(Pθ) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî θ > 0. Ïóñòü hθ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

1.4.1. Òîãäà

(a) Äëÿ âñåõ v > 0 è x ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ

Jθ(v, x;hθ(·)) = lim
t→∞

(
−2

θ

)
t−1 lnE[e(−θ/2) lnV (t)|V (0) = v,X(0) = x]

:= ρ(θ).

(b) Ïîñòîÿííàÿ ρ(θ) � ýòî åäèíòñâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòüþ ðåøåíèÿ (ρ(θ), v(x; θ)) ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

ρ = (B + βx)Tgradxv(x)− θ

4

n∑
i,j=1

∂v(x)

∂xi

∂v(x)

∂xj

n+m∑
k=1

λikλjk+

+
1

2

n∑
i,j=1

∂2v(x)

∂xi∂xj

n+m∑
k=1

λikλjk − Kθ(x),

v(x) ∈ C2(Rn), lim
‖x‖→∞

v(x) =∞, ρ = const.

(1.4.4)

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé θ = 0, ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññè÷åñêîé çàäà-

÷å ìàêñèìèçàöèè îæèäàåìîãî òåìïà ðîñòà êàïèòàëà ïîðòôåëÿ ñ ëîãàðèôìèñ÷åêîé

ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [8]). Ýòà çàäà÷à îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (P0) è

ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

29



ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J0(v, x;h(·)) = lim inf
t→∞

t−1 lnE[lnV (t)|V (0) = v,X(0) = x]

íàä êëàññîì äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ h(·), çàäàííûõ â

îïðåäåëåíèè 1.3, ãäå V (t), X(t) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.3.3), (1.3.2).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (P0) äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

Óñëîâèå 1.4.5. Äëÿ ëþáîãî θ ≥ 0 ôóíêöèÿ Kθ(x), îïðåäåëåííàÿ â (1.4.2), ÿâëÿ-

åòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Kθ(x) =
1

2
xTK1(θ)x+K2(θ)x+K3(θ),

ãäå K1(θ), K2(θ) è K3(θ) � ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, çàâèñÿùèå

òîëüêî îò θ.

Óñëîâèå 1.4.6. Äëÿ ëþáîãî θ ≥ 0 ìàòðèöàK1(θ) � ñèììåòðè÷íàÿ è îòðèöàòåëüíî-

îïðåäåëåííàÿ.

Óñëîâèå 1.4.7. Ìàòðèöà β ðàçìåðíîñòè n × n ñ êîìïîíåíòàìè βjp èç (1.3.2)

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

Çàìå÷àíèå 1.4.3. (i) Óñëîâèå 1.4.5 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð, ìàòðèöà

ΣΣT íåâûðîæäåííàÿ è χ = Rn. Ïðè ýòîì íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ΣΣT íå

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì â îáùåì ñëó÷àå.

(ii) Â óñëîâèè 1.4.5 lim
θ→0

Ki(θ) = Ki(0) äëÿ i = 1, 2, 3, ñîãëàñíî [27].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè (P0) è (Pθ), θ > 0, ðàññìîò-
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ðèì óðàâíåíèå:

ρ(0) = (B + βx)Tgradxv0(x) +
1

2

n∑
i,j=1

∂2v0(x)

∂xi∂xj

n+m∑
k=1

λikλjk −K0(x),

v0(x) ∈ C2(Rn), lim
‖x‖→∞

v0(x) =∞, ρ(0) = const.

(1.4.5)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû:

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.4.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1.4.3-1.4.7. Òîãäà îïòèìàëüíàÿ

ñòðàòåãèÿ äëÿ çàäà÷è (P0) òà æå, ÷òî è â òåîðåìå 1.4.1 ïðè óñëîâèè θ = 0,

è ρ(0) = ρ(θ) èç òåîðåìû 1.4.2 ïðè óñëîâèè θ = 0. Áîëåå òîãî, ïîñòîÿííûå

ρ(θ), θ > 0, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòüþ ðåøåíèé (1.4.4), ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé ρ(0)

ïðè θ → 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò îæèäàåìûé òåìï ðîñòà êàïèòàëà ïðè îïòè-

ìàëüíîé ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ðèñêà θ > 0. Áóäåì îáîçíà÷àòü

ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç ρθ, îòëè÷íóþ îò ρ(θ) èç òåîðåìû 1.4.1.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.4.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1.4.3-1.4.7. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî

θ > 0 ïîëîæèì, ÷òî Hθ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4.1 è ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Ïóñòü lim‖x‖→∞[1
2Hθ(x)TΣΣTHθ(x)−Hθ(x)T (A+αx)] = −∞.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ρθ = (B + βx)Tgradxvθ,0(x) +
1

2

n∑
i,j=1

∂2vθ,0(x)

∂xi∂xj

n+m∑
k=1

λikλjk−

−[
1

2
Hθ(x)TΣΣTHθ(x)−Hθ(x)T (A+ αx)],

vθ,0(x) ∈ C2(Rn), lim
‖x‖→∞

vθ,0(x) =∞, ρθ = const.

(1.4.6)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (ρθ, vθ,0) ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêîå, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ρθ

åäèíñòâåííà è

J0(v, x;hθ(·)) = ρθ
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äëÿ âñåõ (v, x) ∈ (0,∞)×Rn, ãäå hθ(·) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.4.3).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ïðèâåäåíû â [11]. Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì Ò.Ð. Áåëåö-

êîãî è Ñ.Ð. Ïëèñêè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðà-

òåãèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (1.4.4). Ïðèìåð

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.4.4), à òàêæå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ρ(θ), àâòîðû ïðèâîäÿò äëÿ êëàññè÷åñêî-

ãî ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòèâîâ, êîãäà îäèí èç íèõ � áàíêîâñêèé ñ÷åò, à ôàêòîð �

ëèíåéíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà. Ìû ïðèâåäåì ýòîò ïðèìåð.

Ïóñòü ðèñêîâûé àêòèâ, ñêàæåì, áèðæåâîé èíäåêñ, îïèñûâàåòñÿ ÑÄÓ:

dS1(t)

S1(t)
= (A1 + α1R(t))dt+ σ1dW1(t), S1(0) = s > 0,

ãäå ëèíåéíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà Âàñè÷åêà R(t) â ñâîþ î÷åðåäü òîæå îïèñûâàåòñÿ

ÑÄÓ:

dR(t) = (B + βR(t))dt+ λdW2(t), R(0) = r.

Çäåñü A1, α1, B, β, σ1, λ � çàäàííûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì B > 0, β < 0, à W1,W2 �

äâà íåçàâèñèìûõ áðîóíîâñêèõ äâèæåíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíâåñòîð ìîæåò çàíÿòü äëèííóþ èëè êîðîòêóþ ïîçèöèþ

ïî îòíîøåíèþ ê áèðæåâîìó èíäåêñó, à òàêæå çàíèìàòü èëè îäàëæèâàòü äåíü-

ãè ñ íåïðåðûâíûì ïðîöåíòíûì íà÷èñëåíèåì ïî äåéñòâóþùåé ñòàâêå. Ïîñëåäíåå

ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî áàíêîâñêèé ñ÷åò:

dS2(t)

S2(t)
= R(t)dt.

Çäåñü S2(t) � áàëàíñ ñáåðåãàòåëüíîãî ñ÷åòà â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè óñëîâèè, ÷òî

S2(0) = 1 (îäíà äåíåæíàÿ åäèíèöà áûëà ðàçìåùåíà íà ñ÷åò â íóëåâîé ìîìåíò

âðåìåíè).
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Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîðòôåëü èç äâóõ àêòèâîâ, òî ñòðàòåãèþ èíâåñòè-

ðîâàíèÿ óäîáíî çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: h1 = Hθ � äîëÿ êàïèòàëà, èíâå-

ñòèðîâàííàÿ â áèðæåâîé èíäåêñ, è ñîîòâåòñòâåííî h2 = 1−Hθ � äîëÿ êàïèòàëà,

ðàçìåùåííàÿ íà áàíêîâñêîì ñ÷åòå.

Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (Pθ) â ìîäåëè ðûíêà (1.3.1), (1.3.2) ïðè

m = 2, n = 1, ïîëàãàÿ (h1, h2) = (Hθ, 1 − Hθ), X(t) = R(t), B = B, β = β,

Λ = (0, 0, λ)T , A = (A1, 0)T , α = (α1, 1)T ,

Σ =

 σ1 0 0

0 0 0

 .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.1

Kθ(R) = inf
h∈R

[(1/2)(θ/2 + 1)(h, 1− h)ΣΣT (h, 1− h)T − (h, 1− h)(A+ αR)],

è òîãäà

Hθ := Hθ(R) =
A1 + (α1 − 1)R

(1 + θ
2)σ2

1

, (1.4.7)

Kθ(R) = −R− (A1 + (α1 − 1))2R2

(θ + 2)σ2
1

.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.2 ρ(θ) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ðåøåíèÿ (ρ, v) óðàâíåíèÿ

ρ =
1

2
λ2v′′(R) + (B + βR)v′(R)− θ

4
λ2(v′(R))2 −Kθ(R),

è, ñîãëàñíî [12], ðàâíî

ρ(θ) = λ2N1 +BN2 −
λ2θN 2

2

4
+

A2
1

(θ + 2)σ2
1

, (1.4.8)

ãäå

N1 =
β +

√
β2 + θλ2(α1−1)2

(θ+2)σ2
1

λ2θ
,N2 =

1− 2A1(α1−1)
(θ+2)σ2

1
+ 2BN1√

β2 + θλ2(α1−1)2

(θ+2)σ2
1

.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.4, ðåøèâ óðàâíåíèå

ρ = 1
2λ

2v′′(R) + (B + βR)v′(R)−

−
[

1
2(Hθ(R), 1−Hθ(R))ΣΣT (Hθ(R), 1−Hθ(R))T−

−(Hθ(R), 1−Hθ(R))(A+ αR)
]
,

ïîëó÷èì

ρθ = −B
β

+
2(θ + 1)

(θ + 2)2σ2

[
[A1 −

B

β
(α1 − 1)]2 − λ2(α1 − 1)2

2β

]
. (1.4.9)

Îòìåòèì, ÷òî Ò.Ð. Áåëåöêèé è Ñ.Ð. Ïëèñêà ïðåäëàãàþò èíâåñòîðó îïòèìàëüíóþ

ñòðàòåãèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî äîõîäà îò ïîðòôåëÿ èíâåñòèðîâàíèÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè (ïðè t → ∞). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èíàÿ ñòðàòåãèÿ,

ïðèìåíÿÿ êîòîðóþ èíâåñòîð ìîæåò óïðàâëÿòü ïîðòôåëåì èíâåñòèðîâàíèÿ è ìàê-

ñèìèçèðîâàòü äîõîä îò ïîðòôåëÿ â êàæäûé âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Îïèñà-

íèå ñòðàòåãèè â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè è ñðàâíåíèå åå ñî ñòðàòåãèåé

Áåëåöêîãî-Ïëèñêè ïðèâîäèòñÿ â ãëàâå 3. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâà-

íèÿ â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïîòðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ

óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è óñëîâíûõ äèñïåðñèé îäíèõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèâî-

äÿòñÿ â ãëàâå 2.
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Ãëàâà 2

Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ çàäà÷è

íàõîæäåíèÿ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è äâà ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ðåøå-

íèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÑÄÓ äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà

dF = A(t, F,X)dt+ σ(t, F,X)dW1,

dX = B(t, F,X)dt+ λ(t, F,X)dW2,

F (0) = f,X(0) = x, t ≥ 0, f ∈ R, x ∈ R,

(2.1.1)

ãäå W = (W1,W2) - äâóìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåí-

òàìè, A,B, σ, λ - çàäàííûå ôóíêöèè.

Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ P (t, f, x) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí F è X îïè-

ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ) (ñì., íàïðèìåð, [19],
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[28])

∂P (t, f, x)

∂t
= −∂A(t, F,X)P (t, f, x)

∂f
+

1

2

∂2σ2(t, F,X)P (t, f, x)

∂f 2

−∂B(t, F,X)P (t, f, x)

∂x
+

1

2

∂2λ2(t, F,X)P (t, f, x)

∂x2

(2.1.2)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

P (0, f, x) = P0(f, x), (2.1.3)

îïðåäåëåííûìè íà÷àëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè F è X.

Åñëè P (t, f, x) èçâåñòíà, òî ìîæíî íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

(ñðåäíåå) âåëè÷èíû F ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè X â ìîìåíò âðåìåíè t, îïðå-

äåëåííîå ôîðìóëîé (ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [19], [29])

f̄(t, x) := E(F |X = x) =

∫
R fP (t, f, x)df∫
R P (t, f, x)df

. (2.1.4)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû âûáåðåì P0(f, x) = δ(f − f0)g(x), ãäå f0 ∈ R è g(x) - ïðîèç-

âîëüíàÿ ôóíêöèÿ,
∫
R g(x)dx = 1, òî f̄(0, x) = f0. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåëè÷èíû

(2.1.4) èçó÷åíû â [30], [31].

Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû F ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè X â ìîìåíò

âðåìåíè t çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

v̄(t, x) := Var(F |X = x) =

∫
R f

2P (t, f, x)df∫
R P (t, f, x)df

− f̄ 2(t, x). (2.1.5)

Äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1.2) ñóùåñòâóþò ãðî-

ìîçäêèå àëãîðèòìû c òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) äëÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè [20], [21]. Îäíàêî,

äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî, íî âàæíîãî äëÿ ïðèëîæåíèé âûáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ

çàäà÷à (2.1.2), (2.1.3) èìååò ÿâíîå ðåøåíèå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.
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Òàêæå îòìåòèì, ÷òî èíîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì f, x ôóíê-

öèè P (t, f, x) íàõîäèòñÿ ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ñàìà ýòà ôóíêöèÿ. Äàëåå ìû ïðåä-

ñòàâèì äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

2.2 Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ÎÄÓ

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû F è X îïèñûâàþòñÿ ÑÄÓ:

dF (t) = (A+ α1X(t) + α2F (t))dt+ σ1dW1(t) + σ2dW2(t),

dX(t) = (B + β1X(t) + β2F (t))dt+ λ1dW1(t) + λ2dW2(t),

F (0) = f,X(0) = x, t ≥ 0, f, x ∈ R,

(2.2.1)

ãäåW (t) = (W1(t),W2(t)) � äâóìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå; A,B, αi, βi, σi, λi �

çàäàííûå ãëàäêèå ôóíêöèè îò t, i = 1, 2.

Òîãäà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ P (t, f, x) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí F è

X îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ÔÏÊ

∂P (t, f, x)

∂t
= −(A(t) + α1(t)x)

∂P (t, f, x)

∂f
−

−α2(t)
(
P (t, f, x) + f

∂P (t, f, x)

∂f

)
− (B(t) + β2(t)f)

∂P (t, f, x)

∂x
−

−β1(t)
(
P (t, f, x) + x

∂P (t, f, x)

∂x

)
+

1

2
(σ2

1(t) + σ2
2(t))

∂2P (t, f, x)

∂f 2
+

+(σ1(t)λ1(t) + σ2(t)λ2(t))
∂2P (t, f, x)

∂f∂x
+

1

2
(λ2

1(t) + λ2
2(t))

∂2P (t, f, x)

∂x2

(2.2.2)

ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

P (0, f, x) = P0(f, x) = δ(f − f0)g(x). (2.2.3)

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè P (t, f, x) ïî ïåðåìåííîé f . Òîãäà
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óðàâíåíèÿ (2.2.2) è (2.2.3) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

∂P̂ (t, µ, x)

∂t
= −(A(t) + α1(t)x)µP̂ (t, µ, x)i−

−α2(t)

(
P̂ (t, µ, x)− µ∂P̂ (t, µ, x)

∂µ

)
− (B(t) + β1(t)x)

∂P̂ (t, µ, x)

∂x
−

−β1(t)P̂ (t, µ, x)− β2(t)
∂2P̂ (t, µ, x)

∂x∂µ
i−

−1

2
(σ2

1(t) + σ2
2(t))µ2P̂ (t, µ, x) +

1

2
(λ2

1(t) + λ2
2(t))

∂2P̂ (t, µ, x)

∂x2
+

+(σ1(t)λ1(t) + σ2(t)λ2(t))µ
∂P̂ (t, µ, x)

∂x
i,

(2.2.4)

P̂ (0, µ, x) =
1√
2π
e−iµf0g(x). (2.2.5)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì:

g(x) =
e
−(x−x0)

2

2s2

s
√

2π
, (2.2.6)

ãäå x0 ∈ R, s ∈ R+, ïðè÷åì x0 � ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû X â íóëåâîé ìîìåíò

âðåìåíè, s2 � äèñïåðñèÿ. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.4), (2.2.5) áóäåì èñêàòü â

ôîðìå:

P̂ (t, µ, x) =
eγ1(t)+γ2(t)µ+γ3(t)x+γ4(t)µ2+γ5(t)xµ+γ6(t)x2

s
√

2π
. (2.2.7)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (2.2.7) â óðàâíåíèÿ (2.2.4), (2.2.5) ñ ó÷åòîì (2.2.6). Çàòåì,

ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ µ è x, ïîëó÷èì ñèñòåìó ÎÄÓ

äëÿ γj(t), j = 1, ..., 6:
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∂γ1(t)

∂t
= 1

2λ
2
1(t)γ

2
3(t) + λ2

2(t)γ6(t) + 1
2λ

2
2(t)γ

2
3(t)− α2(t)− β1(t)−

−B(t)γ3(t)− iβ2(t)γ5(t) + λ2
1(t)γ6(t)− iβ2(t)γ2(t)γ3(t),

∂γ2(t)

∂t
=
(
λ2

1(t) + λ2
2(t)
)
γ3(t)γ5(t)−B(t)γ5(t) + α2(t)γ2(t)−

−2iβ2(t)γ4(t)γ3(t) + (σ1(t)λ1(t) + σ2(t)λ2(t)) γ3(t)i−

−iA(t)− iβ2(t)γ2(t)γ5(t),

∂γ3(t)

∂t
= −β1(t)γ3(t)− iβ2(t)γ5(t)γ3(t)− 2B(t)γ6(t)−

−2iβ2(t)γ2(t)γ6(t) + 2(λ2
1(t) + λ2

2(t))γ3(t)γ6(t),

∂γ4(t)

∂t
= 1

2(λ2
1(t) + λ2

2(t))γ
2
5(t)− 2iβ2(t)γ4(t)γ5(t) + 2α2(t)γ4(t)−

−1
2σ

2
1 − 1

2σ
2
2(t) + (σ1(t)λ1(t) + σ2(t)λ2(t))γ5(t)i,

∂γ5(t)

∂t
= −β1(t)γ5(t)− iβ2(t)γ

2
5(t) + α2(t)γ5(t)− iα1(t)−

−4iβ2(t)γ4(t)γ6(t) + 2(λ2
1(t) + λ2

2(t))γ5(t)γ6(t)+

+2i(σ1(t)λ1(t) + σ2(t)λ2(t))γ6(t),

∂γ6(t)

∂t
= −2β1(t)γ6(t)− 2iβ2(t)γ5(t)γ6(t) + 2(λ2

1(t) + λ2
2(t))γ

2
6(t),

(2.2.8)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

γ1(0) = − x2
0

2s2
, γ2(0) = −if0, γ3(0) =

x0

s2
,

γ4(0) = 0, γ5(0) = 0, γ6(0) = − 1

2s2
.

(2.2.9)

Åñëè çàäà÷ó (2.2.8), (2.2.9) óäàñòñÿ ÿâíî ðåøèòü, òî ïîäñòàâèì â (2.2.7) ïîëó÷åí-

íûå âûðàæåíèÿ γj(t), j = 1, ..., 6, è íàéäåì P̂ (t, µ, x). Äàëåå âûïîëíèì îáðàòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è íàéäåì ôóíêöèþ P (t, f, x). Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå çíà-

÷åíèå â (2.1.4), ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì èñêîìîå

çíà÷åíèå f̄(t, x) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ (2.2.6).
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Åñëè â (2.2.3) ïîëîæèòü

g(x) =
1

2L
χ[−L,L](x) =

1

2L
, x ∈ [−L,L],

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

X íà îòðåçêå [−L,L],òî âåëè÷èíó f̄(t, x) áóäåì ïîíèìàòü êàê:

f̄(t, x) = lim
L→+∞

∫
[−L,L] fP (t, f, x)df∫
[−L,L] P (t, f, x)df

. (2.2.10)

Ñîîòâåòñòâåííî,

v̄(t, x) = lim
L→+∞

∫
[−L,L] f

2P (t, f, x)df∫
[−L,L] P (t, f, x)df

− f̄ 2(t, x). (2.2.11)

Òîãäà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ P̂ (t, µ, x) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ÎÄÓ (2.2.8) ñ

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè γ1(0) = 0, γ2(0) = −if0, γ3(0) = 0, γ4(0) = 0, γ5(0) =

0, γ6(0) = 0.

Â ðàçäåëå 3 ãëàâû 3 ìû ïðèâåäåì ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåìû (2.2.1), âîçíèêàþùèå

â ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, êîãäà ôóíêöèþ f̂(t, x) óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ÿâíîì

âèäå. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ÔÏÊ ÿâíî èíòåãðèðóåòñÿ, òàê êàê

îíî îòíîñèòñÿ ê �óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà� � óðàâíåíèÿì ïàðàáîëè÷åñêîãî

òèïà, ó êîòîðûõ ñóììà ñòåïåíåé ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è

ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ýòèõ ïðîèçâîäíûõ,

ðàâíà äâóì.

2.3 Ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ èíòåãðàëîâ îò ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå

Äàëåå ìû ïðèâåäåì îáùóþ ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âûðàçèòü f̄(t, x) â òåðìèíàõ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò P (t, f, x).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P̂ (t, µ, ξ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì (f, x)

ôóíêöèè P (t, f, x), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1.2), (2.1.3). Ïóñòü P̂ (t, 0, ξ) è

∂µP̂ (t, 0, ξ) ÿâëÿþòñÿ ïî ξ óáûâàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå âñÿêîé ñòåïåíè

ôóíêöèÿìè. Òîãäà âåëè÷èíà f̄(t, x), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (2.1.4), ìîæåò áûòü

íàéäåíà êàê

f̄(t, x) =
iF−1

ξ [∂µP̂ (t, 0, ξ)](t, x)

F−1
ξ [P̂ (t, 0, ξ)](t, x)

, t ≥ 0, x ∈ R. (2.3.1)

Çäåñü è íèæå ïîä F−1
µ è F−1

ξ ïîíèìàåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðå-

ìåííûì µ è ξ, ñîîòâåòñòâåííî, (·, ·)µ îçíà÷àåò äåéñòâèå îáîáùåííîé ôóíêöèè íà

îñíîâíóþ ïî ïåðåìåííîé µ. Ïîä (eiµf , 1)f ïîíèìàåòñÿ lim
L→∞

(eiµf , ωε(f) ∗ χ[−L,L])f ,

ãäå χΩ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Ω, à ωε(f) � ñòàíäàðòíàÿ ñãëà-

æèâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû ïîêàæåì íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Âû÷èñ-

ëèì çíàìåíàòåëü (2.1.4), ôîðìàëüíî âûïîëíèâ âûêëàäêè (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé):∫
R

P (t, f, x) df =

∫
R

F−1
µ [F−1

ξ [P̂ (t, µ, ξ)]] df =

= F−1
ξ [
(
F−1
f [1](µ), P̂ (t, µ, ξ)

)
µ
] =
√

2π F−1
ξ [
(
δ(µ), P̂ (t, µ, ξ)

)
µ
] =

=
√

2πF−1
ξ [P̂ (t, 0, ξ)].

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ÷èñëèòåëü:∫
R

fP (t, f, x) df =

∫
R

fF−1
µ [F−1

ξ [P̂ (t, µ, ξ)]] df =

= F−1
ξ [
(
F−1
f [f ](µ), P̂ (t, µ, ξ)

)
µ
] = −

√
2πi F−1

ξ [
(
δ′(µ), P̂ (t, µ, ξ)

)
µ
] =
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=
√

2πi F−1
ξ [
(
δ(µ), ∂µP̂ (t, µ, ξ)

)
µ
] = i
√

2πF−1
ξ [∂µP̂ (t, 0, ξ)].

Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû F ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè X â ìîìåíò

âðåìåíè t, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (2.1.5), òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåíà â òåðìèíàõ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P (t, f, x):

v̄(t, x) =
(F−1

ξ [∂µP̂ (t, 0, ξ)])2 − F−1
ξ [∂2

µP̂ (t, 0, ξ)]F−1
ξ [P̂ (t, 0, ξ)]

(F−1
ξ [P̂ (t, 0, ξ)])2

(t, x). (2.3.2)

Â ðàçäåëå 4 ãëàâû 3 ìû ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âî-

ëàòèëüíîñòü ôàêòîðà X ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòíîìó êîðíþ îò çíà÷åíèÿ ôàê-

òîðà. Òàêàÿ ìîäåëü îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé �àôèííîé� ìîäåëè [32], ïîýòîìó

óðàâíåíèå ÔÏÊ ÿâíî èíòåãðèðóåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Àôèííûå ìîäåëè ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå â ôèíàíñîâîé

ìàòåìàòèêå, òàê êàê ñ èõ ïîìîùüþ óäàåòñÿ ðåøàòü ìíîãèå çàäà÷è â àíàëèòè-

÷åñêîé ôîðìå. Â ÷àñòíîñòè, ê àôèííûì ìîäåëÿì îòíîñÿòñÿ ìîäåëè ïðîöåíò-

íûõ ñòàâîê Ìåðòîíà, Âàñè÷åêà è Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà (ñì., íàïðèìåð, [33],

[34], [35]).
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Ãëàâà 3

Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî

ïîðòôåëÿ â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò

âðåìåíè

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ â ãëàâå 1 îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ Áåëåöêîãî-

Ïëèñêè ñòðîèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïî âðåìåíè. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ

èíàÿ ñòðàòåãèÿ, ïðèìåíÿÿ êîòîðóþ èíâåñòîð ìîæåò óïðàâëÿòü ïîðòôåëåì èíâå-

ñòèðîâàíèÿ è ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä îò ïîðòôåëÿ â êàæäûé âûáðàííûé ìîìåíò

âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì ðûíîê àêòèâîâ (1.3.1), (1.3.2) è ïîðòôåëü èíâåñòèðîâàíèÿ (1.3.3),

îïðåäåëåííûå â ðàìêàõ ìîäåëè Áåëåöêîãî-Ïëèñêè. Îáîçíà÷èì lnV (t) = F (t).
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Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå Èòî, èç (1.3.3) ïîëó÷èì

dF (t) =

[
m∑
i=1

(hiAi −
1

2
h2
i

m+n∑
k=1

σ2
ik) +

m∑
i=1

hi

n∑
p=1

αipXp(t)

]
dt+

+
m∑
i=1

hi

m+n∑
k

σikdWk(t),

F (0) = lnV (0) = f.

(3.1.1)

Çàäàäèì ôóíêöèîíàë Q̄γ(t, x;h) àíàëîãè÷íûé ïåðâûì äâóì ÷ëåíàì ðàçëîæå-

íèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ìàëîìó ðèñêî÷óâñòâèòåëüíîìó ïàðàìåòðó θ ôóíêöèîíàëà

Qθ(t) â ìîäåëè Áåëåöêîãî-Ïëèñêè (1.4.1), à èìåííî

Q̄γ(t, x;h) = f̄(t, x;h)− γv̄(t, x;h), x = (x1, ..., xn), (3.1.2)

ãäå γ = θ
4 ≥ 0 � êîýôôèöèåíò ðèñêà, ïîäîáíûé ïàðàìåòðó θ â ìîäåëè Áåëåöêîãî-

Ïëèñêè, f̄(t, x;h) è v̄(t, x;h) � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è óñëîâíàÿ äèñ-

ïåðñèÿ âåëè÷èíû F (t) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ôàêòîðîâX1(t) = x1, ..., Xn(t) =

xn. Ìû ðåøàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

ïðè ôèêñèðîâàííîì t íàéòè max
h=(h1,...,hm)

Q̄γ(t, x;h), x = (x1, ..., xn), íàä

êëàññîì äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ h, çàäàííûõ â îïðåäå-

ëåíèè 1.3, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ôàêòîðîâ X1(t) = x1, ..., Xn(t) =

xn.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìû áóäåì íàçûâàòü ñòðàòåãèþ H̄γ îïòèìàëüíîé, åñëè íà

íåé ðåàëèçóåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà Q̄γ(t, x;h) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíè-

ÿõ ôàêòîðîâ X1(t) = x1, ..., Xn(t) = xn â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t.

Îòûñêàâ ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êëàññà óêàçàííûõ ñòðàòå-

ãèé, ìû íàéäåì ñòðàòåãèþ, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé äîõîä ïîðò-

ôåëÿ ñ ó÷åòîì ïîòåðü, âîçíèêàþùèõ èç-çà ñëó÷àéíîñòè, îïèñûâàåìîé äèñïåðñèåé.
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Ìåíÿÿ ïàðàìåòð γ, ìû ìîæåì ïðåóâåëè÷èâàòü èëè ïðåóìåíüøàòü ðîëü ñëó÷àéíî-

ñòè, ëèáî âîâñå åå íå ó÷èòûâàòü, âûáèðàÿ γ = 0. Ïðåäëîæåííóþ ìîäåëü ìîæíî

èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîïóñòèì, èíâåñòîð íàìåðåí âëîæèòü íà-

÷àëüíûé êàïèòàë â àêòèâû Si, i = 1, ...,m, ñòîèìîñòè êîòîðûõ çàâèñÿò îò ñîâîêóï-

íîñòè ðûíî÷íûõ ôàêòîðîâ Xj, j = 1, ..., n. Ñòîèìîñòè àêòèâîâ è çíà÷åíèÿ ôàêòî-

ðîâ èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè è ïîä÷èíåíû ÑÄÓ (1.3.1), (1.3.2). Çàäà÷à èíâåñòîðà

� ñîñòàâèòü îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü, ò. å. âûáðàòü äîëè êàïèòàëà, âêëàäûâàåìûå

â ðàçëè÷íûå àêòèâû, òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî óâåëè÷èòü ñâîé îæèäàåìûé äîõîä.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíâåñòîðó ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû ÿâíûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ â

ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Òåïåðü çàäà÷à èíâåñòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñîñòàâ-

ëåíèè îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ èíâåñòèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì èíôîðìàöèè î ôàêòîðàõ,

÷òî è îïèñûâàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ max
h=(h1,...,hm)

Q̄γ(t, x;h). Îòìåòèì, ÷òî èíâåñòîð

â ëþáîé ìîìåíò ìîæåò èçìåíèòü ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ, íàïðèìåð, åñëè åìó

ñòàíóò èçâåñòíû íîâûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü

áîëåå ãèáêàÿ è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ, à ïðè íåîáõîäèìîñòè è àêòóàëèçèðîâàòüñÿ íà

ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè èíâåñòèðîâàíèÿ. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòèðîâàíèÿ îò-

íîñèòñÿ ê òàêòè÷åñêèì (ñì., íàïðèìåð, [17]).

3.2 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïðèâåäåì àëãîðòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ýêñòðåìóìà äëÿ îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÑÄÓ (3.1.1), (1.3.2) ïðè n = 1, ïðè÷åì áóäåì îáîçíà÷àòü
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X1(t) = X(t):

dF (t) =

[
m∑
i=1

(hiAi −
1

2
h2
i

m+1∑
k=1

σ2
ik) +

m∑
i=1

hiαiX(t)

]
dt+

+
m∑
i=1

hi

m+1∑
k

σikdWk(t), F (0) = f,

(3.2.1)

dX(t) = (B + βX(t))dt+
m+1∑
k=1

λkdWk(t), X(0) = x. (3.2.2)

Àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí f̄(t, x) è v̄(t, x) äëÿ îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè

ïðèâåäåíû â ãëàâå 2. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ, ñäåëàííûå ïî ôîðìóëàì

(2.1.4), (2.1.5), (2.2.10), (2.2.11) èëè (2.3.1), (2.3.2), äàäóò íàì âåëå÷èíû f̄(t, x;h) è

v̄(t, x;h) â ÿâíîì âèäå. Òîãäà ìû ñìîæåì çàïèñàòü ôóíêöèþ Q̄γ(t, x;h) â ÿâíîì âè-

äå, ýòî áóäåò êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî h = (h1, ..., hm) (â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ

äàííîé ãëàâû äëÿ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ ìû âûïèøåì ôóíêöèþ â ÿâíîì âèäå). Äëÿ

îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Q̄γ(t, x, h) îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèÿ
m∑
i=1

hi − 1 = 0 ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ëàãðàíæà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L(h, ξ) = Q̄γ(t, x;h) + ξ(
m∑
i=1

hi − 1)

=
m∑

i,j=1

Kij(t, x)hihj +
m∑
i=1

(Ki(t, x) + ξ)hi +K0(t, x)− ξ,

ãäåKij, Ki, K0 � ôóíêöèè îò t, x è êîýôôèöèåíòîâ Ai, αi, B, β, σik, λk, i = 1, ...,m,

k = 1, ...,m+ 1.

Ñîñòàâèì ñèñòåìó èçm+1 óðàâíåíèé, ïðèðàâíÿâ ê íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
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ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(h, ξ) ïî hi, ξ:

∂L(h, ξ)

∂hi
=

m∑
j=1

(Kij(t, x) +Kji(t, x))hj +Ki(t, x) + ξ = 0,

∂L(h, ξ)

∂ξ
=

m∑
i=1

hi − 1 = 0.

Ýòî íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ h1, ..., hm,

ξ. Îòñþäà îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ h1, ..., hm, ξ ïðè óñëîâèè, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñè-

ñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ. Åñëè lim
|h|→∞

Q̄γ(t, x;h) = −∞ è Q̄γ(t, x;h) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ïî h ôóíêöèåé, òî óêàçàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà.

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Íàøè ðàññóæäåíèÿ îñòàíóòñÿ â ñèëå, åñëè ñ÷èòàòü γ >

−1

2
.

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Ìû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ñêàëÿðíîãî óðàâíå-

íèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(t), ïîñêîëüêó â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåííàÿ ñòðà-

òåãèÿ ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ. Îäíàêî ðåçóëüòà-

òû ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ñ

n êîìïîíåíòàìè � òîãäà âåëè÷èíû f̄(t, x) è v̄(t, x) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìå-

íè è n ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì áðîóíîâñêèé ïðîöåññ ìîæåò

èìåòü è êîððåëèðîâàííûå êîìïîíåíòû. Âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøå-

íèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÔÏÊ, ÷òî ìîæåò ñòàòü òðóäíîé çàäà÷åé. Â

÷àñòíîñòè, ìîãóò âîçíèêíóòü ïðîáëåìû ñ ñóùåñòâîâàíèåì è åäèíñòâåííîñòüþ

ðåøåíèÿ.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ïðåäëîæåííóþ ìîäåëü â ñëó÷àå ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòè-

âîâ, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ðûíî÷íîãî ôàêòîðà, è ïðèâåäåì ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è

ýêñòðåìóìà. Ïðè ýòîì ôàêòîð ìîäåëèðóåòñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè - â

47



êà÷åñòâå ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè (ïðîöåíòíîé ñòàâêè ñïîò èëè ìîäåëü Âàñè-

÷åêà) è íåëèíåéíîé ñòàâêè, êîãäà âîëàòèëüíîñòü åå ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòíîìó

êîðíþ îò çíà÷åíèÿ ñòàâêè (ìîäåëü Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà).

3.3 Ñëó÷àé ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè

3.3.1 Ïðèìåð ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòèâîâ

Ââåäåì îáîáùåííóþ çàïèñü âûðàæåíèé (3.2.1), (3.2.2):

dF = (A+ αX)dt+ (σ, dW ),

dX = (B + βX)dt+ (λ, dW ),

F (0) = f, X(0) = x,

(3.3.1)

ãäå

A =
m∑
i=1

(hiAi −
1

2
h2
i

m+1∑
k=1

σ2
ik), α =

m∑
i=1

hiαi, λ = (λ1, ..., λm+1),

σ = (
m∑
i=1

hiσi1, ...,
m∑
i=1

hiσi,m+1),

(3.3.2)

W = (W1(t), ...,Wm+1(t)) � (m+1)-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Íèæå âñþäó ìû

áóäåì ïîëîãàòü β < 0.

Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì ÑÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè âîëàòèëüíîñòÿìè, ïîýòîìó ñî-

ãëàñíî ãëàâå 2 óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ íàéäåì ñâåäåíèåì

çàäà÷è ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ÎÄÓ.

Óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P (t, f, x) âåëè÷èí

F è X òàêîâî:

∂P (t, f, x)

∂t
= −(A+ αx)

∂P (t, f, x)

∂f
− βP (t, f, x)− (B + βx)

∂P (t, f, x)

∂x

+
1

2
Σ1
∂2P (t, f, x)

∂f 2
+

1

2
Σ2
∂2P (t, f, x)

∂x2
+ Σ3

∂2P (t, f, x)

∂f∂x
,

(3.3.3)

48



ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

P (0, f, x) = δ(f − f0)g(x),

ãäå

Σ1 = σσT = (
m∑
i=1

hi

m+1∑
k=1

σik)
2, Σ2 = λλT =

m+1∑
k=1

λ2
k,

Σ3 = σλT =
m+1∑
k=1

λk

m∑
i=1

hiσik.

(3.3.4)

Ãàóññîâñêîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàêòîðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ

ôîðìóë áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàóññîâñêîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíûX, ïîýòîìó ïðèìåì g(x) =
e−

(x−x0)
2

2s2

√
2πs

, ãäå x0 ∈ R � êîíñòàíòà, ñîîòâåòñâóþ-

ùàÿ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ñëó÷àéíîé âåë÷èíû â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè, êîíñòàíòà

s2, s ∈ R+ � äèñïåðñèÿ. Âîçìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé s→ 0,

ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêòîðó â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíîìó x0. Òàêèì îáðà-

çîì,

P (0, f, x) = δ(f − f0)
e−

(x−x0)
2

2s2

√
2πs

. (3.3.5)

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè P (t, f, x) ïî ïåðåìåííîé f . Òîãäà

óðàâíåíèÿ (3.3.3), (3.3.5) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

∂P̂ (t, µ, x)

∂t
= −iµ(A+ αx)P̂ (t, µ, x)− (B + βx)

∂P̂ (t, µ, x)

∂x
− βP̂ (t, µ, x)−

−1

2
Σ1µ

2P̂ (t, µ, x) +
1

2
Σ2
∂2P̂ (t, µ, x)

∂x2
+ iµΣ3

∂P̂ (t, µ, x)

∂x
,

(3.3.6)

P̂ (0, µ, x) =
e−iµf0e−

(x−x0)
2

2s2

√
2πs

. (3.3.7)

49



Ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.6),(3.3.7) áóäåì èñêàòü â ôîðìå:

P̂ (t, µ, x) =
eγ1(t)+γ2(t)µ+γ3(t)x+γ4(t)µ2+γ5(t)xµ+γ6(t)x2

√
2πs

. (3.3.8)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (3.3.8) â óðàâíåíèÿ (3.3.6), (3.3.7), çàòåì, ïðèðàâíÿâ êî-

ýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ µ è x, ïîëó÷èì ñèñòåìó ÎÄÓ äëÿ γj(t),

j = 1, ..., 6:

∂γ1(t)

∂t
= Σ2γ6(t) + 1

2Σ2γ
2
3(t)− β −Bγ3(t),

∂γ2(t)

∂t
= Σ2γ3(t)γ5(t)−Bγ5(t)− iA+ iΣ3γ3(t),

∂γ3(t)

∂t
= 2Σ2γ3(t)γ6(t)− 2Bγ6(t)− βγ3(t),

∂γ4(t)

∂t
= −1

2Σ1 + iΣ3γ5(t) + 1
2Σ2γ

2
5(t),

∂γ5(t)

∂t
= 2iΣ3γ6(t)− iα + 2Σ2γ5(t)γ6(t)− βγ5(t),

∂γ6(t)

∂t
= −2βγ6(t) + 2Σ2γ

2
6(t),

(3.3.9)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

γ1(0) = − x20
2s2 , γ2(0) = −if0, γ3(0) = x0

s2 ,

γ4(0) = 0, γ5(0) = 0, γ6(0) = − 1
2s2 .

(3.3.10)

Ðåøèâ çàäà÷ó (3.3.9), (3.3.10), ïîëó÷èì γj(t), j = 1, ..., 6, â ÿâíîì âèäå:
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γ1(t) = −
2B2 + βΣ2 ln

(
2βs2

−Σ2+2e2βtβs2+e2βtΣ2

)
2β(−Σ2 + 2e2βtβs2 + e2βtΣ2)

+

+
(Σ2 + 2βs2) ln

(
−Σ2+2e2βtβs2+e2βtΣ2

2βs2

)
e2βt

2(−Σ2 + 2e2βtβs2 + e2βtΣ2)
+

+
2B(B + x0β)eβt + (B + x0β)2e2βt

β(−Σ2 + 2e2βtβs2 + e2βtΣ2)
,

γ2(t) = −if0 − i
(2Bα + x0βα + βBαt− β2At)Σ2 − 2BΣ3β

(2βs2 + Σ2)β2e2βt − Σ2β2
−

−ie
βt((−4Bα− 2x0βα)Σ2 + (4Bβ + 2β2x0)Σ3 − 2s2βBα)

(2βs2 + Σ2)β2e2βt − Σ2β2
−

−ie
2βt((Bα(2− βt) + β2At+ x0βα)Σ2 − 2β(B + βx0)Σ3)

(2βs2 + Σ2)β2e2βt − Σ2β2
−

−ie
2βt(−2Bβ2s2αt+ 2s2βBα + 2s2β3At)

(2βs2 + Σ2)β2e2βt − Σ2β2
,

γ3(t) =
2(−B + eβtx0β + eβtB)

−Σ2 + 2e2βtβs2 + e2βtΣ2
,

γ4(t) =
Σ1t

2
+
−2(Σ2α− Σ3β)2 + Σ2αβ(2Σ3βt− αs2 − Σ2αt)

(2βs2 + Σ2)β3e2βt − Σ2β3
+

+
4eβt(Σ2α− Σ3β)(Σ2α− Σ3β + αβs2)

(2βs2 + Σ2)β3e2βt − Σ2β3
+

+
e2βt

(
(2s2β2t+ (Σ2t− 3s2)β − 2Σ2)Σ2α

2
)

(2βs2 + Σ2)β3e2βt − Σ2β3
+

+
e2βt2

(
(−2s2β2t+ (2s2 − Σ2t)β + 2Σ2)Σ3α− 2Σ2

3β
)

(2βs2 + Σ2)β2e2βt − Σ2β2
,

γ5(t) =
2i(αβs2 + αΣ2 − Σ3β)eβt − iα(Σ2 + 2βs2)e2βt − 2Σ3β + αΣ2

((2βs2 + Σ2)e2βt − Σ2)β
,

γ6(t) = − β

−Σ2 + 2e2βtβs2 + e2βtΣ2
.

(3.3.11)

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ γj(t), j = 1, ..., 6, â (3.3.8) è íàéäåì P̂ (t, µ, x)

â ÿâíîì âèäå. Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå ãðîìîçäêîå, ìû âûïèñàëè åãî â ïðèëîæåíèè

(A.0.1). Äàëåå âûïîëíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

P (t, f, x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

P̂ (t, µ, x)eifµdµ
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è íàéäåì ôóíêöèþ P (t, f, x)

P (t, f, x) =
β2eC1(t,f,x)

√
πsC2(t)

,

ãäå

C2(t) =
(

2β4Σ1ts
2 + (8Σ3αts

2 + Σ1tΣ2)β
3+

+(−4s2Σ2α
2t+ 4Σ2

3 − 8s2αΣ3 + 4αΣ3tΣ2)β
2+

+(−8αΣ2Σ3 − 2α2Σ2
2t+ 6α2s2Σ2)β + 4α2Σ2

2

)
e2βt+

+
(

(−8Σ2
3 + 8s2αΣ3)β

2 + (16αΣ2Σ3 − 8α2s2Σ2)β − 8α2Σ22
)
eβt−

−Σ1tΣ2β
3 + (−4αΣ3tΣ2 + 4Σ2

3)β
2+

+(2α2Σ2
2t− 8αΣ2Σ3 + 2α2s2Σ2)β + 4α2Σ2

2,

C1(t, f, x) � ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ t, f, x è ïàðàìåòðîâ f0, x0, s, A, α, B, β,

Σ1, Σ2, Σ3. Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííîå â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèå P (t, f, x) ãðîìîçäêîå,

ìû ïðèâîäèì åãî â ïðèëîæåíèè (A.0.2). Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîêðàòíîå èíòåãðèðîâà-

íèå ïî ÷àñòÿì â ýòîé ôîðìóëå áûëî âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî ïàêåòà

Maple.

Äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

U :=
([
− 4α2Σ2

2 − 4Σ2
3β

2 + 8s2αΣ3β
2 − 6α2s2Σ2β + 8αΣ2Σ3β+

+(Σ2 + 2βs2)(2α2Σ2 − 4αβΣ3 − β2Σ1)βt
]
e2βt+

+8
[
(Σ3β − Σ2α)2 − s2αβ(Σ3β − Σ2α)

]
eβt+

+(Σ1β
2 − 2α2Σ2 + 4αΣ3β)Σ2βt− 4Σ2

3β
2 − 4(Σ3β − Σ2α)2−

−2α2s2Σ2β
)(

(2βs2 + Σ2)e
2βt − Σ2

)−1

> 0.

(3.3.12)

Ïîñêîëüêó U ′t|t=0 = −Σ1β
3 > 0, òî ∃ t∗ > 0, òàêîå ÷òî ïðè ∀t ∈ (0, t∗) ýòî óñëîâèå

çàâåäîìî âûïîëíåíî. Îäíàêî, lim
t→∞

U ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì çíàê åå ðàâåí

(−Σ1β
3 − 4αΣ3β

2 + 2Σ2α
2β), è â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü êàê
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ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ óñëîâèå

(3.3.12) ìîæåò áûòü íå âûïîëíåííûì.

Îáîçíà÷èì

Us∞ := lim
s→∞

U =

= 4αΣ3β − 3Σ2α
2 + (2βΣ2α

2 − Σ1β
3 − 4β2Σ3α)t+

+(−4αΣ3β + 4Σ2α
2)e−βt − α2Σ2e

−2βt,

Us0 := lim
s→0

U =

=
−4Σ2

3β
2 + 8Σ2αβΣ3 − 4α2Σ2

2

(e2βt − 1)Σ2
+

(Σ1Σ2β
3 + 4αΣ3Σ2β

2 − 2α2Σ2
2β)t

(e2βt − 1)Σ2
+

−4(Σ2
3β

2 − 2Σ2αβΣ3 + α2Σ2
2)e

2βt

(e2βt − 1)Σ2
+

(2α2Σ2β − Σ1β
3 − 4αΣ3β

2)e2βtt

(e2βt − 1)
+

+
(8Σ2

3β
2 − 16Σ2αβΣ3 + 8α2Σ2

2)e
βt

(−1 + e2βt)Σ2
.

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïðè s→∞ óñëîâèå (3.3.12) çàâåäîìî íå âûïîëíåíî ïðè áîëü-

øèõ t, òàê êàê lim
t→∞

Us∞ = −∞. Äëÿ ñëó÷àÿ s → 0 èìååì lim
t→∞

Us0 òàêîé æå, êàê è

ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì s, òî åñòü óñëîâèå (3.3.12) çàâåäîìî íå âûïîë-

íèìî ïðè âñåõ t > 0, åñëè −Σ1β
3 − 4β2Σ3α + 2α2Σ2β < 0.

Äàëåå ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå P (t, f, x) (âûïèñàííîå â ïðèëîæåíèè

(A.0.2)) â (2.1.4),(2.1.5), ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèÿ è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì

èñêîìûå çíà÷åíèÿ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè:
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f̄(t, x) = −
([

(2β2xα + 2Bαβ)eβt+

+(−2β2xα + (−2At− 2f0)β
3 + 2β2Bαt− 2Bαβ)e2βt

]
s2+

+2
[
(Σ2α− Σ3β)βx− β2x0Σ3 + (Σ2x0α− 2BΣ3)β + 2Σ2Bα

]
eβt+[

− βxαΣ2 + (2x0Σ3 − AtΣ2 − f0Σ2)β
2+

+((BtΣ2 − Σ2x0)α + 2BΣ3)β − 2Σ2Bα
]
e2βt+

+(−Σ2βα + 2Σ3β
2)x+ (AtΣ2 + f0Σ2)β

2+

+((−Σ2x0 −BtΣ2)α + 2BΣ3)β − 2Σ2Bα
)
×

×
(
β2(−Σ2 + 2e2βtβs2 + e2βtΣ2)

)−1

,

(3.3.13)

v̄(t, x) =
([

8(β2Σ3α− Σ2α
2β)eβt + 2Σ2α

2β+

+(2Σ1tβ
4 + 8Σ3β

3αt− 4(2Σ3α + Σ2α
2t)β2 + 6Σ2α

2β)e2βt
]
s2+

+8
[
2Σ2αΣ3β − Σ2

2α
2 − Σ2

3β
2
]
eβt +

[
4(Σ3αtΣ2 + Σ2

3)β
2−

−2(4αΣ3Σ2 + Σ2
2α

2t)β + 4Σ2
2α

2 + Σ1tβ
3Σ2

]
e2βt+

−4(Σ3αtΣ2 − Σ2
3)β

2 − 2(4αΣ3Σ2 − Σ2
2α

2t)β+

+4Σ2
2α

2 − Σ1tβ
3Σ2

)(
β3(−Σ2 + 2e2βtβs2 + e2βtΣ2)

)−1

.

(3.3.14)

Èç (3.3.13), (3.3.14), (3.3.2), (3.3.4) ïîëó÷èì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ Q̄γ(t, x;h).

Ìû ðàññìîòðèì ïðåäëîæåííóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ íà ïðèìåðå ïîðòôåëÿ

èç äâóõ àêòèâîâ, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ðûíî÷íîãî ôàêòîðà, ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé

ñòàâêè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ óäîáíî çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì: (h1, h2) = (h, 1−h), òî åñòü êàïèòàë ïîðòôåëÿ V = hS1 +(1−h)S2. Òîãäà

èç (3.3.13), (3.3.14), (3.3.2) è (3.3.4), ãäå m = 2, h1 = h, h2 = 1− h, ïîëó÷èì:

Q̄γ(t, x;h) = K2h
2 +K1h+K0, (3.3.15)
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ãäå

K2 =
(

8
[
(βΣ2s

2 + Σ2
2)(α1 − α2)

2 − (β2s2 + 2βΣ2)S2(α1 − α2) + S2
2β

2
]
γeβt+

+
[
((−4 + 2βt)Σ2

2 + (−6β + 4β2t)s2Σ2)(α1 − α2)
2 − β3t(Σ2 + 2βs2)S3+

+4
(
(2− βt)βΣ2 + 2(1− βt)β2s2

)
S2(α1 − α2)− 4S2

2β
2
]
γe2βt+

+
[
β3t(Σ2 + 2βs2)S1

]
e2βt +

[
− 2((2 + βt)Σ2

2 + βΣ2s
2)(α1 − α2)

2+

+4(β2t+ 2β)S2Σ2(α1 − α2)− 4S2
2β

2 + β3tS3Σ2

]
γ − β3tS1Σ2

)
×

×
(
β3(2e2βtβs2 + (−1 + e2βt)Σ2)

)−1

,

(3.3.16)

K1 =
(
− 8β2(1− eβt)2γS5S2 +

[
− 8βα2(2Σ2 + βs2)eβt+

+
(
4βα2(2− βt)Σ2 + 8β2α2(1− βt)s2

)
e2βt + 4βα2(2 + βt)Σ2

]
γS2+

+
[
2((x0 + x)β + 2B)β2eβt − 2(βx0 +B)β2e2βt − 2β2(βx+B)

]
S2+

+
[
(2β4s2t+ β3tΣ2)e

2βt − β3tΣ2

]
S4 +

[
− 8(βs2 + 2Σ2)βe

βt+

+(4β(−βt+ 2)Σ2 + 8β2(1− βt)s2)e2βt + 4(βt+ 2)βΣ2

]
(α1 − α2)γS5+

+
[
(−2β3tΣ2 − 4β4s2t)e2βt + 2β3tΣ2

]
γS6 + 4α2Σ2

[
4(Σ2 + βs2)eβt+

+((βt− 2)Σ2 + β(2βt− 3)s2)e2βt − Σ2(2 + βt)− βs2
]
(α1 − α2)γ−

−2
(
(β(x+ x0) + 2B)βΣ2 + (βx+B)β2s2

)
(α1 − α2)e

βt+

+
(
(2B −Bβt+ (x+ x0)β)βΣ2 + 2(B −Bβt+ βx)β2s2

)
(α1 − α2)e

2βt+

+(Bβt+ (x+ x0)β + 2B)βΣ2(α1 − α2) + (A1 − A2)(Σ2(e
2βt − 1) + 2βs2)

)
×

×
(
β3((Σ2(e

2βt − 1) + 2βs2)
)−1

,

(3.3.17)
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K0 =
(

2Σ2Bα2 + (−2S5B + α2Σ2(x0 + x+Bt))β+

+(−2S5x0 + Σ2(f0 − t
2S4 + A2t

2 ) + 2s2α2(x−Bt))β2e2βt−

−2(α2Σ2(x0 + x) +Bα2s
2 − 2BS5)βe

βt+

+2(S5(x0 + x)− s2xα2)β
2eβt + 2s2(f0 + A2t

2 −
t
2S4)e

2βtβ3+

+(Σ2(
t
2

∑3
k=1 σ

2
2k −

A2t
2 − f0)− 2xS5)β

2+

+(α2Σ2(−Bt+ x0 + x) + 2Bα2s
2 − 2BS5)e

2βtβ+

+2Bα2Σ2(e
2βt − eβt)

)(
(2e2βtβs2 + Σ2(e

2βt − 1))β2
)−1

,

(3.3.18)

S1 = −1
2

∑3
i=1 σ

2
1i + σ2

2i, S2 =
∑3

i=1(σ1i − σ2i)λi, S3 =
∑3

i=1(σ1i − σ2i)
2,

S4 =
∑3

i=1 σ
2
2i, S5 =

∑3
i=1 σ2iλi, S6 =

∑3
i=1 σ2i(σ1i − σ2i).

Ïîñêîëüêó K2 = 0 ïðè t = 0 è ∂K2

∂t |t=0 = −γ
∑3

i=1(σ1i−σ2i)
2− 1

2

∑3
i=1(σ

2
1i+σ

2
2i) < 0,

òî ∃ t∗ > 0, òàêîå ÷òî ïðè ∀t ∈ (0, t∗) åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà H̄γ =

−K1

2K2
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì Q̄γ(t, x;h) ïî h. Ýòà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ (0, t∗) èíâåñòîð, çíàÿ

çíà÷åíèå ïðîöåíòíîé ñòàâêè, ìîæåò ìàêñèìîçèðîâàòü äîõîä îò èíâåñòèöèé, ïðè-

ìåíèâ ïðåäëîæåííóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì: âëîæèòü äîëþ êàïèòàëà,

ðàâíóþ H̄γ, â ïåðâûé àêòèâ è îñòàòîê êàïèòàëà (1− H̄γ) � âî âòîðîé.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè s → 0 è s → ∞ âûðàæåíèå Q̄γ(t, x;h) ñóùåñòâåííî

óïðîùàåòñÿ:

lim
s→∞

Q̄γ(t, x;h) = f0 + tA− γtΣ1 −
(3 + e−2βt − 2βt− 4e−βt)Σ2γα

2

β3
−

−4(βt− 1 + e−βt)γΣ3α

β2
− ((βx+B)(e−βt − 1) + βBt)α

β2
,
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lim
s→0

Q̄γ(t, x;h) = At+ f0 − γtΣ1 +
(2(βt− 2)eβt + βt+ 2)Σ2γα

2

β3(eβt + 1)
−

−4
((βt− 2)eβt + βt+ 2)Σ3γα

β2(eβt + 1)
+

+
(((−Bt+ x0 + x)β + 2B)eβt − (x0 +Bt+ x)β − 2B)α

β2(eβt + 1)
−

+
4(1− eβt)γΣ2

3

β(eβt + 1)Σ2
+

2(−(B + βx0)e
βt + βx+B)Σ3

β(eβt + 1)Σ2
,

ãäå A,α è Σ1,Σ2,Σ3 çàäàíû â (3.3.2) è (3.3.4) ñîîòâåòñòâåííî. Â ïðåäåëüíûõ ñëó-

÷àÿõ òàêæå ìîæíî âûïèñàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ H̄γ â ÿâíîì âèäå.

Ðàâíîìåðíîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàêòîðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X

ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−L,L], òî åñòü g(x) = 1
2Lχ[−L,L](x). Òîãäà

P (0, f, x) =
δ(f − f0)χ[−L,L](x)

2L
=
δ(f − f0)

2L
, x ∈ [−L,L]. (3.3.19)

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè P (t, f, x) ïî ïåðåìåííîé f , è òîãäà

óðàâíåíèå (3.3.19) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

P̂ (0, µ, x) =
e−iµf0

2L
√

2π
, x ∈ [−L,L]. (3.3.20)

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.3), (3.3.20) áóäåì èñêàòü â ôîðìå:

P̂ (t, µ, x) =
eγ1(t)+γ2(t)µ+γ3(t)x+γ4(t)µ2+γ5(t)xµ+γ6(t)x2

2L
√

2π
. (3.3.21)

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó, ïðèâåäåííîìó â ãëàâå 2, ñâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû ÎÄÓ (3.3.9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè γ1(0) = 0, γ2(0) = −if0, γ3(0) =

0, γ4(0) = 0, γ5(0) = 0, γ6(0) = 0. Íàéäåì γj(t), j = 1, ..., 6, â ÿâíîì âèäå:

γ1(t) = −βt, γ2(t) =
αBit

β
+
αBie−βt

β2
− αBi

β2
− Ati− f0i, γ3(t) = 0,

γ4(t) = (−4Σ2α
2+4αΣ3β)

4β3exp(−βt) + α2Σ2exp(−2βt)
4β3 + (4αtΣ3β

2−2Σ1tβ
3+3Σ2α

2−2α2tΣ2β−4αΣ3β)
4β3 ,
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γ5(t) =
αi

β
(e−βt − 1), γ6(t) = 0.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (3.3.21) è íàéäåì P̂ (t, µ, x) â ÿâíîì âèäå (ñì.

ïðèëîæåíèå (A.0.3)). Äàëåå âûïîëíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è íàéäåì

ôóíêöèþ P (t, f, x) (ñì. ïðèëîæåíèå (A.0.4)).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè âû÷èñëåíèé ïðè t > 0 íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíè-

òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ, à èìåííî

− 1
4β3

(
α2Σ2e

−2βt − 4(α2Σ2 − αβΣ3)e
−βt−

−2β3Σ1t− α2Σ2(2βt− 3)− 4αβΣ3(1− βt)
)
> 0,

(3.3.22)

(
(2β3Σ1 − 4αβ2Σ3 + 2α2βΣ2)t+ 4αΣ3β−

−3α2Σ2

)
e2βt + (−4αβΣ3 + 4α2Σ2)e

βt − α2Σ2 ≥ 0.
(3.3.23)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.3.22) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ ñîîòíîøåíèÿõ ïà-

ðàìåòðîâ, à äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (3.3.23) òðåáîâàíèå β < 0 ñóùåñòâåííî.

À èìåííî ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.3.22) êàê ôóíêöèþ φ(t). Ëåãêî

âû÷èñëèòü, ÷òî φ(0) = 0, φ ′(0) > 0. Äàëåå, ïðåäñòàâèì φ ′(t) êàê êâàäðàòè÷íóþ

ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî z = e−βt. Êîýôôèöèåíò ïðè z2 ïîëîæèòåëåí, à äèñêðèìè-

íàíò D = 4(Σ2
3 − Σ1Σ2)α

2β2 ≤ 0 (ãäå Σi, i = 1, ..., 3, îïðåäåëåíû â (3.3.4)).Òàêèì

îáðàçîì, φ ′(t) ≥ 0, t > 0 è (3.3.22) âûïîëíåíî.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.3.23) êàê ôóíêöèþ ψ(t). Çäåñü

ψ(0) = 0, ψ ′(0) > 0 ïðè β < 0, ïðè áîëüøèõ t ôóíêöèÿ ψ(t) ïîëîæèòåëüíà. Îäíà-

êî ñëåäóåò ïîêàçàòü, ÷òî â âîçìîæíûõ òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèÿ ψ(t)

íåîòðèöàòåëüíà. Ðàññìàòðèì ïðîèçâîäíóþ ψ′(t) êàê ôóíêöèþ îò z = eβt è îáîçíà-

÷èì ÷åðåç z0(t) òî÷êó, ãäå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Óðàâíåíèå e
βt = z0(t)

ìîæåò íå èìåòü êîðíåé ïðè ïîëîæèòåëüíûõ t, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå òî÷åê ýêñ-

òðåìóìà ó ψ(t). Åñëè æå ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîðíè, ïîäñòàâèì â
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âûðàæåíèå äëÿ ψ(t) âìåñòî eβt ôóíêöèþ z0(t). Ïîëó÷èì äðîáü, çíàìåíàòåëü êîòî-

ðîé íåîòðèöàòåëåí, à ÷èñëèòåëü � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî t ñ ïîëîæèòåëüíûì

êîýôôèöèåíòîì ïðè t2 è äèñêðèìèíàíòîì D = (Σ2
3−Σ2Σ1)(Σ2α−Σ3β)2 ≤ 0 (ãäå

Σi, i = 1, ..., 3, îïðåäåëåíû â (3.3.4)). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.3.23) âûïîëíåíî.

Äàëåå ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå P (t, f, x) (âûïèñàííîå â ïðèëîæåíèè

(A.0.4)) â (2.2.10), (2.2.11), ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèÿ è ïîëó÷èì èñêîìûå çíà-

÷åíèÿ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè:

f̄(t, x) = −(βx+B)αe−βt

β2
− (Bα− Aβ)t

β
+

(βx+B)α

β2
+ f0, (3.3.24)

v̄(t, x) = −(−4Σ2α
2 + 4αΣ3β)e−βt

2β3
− Σ2α

2e−2βt

2β3
−

−(4αβ2tΣ3 − 2Σ1tβ
3 + 3Σ2α

2 − 2α2βtΣ2 − 4αΣ3β)

2β3
,

(3.3.25)

ãäå A,α,Σ1,Σ2,Σ3 çàäàíû â (3.3.2), (3.3.4).

Òîãäà â ñëó÷àå ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòèâîâ, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ôàêòîðà, ïî-

ëó÷èì

Qγ(t, x;h) = K2h
2 +K1h+K0,

ãäå h � äîëÿ êàïèòàëà, èíâåñòèðîâàííàÿ â ïåðâûé àêòèâ, ñîîòâåòñòâåííî (1−h) �

âî âòîðîé àêòèâ, âûðàæåíèÿ K2, K1, K0 âûïèñàíû â ïðèëîæåíèè (A.0.5),(A.0.6),

(A.0.7). Ïîñêîëüêó ñòàðøèé êîýôôèöèåíòK2 = −1
2

∑3
i=1(σ

2
1i+σ

2
2i)−γv̄(t, x;h) < 0,

òî îïòèìàëüíàÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1 ñòðàòåãèÿ Hγ = − K1

2K2
. Â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå ìû âûïèøåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ â ÿâíîì âèäå äëÿ îäíîãî êëàññè÷å-

ñêîãî ïðèìåðà ïîðòôåëÿ, êîãäà îäèí èç àêòèâîâ � áàíêîâñêèé ñ÷åò.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè s → ∞

óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå f̄gauss(t, x) ñîâïàäàåò ñ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷å-
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ñêèì îæèäàåì f̄(t, x) ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî äèñïåðñèÿ v̄gauss(t, x)

îòëè÷àåòñÿ îò v̄(t, x). À èìåííî,

v̄gauss(t, x) = (−4α2Σ2+4βαΣ3)e−βt

β3 + α2Σ2e
−2βt

β3 + −4βαΣ3+β3Σ1t+4β2Σ3αt−2βα2Σ2t+3α2Σ2

β3 .

Èçó÷èì ðàçíèöó v̄gauss(t, x) − v̄(t, x). Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî

âðåìåíè ïðè t = 0 ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè t = 0 ðàâíà 6αΣ3.

Ýòî ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ α è Σ3 (â ÷àñòíîñòè, ïðè

ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ) ðàçíèöà v̄gauss(t, x)− v̄(t, x) íåâåëèêà ïî êðàéíåé

ìåðå äëÿ ìàëûõ t. Ðèñ.3.1, 3.2 ïîêàçûâàþò ðàçíèöó ìåæäó çíà÷åíèÿìè äèñïåðñèé

ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè è îäèíàêîâûõ ïðî÷èõ ïàðàìåòðàõ α = 0.1, β =

−1, B = 1, A = .1,Σ1 = 1,Σ2 = 1,Σ3 = 1.

Ðèñ. 3.1: ðàçíèöà ïîâåäåíèÿ äèñïåðñèé äëÿ ïðåäåëüíîãî ãàóññîâñêîãî è ðàâíîìåðíîãî íà÷àëü-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé ôàêòîðîâ, t = 4; îòðèöàòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå ñâÿçàíà ñ

íåâûïîëíåíèåì óñëîâèÿ (3.3.12).
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Ðèñ. 3.2: ðàçíèöà ïîâåäåíèÿ äèñïåðñèé äëÿ ïðåäåëüíîãî ãàóññîâñêîãî è ðàâíîìåðíîãî íà÷àëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé ôàêòîðîâ, t = 0.25.

3.3.2 Ñðàâíåíèå ñî ñòðàòåãèåé Áåëåöêîãî-Ïëèñêè

Ò.Ð. Áåëèöêèé è Ñ.Ð. Ïëèñêà âñþäó â ñâîèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþò ïðåäëî-

æåííóþ èìè ñòðàòåãèþ íà îäíîì êëàññè÷åñêîì ïðèìåðå ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòè-

âîâ, êîãäà îäèí èç àêòèâîâ � áàíêîâñêèé ñ÷åò, à ôàêòîð � ëèíåéíàÿ ïðîöåíòíàÿ

ñòàâêà. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ ñâîåé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè Hθ è ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ρ(θ) èññëåäîâàòåëè ïðèâîäÿò äëÿ ýòîãî ïðèìåðà (íàïîì-

íèì, ÷òî ìû âûïèñàëè ýòè ôîðìóëû â ãëàâå 1. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäëîæåííîé íàìè

ñòðàòåãèè ñî ñòðàòåãèåé Áåëåöêîãî-Ïëèñêè, ìû òàêæå ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé

ïðèìåð.

Èòàê, ïóñòü ïîðòôåëü ñîñòîèò èç äâóõ àêòèâîâ, ðèñêîâîãî àêòèâà (íàïðèìåð,

ýòî ìîæåò áûòü áèðæåâîé èíäåêñ), è áàíêîâñêîãî ñ÷åòà. Äîõîäíîñòè àêòèâîâ îïè-

ñûâàþòñÿ ÑÄÓ:

dS1(t)

S1(t)
= (A1 + α1R(t))dt+ σ1dW1(t), S1(0) = s > 0,

61



dS2(t)

S2(t)
= R(t)dt, S2(0) = 1,

ãäå ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà R â ñâîþ î÷åðåäü òîæå îïèñûâàåòñÿ ÑÄÓ

dR(t) = (B + βR(t))dt+ λdW2(t), R(0) = r,

(ìîäåëü ïðîöåíòíîé ñòàâêè Âàñè÷åêà). Çäåñü A1, α1, B, β, σ1, λ � çàäàííûå êîí-

ñòàíòû, ïðè÷åì B > 0, β < 0, à W1,W2 � äâà íåçàâèñèìûõ áðîóíîâñêèõ äâèæå-

íèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíâåñòîð ìîæåò çàíÿòü äëèííóþ èëè êîðîòêóþ ïîçèöèþ

ïî îòíîøåíèþ ê áèðæåâîìó èíäåêñó, à òàêæå çàíèìàòü èëè îäàëæèâàòü äåíüãè ñ

íåïðåðûâíûì ïðîöåíòíûì íà÷èñëåíèåì ïî äåéñòâóþùåé ñòàâêå.

Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ êàïèòàëà èíâåñòîðà â ìîìåíò âðåìåíè t:

dV (t)

V (t)
= [h1A1 + (h1α1 + h2)R(t)] dt+ h1σ1dW1(t), V (t) = v > 0.

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ïîðòôåëü èç äâóõ àêòèâîâ, òî ñòðàòåãèþ èíâå-

ñòèðîâàíèÿ óäîáíî îïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: h1 = h � äîëÿ êàïèòàëà, èí-

âåñòèðîâàííàÿ â áèðæåâîé èíäåêñ, è ñîîòâåòñòâåííî h2 = 1− h � äîëÿ êàïèòàëà,

ðàçìåùåííàÿ íà áàíêîâñêîì ñ÷åòå.

Ïóñòü lnV (t) = F (t). Òîãäà

dF (t) =

[
hA1 −

h2σ2
1

2
+ (hα1 + 1− h)R(t)

]
dt+ hσ1dW1(t),

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî-

öåíòíîé ñòàâêè R. Ôîðìóëû (3.3.24), (3.3.25) â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èìåþò âèä

f̄(t, r) = M2h
2(t) +M1h(t) +M0, v̄(t, r) = L2h

2(t) + L1h(t) + L0, (3.3.26)
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ãäå

M2 = −σ
2
1t

2
, M1 =

(α1 − 1)(βr +B)(1− e−βt)
β2

− (B(α1 − 1)− βA1)t

β
,

M0 =
(βr +B)(1− e−βt)

β2
− Bt

β
+ f0, L2 = − λ2

2β3
(α1 − 1)2φ(t) + σ2

1t,

L1 = −λ
2

β3
(α1 − 1)φ(t), L0 = − λ2

2β3
φ(t), φ(t) = (e−2βt − 4e−βt − 2βt+ 3).

Òîãäà

Q̄γ(t, r;h) = (M2 − γL2)h
2(t) + (M1 − γL1)h(t) +M0 − γL0, (3.3.27)

Ïîñêîëüêó L2(0) = 0, ∂L2(t)
∂t =

λ2(α1 − 1)2(e−βt − 1)2

β2
+ σ2

1 > 0, òî ñòàðøèé êîýô-

ôèöèåíò êâàäðàòè÷íîé ïî h ôóíêöèè Q̄γ(t, r) îòðèöàòåëåí, è åå ìàêñèìóì äîñòè-

ãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå ýêñòðåìóìà

H̄γ =
M1 − γL1

σ2
1t+ 2γL2

. (3.3.28)

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè èíâåñòîð, çíàÿ äîïîëíè-

òåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ôàêòîðå (à èìåííî çíà÷åíèå ïðîöåíòíîé ñòàâêè â çàäàí-

íûé ìîìåíò âðåìåíè), ìîæåò ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä îò èíâåñòèöèé, ïðèìåíèâ

îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ: âëîæèòü äîëþ êàïèòàëà, ðàâíóþ H̄γ, â

ðèñêîâàííûé àêòèâ è ðàçìåñòèâ îñòàòîê êàïèòàëà 1− H̄γ íà áàíêîâñêîì ñ÷åòå.

Èç (3.3.26) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t→∞ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå f̄(t, r)

ðàñòåò êàê e−βt, à óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ v̄(t, r) � êàê e−2βt (íàïîìíèì, ÷òî β < 0).

Ââîäÿ êîýôôèöèåíò ðèñêà, ìû óìåíüøàåì âëèÿíèå ñëó÷àéíîñòè, îïèñûâàåìîé

äèñïåðñèåé, íà îæèäàåìûé ñðåäíèé äîõîä ïîðòôåëÿ.

Íà ðèñ.3.3 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü f̄(t, r; H̄γ) îò v̄(t, r; H̄γ) â ðàçëè÷íûå ìîìåí-

òû âðåìåíè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ðèñêà γ è çàäàííûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè A1 = 0.15, α1 = −1, σ1 = 0.2, B = 0.05, β = −1, λ = 0.02, r =
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0.01, f0 = 1 (÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âûáðàíû ñîãëàñíî ïðèìåðó,

ïðèâåäåííîìó â [12]).

Ðèñ. 3.3: çàâèñèìîñòü f̄(t, r; H̄γ) îò v̄(t, r; H̄γ) â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè èçìåíåíèè

ïàðàìåòðà ðèñêà γ.

Âûïîëíèì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ íàøåé ñòðàòåãèè ñî ñòðàòåãèåé Áåëåöêîãî-

Ïëèñêè ïî óñëîâíîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè

ôàêòîðà. Ïîäñòàâèì (3.3.28) è (1.4.7) â ôîðìóëó (3.3.26) äëÿ f̄(t, r) è ñðàâíèì

ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3.3.1. Ïðè γ = 0, θ = 0, äëÿ ∀t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

(f̄(t, r; H̄γ)− f̄(t, r;Hθ))|γ=0,θ=0 =
(α1 − 1)2(r + B

β )2t(e
−βt−1
tβ + 1)2

2σ2
1

> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3.3.2. ∃ t∗ > 0 òàêîå, ÷òî ∀t ∈ (0, t∗) âåðíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ

(a) åñëè α1 6= 1 è ôàêòîð ïîä÷èíåí óñëîâèþ

(r +
B

β
)(r +

A1

(α1 − 1)
) > 0, (3.3.29)

òî ∃ γ∗ > 0 òàêîå, ÷òî ∀γ ∈ (0, γ∗) ðàçíèöà f̄(t, r; H̄γ)− f̄(t, r;Hθ) > 0;

(b) åñëè α1 = 1 è A1 > 0, òî ðàçíèöà f̄(t, r; H̄γ) − f̄(t, r;Hθ) > 0 ïðè ëþáûõ

γ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçíîñòü f̄(t, r; H̄γ) − f̄(t, r;Hθ) êàê

ôóíêöèþ îò t ïðè ïðî÷èõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Îáîçíà÷èì ýòó

ðàçíèöó ÷åðåç q(t) (ñì. ïðèëîæåíèå A.0.8). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî q′(0) = 0

è

q′′(0) = (8r2γ2λ(α1 − 1)3 − 2((1 + 2γ)γβσ1r
2+

+((1 + 2γ)γBσ1 − 8γ2λA1)r)(α1 − 1)2−

−2
(

(−2(2γ + 1)γ2λσ2
1 + (1 + 2γ)γA1βσ1)r+

+(1 + 2γ)γA1Bσ1 − 4γ2λA2
1

)
(α1 − 1)+

+4(2γ + 1)γ2λσ2
1A1)(σ

3
1(1 + 6γ + 12γ2 + 8γ3))−1.

Çíàìåíàòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëåí. Ñðàçó âèäíî, ÷òî åñëè α1 = 1 è

A1 > 0, òî q′′(0) > 0. Ýòî äîêàçûâàåò âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.

Åñëè α1 6= 1, òî ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü q′′(0) = q′′(0, γ) â ðÿä ïî γ â íóëå:

q′′(0, γ) = −2βσ1(α1 − 1)2(r +
B

β
)(r +

A1

(α1 − 1)
)γ +O(γ2).
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Òàêèì îáðàçîì, ýòî âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3.3.29).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Íà ðèñ.3.4 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ äâóõ

ñòðàòåãèé ïðè çàäàííûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðàõ ìîäåëè, òåõ æå, ÷òî è íà ðèñ.3.3.

Ïàðàìåòð ðèñêà ïðèíÿò ðàâíûì 4γ = θ = 0.1. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð, ïðåäëî-

æåííàÿ íàìè ñòðàòåãèÿ ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äàåò áîëüøåå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîõîäíîñòè äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà t∗, è òàêàÿ ñèòóàöèÿ

ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò.

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Q̄γ(t, r;h) åñòü ñìûñë ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå äâóõ

ñòðàòåãèé ïðè γ = θ/4 è ìàëûõ θ. Ñíà÷àëà íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû ïðè t → ∞. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x ïðè t → ∞ ïîëó÷èì

lim
t→∞

H̄γ(t) = − 1

α1 − 1
, â ñëó÷àå α1 6= 1 è lim

t→∞
H̄γ(t) =

A1

σ2
1

â ñëó÷àå α1 = 1. Òàêèì

îáðàçîì, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå H̄γ(t) ðàçðûâíî êàê ôóíêöèÿ ïî α1. Äàëåå ââåäåì

ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ρ̄(γ) := lim
t→∞

Q̄γ(t, r; H̄γ)

t
.

Âû÷èñëÿÿ, ïîëó÷èì

ρ̄(γ) = A1

1−α1
− (γ + 1

2) σ2
1

(α1−1)2 , α1 6= 1,

ρ̄(γ) = A2
1

2σ2
1
− B

β , α1 = 1.

Âåëè÷èíà ρ̄(γ) ñîîòâåòñòâóåò îæèäàåìîìó òåìïó ðîñòà êàïèòàëà íà áåñêîíå÷íîñòè,

òî åñòü àíàëîãè÷íà âåëè÷èíå ρ(θ) â ìîäåëè Áåëåöêîãî-Ïëèñêè, çíà÷åíèå êîòîðîé

ïðèâåäåíî â (1.4.8). Íà ðèñ.3.5 ýòè âåëè÷èíû èçîáðàæåíû ïðè òåõ æå ÷èñëîâûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî è íà ðèñ.3.3, θ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1, γ = θ
4 .
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Ðèñ. 3.4: óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì ôàêòîðå f̄(t, r;h) â ñëó÷àå

ïðåäëîæåííîé íàìè ñòðàòåãèè H̄γ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è â ñëó÷àå ñòðàòåãèè Áåëåöêîãî-ÏëèñêèHθ

(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).
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Åñëè âûïîëíèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè θ → 0, òî èç (1.4.9) ïîëó÷èì

lim
θ→0

ρθ = −B
β

+
1

2σ2
1

(A1 −
B

β
(α1 − 1))2 − λ2(α1 − 1)2

4σ2β
. (3.3.30)

Åñëè íåïîñðåäñòâåííî ïîëîæèòü γ = 0 â
Q̄γ(t,x;H̄γ)

t , à çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó

ïðè t → ∞, ïîëó÷èì âåëè÷èíó, ðàâíóþ â òî÷íîñòè âûðàæåíèþ â (3.3.30) áåç

ïîñëåäíåãî ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî λ.

Ðèñ. 3.5: îæèäàåìûé òåìï ðîñòà êàïèòàëà íà áåñêîíå÷íîñòè: ρ̄(γ) � â ñëó÷àå ïðåäëîæåííîé

íàìè ñòðàòåãèè, ρ(θ) � â ñëó÷àå ñòðàòåãèè Áåëåöêîãî-Ïëèñêè, θ = 4γ.
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3.3.3 Àñèìïòîòèêè äîëåé êàïèòàëà ïîðòôåëÿ

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòèêè äîëåé êàïèòàëà ïîðòôåëÿ ïðè

ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè âðåìåíè äëÿ ñëó÷àåâ äâóõ è òðåõ àêòèâîâ, çàâèñÿ-

ùèõ îò ôàêòîðà ñ ðàâíîìåðíûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè

ãàóññîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàåò îãðàíè÷åíèå íà ïðèìåíåíèå

ñòðàòåãèè ïðè áîëüøèõ t, ïîýòîìó âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèê íåâîçìîæíî.

Ñëó÷àþ ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòèâîâ, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ôàêòîðà, ñîîòâåòñòâó-

åò ñèòåìà ÑÄÓ (3.2.1), (3.2.2) ïðè m = 2. Ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå äîëÿì êàïèòàëà,

âëîæåííûì â êàæäûé èç àêòèâîâ áûëè íàéäåíû â ðàçäåëå 3.3.1. Èõ âûðàæåíèÿ

äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè, îäíàêî çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèøü ñòå-

ïåííûìè è ýêñïîíåíöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè:

H1(t) = − K1

2K2
, (3.3.31)

H2(t) = 1 +
K1

2K2
, (3.3.32)

ãäå K1, K2 âûïèñàíû â ïðèëîæåíèè (A.0.5),(A.0.6).

Îáîçíà÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäåëû ôóíêöèé äîëåé êàïèòàëà ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

H∞1(2) := lim
t→∞

(H1(t)), H∞2(2) := lim
t→∞

(H2(t)).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3.3.3. Ïóñòü ôóíêöèè äîëåé êàïèòàëà H1(t), H2(t) çàäàíû

óðàâíåíèÿìè (3.3.31), (3.3.32). Òîãäà

(a) åñëè α1 6= α2, òî H
∞
1(2) = − α2

α1 − α2
, H∞2(2) = 1−H∞1(2);

(b) åñëè α1 = α2, òî H
∞
1(2) = K1 · ∞,

K1 =
γα1((σ11 − σ12)λ1 + (σ21 − σ22)λ2 + (σ31 − σ32)λ3)

(σ2
11 + σ2

12 + σ2
13 + σ2

21 + σ2
22 + σ2

23)(2βγ − 1)
;
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(c) åñëè K1 = 0, òî H1(t) ≡ H∞1(2) =
(2βγ − 1)σ2

2 + A2 − A1

(σ2
1 + σ2

2)(2βγ − 1)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåëè÷èí H∞1(2), H
∞
1(2).

Èòàê, ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ àñèìïòîòèê ñòðàòåãèé âëîæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

â ñëó÷àå äâóõ àêòèâîâ çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α1, α2, åñëè α1 6= α2.

Â ñëó÷àå α1 = α2 ïîâåäåíèå ñòðàòåãèé çàâèñèò è îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè

áîëüøèõ âðåìåíàõ âíå çàâèñèìîñòè îò åãî òðåíäà è âîëàòèëüíîñòè ïðåäïî÷òèòåëü-

íûì îêàçûâàåòñÿ òîò àêòèâ, êîòîðûé çàâèñèò îò ôàêòîðà íàèìåíüøèì îáðàçîì

(ñîîòâåòñâóþùåå αi ìåíüøå âñåãî ïî ìîäóëþ).

Â ñëó÷àå òðåõ àêòèâîâ, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ôàêòîðà, (m = 3, n = 1) ôóíê-

öèè äîëåé êàïèòàëà òàêæå ìîãóò áûòü íàéäåíû â ÿâíîì âèäå ñîãëàñíî àëãîðèòìó

ðàçäåëà 3.2 (îíè âûïèñàíû â ïðèëîæåíèè (A.0.15)).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ ïî âðåìåíè ôóíêöèé äîëåé êàïèòàëà

Hi(t), i = 1, 2, 3:

H∞1(3) := lim
t→∞

(H1(t)), H
∞
2(3) := lim

t→∞
(H2(t)), H

∞
3(3) := lim

t→∞
(H3(t)).

Âûïèøåì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäåëîâ:

H∞1(3) = (2β(U3(α
2
2 − α1α2) + U2(α

2
3 − α1α3))γ + (−A1 + A3 − U3)α

2
2+

+(−A1+A2−U2)α
2
3+(2A1−A2−A3)α2α3+(A2−A3+U3)α1α2+(−A2+A3+U2)α1α3)/

/(2β((U2 +U3)α
2
1 +(U1 +U3)α

2
2 +(U1 +U2)α

2
3)+4β(−U3α1α2−U2α1α3−U1α2α3))γ+

+(−U2 − U3)α
2
1 + (−U1 − U3)α

2
2 + (−U1 − U2)α

2
3 + 2(U3α1α2 + U2α1α3 + U1α2α3)),

H∞2(3) = (2β(U3(α
2
1 − α1α2) + U1(α

2
3 − α2α3))γ + (−A2 + A3 − U3)α

2
1+
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+(A1−A2−U1)α
2
3+(−A1+2A2−A3)α1α3+(A1−A3+U3)α1α2+(−A1+A3+U1)α2α3)/

/(2β((U2 +U3)α
2
1 +(U1 +U2)α

2
2 +(U1 +U2)α

2
3)+4β(−U3α1α2−U2α1α3−U1α2α3))γ+

+(−U2 − U3)α
2
1 + (−U1 − U3)α

2
2 + (−U1 − U2)α

2
3 + 2(U3α1α2 + U2α1α3 + U1α2α3)),

H∞3(3) = (2β(U2(α
2
1 − α1α3) + U1(α

2
2 − α2α3))γ + (A2 − A3 − U2)α

2
1+

+(A1−A3−U1)α
2
2+(−A1−A2+2A3)α1α2+(A1−A2+U2)α1α3+(−A1+A2+U1)α2α3)/

/(2β((U2 +U3)α
2
1 +(U1 +U2)α

2
2 +(U1 +U2)α

2
3)+4β(−U3α1α2−U2α1α3−U1α2α3))γ+

+(−U2 − U3)α
2
1 + (−U1 − U3)α

2
2 + (−U1 − U2)α

2
3 + 2(U3α1α2 + U2α1α3 + U1α2α3)),

ãäå

U1 = σ2
11 + σ2

12 + σ2
13 + σ2

14,

U2 = σ2
21 + σ2

22 + σ2
23 + σ2

24,

U3 = σ2
31 + σ2

32 + σ2
33 + σ2

34.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå çàâèñèò â îáùåì ñëó÷àå îò âñåõ ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëè, è òàêîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äâóõ àêòèâîâ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì.

Îäíàêî, åñëè ïàðàìåòðû αi ó êàêîé-òî ïàðû àêòèâîâ ñîâïàäàþò, òî ñèòóàöèÿ àíà-

ëîãè÷íà ñëó÷àþ äâóõ àêòèâîâ. À èìåííî, åñëè, íàïðèìåð, α2 = α3, òî ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ H∞1(3) =
α2

α2 − α1
. Ïðè ýòîì H∞2(3) è H

∞
3(3) çàâè-

ñÿò è îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ âñåõ αi, êàê è ðàíåå,

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì,

H∞1(3) = K1 · ∞, K1 =
γα1(

∑4
l=1 λl

∑
i,j,k(−1)i+j−1σ2

k(σil − σjl)
(2βγ − 1)

∑3
i6=j,i,j=1 σ

2
i σ

2
j )

,
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ãäå σ2
i =

4∑
k=1

σ2
ik, i = 1, 2, 3. Åñëè K1 = 0, òî

H1(t) ≡ H∞1(3) =
(2βγ − 1)σ2

2σ
2
3 + (A2 − A1)σ

2
3 + (A3 − A1)σ

2
2

(2βγ − 1)
∑3

i 6=j,i,j=1 σ
2
i σ

2
j

,

ãäå i, j, k � âñå ÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ (1, 2, 3).

3.3.4 Âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà îïòèìàëüíóþ ñòðà-

òåãèþ íà ìàëûõ âðåìåíàõ

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî íà ìàëûõ âðåìåíàõ ñòðàòåãèÿ âëîæåíèÿ çàâèñèò îò

âñåõ ïàðàìåòðîâ è çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäåëüíîé. Ìû ïðîâåëè ðÿä ÷èñ-

ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñëó÷àåâ äâóõ è òðåõ àêòèâîâ (÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.1 è òàáëèöå 3.2 ñîîòâåòñâåííî).

Êàê âûÿñíèëîñü, äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ àêòèâîâ (n = 2) ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå àñèìï-

òîòèê ñòðàòåãèé âëîæåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α1, α2. Íî íà

ìàëûõ âðåìåíàõ ñòðàòåãèÿ âëîæåíèÿ ñîâñåì èíàÿ:

• Íà ðèñ. 3.6 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé äîëåé êàïèòàëà, êîãäà ïàðàìåòð β

óâåëè÷èâàåòñÿ. Îí âëèÿåò íà ðåçêèé âûõîä ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ, òî åñòü

÷åì áîëüøå β, òåì áûñòðåå ìû âûõîäèì íà àñèìïòîòèêó.

• Íà ðèñ. 3.7 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé äîëåé êàïèòàëà ïðè èçìåíåíèè ïà-

ðàìåòðà σ11. Íà ìàëûõ âðåìåíàõ óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà σ11 ïðèâîäèò ê óìåíü-

øåíèþ äîëè ñîîòâåòñòâóþùåãî àêòèâà â ïîðòôåëå. Òî åñòü, ÷åì ìåíüøå âîëà-

òèëüíîñòü, òåì âûãîäíåé âêëàäûâàòüñÿ â òîò àêòèâ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò

ýòà âîëàòèëüíîñòü.
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• Ïàðàìåòð A1 íà áîëüøèõ âðåìåíàõ î÷åíü ñëàáî âëèÿåò íà ñòðàòåãèþ âëîæå-

íèÿ, íî íà ìàëûõ âðåìåíàõ âëèÿíèå A1 ñóùåñòâåííî (ðèñ. 3.8).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü êàêóþ äîëþ êàïèòàëà âêëàäûâàòü â òîò èëè èíîé àêòèâ

â ñëó÷àå òðåõ àêòèâîâ (n = 3), ïðîâåäåì àíàëèç ôóíêöèéHi(t), i = 1, 2, 3, èçìåíÿÿ

÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ β, σij, Ai, ãäå i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4:

• Äëÿ íà÷àëà âçÿâ âñå ïàðàìåòðû îäèíàêîâûìè, à αi áëèçêèìè, áóäåì èçìåíÿòü

çíà÷åíèå β, ïðè÷åì β < 0. Çàâèñèìîñòü Hi(t) îò β ïðèâåäåíà íà ðèñ.3.9.

Âèäèì, ÷òî ÷åì áîëüøå β ïî ìîäóëþ, òåì ðàíüøå ôóíêöèè Hi(t) âûõîäÿò íà

àñèìïòîòèêó.

• Çàôèêñèðîâàâ β = −2 è îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îñòàâèâ ïðåæíèìè, ìåíÿåì

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà σ11, îòâå÷àþùåãî âîëàòèëüíîñòè öåíû àêòèâà 1. Çàâè-

ñèìîñòü Hi(t) îò σ11 ïðèâåäåíà íà ðèñ.3.10 è ïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü

âûãëÿäèò òàê:

H∞1(3) = lim
t→∞

H1(t) =
Ψ1

Ψ2σ2
11 + Ψ3

,

ãäå Ψ1,Ψ2,Ψ3 íå çàâèñÿò îò σ11. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ σ11 ïðå-

äåëüíîå çíà÷åíèå H1(t) áóäåò òîëüêî óìåíüøàòüñÿ, ò.å. âêëàäûâàòüñÿ ñòîèò â

òå àêòèâû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìàëûå øóìû.

Êàê ïîêàçûâàþò ãðàôèêè ôóíêöèé Hi, i = 1, ..., 3, èìååò ñìûñë âêëàäûâàòüñÿ

â îäèí êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â îäèí àêòèâ, è â äðóãîé êîðîòêèé

ïðîìåæóòîê âðåìåíè â äðóãîé àêòèâ, ïîêà íå âûéäåì íà àñèìïòîòèêó.

• Òåïåðü ôèêñèðóåì β è σ11 è ïåðåéäåì ê èçìåíåíèþ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðà A1. Ñãðóïïèðóåì âûðàæåíèå äëÿ H∞1(3) ïî A1 è ïîëó÷èì âûðàæåíèå

73



âèäà:

H∞1(3) =
(α2 − α3)

2A1

Φ1
+ Φ2,

ãäå Φ1,Φ2 íå çàâèñÿò îò A1.

Ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íà ìàëûõ âðåìåíàõ ôàêòîðû Ai âëèÿþò íà îáú-

åì èíâåñòèöèé, íî íà áåñêîíå÷íîñòè çàâèñèìîñòü îò Ai î÷åíü ìàëåíüêàÿ ïðè

óñëîâèè ìàëî îòëè÷àþùèõñÿ αi (ñì. ðèñ.3.11).

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî íàáëþäåíèÿì âëèÿíèå ïàðàìåòðà ðèñêà γ àíàëîãè÷-

íî âëèÿíèþ ïàðàìåòðà β.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûÿâèëè ñëåäóþùåå âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ íà õàðàêòåð ñòðà-

òåãèé, ïðè÷åì ýòî âëèÿíèå àíàëîãè÷íî â ñëó÷àÿõ äâóõ è òðåõ àêòèâîâ:

1. óâåëè÷åíèå ìîäóëåé ïàðàìåòðîâ β è γ âëå÷åò áîëåå áûñòðûé âûõîä íà àñèìï-

òîòèêó;

2. ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ óìåíüøåíèå âîëàòèëüíîñòè i-ãî àêòèâà (âåëè÷èíû σik)

âëå÷åò óâåëè÷åíèå äîëè ýòîãî àêòèâà â ïîðòôåëå;

3. íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òðåíä Ai íå âëèÿåò íà àñèìïòîòèêó ñòðàòåãèè âëîæåíèÿ,

íà ìàëûõ âðåìåíàõ âëèÿíèå ýòîãî ïàðàìåòðà î÷åíü çíà÷èòåëüíî (óâåëè÷åíèå

Ai âëå÷åò óâåëè÷åíèå äîëè ñîîòâåòñòâóþùåãî àêòèâà);

Â ïðåäëîæåííîé ñòðàòåãèè çà íîëü ìîæåò áûòü âûáðàí ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Ñîîòâåòñòâåííî, íóæíî ðàçóìíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà

öåëåñîîáðàçíî âðåìÿ �îáíóëÿòü� è àêòóàëèçèðîâàòü ïàðàìåòðû ìîäåëè. Äëÿ êàæ-

äîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò ñâîÿ �áåñêîíå÷íîñòü�, ò. å. âðåìÿ ôàêòè÷åñêîãî

âûõîäà íà àñèìïòîòèêó T . Äëÿ ðåàëüíûõ äàííûõ T èìååò ïîðÿäîê íåñêîëüêèõ

ëåò. Çíàíèå ýòîãî âðåìåíè T ïîçâîëÿåò ðàçóìíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ìîìåíò
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ïåðåñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè êàê ìîìåíò, êîãäà ñòðàòåãèÿ íà÷èíàåò âûõîäèòü íà

àñèïòîòèêó. Èç íàøèõ ðàññìîòðåíèé âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÷åì áîëüøå ðèñêî-

÷óâñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð γ, òåì T ìåíüøå, à çíà÷èò, àêòóàëèçèðîâàòü ïàðàìåòðû

ìîäåëè íóæíî ÷àùå.

Òàáëèöà 3.1: ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ àêòèâîâ.

Ðèñ.3.6 Ðèñ.3.7 Ðèñ.3.8

β -1;-5 -1 -1

α1 0.5 0.5 0.5

α2 0.1 0.1 0.1

γ 1 1 1

A1 0.1 0.1 0.1;0.5

A2 0.1 0.1 0.1

B 1 1 1

σ11 0.1 0.1;0.5 0.1

σ21 0.1 0.1 0.1

σ12 0.1 0.1 0.1

σ22 0.1 0.1 0.1

σ13 0.1 0.1 0.1

σ23 0.1 0.1 0.1

λ1 0.1 0.1 0.1

λ2 0.1 0.1 0.1

λ3 0.1 0.1 0.1
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Òàáëèöà 3.2: ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ àêòèâîâ.

Ðèñ.3.9 Ðèñ.3.10 Ðèñ.3.11

β -0.9;-2;-5 -2 -2

α1 0.13 0.13 0.13

α2 0.12 0.12 0.12

α3 0.11 0.11 0.11

γ 1 1 1

A1 0.1 0.1 0.5;2;5

A2 0.1 0.1 0.1

A3 0.1 0.1 0.1

B 1 1 1

σ11 0.1 0.3;1.5;3 0.3

σ21 0.1 0.1 0.1

σ31 0.1 0.1 0.1

σ12, σ22, σ32 0.1 0.1 0.1

σ13, σ23, σ33 0.1 0.1 0.1

λ1, λ2, λ3, λ4 0.1 0.1 0.1
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Ðèñ. 3.6: âëèÿíèå ïàðàìåòðà β íà ïîâåäåíèå ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ H = (H1, H2): 1. H1,

êîãäà β = −1; 2. H2, êîãäà β = −1; 3. H1, êîãäà β = −5; 4. H2, êîãäà β = −5.
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Ðèñ. 3.7: âëèÿíèå ïàðàìåòðà σ11 íà ïîâåäåíèå ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ H = (H1, H2): 1. H1,

êîãäà σ11 = 0.1; 2. H2, êîãäà σ11 = 0.1; 3. H1, êîãäà σ11 = 0.5; 4. H2, êîãäà σ11 = 0.5.
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Ðèñ. 3.8: âëèÿíèå ïàðàìåòðà A1 íà ïîâåäåíèå ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ H = (H1, H2): 1. H1,

êîãäà A1 = 0.1; 2. H2, êîãäà A1 = 0.1; 3. H1, êîãäà A1 = 0.5; 4. H2, êîãäà A1 = 0.5.
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Ðèñ. 3.9: âëèÿíèå ïàðàìåòðà β íà ïîâåäåíèå ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ H = (H1, H2, H3): 1. ïðè

β = −0.9; 2. ïðè β = −2; 3. ïðè β = −5.
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Ðèñ. 3.10: âëèÿíèå ïàðàìåòðà σ11 íà ïîâåäåíèå ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ H = (H1, H2, H3): 1.

ïðè σ11 = 0.3; 2. ïðè σ11 = 1.5; 3. ïðè σ11 = 3.
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Ðèñ. 3.11: âëèÿíèå ïàðàìåòðà A1 íà ïîâåäåíèå ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ H = (H1, H2, H3): 1.

ïðè A1 = 5; 2. ïðè A1 = 2; 3. ïðè A1 = 0.5.
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3.4 Ñëó÷àé íåëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè

3.4.1 Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî

Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîé íàìè çàäà÷å ìîäåëèðîâàëñÿ ôàêòîð ñ ïîñòîÿí-

íîé âîëàòèëüíîñòüþ. Ñòðîãàÿ òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ Ò.Ð. Áåëåöêèì è Ñ.Ð. Ïëèñêîé,

òàêæå îãðàíè÷èâàåòñÿ ýòèì ñëó÷àåì. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî â òàêîé ìîäåëè

óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (ó êîòîðîãî ñóììà ñòåïåíåé ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåí-

íûì ïåðåìåííûì è ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïðè

ýòèõ ïðîèçâîäíûõ, ðàâíà äâóì). Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì äðóãóþ ìîäåëü

ïðîöåíòíîé ñòàâêè, êîãäà âîëàòèòüíîñòü åå ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòíîìó êîðíþ

îò çíà÷åíèÿ ñòàâêè, è óðàâíåíèå ÔÏÊ íå îòíîñèòñÿ ê óêàçàííîìó òèïó. Òåì íå ìå-

íåå çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî ìîæíî ðåøèòü â ñëó÷àå ñïåöèàëüíîãî íà÷àëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåíòíîé ñòàâêè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (2.1.1):

dF = (A+ αR)dt+ σdW1, (3.4.1)

dR = (B + βR)dt+ λ
√
RdW2. (3.4.2)

Çäåñü B > 0, β < 0, σ > 0, λ > 0, A, α - íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå äîõîäíîñòè F àêòèâà, òðåíä êîòîðî-

ãî ëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïðîöåíòíîé ñòàâêè R, èçìåíÿþùåéñÿ ïî çàêî-

íó Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà [23]. ×òîáû îáåñïå÷èòü ïîëîæèòåëüíîñòü ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ïðîöåíòíóþ ñòàâêó, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî −2βB > λ2 [36]. Ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà âèäà (3.4.2) â ðîëè

ôàêòîðà ðàññìàòðèâàëàñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Ò.Ð. Áåëåöêîãî è Ñ.Ð. Ïëèñêè
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[13], íî èìè áûëè ïîëó÷åíû ëèøü ÷àñòè÷íûå êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû, êîíêðåò-

íûé âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè íå íàéäåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà R ìîæåò ïðèíèìàòü ñ

ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ëþáîå çíà÷åíèå íà èíòåðâàëå (0, L), L > 0. Îòìåòèì, ÷òî

åñëè â ñëó÷àå ìîäåëè Âàñè÷åêà ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû è äëÿ ëþ-

áîãî ãàóññîâñêîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïðîöåíòíîé ñòàâêè,

òî â ñëó÷àå ìîäåëè Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó

òîëüêî äëÿ ðàâíîìåðíîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

F è R, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñèñòåìå (3.4.1), (3.4.2), òàêîâî:

∂P (t, f, r)

∂t
+ (A+ αr)

∂P (t, f, r)

∂f
+ βP (t, f, r)+

+(B + βr − λ2)
∂P (t, f, r)

∂r
− 1

2
σ2∂

2P (t, f, r)

∂f 2
− 1

2
λ2r

∂2P (t, f, r)

∂r2
= 0

(3.4.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

P (0, f, r) = δ (f − f0)χ(0,L)(r). (3.4.4)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, èç ïðèíÿòîãî íàìè âèäà íà÷àëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè-

÷èíû R ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ P (0, f, r) áûëà ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ, íóæíî ðàçäåëèòü âûðàæåíèå â (3.4.4) íà L. Îäíàêî â ñèëó ëèíåéíîñòè

óðàâíåíèÿ (3.4.3) è îïðåäåëåíèé (2.3.1) è (2.3.2) ýòîò ìíîæèòåëü íå âëèÿåò íà

ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî (f, r), ôóíêöèÿ P̂ (t, µ, ξ) , ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

∂

∂t
P̂ (t, µ, ξ)−

(
αµ+ β ξ − i1

2
λ2ξ2

)
∂

∂ξ
P̂ (t, µ, ξ) +

+

(
1

2
σ2µ2 + Aµi+Bξi

)
P̂ (t, µ, ξ) = 0,

(3.4.5)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

P̂ (0, µ, ξ) =
1

2π
e−iµ f0

e−iξL − 1

iξ
→ 1

2π
e−iµ f0 δ(ξ) ïðèL→∞. (3.4.6)

Óðàâíåíèå (3.4.5) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê è ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî. Ðå-

øåíèå çàäà÷è (3.4.5),(3.4.6) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå L→∞ íàõîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè

ìåòîäàìè è èìååò âèä

P̂ (t, µ, ξ) = e−
2 if0µλ

2+2 t Aµλ2 i+2 t B β+t σ2µ2λ2

2λ2 δ (s(t, µ, ξ))×

×


λ2(2 iα µ+ 2 iβ ξ + λ2ξ2) ch

(
t
√

2 iα µλ2+β2

2 + i arctg( λ2ξ+iβ√
2 iα µλ2+β2

)

)2

2 iα µ λ2 + β2


− B
λ2

,

ãäå

s(t, µ, ξ) = −
((
β−
√

2 iα µλ2+β2
)
ξ+2αµ

)
e−t
√

2 iα µλ2+β2+
(
−β−
√

2 iα µλ2+β2
)
ξ−2αµ

√
2 iα µλ2+β2+iλ2ξ−β+

(√
2 iα µλ2+β2−iλ2ξ+β

)
e−t
√

2 iα µλ2+β2
.

Ïðèìåíèì ôîðìóëû (2.3.1) è (2.3.2), ïîñêîëüêó âûïîëíåíû óñëîâèÿ èõ ïðèìå-

íèìîñòè (ñì. ðàçäåë 2.3 ãëàâû 2). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

P̂ (t, 0, ξ) = θ(t, ξ)δ (s(t, 0, ξ)) , (3.4.7)

∂µP̂ (t, 0, ξ) = φ(t, ξ) δ(s(t, 0, ξ)) + ψ(t, ξ) δ′µ(s(t, 0, ξ)), (3.4.8)

∂2
µP̂ (t, 0, ξ) = q1(t, ξ) δ(s(t, 0, ξ))+q2(t, ξ) δ

′
µ(s(t, 0, ξ))+q3(t, ξ)δ

′′
µ(s(t, 0, ξ)), (3.4.9)

ãäå

s(t, 0, ξ) =
2βξ

iξλ2 + (2β − iξλ2)e−βt
,

θ(t, ξ) =

−iλ2(iξ2λ2 − 2βξ) ch
(
βt
2 + i arctg(λ

2ξ+iβ
β )

)2

eβt

β2


−B
λ2

,
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φ(t, ξ) = θ(t, ξ) (L1 − i(At+ f0)) , ψ(t, ξ) = θ(t, ξ)L2,

L1 =
Bα

(
(4βλ4ξ2 − iλ6ξ3 + 4iβ2λ2ξ)t+ (4β2 − 2λ4ξ2 − 6iβλ2ξ)

)
βλ2ξ(λ2ξ + 2iβ)2

×

×
sh
(
βt
2 + i arctg(λ

2ξ+iβ
β )

)
ch
(
βt
2 + i arctg(λ

2ξ+iβ
β )

) +
2αB(iλ2ξ(λ4ξ2 − 5β2)− 4βλ4ξ2) + 2β3

β2λ2ξ(λ2ξ + 2iβ)2
,

L2 =
−αξ2λ4e2βt + 2((λ2ξ + 2iβ)λ2ξt− 2iλ2ξ + 2β)αβeβt + 4iαβλ2ξ + αλ2ξ − 4αβ2

iβλ2ξ(eβt − 1) + 2β2
.

Ôóíêöèè qi(t, ξ), i = 1, 2, 3, ìû âûïèñàëè â ïðèëîæåíèè (A.0.9), (A.0.10), (A.0.11),

ïîñêîëüêó îíè î÷åíü ãðîìîçäêèå.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (3.4.7),(3.4.8),(3.4.9) â ôîðìóëû (2.3.1) è (2.3.2) è ïî-

ñëåäóþùèå äëèííûå, íî ñòàíäàðòíûå âû÷èñëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,

÷òî

f̄(t, r) = f0 +

(
A− α

β

)
t+

(1− eβt)αr
β

−
(
2 + λ2

)
α e2β t

β2
+

+

(
(1+λ2)α t

β +
(2+λ2)α

β2

)
eβ t

(3.4.10)

v̄(t, r) = tσ2 +

(
−2e3βt

β3
+

(2βt+ 3)e2βt

β3
− 2eβt

β3
+

1

β3

)
α2λ2r+

+

(
4e4βt − 3(4βt+ 5)e3βt

2
+ (β2t2 + 4βt+ 6)e2βt +

(2β2t2 − 2βt− 5)eβt

2

)
α2λ4

β4
+

+

(
5Be4βt

2
− 2B(βt+ 3)e3βt +

15Be2βt

2
− 4Beβt −Bβt

)
α2λ2

β4
.

(3.4.11)
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3.4.2 Ïðèìåð ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòèâîâ, çàâèñÿùèõ îò ïðîöåíòíîé

ñòàâêè Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà

Ðàññìîòðèì ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ àêòèâîâ (îäèí èç êîòîðûõ � áàí-

êîâñêèé ñ÷åò), ëèíåéíî çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ñëó÷àéíîãî ôàêòîðà, ïðîöåíòíîé

ñòàâêè. Òàêîé ïîðòôåëü ñèñòåìàòè÷åñêè ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà â

ðàáîòàõ Ò.Ð. Áåëåöêîãî è Ñ.Ð. Ïëèñêè (íàïðèìåð, [11], [12], [13]). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïðîöåññ ñòîèìîñòåé àêòèâîâ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèÿì

dS1(t)

S1(t)
= (A1 + α1R(t))dt+ σ1dW1(t),

dS2(t)

S2(t)
= R(t)dt.

Òðåíäû àêòèâîâ ëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ïðîöåíòíîé ñòàâêè R(t), èçìå-

íÿþùåéñÿ ïî çàêîíó Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà (3.4.2).

Êàïèòàë ïîðòôåëÿ V = hS1 + (1− h)S2, ãäå (h, 1− h) � ñòðàòåãèÿ èíâåñòèðî-

âàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé èíâåñòîð âêëàäûâàåò äîëþ êàïèòàëà h â ïåðâûé àêòèâ è

(1−h) � âî âòîðîé. Ïðîöåññ èíâåñòèðîâàíèÿ (h, 1−h) ïðåäïîëàãàåòñÿ äîïóñòèìûì

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.3.

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî ìû ìîãëè áû ðàññìîòðåòü ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç ëþ-

áîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà àêòèâîâ (êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî ôàêòîðà).

Ýòî óñëîæíèëî áû çàäà÷ó òîëüêî òåõíè÷åñêè.

Îáîçíà÷èì lnV = F . Òîãäà

dF =

(
A1h−

1

2
σ2

1h
2 +

(
(h− 1)α1 + 1

)
R

)
dt+ σ1hdW1. (3.4.12)

Äëÿ ñèñòåìû (3.4.12), (3.4.2) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
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îæèäàíèÿ è óñëîâíîé äèñïåðñèè (3.4.10) è (3.4.11) ïðè ïîäñòàíîâêå â íèõ

A = A1h−
1

2
σ2

1h
2, α = (α1 − 1)h+ 1, σ = σ1h. (3.4.13)

Ðàññìîòðèì âíîâü ôóíêöèîíàë (3.1.2):

Q̄γ(t, r;h) = f̄(t, r;h)− γv̄(t, r;h),

ãäå γ - êîýôôèöèåíò ðèñêà, ìåíÿÿ êîòîðûé, ìû ìîæåì óâåëè÷èâàòü èëè óìåíü-

øàòü ðîëü ñëó÷àéíîñòè (îòêëîíåíèÿ îò îæèäàåìîãî ñðåäíåãî). Íàéäåì îïòèìàëü-

íóþ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1 ñòðàòåãèþ, òî åñòü ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî êëàññà äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ (h, 1− h).

Ñîãëàñíî (3.4.10), (3.4.11) è (3.4.13) ïîëó÷èì, ÷òî

Q̄γ(t, r;h) = K2h
2 +K1h+K0,

ãäå Ki - ãëàäêèå ôóíêöèè îò t, r è êîýôôèöèåíòîâ A1, α1, σ1, B, β, λ, γ. Ýòè ôóíê-

öèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå, îäíàêî âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ ãðîìîçäêèå,

ïîýòîìó ìû âûïèøåì èõ â ïðèëîæåíèè (A.0.12), (A.0.13), (A.0.14). Ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ Q̄γ(t, r;h) êâàäðàòè÷íà ïî h, à åå ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

K2 = −tσ
2
1h

2

2
− γv̄(t, r;h)|(α=α1−1, σ=σ1) < 0,

òî Q̄γ(t, r;h) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â åäèíñòâåííîé òî÷êå ýêñòðåìóìà (àíàëîãè÷íî

ëèíåéíîìó ñëó÷àþ, îïèñàííîìó â ðàçäåëå 3.3.1), è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíàÿ

ñòðàòåãèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1:

H̄γ =
−K1

2K2
=

=
(1− α1)(M4e

4βt +M3e
3βt +M2e

2βt +M1e
βt +M0) + A1β

4t

(1− α1)2(M4e4βt +M3e3βt +N2e2βt +N1eβt +N0) + (2γ + 1)σ2
1β

4t
,
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ãäå

M4 = γλ2(8λ2 + 5B), M3 = −γλ2
(
(3λ2 +B)4βt+ 15λ2 + 4rβ + 12B

)
,

M2 = 2γλ4β2t2 + (2λ2 + βr)4γβλ2t+ 12γλ4 + (5B + 2βr)3γλ2 − (λ2 +B)β2,

M1 = 2γλ4β2t2 + (β2 − 2γλ2)βλ2t− 5γλ4 + (β2 − 4γβr − 8γB)λ2 + β3r + β2B,

M0 = (β2−2γλ2)βBt+2γλ2βr−β3r, N1 = γλ2(2β2λ2t2−2βλ2t−5λ2−4βr−8B),

N2 = γλ2(2λ2β2t2 + (2λ2 + βr)4βt+ 12λ2 + 6βr + 15B), N0 = 2γβλ2(−Bt+ r).

Ìû âèäèì, ÷òî

lim
t→∞

H̄γ = lim
t→∞

H̄γ(t) =
(α1 − 1)(β2B − 2γλ2B)− A1β

3

(α1 − 1)22γλ2B + (2γ + 1)σ2
1β

3
. (3.4.14)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.3.3 â ñëó÷àå ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè

lim
t→∞

H̄γ(t) =
−1

α1 − 1
, α1 6= 1.

Ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â (3.4.14) ïðè γ → ∞ è

σ1 → 0.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå

áîëåå ïîëíî èñïîëüçóåò êîýôôèöèåíòû ìîäåëè, ÷åì â ëèíåéíîì ñëó÷àå.

3.5 Ñðàâíåíèå ñòðàòåãèé âëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ëèíåéíîé

è íåëèíåéíîé ïðîöåíòíûõ ñòàâîê

Ïóñòü ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà r = 0.05, íà÷àëüíûé êàïèòàë ïîðòôåëÿ f0 = 0.08,

êîýôôèöèåíò ðèñêà γ = 0.1, ïàðàìåòðû B = 0.05, β = −1, λ = 0.04, A1 = 0.15,

α1 = −1, σ1 = 0.2 (ìû èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç ðàáîòû [12]).
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Íà pèñ. 3.12 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðàòåãèè âëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ëè-

íåéíîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è íåëèíåéíîé (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ïðîöåíòíûõ ñòàâîê

ïðè èõ ðàâíîìåðíîì ïåðâîíà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ìû âèäèì, ÷òî ýòè ñòðàòå-

ãèè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ñëó÷àå ïðîöåíòíîé ñòàâêè Êîêñà-

Èíãåðñîëëà-Ðîññà ñòðàòåãèÿ ïðèáëèçèëàñü ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðàòåãèè â ëèíåé-

íîì ñëó÷àå, íóæíî âûáðàòü ðèñêî÷óâñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð γ íàìíîãî áîëüøèì.

Ðèñ. 3.12: ñðàâíåíèå ñòðàòåãèé âëîæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ïðîöåíòíîé ñòàâêè: 1. ñëó÷àé

ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè 2. ñëó÷àé íåëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè.

Îòìåòèì, ÷òî è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ñòðàòåãèè âëîæåíèÿ ïðåäïîëàãàþò

èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ïðîöåíòíîé ñòàâêè íà ìàëåíüêèõ âðåìåíàõ,íî íà áîëüøèõ

âðåìåíàõ, êàê ïîêàçûâàåò ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé ïàðàìåòðîâ, â ëè-

íåéíîì ñëó÷àå íóæíî äåëàòü âëîæåíèÿ â òîò àêòèâ, êîòîðûé çàâèñèò îò ïðîöåíò-
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íîé ñòàâêè êàê ìîæíî ìåíüøå. Â ñëó÷àå ïðîöåíòíîé ñòàâêè Êîêñà-Èíãåðñîëëà-

Ðîññà è íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ó÷èòûâàþòñÿ ñâîéñòâà ðûíî÷íîãî ôàêòîðà.

Çàìå÷àíèå 3.5.1. Ñïîñîá ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäñòâ ïî àêòèâàì, ïðåäëîæåííûé

Ò.Ð. Áåëåöêèì è Ñ.Ð. Ïëèñêîé, ÿâëÿåòñÿ �ñòðàòåãè÷åñêèì� (â òåðìèíîëîãèè

[10]), òî åñòü íàèáîëüøàÿ âûãîäà îò âëîæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ãîðè-

çîíòå âðåìåíè, â äàííîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîì. Íàø ñïîñîá èíâåñòèðîâàíèÿ îòíî-

ñèòñÿ ê �òàêòè÷åñêîìó� [17], äàåò âîçìîæíîñòü óëàâëèâàòü òåíäåíöèè ðûíêà

áîëåå ãèáêî è ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè óïðàâëåíèè õåäæ-ôîíäàìè ñ êîðîòêèì

âðåìåíåì èíâåñòèðîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.5.2. Åñëè áû ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèëè, ÷òî äèñïåðñèÿ

äîõîäíîñòè àêòèâà, èçìåíÿþùåéñÿ ñîãëàñíî (3.4.1), ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîöåíò-

íîé ñòàâêå, òî ìû áû îêàçàëèñü â ñèòóàöèè ìîäåëè Õåñòîíà [37], îäíîé èç

ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè. Â [38] àíàëèçèðî-

âàëàñü âåëè÷èíà ñðåäíåé äèñïåðñèè ïðè ôèêñèðîâàííîé äîõîäíîñòè àêòèâà â ðàì-

êàõ ýòîé ìîäåëè, äëÿ ÷åãî òàêæå îêàçàëàñü ïîëåçíà ôîðìóëà (2.3.1).

Çàìå÷àíèå 3.5.3. Â ñëó÷àå, êîãäà âîëàòèëüíîñòü ïðîöåíòíîé ñòàâêè ïîñòî-

ÿííà, íàøè ðàññìîòðåíèÿ ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé êîððåëèðîâàííûõ áðî-

óíîâñêèõ ïðîöåññîâ W1 è W2, òîãäà êàê â ñëó÷àå ïðîöåíòíîé ñòàâêè, ïîä÷è-

íÿþùåéñÿ çàêîíó Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà, ïðåäïîëîæåíèå î êîððåëèðîâàííîñòè,

ïî-âèäèìîìó, ïðåïÿòñòâóåò ïîëó÷åíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Çàìå÷àíèå 3.5.4. Ñòàòüè [39] è [40] ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [13],

òàì òàêæå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è äîëãîñðî÷íîãî îïòèìàëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ

â ðàìêàõ ìîäåëè Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñòðà-
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òåãèé, òàì àíàëèçèðóåìûõ, ïîñòðîåííàÿ íàìè îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñïðà-

âåäëèâà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Çàìå÷àíèå 3.5.5. Êàê ñëåäóåò èç [31], ïîâåäåíèå ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ

äîëæíî çàâèñåòü îò ñêîðîñòè óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íà÷àëüíîé ïëîòíî-

ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåíòíîé ñòàâêè.

Çàìå÷àíèå 3.5.6. Óðàâíåíèÿ (3.4.1), (3.4.2) îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé �àô-

ôèííîé� ìîäåëè [32], ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ÔÏÊ óäàëîñü ïðî-

èíòåãðèðîâàòü.
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Ãëàâà 4

Ïðîãðàìíûé ïðîäóêò äëÿ ðàñ÷åòà

îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

4.1 Îïèñàíèå ïðîãðàììû

Äëÿ ðàñ÷åòà ïðåäëîæåííîé â äèññåðòàöèè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè áûë ðàçðàáî-

òàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò. Äàííûé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò ïîçâîëÿåò ïî ðåàëüíûì

äàííûì àêòèâîâ è ôàêòîðîâ ðàñ÷èòàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ íà çàäàííûé èí-

òåðâàë âðåìåíè è èçîáðàçèòü åå ãðàôè÷åñêè. Òàêæå åñòü îòäåëüíûé ðåæèì äëÿ

àíàëèçà ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííîé ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ çà ïðîøëûå ïå-

ðèîäû âðåìåíè ïî èñòîðè÷åñêèì äàííûì àêòèâîâ è ôàêòîðîâ.

Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ïàðàëëåëüíî ñ íåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè íà-

áîðàìè àêòèâîâ è ôàêòîðîâ. Â ïðîãðàììå âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà ñîîòâåòñòâèÿ

ðåàëüíûõ äàííûõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè (1.3.1), (1.3.2), è â ñëó÷àå íåñîîòâåò-

ñòâèÿ ñòðàòåãèÿ íå âû÷èñëÿåòñÿ.

Â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíû ñëó÷àè ðàâíîìåðíîãî è ãàóññîâñêîãî íà÷àëüíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé ôàêòîðà. Â ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà
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ïðèìåíèìîñòè ñòðàòåãèè, ñîîòâåòñâóþùàÿ âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ (3.3.12) (íàïîì-

íèì, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àíàëîãè÷íîå óñëîâèå (3.3.22), (3.3.23)

âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ).

Ïðîãðàììíûé ïðîäóêò ðàçðàáîòàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++. Äëÿ ãðà-

ôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà èñïîëüçîâàëàñü áèáëèîòåêà MFC [41]. Äëÿ ðàçðàáîòêè èñ-

ïîëüçîâàëàñü ñðåäà Microsoft Visual Studio.

4.2 Èíòåðôåéñ ïðîãðàììû

4.2.1 Ðàáî÷åå îêíî

Íà ðèñ.4.1 èçîáðàæåíî îñíîâíîå îêíî ïðîãðàììû.

Ðèñ. 4.1: ïðîãðàììíûé ïðîäóêò äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, ïðåäëîæåííîé â äèññåð-

òàöèè

Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ïàðàëëåëüíî ñ íåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè íà-
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áîðàìè àêòèâîâ è ôàêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ çàïóñêàåòñÿ â îòäåëüíîì îêíå.

Ðàáîòà â êàæäîì ðàáî÷åì îêíå âåäåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ðàáî÷èõ îêîí è

àíàëîãè÷íà äëÿ âñåõ íèõ, ïîýòîìó äàëüíåéøåå îïèñàíèå áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ äëÿ

îäíîãî ðàáî÷åãî îêíà.

4.2.2 Çàäàíèå èñõîäíûõ äàííûõ

Äëÿ ââîäà èñõîäíûõ äàííûõ â ðàáî÷åì îêíå íóæíî íàæàòü êíîïêó �Ââîä èñõîä-

íûõ äàííûõ�. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ äèàëîãîâîå îêíî ââîäà èñõîäíûõ äàííûõ

Loading Data (ñì. ðèñ 4.1):

- äàííûå îá àêòèâàõ;

- äàííûå î ôàêòîðå;

- íà÷àëî ïåðèîäà (äëÿ âûáîðêè èñòîðè÷åêèõ äàííûõ, íà îñíîâå êîòîðûõ âû-

÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ìîäåëè);

- êîíåö ïåðèîäà (äëÿ âûáîðêè èñòîðè÷åêèõ äàííûõ, íà îñíîâå êîòîðûõ âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ìîäåëè);

- ïàðàìåòð ðèñêà (γ);

- âåëè÷èíà äèñïåðñèè ôàêòîðà (äëÿ ãàóññîâñêîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ôàêòîðà, s2);

- ðåæèì ïðîãíîçà:

- ñîñòàâèòü ïðîãíîç íà Õ ðàáî÷èõ äíåé;

- ðåæèì àíàëèçà:

- êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ;

- åæåäíåâíûé ïåðåñ÷åò.
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4.3 Ðåæèì ïðîãíîçèðîâàíèÿ

Â ðåæèìå ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîãðàììà ðàñ÷èòûâàåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ

íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè â áóäóùåì ïî òåêóùèì èñõîäíûì äàííûì ïî àêòèâàì

è ôàêòîðàì.

4.4 Ðåæèì àíàëèçà

Â ðåæèìå àíàëèçà ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ðàñ÷èòàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ

ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîìó ìåòîäó ïî èñòîðè÷åñêèì äàííûì êîòèðîâîê àêòèâîâ è

çíà÷åíèé ôàêòîðà ñðàçó íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ âðåìåíè â òå÷åíèå çàäàííî-

ãî ïåðèîäà â ïðîøëîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèì ñòðàòåãèþ äëÿ íåñêîëüêèõ

øàãîâ óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèîííûì ïðîöåññîì çà ïðîøåäøèé ïåðèîä. Îòìåòèì,

÷òî âîçìîæíû äâà ïîäõîäà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè: îäíîêðàòíîå âû÷èñ-

ëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè çà èíòåðâàë (â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû ïðèíèìàþòñÿ

âû÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè äî êîíöà èíòåðâàëà), à òàêæå åæåäíåâíûé ïåðåñ÷åò

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ïðè ïîìîùè äàííîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà áûë ïðîâåäåí àíàëèç ïðèìåíåíèÿ

ïðåäëîæåííîé â äèññðåòàöèè ñòðàòåãèè ê ðåàëüíûì èñòîðè÷åñêèì äàííûì èíäåê-

ñà NASDAQ è ýôôåêòèâíîé ñòàâêè ïî ôåäåðàëüíûì ôîíäàì çà ïåðèîä 01.05.2009-

29.04.2011.

Ïðàêòè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì è ãàóññîâñîêîì íà÷àëü-

íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ â îáùåì ñëó÷àå ñòðàòåãèè ïîëó÷àþòñÿ áëèçêèå (ïðè s2 >

0.0001, ñì. ðèñ.4.2).
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Ðèñ. 4.2: ïðèìåð ðàñ÷åòà ñòðàòåãèè íà ðåàëüíûõ èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ ïðè ðàâíîìåðíîì è ãàóñ-

ñîâñêîì íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ôàêòîðà: 1. ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå; 2. ãàóññîâñêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïðè s2 = 0.009; 3. ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè s2 = 0.0001 (íà÷èíàÿ ñ âåðõíåãî

ãðàôèêà).
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Íà ðèñ.4.3 ïðèâåäåíà ñòðàòåãèÿ ïðè ãàóññîâñêîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðèñêà γ. Âèäèì, ÷òî γ îòâå÷àåò çà �ìàñøòàá�

äîëè êàïèòàëà: ÷åì ìåíüøå γ, òåì áîëüøå êðåäèòíîå ïëå÷î.

Ðèñ. 4.3: ïðèìåð ðàñ÷åòà ñòðàòåãèè íà ðåàëüíûõ èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ ïðè ãàóññîâñêîì íà÷àëü-

íîì ðàñïðåäåëåíèè ôàêòîðà: γ = 0.1, 1, 100, íà÷èíàÿ ñ âåðõíåãî ãðàôèêà.

Íà ðèñ.4.4 ïðèâåäåíà ñòðàòåãèÿ ïðè ðàâíîìåðíîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

ïðè ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ âûáîðêè èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ, íà îñíîâå

êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ìîäåëè.
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Ðèñ. 4.4: ïðèìåð ðàñ÷åòà ñòðàòåãèè íà ðåàëüíûõ èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ ïðè ðàâíîìåðíîì íà-

÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ôàêòîðà äëÿ èíòðâàëîâ 0.5 ãîäà (âåðõíèé ãðàôèê) è 1 ãîä (íèæíèé

ãðàôèê).
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[32] D. Du�e, D. Filipović, and W. Schachermayer. A�ne processes and applications

in �nance. The Annals of Applied Probability, 13(3):984�1053, 2003.

[33] Q. Dai and K. Singleton. Speci�cation analysis of a�ne term structure models.

J. Finance, 55:1943�1978, 2000.

[34] M. Grasselli and C. Tebaldi. Solvable a�ne term structure models. Math. Finance,

18:135�153, 2008.

[35] A. Singleton. Estimation of a�ne asset pricing models using the empirical

characteristic function. J. Econometrics, 102:111�141, 2001.

[36] W. Feller. Two singular di�usion problems. Annals of Mathematics, 54:173�182,

1951.

[37] S. L. Heston. A closed-form solution for options with stochastic volatility with

applications to bond and currency options. The Review of Financial Studies,

6(2):327�343, 1993.

[38] M.A. Martynov and O.S. Rozanova. On dependence of the implied volatility on

returns for stochastic volatility models. E-print arXiv:1009.5129, 2011.

[39] H. Hata and J. Sekine. Solving long term optimal investment problems with cox-

ingersoll-ross interest rates. Advances in Mathematical Economics, 8(1):231�255,

2006.

[40] H. Hata. Down-side risk probability minimization problem with cox-ingersoll-

ross's interest rates. Asia-Paci�c Financial Markets, 2011.

[41] Ã. Øèëäò. MFC: îñíîâû ïðîãðàììèðîâàíèÿ. BHV, 1997.

103



Ïðèëîæåíèå A

Ïðèëîæåíèå (ôîðìóëû, èñïîëüçóåìûå â

òåêñòå)

Ïðèâîäèìûå íèæå ôîðìóëû âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè ïðîãðàììíîãî ïàêåòà Maple.

P̂ (t, µ, x) = (A.0.1)

= 1/2∗exp(−1/2∗(4∗I∗µ∗β∗Σ2∗B∗α−2∗I∗µ∗β3∗f0∗Σ2+4∗I∗µ∗β4∗f0∗exp(2∗

β∗t)∗s2+2∗I∗µ∗β3∗f0∗exp(2∗β∗t)∗Σ2+4∗I∗x∗µ∗β3∗exp(β∗t)∗Σ3−2∗β4∗s2∗

ln(−β)∗exp(2∗β∗t)−2∗β4∗s2∗ln(2)∗exp(2∗β∗t)+2∗β4∗s2∗ln(−Σ2+2∗exp(2∗β∗

t)∗β∗s2+exp(2∗β∗t)∗Σ2)∗exp(2∗β∗t)−β3∗Σ2∗ln(−β)∗exp(2∗β∗t)+4∗β3∗B∗x0∗

exp(2∗β∗t)−4∗β3∗B∗x0∗exp(β∗t)−β3∗Σ2∗ln(2)∗exp(2∗β∗t)+β3∗Σ2∗ln(−Σ2+2∗

exp(2∗β∗t)∗β∗s2+exp(2∗β∗t)∗Σ2)∗exp(2∗β∗t)−4∗β4∗s2∗exp(2∗β∗t)∗ln(s)−2∗

β3∗Σ2∗exp(2∗β∗t)∗ln(s)+β3∗Σ2∗π∗I−4∗x∗β4∗exp(β∗t)∗x0−4∗x∗β3∗exp(β∗t)∗

B+4∗µ2∗β2∗Σ2
3∗exp(2∗β∗t)−8∗µ2∗β2∗Σ2

3∗exp(β∗t)+4∗µ2∗α2∗Σ2
2∗exp(2∗β∗t)−

8∗µ2∗Σ2
2∗α2∗exp(β∗t)+2∗β4∗x2+2∗β2∗B2+8∗µ2∗Σ3∗α∗β3∗t∗s2∗exp(2∗β∗t)+8∗

µ2∗β2∗s2∗Σ3∗α∗exp(β∗t)−8∗µ2∗β2∗s2∗α∗Σ3∗exp(2∗β∗t)−4∗µ2∗β2∗s2∗Σ2∗α2∗t∗

exp(2∗β∗t)+4∗µ2∗β2∗Σ3∗α∗t∗exp(2∗β∗t)∗Σ2+6∗µ2∗β∗s2∗α2∗Σ2∗exp(2∗β∗t)+
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4∗x∗β3∗B+4∗µ2∗Σ2
3∗β2+4∗µ2∗α2∗Σ2

2+β3∗Σ2∗ln(−β)+β3∗Σ2∗ln(2)−4∗β2∗B2∗

exp(β∗t)+2∗β2∗B2∗exp(2∗β∗t)−β3∗Σ2∗ln(−Σ2+2∗exp(2∗β∗t)∗β∗s2+exp(2∗β∗

t)∗Σ2)+2∗β3∗Σ2∗ln(s)+2∗β4∗x2
0∗exp(2∗β∗t)−8∗µ2∗β∗Σ2∗α2∗s2∗exp(β∗t)−8∗

µ2∗β∗α∗Σ2∗Σ3∗exp(2∗β∗t)−2∗µ2∗β∗α2∗Σ2
2∗t∗exp(2∗β∗t)+16∗µ2∗β∗Σ2∗α∗Σ3∗

exp(β∗t)+2∗µ2∗Σ1∗t∗β4∗exp(2∗β∗t)∗s2+µ2∗Σ1∗t∗β3∗exp(2∗β∗t)∗Σ2−4∗I∗x∗µ∗

β3∗exp(β∗t)∗α∗s2−4∗I∗x∗µ∗β2∗exp(β∗t)∗α∗Σ2+4∗I∗x∗µ∗β3∗α∗exp(2∗β∗t)∗s2+

2∗I∗x∗µ∗β2∗α∗exp(2∗β∗t)∗Σ2−4∗I∗x∗µ∗β3∗Σ3+2∗I∗x∗µ∗β2∗α∗Σ2−2∗I∗β4∗

s2∗exp(2∗β∗t)∗π−I∗β3∗Σ2∗exp(2∗β∗t)∗π−4∗I∗µ∗β2∗B∗Σ3+4∗I∗µ∗β2∗s2∗B∗

α∗exp(2∗β∗t)−4∗I∗µ∗β2∗B∗Σ3∗exp(2∗β∗t)+2∗I∗µ∗β2∗Σ2∗x0∗α∗exp(2∗β∗t)+

2∗I∗µ∗β2∗Σ2∗x0∗α−2∗I∗µ∗β2∗B∗α∗t∗exp(2∗β∗t)∗Σ2+2∗I∗µ∗β2∗B∗α∗t∗Σ2−

4∗I∗µ∗β2∗Σ2∗x0∗α∗exp(β∗t)+4∗I∗µ∗β4∗s2∗A∗t∗exp(2∗β∗t)−4∗I∗µ∗β3∗B∗s2∗

α∗t∗exp(2∗β∗t)+4∗I∗µ∗β3∗Σ3∗x0∗exp(β∗t)−2∗I∗µ∗β3∗A∗t∗Σ2+2∗I∗µ∗β3∗A∗

t∗exp(2∗β∗t)∗Σ2−4∗I∗µ∗β3∗Σ3∗x0∗exp(2∗β∗t)−4∗I∗µ∗β2∗B∗α∗exp(β∗t)∗s2+

8∗I∗µ∗β2∗Σ3∗B∗exp(β∗t)−8∗I∗µ∗β∗Σ2∗B∗α∗exp(β∗t)+4∗I∗µ∗β∗B∗α∗exp(2∗

β∗t)∗Σ2−4∗µ2∗β2∗α∗Σ3∗t∗Σ2+2∗µ2∗α2∗β∗s2∗Σ2−8∗µ2∗α∗Σ2∗Σ3∗β+2∗µ2∗β∗

α2∗Σ2
2∗t−µ2∗Σ1∗t∗β3∗Σ2)/β

3/(−Σ2+2∗exp(2∗β∗t)∗β∗s2+exp(2∗β∗t)∗Σ2))/π/s

P (t, f, x) = (A.0.2)

= −exp(−1/2∗(8∗exp(4∗β∗t)∗B∗s4∗α∗t2∗β5∗A+8∗exp(4∗β∗t)∗B∗s4∗α∗t∗β5∗f0+

8∗exp(4∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β4∗x∗α∗s2+8∗exp(4∗β∗t)∗β6∗f0∗s4∗f−4∗exp(2∗β∗t)∗x2∗

α2∗s4∗β4+24∗exp(4∗β∗t)∗B2∗α∗Σ2∗Σ3∗β−4∗exp(4∗β∗t)∗x∗α2∗s2∗β3∗Σ2∗x0+32∗

exp(β∗t)∗x0∗B∗β∗α2∗Σ2
2−4∗exp(β∗t)∗x0∗B∗β4∗Σ1∗t∗Σ2+4∗exp(4∗β∗t)∗Σ3∗x0∗

β3∗x∗α∗Σ2+8∗exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β5∗Σ1∗t∗s2−8∗exp(3∗β∗t)∗f0∗Σ2∗β3∗B∗Σ3−4∗

Σ2∗x0∗α∗β4∗exp(2∗β∗t)∗s2∗A∗t−44∗exp(2∗β∗t)∗x∗x0∗β3∗α2∗s2∗Σ2+16∗exp(3∗β∗

105



t)∗B∗Σ3∗β4∗f∗s2−52∗exp(2∗β∗t)∗x0∗B∗β2∗α2∗s2∗Σ2−4∗f0∗Σ2
2∗β3∗exp(2∗β∗t)∗

B∗α∗t−8∗x∗Σ3∗β5∗f∗exp(2∗β∗t)∗s2−2∗exp(4∗β∗t)∗A∗t∗Σ2
2∗β3∗x0∗α+8∗exp(3∗

β∗t)∗x∗Σ3∗β5∗f∗s2−4∗exp(β∗t)∗Σ3∗x2
0∗β3∗Σ2∗α+72∗x∗B∗β3∗exp(β∗t)∗Σ2

3+8∗

exp(4∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β5∗s2∗A∗t+2∗A∗t2∗Σ2
2∗β3∗B∗α+2∗A∗t∗Σ2

2∗β4∗f−8∗A∗t2∗Σ2∗

β4∗exp(2∗β∗t)∗B∗s2∗α−8∗f0∗Σ2
2∗β2∗exp(β∗t)∗B∗α−4∗f0∗Σ2∗β4∗exp(β∗t)∗x∗α∗

s2+4∗exp(2∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β4∗f∗Σ2+60∗exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β2∗α2∗s2∗Σ2−8∗exp(3∗

β∗t)∗A∗t∗Σ2∗β3∗B∗Σ3−72∗exp(2∗β∗t)∗x0∗B∗β∗α2∗Σ2
2+2∗x2∗β5∗Σ1∗t∗Σ2+8∗

x2∗β4∗α∗Σ3∗t∗Σ2−4∗x2∗β3∗α2∗Σ2
2∗t−40∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β4∗Σ3∗α∗t∗s2−72∗

x∗B∗β∗exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2
2−2∗x2∗β5∗exp(2∗β∗t)∗Σ1∗t∗Σ2+2∗f 2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗

Σ2
2−8∗exp(4∗β∗t)∗f0∗Σ2∗β4∗x∗α∗s2−4∗f 2∗β6∗exp(4∗β∗t)∗s4−4∗exp(4∗β∗t)∗β4∗

f0∗s2∗Σ2∗x0∗α+32∗x2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗s2∗α∗Σ3+8∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β6∗Σ1∗t∗

s2−12∗exp(4∗β∗t)∗B2∗α2∗Σ2
2+4∗Σ2∗x0∗α∗β4∗f∗exp(2∗β∗t)∗s2−12∗exp(4∗β∗t)∗

Σ2∗B∗α∗β3∗f0∗s2+20∗exp(3∗β∗t)∗A∗t∗Σ2∗β3∗s2∗B∗α+64∗x∗B∗β∗exp(β∗t)∗α2∗

Σ2
2−16∗exp(4∗β∗t)∗β5∗x2

0∗Σ3∗α∗t∗s2−44∗x2∗β3∗exp(β∗t)∗α∗Σ2∗Σ3+20∗x2∗β3∗

exp(β∗t)∗α2∗s2∗Σ2−24∗x2∗β4∗exp(β∗t)∗s2∗α∗Σ3−72∗x∗B∗β3∗exp(2∗β∗t)∗Σ2
3−

2∗exp(4∗β∗t)∗A∗t∗Σ2
2∗β3∗x∗α+8∗exp(4∗β∗t)∗β4∗s2∗A∗t∗B∗Σ3−4∗Σ2∗x0∗α∗β4∗

exp(2∗β∗t)∗f0∗s2−exp(4∗β∗t)∗B2∗α2∗t2∗Σ2
2∗β2−8∗exp(3∗β∗t)∗x∗α2∗s4∗β4∗B∗

t+72∗B2∗exp(2∗β∗t)∗s2∗α∗Σ3∗β2+8∗exp(3∗β∗t)∗Σ2
2∗B∗α∗f0∗β2+4∗exp(4∗β∗t)∗

Σ2∗x0∗α∗β4∗f∗s2−4∗exp(4∗β∗t)∗Σ2
2∗B∗α∗f0∗β2+88∗exp(2∗β∗t)∗x∗x0∗β3∗α∗Σ2∗

Σ3−24∗x∗B∗β3∗Σ2
3−72∗B2∗exp(2∗β∗t)∗α2∗s2∗Σ2∗β−8∗exp(4∗β∗t)∗s4∗B∗α2∗β3∗

x+12∗f∗β3∗exp(4∗β∗t)∗Σ2∗s2∗B∗α−4∗x2∗β3∗α2∗s2∗Σ2+20∗x2∗β3∗α∗Σ2∗Σ3+

8∗A∗t∗Σ2∗β3∗exp(β∗t)∗B∗Σ3+8∗x∗B∗β2∗exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2
2∗t+4∗f∗β4∗exp(3∗

β∗t)∗Σ2∗x∗Σ3+8∗exp(3∗β∗t)∗x∗α∗s4∗β5∗f0+8∗exp(2∗β∗t)∗β4∗x2
0∗α∗Σ3∗t∗Σ2−

12∗B2∗α2∗Σ2
2+8∗exp(4∗β∗t)∗B2∗α2∗Σ2

2∗t∗β−28∗exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β3∗s2∗Σ2∗α2∗
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t−4∗x∗B∗β4∗exp(2∗β∗t)∗Σ1∗t∗Σ2−12∗exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗β2∗α2∗Σ2
2∗t+2∗f∗β3∗

exp(4∗β∗t)∗Σ2
2∗x∗α−f 2

0 ∗Σ2
2∗β4−8∗exp(4∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β5∗f∗s2−8∗A∗t∗Σ2∗β5∗f∗

exp(2∗β∗t)∗s2+8∗exp(3∗β∗t)∗Σ2∗x0∗α∗β4∗s2∗A∗t+40∗exp(2∗β∗t)∗x∗x0∗β4∗s2∗

α∗Σ3−2∗exp(4∗β∗t)∗f0∗Σ2
2∗β3∗x∗α−16∗exp(3∗β∗t)∗β4∗f0∗s2∗B∗Σ3+2∗exp(2∗β∗

t)∗B2∗α2∗t2∗Σ2
2∗β2−4∗Σ2∗B∗α∗exp(2∗β∗t)∗β3∗s2∗A∗t+24∗exp(4∗β∗t)∗B2∗s2∗α∗

Σ3∗β2+24∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β2∗α2∗Σ2
2+4∗f0∗Σ2∗β4∗exp(β∗t)∗Σ3∗x0+8∗exp(4∗

β∗t)∗β4∗f0∗s2∗B∗Σ3−72∗B2∗exp(2∗β∗t)∗Σ2
3∗β2−8∗f∗β4∗exp(4∗β∗t)∗Σ2∗B∗s2∗

α∗t+32∗exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β∗α2∗Σ2
2+48∗exp(3∗β∗t)∗B2∗Σ3∗α∗t∗s2∗β3+2∗exp(4∗

β∗t)∗B∗α∗t∗Σ2
2∗β3∗f0+2∗f 2

0 ∗Σ2
2∗β4∗exp(2∗β∗t)−12∗exp(2∗β∗t)∗β4∗x2

0∗Σ2
3−f 2∗

β4∗exp(4∗β∗t)∗Σ2
2−12∗exp(4∗β∗t)∗β4∗x2

0∗Σ2
3+2∗f∗β3∗exp(4∗β∗t)∗Σ2

2∗x0∗α−4∗

exp(2∗β∗t)∗β3∗x2
0∗α2∗Σ2

2∗t+36∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β3∗α2∗s2∗Σ2−56∗exp(3∗β∗t)∗

x∗B∗β2∗α∗Σ2∗Σ3+4∗A2∗t2∗Σ2∗β5∗exp(2∗β∗t)∗s2−4∗exp(3∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β4∗A∗t∗

Σ2−24∗x2∗β3∗exp(2∗β∗t)∗α2∗s2∗Σ2+8∗exp(4∗β∗t)∗x∗α∗s2∗β3∗B∗Σ3+4∗exp(4∗

β∗t)∗Σ3∗x0∗β4∗A∗t∗Σ2−2∗x∗α∗Σ2
2∗β3∗f+28∗x2∗β3∗exp(2∗β∗t)∗α∗Σ2∗Σ3−8∗

exp(2∗β∗t)∗x0∗B∗β2∗α2∗Σ2
2∗t+8∗exp(3∗β∗t)∗β4∗s4∗A∗t∗B∗α+8∗exp(3∗β∗t)∗x0∗

B∗β5∗Σ1∗t∗s2−24∗exp(4∗β∗t)∗B2∗Σ3∗α∗t∗s2∗β3+16∗x∗B∗β3∗exp(2∗β∗t)∗s2∗Σ2∗

α2∗t−72∗exp(2∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗Σ2
3−4∗A∗t∗Σ2∗β3∗exp(β∗t)∗s2∗B∗α−4∗exp(4∗β∗

t)∗β6∗s4∗A2∗t2+4∗A∗t∗Σ2∗β4∗exp(β∗t)∗Σ3∗x0−8∗exp(4∗β∗t)∗s4∗B∗α∗β4∗f0−

4∗exp(β∗t)∗x∗Σ3∗β4∗f∗Σ2+8∗exp(β∗t)∗Σ2
2∗B∗α∗f∗β2+2∗B2∗Σ1∗t∗Σ2∗β3+12∗

B2∗α∗Σ3∗t∗Σ2∗β2−8∗B2∗α2∗Σ2
2∗t∗β−8∗exp(3∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β5∗f0∗s2+8∗exp(4∗

β∗t)∗B∗α2∗t∗Σ2∗β3∗x∗s2+8∗exp(3∗β∗t)∗β4∗f0∗s4∗B∗α−4∗B2∗α2∗s2∗Σ2∗β+24∗

B2∗α∗Σ2∗Σ3∗β+8∗x2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗s2∗Σ2∗α2∗t−28∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β2∗α2∗

s2∗Σ2+4∗exp(3∗β∗t)∗B2∗Σ1∗t∗Σ2∗β3+20∗exp(3∗β∗t)∗β2∗x2
0∗α2∗Σ2

2+4∗Σ2
2∗B∗α∗

A∗t∗β2−4∗exp(2∗β∗t)∗β3∗x2
0∗α2∗s2∗Σ2+4∗Σ2

2∗B∗α∗f0∗β2−4∗Σ2
2∗B∗α2∗x0∗β+4∗
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exp(3∗β∗t)∗x∗α∗Σ2
2∗β3∗f0−4∗x2∗β6∗exp(2∗β∗t)∗Σ1∗t∗s2−4∗f0∗Σ2

2∗β3∗exp(β∗t)∗

x0∗α+8∗exp(3∗β∗t)∗s4∗B2∗α2∗β2−4∗A∗t∗Σ2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗Σ3∗x0+4∗exp(2∗β∗

t)∗x0∗B∗β4∗Σ1∗t∗Σ2+24∗exp(β∗t)∗x0∗B∗β3∗Σ2
3+8∗B∗Σ3∗β4∗exp(2∗β∗t)∗f0∗s2−

8∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β5∗Σ1∗t∗s2−16∗exp(3∗β∗t)∗B2∗α2∗Σ2
2∗t∗β−14∗exp(2∗β∗t)∗

β2∗x2
0∗α2∗Σ2

2−8∗x∗B∗β5∗exp(2∗β∗t)∗Σ1∗t∗s2+4∗Σ2∗B∗α∗f∗β3∗exp(2∗β∗t)∗s2+

4∗B∗Σ3∗β2∗Σ2∗x0∗α−48∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β4∗s2∗α∗Σ3−4∗B∗Σ3∗β3∗f0∗Σ2−4∗

B∗Σ3∗β3∗A∗t∗Σ2−4∗x∗Σ3∗β4∗f0∗Σ2−4∗f∗β3∗exp(4∗β∗t)∗Σ2∗B∗Σ3+4∗exp(4∗

β∗t)∗f0∗Σ2∗β3∗B∗Σ3−12∗exp(4∗β∗t)∗Σ2∗B∗α∗β3∗s2∗A∗t−8∗exp(4∗β∗t)∗B∗Σ3∗

β4∗f∗s2−B2∗α2∗t2∗Σ2
2∗β2−2∗B∗α∗t∗Σ2

2∗β3∗f+16∗exp(3∗β∗t)∗β3∗x2
0∗α2∗s2∗Σ2−

4∗f∗β3∗exp(3∗β∗t)∗Σ2
2∗x0∗α+8∗f∗β3∗exp(3∗β∗t)∗Σ2∗B∗Σ3+4∗x∗Σ3∗β4∗exp(2∗

β∗t)∗f0∗Σ2−4∗x∗Σ3∗β4∗A∗t∗Σ2+4∗x∗Σ3∗β3∗Σ2∗x0∗α+4∗A∗t∗Σ2∗β4∗exp(β∗t)∗

x∗Σ3−A2∗t2∗Σ2
2∗β4−Σ2

2∗x2
0∗α2∗β2+144∗x∗B∗β2∗exp(2∗β∗t)∗α∗Σ2∗Σ3−136∗x∗

B∗β2∗exp(β∗t)∗α∗Σ2∗Σ3−72∗B2∗exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2
2−4∗exp(β∗t)∗x∗B∗β4∗Σ1∗

t∗Σ2+12∗exp(β∗t)∗x∗B∗β2∗α2∗Σ2
2∗t+2∗f0∗Σ2

2∗β3∗x0∗α−4∗exp(4∗β∗t)∗B2∗s4∗

α2∗t2∗β4+4∗exp(4∗β∗t)∗x∗α∗Σ2∗β2∗B∗Σ3+20∗exp(3∗β∗t)∗Σ2∗B∗α∗β3∗f0∗s2−

2∗f0∗Σ2
2∗β4∗A∗t+8∗x∗Σ3∗β5∗exp(2∗β∗t)∗s2∗A∗t−20∗x∗B∗β∗α2∗Σ2

2+48∗exp(3∗

β∗t)∗B2∗α2∗Σ2
2+24∗exp(3∗β∗t)∗β4∗x2

0∗Σ2
3+28∗exp(2∗β∗t)∗β3∗x2

0∗α∗Σ2∗Σ3−44∗

exp(2∗β∗t)∗x∗x0∗β2∗α2∗Σ2
2+44∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β2∗α∗Σ2∗Σ3+8∗exp(4∗β∗t)∗

B∗s2∗α∗t2∗β4∗A∗Σ2+4∗x2∗β3∗exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2
2∗t+4∗exp(3∗β∗t)∗A∗t∗Σ2

2∗β3∗

x0∗α−12∗exp(4∗β∗t)∗B2∗Σ2
3∗β2−8∗exp(3∗β∗t)∗B2∗s4∗α2∗t∗β3−4∗f∗β4∗exp(4∗

β∗t)∗Σ2∗Σ3∗x0−24∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗Σ2
3+12∗exp(3∗β∗t)∗x2∗α2∗s2∗β3∗Σ2+

2∗f∗β4∗exp(4∗β∗t)∗Σ2
2∗f0+2∗A∗t∗Σ2

2∗β3∗x0∗α−8∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β3∗α2∗Σ2
2∗

t−4∗f0∗Σ2
2∗β3∗exp(β∗t)∗x∗α+4∗Σ2∗x0∗α2∗β3∗exp(2∗β∗t)∗B∗s2∗t−exp(4∗β∗t)∗

A2∗t2∗Σ2
2∗β4+52∗x∗B∗β2∗exp(β∗t)∗α2∗s2∗Σ2+8∗exp(4∗β∗t)∗B2∗s4∗α2∗t∗β3−4∗
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exp(3∗β∗t)∗x∗Σ3∗β4∗f0∗Σ2−8∗exp(3∗β∗t)∗x∗Σ3∗β5∗s2∗A∗t−48∗x∗B∗β3∗exp(β∗

t)∗s2∗α∗Σ3+8∗exp(4∗β∗t)∗β4∗x2
0∗s2∗Σ2∗α2∗t+8∗exp(3∗β∗t)∗B2∗β4∗Σ1∗t∗s2−4∗

exp(β∗t)∗B2∗Σ1∗t∗Σ2∗β3−exp(4∗β∗t)∗x2∗α2∗Σ2
2∗β2+20∗exp(4∗β∗t)∗β3∗x2

0∗α∗

Σ2∗Σ3+8∗exp(4∗β∗t)∗B∗α∗t∗Σ2∗β4∗f0∗s2+4∗exp(β∗t)∗Σ2
2∗x0∗α∗β3∗f+8∗exp(3∗

β∗t)∗x∗α∗s4∗β5∗A∗t−2∗exp(4∗β∗t)∗β5∗x2
0∗Σ1∗t∗Σ2+72∗exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗

Σ2
3−2∗exp(4∗β∗t)∗B2∗Σ1∗t∗Σ2∗β3+16∗exp(3∗β∗t)∗x∗α2∗s4∗β3∗B+4∗Σ2

2∗x2
0∗α2∗

β2∗exp(β∗t)+20∗exp(4∗β∗t)∗B2∗s2∗Σ2∗α2∗t∗β2+8∗B∗Σ3∗β4∗exp(2∗β∗t)∗s2∗A∗

t+4∗exp(4∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β4∗f0∗Σ2−12∗exp(4∗β∗t)∗B2∗α∗Σ3∗t∗Σ2∗β2−4∗f0∗Σ2∗

β3∗exp(β∗t)∗s2∗B∗α−2∗Σ2
2∗x0∗α∗β3∗f−2∗Σ2

2∗x0∗α2∗β2∗x−2∗Σ2
2∗x0∗α2∗β2∗B∗

t−12∗f∗β4∗exp(3∗β∗t)∗Σ2∗x∗α∗s2−20∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β∗α2∗Σ2
2−f 2∗β4∗Σ2

2−

4∗exp(β∗t)∗Σ3∗x0∗β4∗f∗Σ2+4∗x∗B∗β4∗Σ1∗t∗Σ2+20∗x∗B∗β3∗α∗Σ3∗t∗Σ2−12∗

exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β2∗α2∗Σ2
2∗t−10∗x∗B∗β2∗α2∗Σ2

2∗t−8∗x∗B∗β2∗α2∗s2∗Σ2−136∗

exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗β2∗α∗Σ2∗Σ3−4∗f∗β4∗exp(2∗β∗t)∗Σ2
2∗f0+4∗f 2

0 ∗Σ2∗β5∗exp(2∗

β∗t)∗s2+4∗exp(3∗β∗t)∗A∗t∗Σ2
2∗β3∗x∗α−20∗exp(β∗t)∗x∗B∗β3∗α∗Σ3∗t∗Σ2+4∗

exp(β∗t)∗x∗α2∗s2∗β3∗B∗t∗Σ2+4∗exp(3∗β∗t)∗Σ2
2∗x0∗α∗β3∗f0+44∗x∗B∗β2∗α∗Σ2∗

Σ3−4∗exp(4∗β∗t)∗Σ2
2∗B∗α2∗x∗β−4∗exp(4∗β∗t)∗β6∗x2

0∗Σ1∗t∗s2−exp(4∗β∗t)∗f 2
0 ∗

Σ2
2∗β4−20∗x∗B∗β3∗exp(2∗β∗t)∗α∗Σ3∗t∗Σ2+104∗x∗B∗β3∗exp(2∗β∗t)∗s2∗α∗Σ3+

8∗exp(4∗β∗t)∗B∗s4∗α2∗t∗β4∗x−4∗A∗t2∗Σ2
2∗β3∗exp(2∗β∗t)∗B∗α−4∗exp(4∗β∗t)∗

x2∗α2∗s4∗β4+12∗exp(β∗t)∗x∗x0∗β3∗α2∗s2∗Σ2−2∗exp(4∗β∗t)∗f0∗Σ2
2∗β3∗x0∗α−4∗

Σ2∗B∗α∗exp(2∗β∗t)∗β3∗f0∗s2+2∗exp(2∗β∗t)∗β5∗x2
0∗Σ1∗t∗Σ2−4∗f 2∗β5∗exp(4∗β∗

t)∗Σ2∗s2−96∗exp(3∗β∗t)∗B2∗α∗Σ2∗Σ3∗β+24∗x2∗β4∗exp(β∗t)∗Σ2
3+48∗B2∗exp(β∗

t)∗Σ2
3∗β2+48∗B2∗exp(β∗t)∗α2∗Σ2

2+4∗exp(2∗β∗t)∗B2∗s2∗α2∗t2∗β3∗Σ2−4∗exp(β∗

t)∗x∗α∗s2∗β4∗A∗t∗Σ2−48∗exp(β∗t)∗x∗x0∗β3∗α∗Σ2∗Σ3−4∗exp(3∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β4∗

f0∗Σ2−20∗f∗β3∗exp(3∗β∗t)∗Σ2∗s2∗B∗α−12∗exp(4∗β∗t)∗Σ2∗B∗α2∗x∗s2∗β2+8∗
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exp(3∗β∗t)∗A∗t∗Σ2
2∗β2∗B∗α+64∗exp(3∗β∗t)∗B2∗α2∗s2∗Σ2∗β−4∗exp(4∗β∗t)∗B2∗

β4∗Σ1∗t∗s2+24∗exp(3∗β∗t)∗B2∗α∗Σ3∗t∗Σ2∗β2+24∗exp(β∗t)∗x∗x0∗β2∗α2∗Σ2
2+

48∗exp(3∗β∗t)∗B2∗Σ2
3∗β2+8∗exp(4∗β∗t)∗x∗α∗s4∗β5∗f+40∗exp(2∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗

s2∗α∗Σ3−64∗exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β3∗s2∗α∗Σ3−16∗exp(3∗β∗t)∗β4∗x2
0∗s2∗α∗Σ3−8∗

exp(3∗β∗t)∗Σ2∗x0∗α∗β4∗f∗s2−96∗B2∗exp(β∗t)∗α∗Σ2∗Σ3∗β+32∗B2∗exp(β∗t)∗

α2∗s2∗Σ2∗β−4∗f∗β4∗exp(2∗β∗t)∗Σ2∗x∗Σ3+4∗exp(3∗β∗t)∗x2∗α2∗Σ2
2∗β2−8∗exp(3∗

β∗t)∗s4∗B∗α∗β4∗f+12∗exp(3∗β∗t)∗x∗α∗s2∗β4∗A∗t∗Σ2−4∗exp(4∗β∗t)∗B2∗α2∗

t2∗Σ2∗β3∗s2−4∗exp(3∗β∗t)∗x∗Σ3∗β4∗A∗t∗Σ2−8∗exp(2∗β∗t)∗x∗α2∗s4∗β3∗B+8∗

exp(3∗β∗t)∗Σ2∗x0∗α∗β4∗f0∗s2−4∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β4∗Σ1∗t∗Σ2+4∗exp(β∗t)∗x∗

α∗s2∗β4∗f∗Σ2+4∗exp(β∗t)∗x∗α∗Σ2
2∗β3∗f+8∗f0∗Σ2∗β3∗exp(β∗t)∗B∗Σ3+8∗exp(4∗

β∗t)∗Σ3∗x0∗β5∗f0∗s2+4∗exp(4∗β∗t)∗A∗t∗Σ2∗β3∗B∗Σ3−24∗B2∗exp(β∗t)∗s2∗α∗

Σ3∗β2−8∗x2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗α∗Σ3∗t∗Σ2−8∗A∗t∗Σ2
2∗β2∗exp(β∗t)∗B∗α−4∗exp(4∗

β∗t)∗β6∗f 2
0 ∗s4−4∗f∗β3∗exp(3∗β∗t)∗Σ2

2∗x∗α−8∗exp(4∗β∗t)∗A∗t∗Σ2∗β5∗f0∗s2−8∗

exp(3∗β∗t)∗x2∗Σ3∗β4∗α∗s2−8∗exp(4∗β∗t)∗β4∗x2
0∗α∗Σ3∗t∗Σ2+8∗exp(2∗β∗t)∗B∗

s2∗α∗t∗β4∗f∗Σ2+20∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗s2∗Σ2∗α2∗t+4∗f∗β4∗exp(3∗β∗t)∗Σ2∗

Σ3∗x0−80∗exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗s2∗α∗Σ3+2∗exp(4∗β∗t)∗B∗α2∗t∗Σ2
2∗β2∗x−44∗

exp(3∗β∗t)∗β3∗x2
0∗α∗Σ2∗Σ3+8∗f0∗Σ2∗β5∗exp(2∗β∗t)∗s2∗A∗t−8∗f∗β3∗Σ2∗exp(β∗

t)∗B∗Σ3+4∗f∗β3∗Σ2∗exp(β∗t)∗s2∗B∗α+4∗exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β4∗Σ1∗t∗Σ2−4∗B2∗

exp(2∗β∗t)∗β4∗Σ1∗t∗s2−14∗x2∗β2∗exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2
2−36∗exp(3∗β∗t)∗B2∗s2∗Σ2∗

α2∗t∗β2+24∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β4∗Σ2
3+4∗f0∗Σ2

2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗A∗t−4∗exp(4∗β∗

t)∗Σ2
2∗B∗α∗A∗t∗β2−20∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗α∗Σ3∗t∗Σ2+144∗exp(2∗β∗t)∗x0∗

B∗β2∗α∗Σ2∗Σ3+24∗exp(β∗t)∗x∗x0∗β4∗Σ2
3+12∗B2∗exp(2∗β∗t)∗s2∗Σ2∗α2∗t∗β2+

2∗f∗β4∗exp(4∗β∗t)∗Σ2
2∗A∗t−4∗Σ2

2∗B∗α∗f∗β2−40∗x∗B∗β4∗exp(2∗β∗t)∗Σ3∗α∗

t∗s2+2∗exp(4∗β∗t)∗B∗α∗t2∗Σ2
2∗β3∗A+2∗A2∗t2∗Σ2

2∗β4∗exp(2∗β∗t)+8∗x∗Σ3∗β5∗
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exp(2∗β∗t)∗f0∗s2+20∗exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗α∗Σ3∗t∗Σ2−24∗exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗

β3∗s2∗Σ2∗α2∗t+20∗exp(2∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗α∗Σ3∗t∗Σ2−9∗exp(4∗β∗t)∗β2∗x2
0∗α2∗

Σ2
2+12∗exp(3∗β∗t)∗x∗α∗s2∗β4∗f0∗Σ2−8∗exp(4∗β∗t)∗β6∗f0∗s4∗A∗t−4∗A∗t∗Σ2

2∗

β3∗exp(β∗t)∗x∗α−4∗A∗t∗Σ2
2∗β3∗exp(β∗t)∗x0∗α−16∗exp(3∗β∗t)∗β4∗s2∗A∗t∗B∗

Σ3+20∗x2∗β2∗exp(β∗t)∗α2∗Σ2
2+2∗f0∗Σ2

2∗β4∗f−24∗exp(β∗t)∗B2∗α∗Σ3∗t∗Σ2∗β2+

16∗exp(β∗t)∗B2∗α2∗Σ2
2∗t∗β−8∗exp(4∗β∗t)∗x∗α∗s4∗β5∗f0+8∗exp(3∗β∗t)∗x2∗α2∗

s4∗β4+8∗exp(3∗β∗t)∗Σ3∗x0∗β5∗f∗s2−4∗exp(4∗β∗t)∗β4∗s2∗A∗t∗Σ2∗x0∗α−8∗f0∗

Σ2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗B∗s2∗α∗t+16∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β4∗α∗Σ3∗t∗Σ2−8∗exp(3∗β∗

t)∗Σ3∗x0∗β5∗s2∗A∗t−92∗x∗B∗β2∗exp(2∗β∗t)∗α2∗s2∗Σ2−20∗exp(β∗t)∗x0∗B∗β3∗

α∗Σ3∗t∗Σ2+12∗exp(β∗t)∗x0∗B∗β2∗α2∗Σ2
2∗t+4∗exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗β4∗Σ1∗t∗Σ2−4∗

f0∗Σ2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗Σ3∗x0−8∗exp(4∗β∗t)∗A∗t∗Σ2∗β4∗x∗α∗s2+4∗B∗Σ3∗β3∗f∗

Σ2−8∗f0∗Σ2∗β5∗f∗exp(2∗β∗t)∗s2−2∗exp(4∗β∗t)∗A∗t∗Σ2
2∗β4∗f0+4∗f∗β3∗exp(2∗

β∗t)∗Σ2
2∗B∗α∗t−4∗exp(β∗t)∗x∗x0∗β5∗Σ1∗t∗Σ2−16∗exp(β∗t)∗x∗x0∗β4∗α∗Σ3∗t∗

Σ2+8∗exp(β∗t)∗x∗x0∗β3∗α2∗Σ2
2∗t−12∗x2∗β4∗exp(2∗β∗t)∗Σ2

3+40∗exp(3∗β∗t)∗x0∗

B∗β4∗Σ3∗α∗t∗s2−72∗exp(3∗β∗t)∗B2∗s2∗α∗Σ3∗β2−20∗exp(4∗β∗t)∗B2∗α2∗s2∗Σ2∗

β−8∗B∗Σ3∗β4∗f∗exp(2∗β∗t)∗s2+68∗exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗β2∗α2∗s2∗Σ2−8∗exp(3∗

β∗t)∗x∗α∗s4∗β5∗f+24∗exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β3∗Σ2
3+4∗x∗Σ3∗β4∗f∗Σ2−4∗exp(2∗β∗

t)∗s4∗B2∗α2∗β2−12∗x2∗β4∗Σ2
3−12∗B2∗Σ2

3∗β2+4∗x∗Σ3∗β4∗exp(2∗β∗t)∗A∗t∗Σ2+

2∗f0∗Σ2
2∗β3∗x∗α+2∗f0∗Σ2

2∗β3∗B∗α∗t−8∗exp(4∗β∗t)∗B∗s4∗α∗t∗β5∗f−2∗f∗β3∗

exp(4∗β∗t)∗Σ2
2∗B∗α∗t+4∗f∗β2∗exp(4∗β∗t)∗Σ2

2∗B∗α−4∗exp(4∗β∗t)∗f 2
0 ∗Σ2∗β5∗

s2−12∗exp(4∗β∗t)∗β3∗x2
0∗α2∗s2∗Σ2−8∗exp(3∗β∗t)∗x∗Σ3∗β5∗f0∗s2+40∗exp(3∗

β∗t)∗x∗B∗β4∗Σ3∗α∗t∗s2−9∗x2∗β2∗α2∗Σ2
2+4∗B2∗α2∗t∗Σ2∗β2∗exp(β∗t)∗s2+12∗

exp(β∗t)∗x0∗B∗β2∗α2∗s2∗Σ2−56∗exp(β∗t)∗x0∗B∗β2∗α∗Σ2∗Σ3−8∗exp(4∗β∗t)∗x∗

α∗s4∗β5∗A∗t+4∗exp(4∗β∗t)∗β3∗x2
0∗α2∗Σ2

2∗t+10∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β2∗α2∗Σ2
2∗t−
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48∗exp(2∗β∗t)∗x∗x0∗β4∗Σ2
3−4∗exp(4∗β∗t)∗x2∗α2∗s2∗β3∗Σ2+16∗exp(4∗β∗t)∗β4∗

x2
0∗s2∗α∗Σ3+8∗exp(4∗β∗t)∗β6∗s4∗A∗t∗f+4∗f0∗Σ2∗β4∗exp(β∗t)∗x∗Σ3−4∗exp(4∗

β∗t)∗A2∗t2∗Σ2∗β5∗s2+8∗f∗β4∗exp(4∗β∗t)∗Σ2∗x∗α∗s2+4∗f 2∗β5∗Σ2∗exp(2∗β∗t)∗

s2+8∗exp(4∗β∗t)∗s4∗B∗α∗β4∗f+144∗B2∗exp(2∗β∗t)∗α∗Σ2∗Σ3∗β−4∗exp(3∗β∗t)∗

x2∗Σ3∗β3∗α∗Σ2−8∗exp(4∗β∗t)∗s4∗B∗α∗β4∗A∗t−4∗exp(4∗β∗t)∗s4∗B2∗α2∗β2−8∗

f∗β2∗exp(3∗β∗t)∗Σ2
2∗B∗α+4∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β5∗Σ1∗t∗Σ2−24∗B2∗exp(2∗β∗t)∗

Σ3∗α∗t∗s2∗β3+2∗A∗t∗Σ2
2∗β3∗x∗α+64∗exp(3∗β∗t)∗x0∗B∗β∗α2∗Σ2

2−16∗exp(3∗β∗

t)∗x∗x0∗β4∗s2∗Σ2∗α2∗t+40∗exp(4∗β∗t)∗x0∗B∗β3∗s2∗α∗Σ3+32∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗

β5∗Σ3∗α∗t∗s2−2∗exp(4∗β∗t)∗x∗α2∗Σ2
2∗β2∗x0+8∗f∗β5∗exp(4∗β∗t)∗Σ2∗f0∗s2−4∗

f∗β4∗exp(2∗β∗t)∗Σ2
2∗A∗t−16∗x2∗β5∗exp(2∗β∗t)∗Σ3∗α∗t∗s2+8∗f∗β5∗exp(4∗β∗t)∗

Σ2∗s2∗A∗t−48∗exp(3∗β∗t)∗x∗x0∗β3∗α∗Σ2∗Σ3+20∗exp(3∗β∗t)∗x∗B∗β3∗α∗Σ3∗t∗

Σ2)/β/(−Σ2+2∗exp(2∗β∗t)∗β∗s2+exp(2∗β∗t)∗Σ2)/(−4∗α2∗Σ2
2+Σ1∗t∗Σ2∗β3+4∗

α∗Σ3∗t∗Σ2∗β2−2∗α2∗Σ2
2∗t∗β−4∗exp(2∗β∗t)∗Σ2

3∗β2−2∗α2∗s2∗Σ2∗β+8∗α∗Σ2∗Σ3∗

β+8∗exp(β∗t)∗Σ2
3∗β2−4∗exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2

2−exp(2∗β∗t)∗Σ1∗t∗Σ2∗β3−2∗exp(2∗

β∗t)∗β4∗Σ1∗t∗s2−4∗Σ2
3∗β2−4∗exp(2∗β∗t)∗α∗Σ3∗t∗Σ2∗β2+8∗exp(2∗β∗t)∗s2∗α∗

Σ3∗β2+4∗α2∗Σ2∗exp(2∗β∗t)∗s2∗t∗β2+2∗exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2
2∗t∗β+8∗exp(2∗β∗t)∗

α∗Σ2∗Σ3∗β−8∗exp(2∗β∗t)∗Σ3∗α∗t∗s2∗β3−6∗exp(2∗β∗t)∗α2∗s2∗Σ2∗β−16∗exp(β∗

t)∗α∗Σ2∗Σ3∗β+8∗exp(β∗t)∗α2∗s2∗Σ2∗β−8∗exp(β∗t)∗s2∗α∗Σ3∗β2+8∗exp(β∗t)∗

α2∗Σ2
2))/P i

(1/2)∗s∗β2/(−(−4∗α2∗Σ2
2+Σ1∗t∗Σ2∗β3+4∗α∗Σ3∗t∗Σ2∗β2−2∗α2∗Σ2

2∗

t∗β−4∗exp(2∗β∗t)∗Σ2
3∗β2−2∗α2∗s2∗Σ2∗β+8∗α∗Σ2∗Σ3∗β+8∗exp(β∗t)∗Σ2

3∗β2−4∗

exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2
2−exp(2∗β∗t)∗Σ1∗t∗Σ2∗β3−2∗exp(2∗β∗t)∗β4∗Σ1∗t∗s2−4∗Σ2

3∗

β2−4∗exp(2∗β∗t)∗α∗Σ3∗t∗Σ2∗β2+8∗exp(2∗β∗t)∗s2∗α∗Σ3∗β2+4∗α2∗Σ2∗exp(2∗β∗

t)∗s2∗t∗β2+2∗exp(2∗β∗t)∗α2∗Σ2
2∗t∗β+8∗exp(2∗β∗t)∗α∗Σ2∗Σ3∗β−8∗exp(2∗β∗t)∗

Σ3∗α∗t∗s2∗β3−6∗exp(2∗β∗t)∗α2∗s2∗Σ2∗β−16∗exp(β∗t)∗α∗Σ2∗Σ3∗β+8∗exp(β∗
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t)∗α2∗s2∗Σ2∗β−8∗exp(β∗t)∗s2∗α∗Σ3∗β2+8∗exp(β∗t)∗α2∗Σ2
2)/(−Σ2+2∗exp(2∗

β∗t)∗β∗s2+exp(2∗β∗t)∗Σ2)
2)(1/2)/(−Σ2+2∗exp(2∗β∗t)∗β∗s2+exp(2∗β∗t)∗Σ2)

P̂ (t, µ, x) = (A.0.3)

= 1/2 ∗ exp(−β ∗ t− I ∗ (−B ∗ α ∗ β ∗ t−B ∗ α ∗ exp(−β ∗ t) +A ∗ t ∗ β2 +B ∗ α+

f0 ∗ β2)/β2 ∗ µ− 1/4 ∗ (−α2 ∗Σ2 ∗ exp(−β ∗ t)2 + 4 ∗Σ2 ∗ α2 ∗ exp(−β ∗ t)− 4 ∗ α ∗

Σ3 ∗ β ∗ exp(−β ∗ t) + 2 ∗α2 ∗ β ∗ t ∗Σ2− 4 ∗α ∗ β2 ∗ t ∗Σ3 + 2 ∗Σ1 ∗ t ∗ β3− 3 ∗Σ2 ∗

α2 + 4 ∗ α ∗ Σ3 ∗ β)/β3 ∗ µ2 + α ∗ (−1 + exp(−β ∗ t))/β ∗ x ∗ µ ∗ I) ∗
√

2/π

P (t, f, x) = (A.0.4)

= exp(−(−α2∗x2∗β2−2∗β5∗t2∗Σ1+2∗f0∗β4∗f−A2∗t2∗β4−B2∗α2−B2∗α2∗exp(−2∗

β∗t)−2∗α2∗x∗β∗B+3∗β2∗t∗Σ2∗α2+2∗f0∗β3∗α∗x∗exp(−β∗t)+2∗f0∗β2∗B∗α∗

exp(−β∗t)−2∗f ∗β3∗α∗x∗exp(−β∗t)−2∗f ∗β2∗B∗α∗exp(−β∗t)+4∗α2∗x∗β∗B∗

exp(−β∗t)−2∗B2∗α2∗t∗β∗exp(−β∗t)−2∗α2∗x∗β2∗B∗t∗exp(−β∗t)+2∗α∗x∗β3∗

A∗t∗exp(−β∗t)−α2∗x2∗β2∗exp(−2∗β∗t)+2∗α2∗x2∗β2∗exp(−β∗t)+2∗A∗t∗β2∗

B∗α∗exp(−β∗t)−4∗β2∗t∗Σ2∗α2∗exp(−β∗t)+4∗β3∗t∗α∗Σ3∗exp(−β∗t)+2∗B2∗

α2∗exp(−β∗t)+2∗f0∗β3∗B∗α∗t+2∗f∗β3∗α∗x+4∗β4∗t2∗α∗Σ3−2∗f∗β3∗B∗α∗t−

B2∗α2∗t2∗β2+2∗f∗β4∗A∗t−2∗α∗x∗β3∗A∗t+2∗f∗β2∗B∗α+2∗B∗α∗t2∗β3∗A−2∗

f0∗β3∗α∗x+2∗α2∗x∗β2∗B∗t−2∗β3∗t2∗α2∗Σ2−2∗A∗t∗β2∗B∗α−4∗β3∗t∗α∗Σ3−2∗

f0∗β4∗A∗t+2∗B2∗α2∗t∗β−2∗f0∗β2∗B∗α−f 2
0 ∗β4−f 2∗β4+β2∗t∗Σ2∗α2∗exp(−2∗

β∗t)−2∗α2∗x∗β∗B∗exp(−2∗β∗t))/β/(Σ2∗α2∗exp(−2∗β∗t)−4∗Σ2∗α2∗exp(−β∗

t)+4∗α∗Σ3∗β∗exp(−β∗t)−2∗α2∗β∗t∗Σ2+4∗α∗β2∗t∗Σ3−2∗Σ1∗t∗β3+3∗Σ2∗α2−

4∗α∗Σ3∗β))/
√
π∗β2/(−(Σ2∗α2∗exp(−2∗β∗t)−4∗Σ2∗α2∗exp(−β∗t)+4∗α∗Σ3∗β∗

exp(−β∗t)−2∗α2∗β∗t∗Σ2+4∗α∗β2∗t∗Σ3−2∗Σ1∗t∗β3+3∗Σ2∗α2−4∗α∗Σ3∗β)∗β)1/2
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K2 = (A.0.5)

= ((2(α1−α2)(σ11λ1 +σ12λ2 +σ13λ3−σ21λ1−σ22λ2−σ23λ3)/β
2−2(λ2

1 +λ2
2 +λ2

3)(α1−

α2)
2/β3)exp(−2βt)exp(βt) + (−((σ12− σ22)

2 + (σ11− σ21)
2 + (σ13− σ23)

2)t+ 2(α1−

α2)t(σ11λ1 + σ12λ2 + σ13λ3 − σ21λ1 − σ22λ2 − σ23λ3)/β + (−(α1 − α2)
2t(λ2

1 + λ2
2 +

λ2
3)− 2(α1−α2)(σ11λ1 + σ12λ2 + σ13λ3− σ21λ1− σ22λ2− σ23λ3))/β

2 + 3/2(λ2
1 + λ2

2 +

λ2
3)(α1−α2)

2/β3)exp(−2βt)exp(2βt)+1/2(λ2
1 +λ2

2 +λ2
3)(α1−α2)

2/β3exp(−2βt))γ+

(−1/2σ2
11 − 1/2σ2

12 − 1/2σ2
13 − 1/2σ2

21 − 1/2σ2
22 − 1/2σ2

23)t

K1 = (A.0.6)

= (((2α2(σ11λ1 +σ12λ2 +σ13λ3−σ21λ1−σ22λ2−σ23λ3) + 2(α1−α2)(σ21λ1 +σ22λ2 +

σ23λ3))/β
2−4(λ2

1 +λ2
2 +λ2

3)α2(α1−α2)/β
3)exp(−2βt)exp(βt)+(−(2σ21(σ11−σ21)+

2σ22(σ12 − σ22) + 2σ23(σ13 − σ23))t + (2α2t(σ11λ1 + σ12λ2 + σ13λ3 − σ21λ1 − σ22λ2 −

σ23λ3) + 2(α1 − α2)t(σ21λ1 + σ22λ2 + σ23λ3))/β + (−2α2(α1 − α2)t(λ
2
1 + λ2

2 + λ2
3) −

2α2(σ11λ1 + σ12λ2 + σ13λ3 − σ21λ1 − σ22λ2 − σ23λ3) − 2(α1 − α2)(σ21λ1 + σ22λ2 +

σ23λ3))/β
2+3(λ2

1+λ2
2+λ2

3)α2(α1−α2)/β
3)exp(−2βt)exp(2βt)+(λ2

1+λ2
2+λ2

3)α2(α1−

α2)/β
3exp(−2βt))γ + ((−xα1 + α2x)/β + (α2 − α1)B/β

2)exp(−βt) + (−A2 + A1 +

σ2
21 + σ2

22 + σ2
23)t+ ((α2 − α1)Bt+ xα1 − α2x)/β +B(α1 − α2)/β

2

K0 = (A.0.7)

= ((2α2(σ21λ1 + σ22λ2 + σ23λ3)/β
2 − 2(λ2

1 + λ2
2 + λ2

3)α
2
2/β

3)exp(−2βt)exp(βt) +

(−(σ2
21 +σ2

22 +σ2
23)t+2α2t(σ21λ1 +σ22λ2 +σ23λ3)/β+(−2α2(σ21λ1 +σ22λ2 +σ23λ3)−

α2
2t(λ

2
1 + λ2

2 + λ2
3))/β

2 + 3/2(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)α

2
2/β

3)exp(−2βt)exp(2βt) + 1/2(λ2
1 + λ2

2 +

λ2
3)α

2
2/β

3exp(−2βt))γ
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q(t) = (A.0.8)

= −1/2∗t∗σ2
1∗(((−2∗σ1∗λ∗β+(4∗α1−4)∗λ2)∗γ+(r∗α1−r)∗β2+(B∗α1−B)∗β)∗

erp(−β∗t)+(−α1+1)∗λ2∗γ∗erp(−2∗β∗t)+(−2∗β2∗t∗λ∗σ1+(λ2∗(2∗α1−2)∗t+2∗

σ1∗λ)∗β+(−3∗α1+3)∗λ2)∗γ−β3∗t∗A1+((B∗α1−B)∗t−r∗α1+r)∗β2+(−B∗α1+

B)∗β)2/(((−4∗α1+4)∗σ1∗λ∗β+(4+4∗α2
1−8∗α1)∗λ2)∗γ∗erp(−β∗t)+(−α2

1 +2∗

α1−1)∗λ2∗γ∗erp(−2∗β∗t)+(2∗β3∗t∗σ2
1+(−4∗α1+4)∗σ1∗λ∗t∗β2+((2∗α2

1−4∗α1+

2)∗λ2∗t+(4∗α1−4)∗σ1∗λ)∗β+(−3−3∗α2
1+6∗α1)∗λ2)∗γ+β3∗t∗σ2

1)2−(−1/2∗(−2∗

β2∗A1+2∗β∗B∗α1−2∗β∗B)/β2∗t−1/2∗(2∗B∗α1−2∗β∗r+2∗β∗r∗α1−2∗B)/β2∗

erp(−β∗t)−1/2∗(−2∗B∗α1−2∗β∗r∗α1+2∗B+2∗β∗r)/β2)∗(((−2∗σ1∗λ∗β+(4∗α1−

4)∗λ2)∗γ+(r∗α1−r)∗β2+(B∗α1−B)∗β)∗erp(−β∗t)+(−α1+1)∗λ2∗γ∗erp(−2∗β∗

t)+(−2∗β2∗t∗λ∗σ1+(λ2∗(2∗α1−2)∗t+2∗σ1∗λ)∗β+(−3∗α1+3)∗λ2)∗γ−β3∗t∗A1+

((B∗α1−B)∗t−r∗α1+r)∗β2+(−B∗α1+B)∗β)/(((−4∗α1+4)∗σ1∗λ∗β+(4+4∗α2
1−

8∗α1)∗λ2)∗γ∗erp(−β∗t)+(−α2
1+2∗α1−1)∗λ2∗γ∗erp(−2∗β∗t)+(2∗β3∗t∗σ2

1+(−4∗

α1+4)∗σ1∗λ∗t∗β2+((2∗α2
1−4∗α1+2)∗λ2∗t+(4∗α1−4)∗σ1∗λ)∗β+(−3−3∗α2

1+6∗

α1)∗λ2)∗γ+β3∗t∗σ2
1)+1/2∗t/σ2

1∗(A1+(α1−1)∗r)2/(1+2∗γ)2−(−1/2∗(−2∗β2∗A1+

2∗β∗B∗α1−2∗β∗B)/β2∗t−1/2∗(2∗B∗α1−2∗β∗r+2∗β∗r∗α1−2∗B)/β2∗erp(−β∗

t)−1/2∗(−2∗B∗α1−2∗β∗r∗α1+2∗B+2∗β∗r)/β2)∗(A1+(α1−1)∗r)/(1+2∗γ)/σ2
1

q1(t, ξ) = (A.0.9)

(−(−I∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)1/2∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)1/2)∗

I)2/β2)(−1/λ2 ∗B)/λ8 ∗B2 ∗ (2∗I ∗λ2 ∗α∗cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ξ+

β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2−2∗I ∗λ2 ∗ (λ2 ∗ξ2 ∗I−2∗β ∗ξ)∗cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+

arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)/β2∗sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗
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I)/(β2)(1/2))∗I)∗(1/2∗I/(β2)(1/2)∗t∗α∗λ2+(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗

ξ+β∗I)2/β2))−2∗λ4∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗

I)/(β2)(1/2))∗I)2/β4∗α)2/(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)2/cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗

ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)4∗β4∗exp(−1/λ2∗B∗β∗t)−I∗(−I∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗

cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2)(−1/λ2 ∗B)/λ4 ∗

B ∗ (8∗I ∗λ2 ∗α∗cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)/β2 ∗

sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)∗(1/2∗I/(β2)(1/2)∗t∗

α∗λ2+(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2))+8∗λ4∗α2∗cosh(1/2∗

(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β4−2∗I ∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β ∗

ξ)∗sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2∗(1/2∗I/(β2)(1/2)∗

t∗α∗λ2 +(λ2∗ξ+β ∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β ∗I)2/β2))2/β2−8∗λ4∗(λ2∗

ξ2 ∗I−2∗β ∗ ξ)∗ cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)/β4 ∗

sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)∗(1/2∗I/(β2)(1/2)∗t∗

α∗λ2+(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2))∗α−2∗I∗λ2∗(λ2∗ξ2∗

I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2∗(1/2∗

I/(β2)(1/2)∗t∗α∗λ2 +(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2))2−2∗

I∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗

I)/β2∗sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)∗(1/2/(β2)(3/2)∗

t∗α2 ∗λ4−3∗ I ∗ (λ2 ∗ ξ+β ∗ I)/(β2)(5/2)∗α2 ∗λ4/(1 + (λ2 ∗ ξ+β ∗ I)2/β2) + 2∗ I ∗

(λ2∗ξ+β∗I)3/(β2)(7/2)∗α2∗λ4/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2)2)+8∗I ∗λ6∗(λ2∗ξ2∗I−2∗

β ∗ ξ)∗ cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ ξ+β ∗ I)/(β2)(1/2))∗ I)2/β6 ∗α2)/(λ2 ∗

ξ2∗I−2∗β ∗ξ)/cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)2∗β2∗

exp(−1/λ2∗B∗β ∗t)+2∗I ∗(−I ∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β ∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+

arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2)(−1/λ2∗B)/λ4∗B∗(2∗I∗λ2∗α∗cosh(1/2∗

116



(β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ ξ+β ∗ I)/(β2)(1/2))∗ I)2/β2− 2∗ I ∗λ2 ∗ (λ2 ∗ ξ2 ∗ I− 2∗

β ∗ξ)∗cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)/β2 ∗sinh(1/2∗

(β2)(1/2) ∗ t+ arctan((λ2 ∗ ξ+β ∗ I)/(β2)(1/2)) ∗ I) ∗ (1/2 ∗ I/(β2)(1/2) ∗ t ∗α ∗λ2 +

(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2))−2∗λ4∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗

cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β4∗α)/(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗

ξ)/cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)3∗β2∗exp(−1/λ2∗B∗

β∗t)∗sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)∗(1/2∗I/(β2)(1/2)∗

t∗α∗λ2+(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2))+2∗(−I∗λ2∗(λ2∗ξ2∗

I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2)(−1/λ2∗

B)/λ2∗B ∗(2∗I ∗λ2∗α∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗

I)2/β2−2∗I ∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β ∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2∗ξ+β ∗

I)/(β2)(1/2))∗I)/β2∗sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)∗

(1/2∗I/(β2)(1/2)∗t∗α∗λ2+(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2))−

2∗λ4∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗

I)2/β4 ∗ α)/(λ2 ∗ ξ2 ∗ I − 2 ∗ β ∗ ξ)/cosh(1/2 ∗ (β2)(1/2) ∗ t + arctan((λ2 ∗ ξ + β ∗

I)/(β2)(1/2))∗I)2∗α∗exp(−1/λ2∗B∗β∗t)+(−I∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗

(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2)(−1/λ2∗B)/λ6∗B∗(2∗I∗λ2∗

α∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2−2∗I ∗λ2∗(λ2∗

ξ2 ∗I−2∗β ∗ ξ)∗ cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)/β2 ∗

sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)∗(1/2∗I/(β2)(1/2)∗t∗α∗

λ2+(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2))−2∗λ4∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗

cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β4∗α)/(λ2∗ξ2∗I−2∗

β∗ξ)/cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2∗β2∗(2∗I∗m∗λ2+

2∗I∗t∗A∗λ2)∗exp(−1/λ2∗B∗β∗t)∗I−2∗I∗(−I∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗
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(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2)(−1/λ2∗B)/λ4∗B∗(2∗I∗λ2∗

α∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2−2∗I ∗λ2∗(λ2∗

ξ2 ∗I−2∗β ∗ ξ)∗ cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)/β2 ∗

sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)∗(1/2∗I/(β2)(1/2)∗t∗α∗

λ2+(λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(3/2)∗α∗λ2/(1+(λ2∗ξ+β∗I)2/β2))−2∗λ4∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗

cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β4∗α)/(λ2∗ξ2∗I−2∗

β∗ξ)2/cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2∗β2∗exp(−1/λ2∗

B ∗β ∗ t)∗α− (−I ∗λ2 ∗ (λ2 ∗ ξ2 ∗ I−2∗β ∗ ξ)∗ cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗

ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2)(−1/λ2 ∗B)∗ t∗σ2 ∗exp(−1/λ2 ∗B ∗β ∗ t)+1/4∗ (−I ∗

λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β ∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗

I)2/β2)(− 1/λ2 ∗B) ∗ (2 ∗ I ∗m ∗ λ2 + 2 ∗ I ∗ t ∗A ∗ λ2)2/λ4 ∗ exp(−1/λ2 ∗B ∗ β ∗ t))

q2(t, ξ) = (A.0.10)

((−I ∗ λ2 ∗ (λ2 ∗ ξ2 ∗ I − 2 ∗ β ∗ ξ) ∗ cosh(1/2 ∗ (β2)(1/2) ∗ t + arctan((λ2 ∗ ξ + β ∗

I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2)(−1/λ2 ∗B)∗ (2∗I ∗m∗λ2 +2∗I ∗ t∗A∗λ2)/λ2 ∗exp(−1/λ2 ∗

B ∗ β ∗ t) ∗ (−((−I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗

α ∗ λ2 + 2 ∗

α) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− I ∗ (β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ)/(β2)(1/2) ∗ t ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗

α ∗ λ2 − 2 ∗

α)/((−I ∗ λ2 ∗ ξ+ β + (β2)(1/2)) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + (β2)(1/2) + λ2 ∗ ξ ∗ I − β) +

((β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ)/((−I ∗ λ2 ∗ ξ +

β + (β2)(1/2)) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + (β2)(1/2) + λ2 ∗ ξ ∗ I − β)2 ∗ (1/(β2)(1/2) ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) ∗ I − I ∗ (−I ∗ λ2 ∗ ξ + β + (β2)(1/2))/(β2)(1/2) ∗ t ∗
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α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + 1/(β2)(1/2) ∗

α ∗ λ2 ∗ I)) + 2 ∗ I ∗ (−I ∗ λ2 ∗ (λ2 ∗ ξ2 ∗ I − 2 ∗ β ∗ ξ) ∗ cosh(1/2 ∗ (β2)(1/2) ∗ t +

arctan((λ2 ∗ ξ + β ∗ I)/(β2)(1/2)) ∗ I)2/β2)( − 1/λ2 ∗B)/λ4 ∗B ∗ (2 ∗ I ∗ λ2 ∗

α∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2−2∗I ∗λ2∗(λ2∗

ξ2 ∗I−2∗β ∗ ξ)∗ cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)/β2 ∗

sinh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)∗(1/2∗I/(β2)(1/2)∗t∗

α ∗ λ2 + (λ2 ∗ ξ + β ∗ I)/(β2)(3/2) ∗

α∗λ2/(1+(λ2 ∗ξ+β ∗I)2/β2))−2∗λ4 ∗ (λ2 ∗ξ2 ∗I−2∗β ∗ξ)∗cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗

t+ arctan((λ2 ∗ ξ + β ∗ I)/(β2)(1/2)) ∗ I)2/β4 ∗

α)/(λ2 ∗ξ2 ∗I−2∗β ∗ξ)/cosh(1/2∗ (β2)(1/2)∗ t+arctan((λ2 ∗ξ+β ∗I)/(β2)(1/2))∗

I)2 ∗ β2 ∗ exp(−1/λ2 ∗B ∗ β ∗ t) ∗ (−((−I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗

α ∗ λ2 + 2 ∗

α) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− I ∗ (β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ)/(β2)(1/2) ∗ t ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗

α ∗ λ2 − 2 ∗

α)/((−I ∗ λ2 ∗ ξ+ β + (β2)(1/2)) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + (β2)(1/2) + λ2 ∗ ξ ∗ I − β) +

((β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ)/((−I ∗ λ2 ∗ ξ +

β + (β2)(1/2)) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + (β2)(1/2) + λ2 ∗ ξ ∗ I − β)2 ∗ (1/(β2)(1/2) ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) ∗ I − I ∗ (−I ∗ λ2 ∗ ξ + β + (β2)(1/2))/(β2)(1/2) ∗ t ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + 1/(β2)(1/2) ∗

α∗λ2∗I))−(−I ∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β ∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+

β ∗I)/(β2)(1/2))∗I)2/β2)(−1/λ2 ∗B)∗exp(−1/λ2 ∗B ∗β ∗ t)∗ (−(−1/(β2)(3/2)∗ξ ∗

α2 ∗ λ4 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− 2 ∗ I ∗ (−I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗

α ∗ λ2 + 2 ∗
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α)/(β2)(1/2) ∗ t ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− (β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ)/(β2)(3/2) ∗ t ∗

α2 ∗ λ4 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− (β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ)/β2 ∗ t2 ∗

α2 ∗ λ4 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− 1/(β2)(3/2) ∗ ξ ∗

α2 ∗λ4)/((−I ∗λ2 ∗ ξ+ β+ (β2)(1/2)) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + (β2)(1/2) +λ2 ∗ ξ ∗ I −

β) + 2 ∗ ((−I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗

α ∗ λ2 + 2 ∗

α) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− I ∗ (β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ)/(β2)(1/2) ∗ t ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗

α ∗ λ2 − 2 ∗

α)/((−I ∗λ2 ∗ ξ+ β+ (β2)(1/2)) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + (β2)(1/2) +λ2 ∗ ξ ∗ I − β)2 ∗

(1/(β2)(1/2) ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) ∗ I − I ∗ (−I ∗ λ2 ∗ ξ + β + (β2)(1/2))/(β2)(1/2) ∗ t ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + 1/(β2)(1/2) ∗

α∗λ2∗I)−2∗((β∗ξ−(β2)(1/2)∗ξ)∗exp(−(β2)(1/2)∗t)−β∗ξ−(β2)(1/2)∗ξ)/((−I ∗

λ2∗ξ+β+(β2)(1/2))∗exp(−(β2)(1/2)∗t)+(β2)(1/2)+λ2∗ξ∗I−β)3∗(1/(β2)(1/2)∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) ∗ I − I ∗ (−I ∗ λ2 ∗ ξ + β + (β2)(1/2))/(β2)(1/2) ∗ t ∗

α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + 1/(β2)(1/2) ∗

α∗λ2∗I)2 +((β ∗ξ−(β2)(1/2)∗ξ)∗exp(−(β2)(1/2)∗ t)−β ∗ξ−(β2)(1/2)∗ξ)/((−I ∗

λ2∗ξ+β+(β2)(1/2))∗exp(−(β2)(1/2)∗t)+(β2)(1/2)+λ2∗ξ∗I−β)2∗(1/(β2)(3/2)∗

α2 ∗ λ4 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + 2/β2 ∗

α2 ∗ λ4 ∗ t ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− (−I ∗ λ2 ∗ ξ + β + (β2)(1/2))/(β2)(3/2) ∗ t ∗

α2 ∗ λ4 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− (−I ∗ λ2 ∗ ξ + β + (β2)(1/2))/β2 ∗ t2 ∗

α2 ∗ λ4 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + 1/(β2)(3/2) ∗
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α2 ∗ λ4)))

q3(t, ξ) = (A.0.11)

((−I∗λ2∗(λ2∗ξ2∗I−2∗β∗ξ)∗cosh(1/2∗(β2)(1/2)∗t+arctan((λ2∗ξ+β∗I)/(β2)(1/2))∗

I)2/β2))((−1/λ2 ∗B))(exp(−1/λ2 ∗B ∗ β ∗ t))((((−I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗ α ∗ λ2 + 2 ∗ α) ∗

exp(−(β2)(1/2)∗ t)−I ∗ (β ∗ξ− (β2)(1/2)∗ξ)/(β2)(1/2)∗ t∗α∗λ2 ∗exp(−(β2)(1/2)∗

t)−I/(β2)(1/2)∗ξ∗α∗λ2−2∗α)/((−I ∗λ2∗ξ+β+(β2)(1/2))∗exp(−(β2)(1/2)∗t)+

(β2)(1/2)+λ2∗ξ∗I−β)−((β∗ξ−(β2)(1/2)∗ξ)∗exp(−(β2)(1/2)∗t)−β∗ξ−(β2)(1/2)∗

ξ)/((−I ∗ λ2 ∗ ξ+ β + (β2)(1/2)) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + (β2)(1/2) + λ2 ∗ ξ ∗ I − β)2 ∗

(1/(β2)(1/2)∗α∗λ2∗exp(−(β2)(1/2)∗t)∗I−I∗(−I∗λ2∗ξ+β+(β2)(1/2))/(β2)(1/2)∗

t ∗α ∗λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + 1/(β2)(1/2) ∗α ∗λ2 ∗ I)))((−((−I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗α ∗

λ2 + 2 ∗ α) ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− I ∗ (β ∗ ξ − (β2)(1/2) ∗ ξ)/(β2)(1/2) ∗ t ∗ α ∗ λ2 ∗

exp(−(β2)(1/2) ∗ t)− I/(β2)(1/2) ∗ ξ ∗α ∗λ2− 2 ∗α)/((−I ∗λ2 ∗ ξ+ β+ (β2)(1/2)) ∗

exp(−(β2)(1/2)∗t)+(β2)(1/2)+λ2∗ξ∗I−β)+((β∗ξ−(β2)(1/2)∗ξ)∗exp(−(β2)(1/2)∗

t)−β∗ξ−(β2)(1/2)∗ξ)/((−I∗λ2∗ξ+β+(β2)(1/2))∗exp(−(β2)(1/2)∗t)+(β2)(1/2)+

λ2 ∗ ξ ∗ I − β)2 ∗ (1/(β2)(1/2) ∗ α ∗ λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) ∗ I − I ∗ (−I ∗ λ2 ∗ ξ +

β+ (β2)(1/2))/(β2)(1/2) ∗ t ∗α ∗λ2 ∗ exp(−(β2)(1/2) ∗ t) + 1/(β2)(1/2) ∗α ∗λ2 ∗ I)))

K2 = (A.0.12)

(((−γ∗λ4−γ∗λ4∗α2
1+2∗γ∗λ4∗α1)/β

2∗t2+(γ∗λ4+γ∗λ4∗α2
1−2∗γ∗λ4∗α1)/β

3∗t+(2∗

γ∗λ2∗r∗α2
1−4∗γ∗λ2∗r∗α1+2∗γ∗λ2∗r)/β3+(−5∗γ∗λ4∗α1+4∗γ∗B∗λ2∗α2

1+4∗γ∗B∗

λ2+5/2∗γ∗λ4∗α2
1−8∗γ∗B∗λ2∗α1+5/2∗γ∗λ4)/β4)∗exp(β∗t)+((−γ∗λ4−γ∗λ4∗α2

1+

2∗γ∗λ4∗α1)/β
2∗t2+((−2∗γ∗λ2∗r−2∗γ∗λ2∗r∗α2

1+4∗γ∗λ2∗r∗α1)/β
2+(−4∗γ∗λ4−

4∗γ∗λ4∗α2
1+8∗γ∗λ4∗α1)/β

3)∗t+(−3∗γ∗λ2∗r−3∗γ∗λ2∗r∗α2
1+6∗γ∗λ2∗r∗α1)/β

3+
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(−15/2∗γ∗B∗λ2−15/2∗γ∗B∗λ2∗α2
1+12∗γ∗λ4∗α1−6∗γ∗λ4−6∗γ∗λ4∗α2

1+15∗γ∗

B∗λ2∗α1)/β
4)∗exp(2∗β∗t)+(8∗γ∗λ4∗α1−4∗γ∗λ4−4∗γ∗λ4∗α2

1−5/2∗γ∗B∗λ2+

5∗γ∗B∗λ2∗α1−5/2∗γ∗B∗λ2∗α2
1)/β4∗exp(4∗β∗t)+((−12∗γ∗λ4∗α1−4∗γ∗B∗λ2∗

α1+2∗γ∗B∗λ2∗α2
1+6∗γ∗λ4+6∗γ∗λ4∗α2

1+2∗γ∗B∗λ2)/β3∗t+(2∗γ∗λ2∗r∗α2
1−4∗γ∗

λ2∗r∗α1+2∗γ∗λ2∗r)/β3+(6∗γ∗B∗λ2∗α2
1−15∗γ∗λ4∗α1+15/2∗γ∗λ4+6∗γ∗B∗λ2−

12∗γ∗B∗λ2∗α1+15/2∗γ∗λ4∗α2
1)/β4)∗exp(3∗β∗t)+(−1/2∗σ2

1−γ∗σ2
1 +(γ∗B∗λ2∗

α2
1+γ∗B∗λ2−2∗γ∗B∗λ2∗α1)/β

3)∗t+(−γ∗λ2∗r∗α2
1+2∗γ∗λ2∗r∗α1−γ∗λ2∗r)/β3)

K1 = (A.0.13)

(((2∗γ∗λ4−2∗γ∗λ4∗α1)/β
2∗t2 +((λ2−λ2∗α1)/β+(−2∗γ∗λ4 +2∗γ∗λ4∗α1)/β

3)∗

t+(r−r∗α1)/β+(−λ2∗α1−B∗α1+B+λ2)/β2+(4∗γ∗λ2∗r∗α1−4∗γ∗λ2∗r)/β3+

(5∗γ∗λ4∗α1−8∗γ∗B∗λ2−5∗γ∗λ4+8∗γ∗B∗λ2∗α1)/β
4)∗exp(β∗t)+((2∗γ∗λ4−2∗

γ∗λ4∗α1)/β
2∗t2+((4∗γ∗λ2∗r−4∗γ∗λ2∗r∗α1)/β

2+(8∗γ∗λ4−8∗γ∗λ4∗α1)/β
3)∗t+

(−λ2 +λ2∗α1−B+B∗α1)/β
2 +(−6∗γ∗λ2∗r∗α1 +6∗γ∗λ2∗r)/β3 +(15∗γ∗B∗λ2 +

12∗γ∗λ4−12∗γ∗λ4∗α1−15∗γ∗B∗λ2∗α1)/β
4)∗exp(2∗β∗t)+(−5∗γ∗B∗λ2∗α1−8∗

γ∗λ4∗α1+8∗γ∗λ4+5∗γ∗B∗λ2)/β4∗exp(4∗β∗t)+((12∗γ∗λ4∗α1+4∗γ∗B∗λ2∗α1−

12∗γ∗λ4−4∗γ∗B∗λ2)/β3∗t+(4∗γ∗λ2∗r∗α1−4∗γ∗λ2∗r)/β3+(15∗γ∗λ4∗α1+12∗

γ∗B∗λ2∗α1−12∗γ∗B∗λ2−15∗γ∗λ4)/β4)∗exp(3∗β∗t)+(A1+(B−B∗α1)/β+(2∗

γ∗B∗λ2∗α1−2∗γ∗B∗λ2)/β3)∗t+(r∗α1−r)/β+(−2∗γ∗λ2∗r∗α1+2∗γ∗λ2∗r)/β3)

K0 = (A.0.14)

(−γ∗λ4/beta2∗t2+(−λ2/β+γ∗λ4/β3)∗t−r/β+(−λ2−B)/β2+2∗γ∗λ2∗r/β3+(5/2∗

γ∗λ4+4∗γ∗B∗λ2)/β4)exp(β∗t)+(−γ∗λ4/β2∗t2+(−2∗γ∗λ2∗r/β2−4∗γ∗λ4/β3)∗t+

(λ2+B)/β2−3∗γ∗λ2∗r/β3+(−6∗γ∗λ4−15/2∗γ∗B∗λ2)/β4)exp(2∗β∗t)+(−5/2∗γ∗
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B∗λ2−4∗γ∗λ4)/β4∗exp(4∗β∗t)+((2∗γ∗B∗λ2+6∗γ∗λ4)/β3∗t+2∗γ∗λ2∗r/β3+(15/2∗

γ∗λ4+6∗γ∗B∗λ2)/β4)exp(3∗β∗t)+(−B/β+γ∗B∗λ2/β3)t+f0+r/β−γ∗λ2∗r/β3

Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå òðåõ àêòèâîâ âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé î÷åíü

ãðîìîçäêèå, òî ïðèâåäåì ëèøü îäíó èç íèõ äëÿ ïðèìåðà:

H1 = (A.0.15)

= (−4∗γ2∗α1∗σ21∗λ2
1∗α3∗σ11−4∗γ2∗α1∗σ21∗λ1∗α3∗σ12∗λ2−4∗γ2∗α1∗σ21∗λ1∗α3∗

σ13∗λ3−4∗γ2∗α1∗σ21∗λ1∗α3∗σ14∗λ4+4∗γ2∗α2
1∗σ22∗λ2∗σ31∗λ1+4∗γ2∗α2

1∗σ22∗λ2
2∗

σ32+4∗γ2∗α2
1∗σ22∗λ2∗σ33∗λ3+4∗γ2∗α2

1∗σ22∗λ2∗σ34∗λ4−4∗γ2∗α1∗σ22∗λ2∗α3∗σ11∗

λ1−4∗γ2∗α1∗σ22∗λ2
2∗α3∗σ12−4∗γ2∗α1∗σ22∗λ2∗α3∗σ13∗λ3−4∗γ2∗α1∗σ22∗λ2∗α3∗σ14∗

λ4+4∗γ2∗α2
1∗σ23∗λ3∗σ31∗λ1+4∗γ2∗α2

1∗σ23∗λ3∗σ32∗λ2+4∗γ2∗α2
1∗σ23∗λ2

3∗σ33+3∗β∗

γ∗α3∗α2∗λ2
2∗t∗σ2

13+3∗β∗γ∗α3∗α2∗λ2
2∗t∗σ2

14+4∗γ2∗α2
1∗σ23∗λ3∗σ34∗λ4−4∗γ2∗α1∗σ23∗

λ3∗α3∗σ11∗λ1−4∗γ2∗α1∗σ23∗λ3∗α3∗σ12∗λ2−4∗γ2∗α1∗σ23∗λ2
3∗α3∗σ13−4∗γ2∗α1∗σ23∗

λ3∗α3∗σ14∗λ4+4∗γ2∗α2
1∗σ24∗λ4∗σ31∗λ1+4∗γ2∗α2

1∗σ24∗λ4∗σ32∗λ2+4∗γ2∗α2
1∗σ24∗λ4∗

σ33∗λ3+4∗γ2∗α2
1∗σ24∗λ2

4∗σ34+2∗β5∗γ∗t2∗σ2
12∗A3−4∗γ2∗α2∗σ13∗λ3∗α1∗σ31∗λ1−4∗

γ2∗α2∗σ13∗λ3∗α1∗σ32∗λ2−4∗γ2∗α2∗σ13∗λ2
3∗α1∗σ33+8∗β∗γ2∗α2

1∗σ24∗λ4∗t∗σ31∗λ1+

8∗β∗γ2∗α2
1∗σ24∗λ2

4∗t∗σ34−8∗β∗γ2∗α1∗σ24∗λ4∗t∗α3∗σ11∗λ1−8∗β∗γ2∗α1∗σ24∗λ4∗t∗

α3∗σ12∗λ2−8∗β∗γ2∗α1∗σ24∗λ4∗t∗α3∗σ13∗λ3−8∗β∗γ2∗α1∗σ24∗λ2
4∗t∗α3∗σ14+8∗β∗γ2∗

α2
1∗σ23∗λ2

3∗t∗σ33−6∗β2∗γ2∗α2∗σ2
12∗λ2

2∗t∗α3−4∗β2∗γ2∗t2∗α2∗σ11∗λ1∗α1∗σ32∗λ2−4∗

β2∗γ2∗t2∗α2∗σ11∗λ1∗α1∗σ33∗λ3−4∗β2∗γ2∗t2∗α2∗σ11∗λ1∗α1∗σ34∗λ4+4∗β2∗γ2∗t2∗α2∗

σ2
11∗λ2

1∗α3+4∗β3∗γ2∗α2∗σ33∗λ3∗t∗σ2
11+4∗β3∗γ2∗α2∗σ33∗λ3∗t∗σ2

12−2∗β5∗γ∗t2∗σ2
12∗

A2+4∗β3∗γ2∗α3∗σ23∗λ3∗t∗σ2
12+4∗β3∗γ2∗α3∗σ23∗λ3∗t∗σ2

13−4∗β3∗γ2∗t2∗α2∗σ2
11∗λ2

1∗

α3−4∗β3∗γ2∗exp(−β∗t)∗α2∗σ33∗λ3∗t∗σ2
12−2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α1∗σ12∗λ2∗t∗α3+

8∗β∗γ2∗t∗α2∗σ11∗λ2
1∗exp(−β∗t)∗α1∗σ31+8∗β∗γ2∗t∗α2∗σ11∗λ1∗exp(−β∗t)∗α1∗σ33∗

λ3+8∗β∗γ2∗t∗α2∗σ11∗λ1∗exp(−β∗t)∗α1∗σ34∗λ4−16∗β∗γ2∗t∗α2∗σ11∗λ1∗exp(−β∗
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t)∗α3∗σ12∗λ2−8∗β∗γ2∗α2∗σ13∗λ3∗t∗α1∗σ31∗λ1−4∗γ2∗α2∗σ12∗λ2∗α1∗σ33∗λ3+3∗β∗

γ∗α3∗α2∗λ2
4∗t∗σ2

11−4∗γ2∗α2∗σ13∗λ3∗α1∗σ34∗λ4+8∗γ2∗α2∗σ13∗λ3∗α3∗σ11∗λ1+8∗γ2∗

α2∗σ13∗λ3∗α3∗σ12∗λ2−4∗γ2∗α1∗σ24∗λ4∗α3∗σ11∗λ1−4∗γ2∗α1∗σ24∗λ4∗α3∗σ12∗λ2−

4∗γ2∗α1∗σ24∗λ4∗α3∗σ13∗λ3−4∗γ2∗α1∗σ24∗λ2
4∗α3∗σ14+4∗γ2∗α2∗σ2

12∗λ2
2∗α3+3∗β∗γ∗

α3∗α2∗λ2
1∗t∗σ2

11−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ32∗λ2∗σ2
13−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ32∗λ2∗σ2

14−2∗β3∗γ∗t2∗

α2∗σ33∗λ3∗σ2
12−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ33∗λ3∗σ2

13−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ33∗λ3∗σ2
14−2∗β3∗γ∗t2∗

α2∗σ32∗λ2∗σ2
12−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ31∗λ1∗σ2
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1∗t∗α1∗σ31−2∗β3∗γ∗t2∗α2

1∗σ34∗λ4+β4∗t2∗σ2
13∗σ2

33−2∗β2∗γ2∗α3∗

α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
2∗t∗σ2

11−2∗β2∗γ2∗α3∗α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
2∗t∗σ2

12−2∗β2∗γ2∗α3∗

α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
2∗t∗σ2

13−2∗β2∗γ2∗α3∗α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
2∗t∗σ2

14−2∗β2∗γ2∗α3∗

α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
3∗t∗σ2

11−2∗β2∗γ2∗α3∗α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
3∗t∗σ2

12−2∗β2∗γ2∗α3∗

α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
3∗t∗σ2

13+4∗β4∗γ2∗t2∗α3∗σ23∗λ3∗σ2
14+8∗γ2∗α2∗σ12∗λ2∗α3∗σ14∗

λ4+β4∗t2∗σ2
11∗σ2

34+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ33∗λ3∗t∗σ2
14+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗

σ34∗λ4∗t∗σ2
12+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ34∗λ4∗t∗σ2

13+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ34∗
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λ4∗t∗σ2
14+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗σ21∗λ1∗t∗σ2

12+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗σ21∗λ1∗t∗

σ2
13+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗σ21∗λ1∗t∗σ2

14+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗σ22∗λ2∗t∗σ2
12+2∗

β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗σ22∗λ2∗t∗σ2
13+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗σ22∗λ2∗t∗σ2

14−4∗β∗γ∗

exp(−β∗t)∗α3∗α2∗λ2
1∗t∗σ2

13+4∗γ2∗exp(−β∗t)2∗α2
1∗σ23∗λ3∗σ31∗λ1+4∗γ2∗exp(−β∗

t)2∗α2
1∗σ23∗λ3∗σ32∗λ2−4∗β∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗α2∗λ2

1∗t∗σ2
12−4∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α1∗

σ14∗λ4∗t∗A2−8∗β∗γ2∗t∗α2∗σ2
11∗λ2

1∗exp(−β∗t)∗α3−4∗β2∗γ2∗t2∗α2∗σ12∗λ2
2∗α1∗σ32+

2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
3∗σ2

13+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
3∗σ2

14+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
4∗σ2

12+2∗

β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
4∗σ2

13+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
1∗σ2

12+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
1∗σ2

13+2∗β2∗

γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
1∗σ2

14+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
2∗σ2

12+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
2∗σ2

13+2∗β2∗γ∗

t2∗α3∗α2∗λ2
2∗σ2

14+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
3∗σ2

12+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
1∗σ2

11+2∗β2∗γ∗

t2∗α3∗α2∗λ2
2∗σ2

11+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
3∗σ2

11+2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
4∗σ2

11+β4∗t2∗σ2
14∗

α3−β4∗t2∗σ2
14∗α2−β4∗t2∗σ2

13∗α2−β4∗t2∗σ2
12∗α2−β4∗t2∗σ2

11∗α2−β4∗t2∗σ2
13∗A3−β4∗

t2∗σ2
14∗A3+β4∗t2∗σ2

13∗α3+β4∗t2∗σ2
12∗A2+β4∗t2∗σ2

13∗A2+β4∗t2∗σ2
12∗α3+β4∗t2∗σ2

11∗

A2+β4∗t2∗σ2
11∗α3−β4∗t2∗σ2

12∗A3+β4∗t2∗σ2
14∗A2−β4∗t2∗σ2

11∗A3−3∗β∗γ∗α3∗α1∗λ2
4∗

t∗A1+3∗β∗γ∗α2
1∗λ2

1∗t∗A3+8∗β2∗γ2∗t∗α2∗σ2
13∗λ2

3∗exp(−β∗t)∗α3−8∗β∗γ2∗t∗α2
1∗

σ22∗λ2∗exp(−β∗t)∗σ33∗λ3−8∗β∗γ2∗t∗α2
1∗σ22∗λ2∗exp(−β∗t)∗σ34∗λ4+8∗β∗γ2∗t∗

α1∗σ22∗λ2
2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ12−4∗β∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗α2∗λ2

1∗t∗σ2
14+8∗β∗γ2∗t∗α1∗

σ22∗λ2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ11∗λ1+8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ22∗λ2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ13∗λ3+8∗β∗

γ2∗t∗α1∗σ22∗λ2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ14∗λ4−4∗β2∗γ2∗t2∗α1∗σ21∗λ1∗α3∗σ14∗λ4−4∗β2∗

γ2∗t2∗α1∗σ21∗λ1∗α3∗σ12∗λ2−4∗β2∗γ2∗t2∗α1∗σ21∗λ1∗α3∗σ13∗λ3−8∗β∗γ2∗α2∗σ11∗

λ1∗t∗α1∗σ32∗λ2−8∗β∗γ2∗α2∗σ11∗λ1∗t∗α1∗σ33∗λ3+8∗β∗γ2∗α2∗σ2
11∗λ2

1∗t∗α3+β4∗t2∗

σ2
13∗σ2

34+4∗β2∗γ2∗t2∗α2
1∗σ23∗λ3∗σ31∗λ1+4∗β2∗γ2∗t2∗α2

1∗σ23∗λ3∗σ32∗λ2+4∗β2∗γ2∗

t2∗α2
1∗σ23∗λ2

3∗σ33+4∗β2∗γ2∗t2∗α2
1∗σ23∗λ3∗σ34∗λ4−4∗β2∗γ2∗t2∗α1∗σ23∗λ3∗α3∗σ11∗

λ1−4∗β2∗γ2∗t2∗α1∗σ23∗λ3∗α3∗σ12∗λ2−4∗β2∗γ2∗t2∗α1∗σ23∗λ2
3∗α3∗σ13−4∗β2∗γ2∗
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t2∗α1∗σ23∗λ3∗α3∗σ14∗λ4−6∗β2∗γ2∗α2∗σ2
13∗λ2

3∗t∗α3−2∗β2∗γ∗α2∗σ11∗λ1∗t∗A1−4∗

β2∗γ∗α1∗σ34∗λ4∗t∗A2+2∗β2∗γ∗α3∗σ11∗λ1∗t∗A1−4∗β2∗γ∗α1∗σ33∗λ3∗t∗A2+2∗β2∗

γ∗α1∗σ34∗λ4∗t∗A1−2∗β2∗γ∗t2∗α2∗α1∗λ2
1∗A3−2∗β2∗γ∗t2∗α2∗α1∗λ2

2∗A3+2∗β2∗γ∗

α1∗σ11∗λ1∗t∗α3+2∗β2∗γ∗α2∗σ34∗λ4∗t∗A1+2∗β2∗γ∗α1∗σ34∗λ4∗t∗α2+2∗β2∗γ∗α1∗

σ33∗λ3∗t∗α2−4∗β2∗γ∗α1∗σ31∗λ1∗t∗A2+2∗β2∗γ∗α1∗σ32∗λ2∗t∗A1+2∗β2∗γ∗α2∗σ11∗

λ1∗t∗A3+2∗β2∗γ∗α3∗σ22∗λ2∗t∗A1+4∗β2∗γ∗t2∗α3∗α1∗λ2
4∗A2+4∗β2∗γ∗t2∗α3∗α1∗

λ2
3∗A2−2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α1∗λ2

4∗A1+2∗β2∗γ∗t2∗α2∗α1∗λ2
3∗A1+2∗β2∗γ∗t2∗α2∗α1∗λ2

4∗

A1+4∗β2∗γ∗t2∗α3∗α1∗λ2
2∗A2−2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α1∗λ2

3∗A1+2∗β2∗γ∗α1∗σ24∗λ4∗t∗A3+

2∗β2∗γ∗t2∗α2∗α1∗λ2
2∗A1+2∗β2∗γ∗α2∗σ31∗λ1∗t∗A1+2∗β2∗γ∗α2∗σ12∗λ2∗t∗α3+2∗β2∗

γ∗α2∗σ13∗λ3∗t∗α3−2∗β2∗γ∗α2∗σ13∗λ3∗t∗α1+2∗β2∗γ∗α1∗σ12∗λ2∗t∗α3−2∗β2∗γ∗t2∗

α3∗α1∗λ2
1∗A1−4∗β2∗γ∗α1∗σ23∗λ3∗t∗α3+2∗β2∗γ∗α1∗σ31∗λ1∗t∗α2+2∗β2∗γ∗α2∗σ32∗

λ2∗t∗A1+2∗β2∗γ∗α2∗σ33∗λ3∗t∗A1−2∗β2∗γ∗α2∗σ13∗λ3∗t∗A1−4∗β2∗γ∗α1∗σ32∗λ2∗t∗

A2−4∗β2∗γ∗α1∗σ11∗λ1∗t∗A3−4∗β2∗γ∗α1∗σ14∗λ4∗t∗A3+2∗β2∗γ∗α2∗σ14∗λ4∗t∗A3−

8∗β∗γ2∗α2∗σ11∗λ1∗t∗α1∗σ34∗λ4+16∗β∗γ2∗α2∗σ11∗λ1∗t∗α3∗σ12∗λ2+16∗β∗γ2∗α2∗

σ11∗λ1∗t∗α3∗σ14∗λ4+8∗β2∗γ2∗exp(−β∗t)∗α3∗α2∗λ2
4∗t∗σ2

13+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗

α3∗σ23∗λ3∗t∗σ2
12+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α1∗σ23∗λ3∗t∗A1−4∗β3∗γ2∗exp(−β∗t)∗α3∗

σ24∗λ4∗t∗σ2
13−2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α1∗σ14∗λ4∗t∗α3−4∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α1∗σ12∗

λ2∗t∗A2−4∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α1∗σ11∗λ1∗t∗A2−4∗β3∗γ2∗exp(−β∗t)∗α2∗σ31∗λ1∗t∗

σ2
12+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ31∗λ1∗t∗σ2

12+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ31∗λ1∗t∗σ2
13+2∗

β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ31∗λ1∗t∗σ2
14+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ32∗λ2∗t∗σ2

12+2∗β2∗γ∗

exp(−β∗t)∗α2∗σ32∗λ2∗t∗σ2
13+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ32∗λ2∗t∗σ2

14+8∗β∗γ2∗t∗α1∗

σ21∗λ1∗exp(−β∗t)∗α3∗σ13∗λ3+8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ21∗λ1∗exp(−β∗t)∗α3∗σ14∗λ4−16∗β∗

γ2∗t∗α2∗σ12∗λ2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ13∗λ3−16∗β∗γ2∗t∗α2∗σ12∗λ2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ14∗

λ4−8∗β∗γ2∗t∗α2
1∗σ21∗λ2

1∗exp(−β∗t)∗σ31+2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α2∗σ12∗λ2∗t∗α1−4∗
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β3∗γ2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ22∗λ2∗t∗σ2
14−4∗γ2∗exp(−β∗t)2∗α2∗σ11∗λ2

1∗α1∗σ31−4∗γ2∗

exp(−β∗t)2∗α1∗σ24∗λ2
4∗α3∗σ14+4∗γ2∗exp(−β∗t)2∗α2

1∗σ24∗λ4∗σ31∗λ1+8∗γ2∗α2∗

σ12∗λ2
2∗exp(−β∗t)∗α1∗σ32−2∗β2∗γ∗exp(−β∗t)∗α3∗σ24∗λ4∗t∗A1+4∗γ2∗exp(−β∗

t)2∗α2
1∗σ24∗λ4∗σ33∗λ3+8∗γ2∗α2∗σ12∗λ2∗exp(−β∗t)∗α1∗σ31∗λ1+8∗γ2∗α2∗σ12∗λ2∗

exp(−β∗t)∗α1∗σ33∗λ3+8∗γ2∗α2∗σ12∗λ2∗exp(−β∗t)∗α1∗σ34∗λ4+4∗β2∗γ∗exp(−β∗

t)∗α1∗σ34∗λ4∗t∗A2−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ32∗λ2∗σ2
11−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ33∗λ3∗σ2

11−2∗β3∗

γ∗t2∗α2∗σ34∗λ4∗σ2
11−2∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ24∗λ4∗σ2

11+4∗β3∗γ2∗α3∗σ21∗λ1∗t∗σ2
11+4∗β3∗

γ2∗α3∗σ21∗λ1∗t∗σ2
12+4∗β3∗γ2∗α3∗σ21∗λ1∗t∗σ2

13+4∗β3∗γ2∗α3∗σ23∗λ3∗t∗σ2
14+4∗β3∗

γ2∗α3∗σ24∗λ4∗t∗σ2
11+4∗β3∗γ2∗α3∗σ24∗λ4∗t∗σ2

12+4∗β3∗γ2∗α3∗σ24∗λ4∗t∗σ2
13−8∗β∗

γ2∗t∗α2
1∗σ23∗λ3∗exp(−β∗t)∗σ31∗λ1+8∗β∗γ2∗t∗α2∗σ12∗λ2

2∗exp(−β∗t)∗α1∗σ32+8∗

β∗γ2∗t∗α2∗σ12∗λ2∗exp(−β∗t)∗α1∗σ34∗λ4−8∗β∗γ2∗t∗α2∗σ2
12∗λ2

2∗exp(−β∗t)∗α3−8∗

β∗γ2∗t∗α2
1∗σ22∗λ2∗exp(−β∗t)∗σ31∗λ1−8∗β∗γ2∗t∗α2

1∗σ21∗λ1∗exp(−β∗t)∗σ32∗λ2−8∗

β∗γ2∗t∗α2
1∗σ21∗λ1∗exp(−β∗t)∗σ33∗λ3−8∗β∗γ2∗t∗α2

1∗σ21∗λ1∗exp(−β∗t)∗σ34∗λ4+

8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ21∗λ2
1∗exp(−β∗t)∗α3∗σ11+8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ21∗λ1∗exp(−β∗t)∗α3∗σ12∗

λ2−8∗β∗γ2∗α1∗σ23∗λ3∗t∗α3∗σ14∗λ4+2∗β2∗γ∗α2
1∗σ21∗λ1∗t−4∗γ2∗α2∗σ14∗λ4∗α1∗

σ31∗λ1−2∗β5∗γ∗t2∗σ2
13∗α3−2∗β2∗γ∗α2

1∗σ32∗λ2∗t−4∗γ2∗α2∗σ11∗λ2
1∗α1∗σ31−4∗γ2∗

α2∗σ11∗λ1∗α1∗σ32∗λ2−4∗γ2∗α2∗σ11∗λ1∗α1∗σ33∗λ3−4∗γ2∗α2∗σ11∗λ1∗α1∗σ34∗λ4+

4∗γ2∗α2∗σ2
11∗λ2

1∗α3+8∗γ2∗α2∗σ11∗λ1∗α3∗σ12∗λ2+8∗γ2∗α2∗σ11∗λ1∗α3∗σ14∗λ4−4∗

γ2∗α2∗σ12∗λ2
2∗α1∗σ32−4∗γ2∗α2

1∗σ2
32∗λ2

2+β4∗t2∗σ2
11∗σ2

31−4∗γ2∗α2∗σ14∗λ4∗α1∗σ32∗

λ2−4∗γ2∗α2∗σ14∗λ4∗α1∗σ33∗λ3−4∗γ2∗α2∗σ14∗λ2
4∗α1∗σ34+4∗γ2∗α2∗σ2

14∗λ2
4∗α3+2∗

β2∗γ∗α1∗σ13∗λ3∗t∗α3−2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
2∗A1+2∗β2∗γ∗α1∗σ21∗λ1∗t∗A3+2∗β2∗

γ∗α1∗σ23∗λ3∗t∗A3−2∗β2∗γ∗α2∗σ12∗λ2∗t∗A1+2∗β2∗γ∗α1∗σ32∗λ2∗t∗α2+2∗β2∗γ∗

α2
1∗σ23∗λ3∗t−4∗β2∗γ∗α1∗σ24∗λ4∗t∗α3+2∗β2∗γ∗α2

1∗σ24∗λ4∗t+4∗β2∗γ∗α1∗σ13∗λ3∗t∗

A2+4∗β2∗γ∗α1∗σ14∗λ4∗t∗A2−2∗β2∗γ∗t2∗α2
1∗λ2

1∗A2−4∗β2∗γ∗α3∗σ12∗λ2∗t∗A2+2∗
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β2∗γ∗α3∗σ13∗λ3∗t∗A1+2∗β2∗γ∗α1∗σ33∗λ3∗t∗A1+4∗β2∗γ∗α1∗σ12∗λ2∗t∗A2+4∗β2∗

γ∗α1∗σ11∗λ1∗t∗A2−2∗β2∗γ∗t2∗α3∗α2∗λ2
4∗A1+2∗β2∗γ∗α1∗σ22∗λ2∗t∗A3−4∗γ2∗α2

3∗

σ2
13∗λ2

3−2∗β2∗γ∗α2∗σ33∗λ3∗t∗σ2
11−2∗β2∗γ∗α2∗σ34∗λ4∗t∗σ2

11+4∗β2∗γ2∗t2∗α2∗σ2
14∗

λ2
4∗α3−2∗β2∗γ∗α2∗σ32∗λ2∗t∗σ2

12−2∗β2∗γ∗α2∗σ32∗λ2∗t∗σ2
13−2∗β2∗γ∗α2∗σ32∗λ2∗t∗

σ2
14−4∗γ2∗α2

1∗σ2
33∗λ2

3−16∗γ2∗α1∗σ12∗λ2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ31∗λ1−16∗γ2∗α1∗σ12∗λ2
2∗

exp(−β∗t)∗α3∗σ32+8∗γ2∗exp(−β∗t)2∗α1∗σ12∗λ2∗α3∗σ31∗λ1+8∗γ2∗exp(−β∗t)2∗

α1∗σ12∗λ2
2∗α3∗σ32+8∗γ2∗exp(−β∗t)2∗α1∗σ12∗λ2∗α3∗σ33∗λ3+8∗γ2∗exp(−β∗t)2∗

α1∗σ12∗λ2∗α3∗σ34∗λ4+8∗β∗γ2∗t∗α2∗σ12∗λ2∗exp(−β∗t)∗α3∗σ31∗λ1+8∗β∗γ2∗α2
1∗

σ21∗λ2
1∗t∗σ31+8∗β∗γ2∗α2

1∗σ21∗λ1∗t∗σ32∗λ2+8∗β∗γ2∗α2
1∗σ21∗λ1∗t∗σ33∗λ3+8∗β∗γ2∗

α2∗σ2
14∗λ2

4∗t∗α3+8∗β∗γ2∗α2
1∗σ21∗λ1∗t∗σ34∗λ4−8∗β∗γ2∗α1∗σ21∗λ2

1∗t∗α3∗σ11−8∗β∗

γ2∗α1∗σ21∗λ1∗t∗α3∗σ12∗λ2−8∗β∗γ2∗α1∗σ21∗λ1∗t∗α3∗σ13∗λ3−8∗β∗γ2∗α1∗σ21∗λ1∗

t∗α3∗σ14∗λ4−8∗β∗γ2∗α2∗σ14∗λ4∗t∗α1∗σ31∗λ1−8∗β∗γ2∗α2∗σ14∗λ4∗t∗α1∗σ32∗λ2−8∗

β∗γ2∗α2∗σ14∗λ4∗t∗α1∗σ33∗λ3−2∗β2∗γ∗α2∗σ14∗λ4∗t∗α1−2∗β2∗γ2∗α3∗α2∗exp(−2∗

β∗t)∗λ2
3∗t∗σ2

14−2∗β2∗γ2∗α3∗α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
1∗t∗σ2

11−2∗β2∗γ2∗α3∗α2∗exp(−2∗

β∗t)∗λ2
1∗t∗σ2

12−2∗β2∗γ2∗α3∗α2∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
1∗t∗σ2

13−2∗β2∗γ2∗α3∗α2∗exp(−2∗

β∗t)∗λ2
1∗t∗σ2

14+2∗β2∗γ2∗α2
1∗exp(−2∗β∗t)∗λ2

4∗t∗σ2
32+2∗β2∗γ2∗t∗σ2

11∗α2
3∗exp(−2∗β∗

t)∗λ2
4+2∗β2∗γ2∗α2

1∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
3∗t∗σ2

32+2∗β2∗γ2∗α2
1∗exp(−2∗β∗t)∗λ2

1∗t∗σ2
34−

β∗γ∗α2
1∗exp(−2∗β∗t)∗λ2

4∗t∗σ2
31−β∗γ∗α2

1∗exp(−2∗β∗t)∗λ2
2∗t∗σ2

31+2∗β2∗γ2∗t∗σ2
13∗

α2
3∗exp(−2∗β∗t)∗λ2

2+2∗β2∗γ2∗α2
1∗exp(−2∗β∗t)∗λ2

2∗t∗σ2
31+2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ11∗λ1∗

α3−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ11∗λ1∗α1+2∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ12∗λ2∗A1−2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ22∗λ2∗

A1−2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ23∗λ3∗A1+2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ22∗λ2∗A3−4∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ22∗λ2∗

α3−4∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ23∗λ3∗α3+2∗β3∗γ∗t2∗α2
1∗σ23∗λ3+2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ11∗λ1∗α3−2∗

β3∗γ∗t2∗α2
1∗σ31∗λ1+2∗β3∗γ∗t2∗α2

1∗σ21∗λ1+2∗β3∗γ∗t2∗α2
1∗σ22∗λ2−4∗β3∗γ∗t2∗α1∗

σ24∗λ4∗α3+2∗β3∗γ∗t2∗α2
1∗σ24∗λ4−4∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ31∗λ1∗A2+2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ32∗
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λ2∗A1−4∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ13∗λ3∗A2+2∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ14∗λ4∗A1−4∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ11∗

λ1∗A3+2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ34∗λ4∗A1+2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ31∗λ1∗α2−2∗β3∗γ∗t2∗α2
1∗σ32∗

λ2+2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ12∗λ2∗α3−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ12∗λ2∗α1+2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ13∗λ3∗

α3−2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ13∗λ3∗α1−4∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ21∗λ1∗α3+2∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ24∗λ4∗

A1+2∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ22∗λ2∗A1+2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ11∗λ1∗A3−4∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ32∗λ2∗

A2+2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ33∗λ3∗A1+2∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ23∗λ3∗A1+2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ33∗λ3∗

α2+2∗β3∗γ∗t2∗α2∗σ12∗λ2∗A3−4∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ12∗λ2∗A2+2∗β3∗γ∗t2∗α3∗σ13∗λ3∗
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2∗t∗σ2

11+8∗β∗γ2∗

α2
3∗σ11∗λ1∗t∗σ22∗λ2+8∗β∗γ2∗α2

3∗σ14∗λ4∗t∗σ21∗λ1+8∗β∗γ2∗α2
3∗σ14∗λ4∗t∗σ22∗λ2−

8∗β∗γ2∗α2
1∗σ2

34∗λ2
4∗t−16∗β∗γ2∗α2

1∗σ33∗λ3∗t∗σ34∗λ4−8∗β∗γ2∗α2
1∗σ2

33∗λ2
3∗t+8∗β∗

γ2∗α2
3∗σ11∗λ1∗t∗σ24∗λ4−16∗β∗γ2∗α2

1∗σ31∗λ1∗t∗σ33∗λ3−16∗β∗γ2∗α2
1∗σ31∗λ1∗t∗σ34∗

λ4+16∗β∗γ2∗t∗α1∗σ14∗λ4∗α3∗σ31∗λ1+16∗β∗γ2∗t∗α1∗σ14∗λ4∗α3∗σ32∗λ2+16∗β∗γ2∗

t∗α1∗σ14∗λ4∗α3∗σ33∗λ3+16∗β∗γ2∗t∗α1∗σ14∗λ2
4∗α3∗σ34−4∗β5∗t2∗σ2

12∗γ∗σ2
31−2∗β2∗

γ∗α1∗σ23∗λ3∗t∗σ2
32−8∗β4∗γ2∗t2∗σ2

13∗α3∗σ32∗λ2+2∗β2∗γ∗t2∗α2∗α1∗λ2
4∗σ2

33−8∗β4∗
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γ2∗t2∗σ2
13∗α3∗σ33∗λ3+4∗β4∗γ2∗t2∗α1∗σ22∗λ2∗σ2

32+4∗β4∗γ2∗t2∗α1∗σ22∗λ2∗σ2
31+4∗

β2∗γ2∗t2∗α2
3∗σ12∗λ2

2∗σ22+4∗β4∗γ2∗t2∗α2∗σ12∗λ2∗σ2
34−4∗γ2∗α2∗σ11∗λ2

1∗α3∗σ31−8∗

β4∗γ2∗t2∗σ2
11∗α3∗σ33∗λ3+4∗β6∗γ2∗t2∗σ2

13∗σ2
31+2∗β2∗γ∗t2∗α2∗α1∗λ2

2∗σ2
32−2∗β2∗γ∗

α2∗σ12∗λ2∗t∗σ2
34−8∗β4∗γ2∗t2∗α1∗σ11∗λ1∗σ2

33−6∗β2∗γ2∗α2∗α1∗λ2
4∗t∗σ2

33+3∗β∗γ∗

α2∗α1∗λ2
1∗t∗σ2

31+2∗β2∗γ∗t2∗α2∗α1∗λ2
1∗σ2

33−2∗β2∗γ∗α1∗σ24∗λ4∗t∗σ2
32−2∗β2∗γ∗α2∗

σ14∗λ4∗t∗σ2
34−8∗β4∗γ2∗t2∗σ2

12∗α3∗σ31∗λ1−2∗β2∗γ∗α2∗σ14∗λ4∗t∗σ2
33−8∗β4∗γ2∗t2∗

σ2
13∗α3∗σ31∗λ1−2∗β2∗γ∗α2∗σ11∗λ1∗t∗σ2

31+8∗β∗γ2∗α2
3∗σ14∗λ4∗t∗σ23∗λ3+4∗β4∗γ2∗

t2∗α2∗σ14∗λ4∗σ2
31−2∗β2∗γ∗α1∗σ23∗λ3∗t∗σ2

31−4∗β5∗t2∗σ2
11∗γ∗σ2

33−8∗β∗γ2∗α2
1∗σ2

31∗

λ2
1∗t−16∗β∗γ2∗α2

1∗σ31∗λ1∗t∗σ32∗λ2+3∗β∗γ∗α2∗α1∗λ2
1∗t∗σ2

32+3∗β∗γ∗α2∗α1∗λ2
1∗t∗

σ2
33+3∗β∗γ∗α2∗α1∗λ2

1∗t∗σ2
34+3∗β∗γ∗α2∗α1∗λ2

2∗t∗σ2
32−3∗β∗t∗σ2

14∗γ∗α2
3∗λ2

3−3∗β∗

t∗σ2
14∗γ∗α2

3∗λ2
1−3∗β∗t∗σ2

14∗γ∗α2
3∗λ2

2−3∗β∗t∗σ2
14∗γ∗α2

3∗λ2
4−8∗β∗γ2∗α2

3∗σ2
13∗λ2

3∗t−

16∗β∗γ2∗α2
3∗σ13∗λ3∗t∗σ14∗λ4−8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ23∗λ3∗α3∗σ31∗λ1−8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ23∗

λ3∗α3∗σ32∗λ2−8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ23∗λ2
3∗α3∗σ33−8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ23∗λ3∗α3∗σ34∗λ4−8∗

β∗γ2∗t∗α1∗σ24∗λ4∗α3∗σ31∗λ1−8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ24∗λ4∗α3∗σ32∗λ2−8∗β∗γ2∗t∗α1∗σ24∗

λ4∗α3∗σ33∗λ3+16∗β∗γ2∗t∗α1∗σ13∗λ2
3∗α3∗σ33+8∗β∗γ2∗α1∗σ2

31∗λ2
1∗t∗α2+16∗β∗γ2∗

α1∗σ31∗λ1∗t∗α2∗σ32∗λ2+16∗β∗γ2∗α1∗σ31∗λ1∗t∗α2∗σ33∗λ3−3∗β∗t∗σ2
13∗γ∗α2

3∗λ2
3−

3∗β∗t∗σ2
13∗γ∗α2

3∗λ2
1−3∗β∗t∗σ2

13∗γ∗α2
3∗λ2

2−8∗β3∗γ2∗α1∗σ12∗λ2∗t∗σ2
31−8∗β3∗γ2∗α1∗

σ12∗λ2∗t∗σ2
32−8∗β3∗γ2∗α1∗σ12∗λ2∗t∗σ2

33−8∗β3∗γ2∗α1∗σ12∗λ2∗t∗σ2
34−4∗β3∗γ2∗t2∗

α1∗σ2
32∗λ2

2∗α2−4∗β3∗γ2∗t2∗α2∗α1∗λ2
4∗σ2

31−4∗β3∗γ2∗t2∗α2∗α1∗λ2
4∗σ2

32−4∗β3∗γ2∗

t2∗α2∗α1∗λ2
4∗σ2

33−2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ21∗λ1∗σ2
31−2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ21∗λ1∗σ2

32−2∗β3∗γ∗

t2∗α1∗σ21∗λ1∗σ2
33−2∗β3∗γ∗t2∗α1∗σ21∗λ1∗σ2

34−8∗β3∗γ2∗t∗σ2
13∗α3∗σ31∗λ1−8∗β3∗γ
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Ïðèëîæåíèå B

Ïðèëîæåíèå (ðåàëüíûå äàííûå,

èñïîëüçóåìûå â ïðîãðàììå)

Ðèñ. B.1: ðåàëüíûå èñòîðè÷åñêèå äàííûå ïî èíäåêñó NASDAQ è ýôôåêòèâíîé ñòàâêè ïî ôåäå-

ðàëüíûì ôîíäàì.

139


