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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî ýôôåêòèâíîãî ôðîí-
òà èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ. Îñîáåííîñòüþ ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ òîëüêî ïðîñòåéøèõ îïåðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ââåäåíèå.

Ñîâðåìåííûé ôèíàíñîâûé ìèð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûé è ðàçâèòûé
îáúåêò, â êîòîðîì çàäà÷à óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ îä-
íîé èç îñíîâíûõ. Òðàäèöèîííî ïîä óïðàâëåíèåì èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì ïîíèìà-
åòñÿ íàáîð ðàçëè÷íûõ öåííûõ áóìàã ðàçíîãî ñðîêà äåéñòâèÿ, ðàçíîé ñòåïåíè ëèêâèä-
íîñòè. Ãëàâíàÿ èäåÿ óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì � íàõîæäåíèå êîìïðîìèñà ìåæäó ðèñêîì
è äîõîäíîñòüþ. Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîáëåìó âûáîðà íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ èç íàáîðà âîçìîæíûõ ïîðòôåëåé.

Îñíîâîé òåîðèè ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðàáîòà Ã. Ìàð-
êîâèöà 1952 ãîäà [1]. Ã. Ìàðêîâèö îòìå÷àåò, ÷òî ïðè âûáîðå èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ
èíâåñòîð ñòðåìèòñÿ îäíîâðåìåííî ìàêñèìèçèðîâàòü ìåðó îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïîðò-
ôåëÿ è ìèíèìèçèðîâàòü ðèñê íåâåðíîé îöåíêè ýòîé ìåðû. Èíâåñòîð äîëæåí ñ÷èòàòü
óðîâåíü äîõîäíîñòè, ñâÿçàííûé ñ ëþáûì èç ýòèõ ïîðòôåëåé, ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé. Òà-
êèå ïåðåìåííûå èìåþò ñâîè õàðàêòåðèñòèêè - ñðåäíåå çíà÷åíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî êàê ìåðà ïîòåíöèàëüíîãî âîçíàãðàæäåíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ êîíêðåòíûì ïîðòôåëåì, à
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå - ìåðà ðèñêà, ñâÿçàííàÿ ñ äàííûì ïîðòôåëåì. Ïîñëå
òîãî, êàê êàæäûé ïîðòôåëü áûë èññëåäîâàí â ñìûñëå ïîòåíöèàëüíîãî âîçíàãðàæäåíèÿ
è ðèñêà, ìîæíî ñîñòàâèòü ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ ïîðòôåëåé. Ïîðòôåëü íàçâàåòñÿ ýô-
ôåêòèâíûì, åñëè èç òåõ æå öåííûõ áóìàã è ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ ïðîïîðöèè
íåëüçÿ ñîñòàâèòü äðóãîé ïîðòôåëü, êîòîðûé èìåë áû òàêîå æå ñðåäíåå çíà÷åíèå îæèäà-
åìîé äîõîäíîñòè è ìåíüøåå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ëèáî òàêîå æå ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íîå îòêëîíåíèå è áîëüøåå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Çàòåì èíâåñòîð äîëæåí âûáðàòü èç
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ýôôåêòèâíûõ ïîðòôåëåé ïîðòôåëü, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ïîäõîäÿùèì. Ïîäõîä
Ã. Ìàðêîâèöà îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè êðèâûõ áåçðàçëè÷èÿ, êîòîðûå îòðàæàþò
îòíîøåíèå èíâåñòîðà ê ðèñêó è äîõîäíîñòè.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ âûáîðà ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ, îñíî-
âàííûõ íà ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ. Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ
ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå óðîâíÿ äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ â êà÷åñòâå ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî ïðîöåññà. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè ðûíêà. Â ñòîõàñòè-
÷åñêîé ìîäåëè ðûíêà ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ôàêòîðû ìîäåëèðóþòñÿ êàê äèôôóçèîííûå
ïðîöåññû, à àêòèâû êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå áðîóíîâñêèå äâèæåíèÿ ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè ñäâèãà è äèôôóçèè â âèäå çàäàííûõ ôóíêöèé îò ìàêðîôàêòîðîâ. Öåëüþ
óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì åñòü ìàêñèìèçàöèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè êàïèòàëà ïîðòôåëÿ
ê êîíêðåòíîìó ìîìåíòó âðåìåíè â áóäóùåì. Îäíîé èç ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðûíêà
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ò.Ð. Áåëåöêîìó è Ñ.Ð. Ïëèñêè (ñì. [2], [3]).

Âàæíîé îñîáåííîñòü ðàáîò Ò.Ð. Áåëåöêîãî è Ñ.Ð. Ïëèñêè ñòàëà çàìåíà ïðÿìîãî
îãðàíè÷åíèÿ íà ðèñêîâàíîñòü äîáàâëåíèÿ ò.í. "øòðàôíîãî" ñëàãàåìîãî â ôóíêöèîíà-
ëå äîõîäíîñòè, ãäå "øòðàô" íàçíà÷àåòñÿ çà áîëüøèå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè äîõîäíîñòè.
Ôóíêöèîíàëû, ñîäåðæàùèå "øòðàôíîå" ñëàãàåìîå çà âûñîêóþ ðèñêîâàíîñòü ïîðòôåëÿ,
îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ðèñêî÷óâñòâèòåëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè.

Â ñâîåé ðàáîòå [2] Ò.Ð. Áåëåöêèé è Ñ.Ð. Ïëèñêà ìàêñèìèçóðóþò íåêîòîðûé ñëîæ-
íîãî âèäà ôóíêöèîíàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà ðèñêà, âûáèðàåìîãî èíâåñòîðîì, è,
òàêèì îáðàçîì, ñòðîÿò ðèñêî÷óâñòâèòåëüíóþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ
íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ìû â äàííîé ðàáîòå ñòðîèì àíàëîã ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà èíâåñòèöèîííîãî ïîðò-
ôåëÿ (çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) â
ðàìêàõ ìîäåëè ïåðâè÷íûõ àêòèâîâ èç [2]. Óêàçàííàÿ çàâèñèìîñòü ïîÿâëÿåòñÿ çà ñ÷åò òî-
ãî, ÷òî èçìåíÿåòñÿ ò.í. ðèñêî÷óâñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð â ôóíêöèîíàëå, îòâå÷àþùèé çà
âåëè÷èíó ñâÿçàííóþ ñ ðèñêîâàííîñòüþ êîìïîíåíòû ôóíêöîíàëà. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà, èçëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ òîëü-
êî îïåðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû (ðåøåíèé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé). Òàêîé
àëãîðèòì ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà èíâåñòèöèîííîãî
ïîðòôåëÿ äëÿ ïðèíÿòîé ìîäåëè àêòèâîâ.

Ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ýôôåêòè÷íîãî ôðîíòà îñíîâûâàåòñÿ íà ñâÿçè âåëè÷èí, õà-
ðàêòåðèçóþùèé ïîâåäåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè íà áîëüøèõ âðå-
ìåíàõ, ñ àññèìïòîòèêîé "îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé" íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî
òèïà â Rn. Çàäà÷à îá "îñíîâíîì ñîñòîÿíèè"ðàññìàòðèâàåòñÿ â [4]. Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò
â îïðåäåëåíèè ïàðû (λ, u(x)), òàêîé ÷òî Lu = λu â Rn, ãäå L � íåêîòîðûé îïåðàòîð
ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, λ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî à u(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,
ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞. Â [4] áûëè äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ïàðû (λ, u(x)) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü ðûíêà ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ. Íà ðûíêå ïðèñóòñòâóþò
m ≥ 2 öåííûõ áóìàã (àêòèâîâ). Íà èõ öåíû âîçäåéñòâóþò n ≥ 1 ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ
ôàêòîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si öåíó i-é öåííîé áóìàãè â ìîìåíò âðåìåíè t, xj(t) �
óðîâåíü j-ãî ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ôàêòîðà â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïðîöåññ ýâîëþöèè öåí
íà öåííûå áóìàãè è óðîâíÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè
ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

dSi(t)

Si(t)
= (A+ αx(t))idt+ Σm+n

k=1 σikdWk, Si(0) = si, i = 1...m, (1)

dxi(t) = (B + βx(t))idt+ Σm+n
k=1 λikdWk, xi(0) = xi0, i = 1...n, (2)

ãäå α � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m × n, β � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n, Σ = (σij)
� ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m × (m + n), Λ = (λij) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × (m + n),
A � âåêòîð ðàçìåðíîñòè m, B � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, W (t) = (W1(t), ...,Wm+n(t)) �
âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè Wk(t).

Ïðîöåññ äèíàìèêè êàïèòàëà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

dV (t) = V (t)(
m∑
i=1

hi(t)((A+ αx)idt+
m+n∑
k=1

σikdWk)), V (0) = v > 0, (3)

ãäå h(t) � "äîïóñòèìûé" ïðîöåññ, ò.å.
∑m

i=1 hi(t) = 1, h(t) � èçìåðèì îòíîñèòåëüíî
Ft = σ((S(τ), x(τ)), 0 ≤ τ ≤ t) - ìèíèìàëüíàÿ σ - àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ σ - àëãåáðû, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì S(τ), x(τ) ïðè 0 ≤ τ ≤ t èP(
∫ 1

0
hT (s)h(s)ds <∞) = 1.

Ïóñòü ρ(t, θ) = lnV
t
. Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ñìûñë ìãíîâåííîé ïðîöåíòíîé

ñòàâêè. Äåëàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó â óðàâíåíèè (3), ïîëó÷èì

ρ(t, θ) =
1

t

t∫
0

(
m∑
i=1

hi(t)fi(t)−
1

2

m+n∑
k=1

(Hk(t))
2)dt+

1

t

t∫
0

m+n∑
k=1

Hk(t)dWk

ãäå Hk(t) =
∑m

i=1 hi(t)σik, fi(t) = (A + αx(t))i. Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó óäîáíî ïåðåïèñàòü
â ñëåäóþùåì âèäå:

ρ(t, θ) =
1

t

t∫
0

Lθdτ +
1

t

t∫
0

〈H, dW 〉,

ãäå Lθ =
∑m

i=1 hi(t)fi(t)−
1
2

∑m+n
k=1 (Hk(t))

2.
Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîðòôåëåì h(t) (ñîãëàñíî ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ, ðàññìîòðåííîé â [2]) äîëæíî ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

Jθ(v, x, h(·)) = lim inf
t→∞

(−2

θ
t−1 lnM{exp{−2

θ
(t)}, v(0) = v, x(0) = x0}) (4)
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íà êëàññå äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé ìîäåëè óïðàâ-
ëåíèÿ ïîðòôåëåì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïàðàìåòðà θ, õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîøåíèå èíâå-
ñòîðà ê ðèñêó. Àâòîðàìè ñòàòüè [2] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå h(t), êàê
ôóíêöèÿ îò íàáëþäàåìîãî çíà÷åíèÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî ôàêòîðà x îòûñêèâàåòñÿ êàê
ìèíèìóì ëèíåéíî - êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

1

2
(
θ

2
+ 1)〈hTΣ,ΣTh〉 − 〈hT , (A+ αx)〉

ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ Σm
i=1hi = 1.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ (ïðè t→∞) ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ è íîðìèðîâàííîé äèñïåðñèè ìîæíî íàéòè, ïîëüçóÿñü òîëüêî ïðîñòåéøèìè
îïåðàöèÿìè ëèíåéíîé àëãåáðû.

2 Âñïîìîãàòåëüíûå òåîðåìû è ëåììû

2.1 Ðàçëîæåíèå ìàðòèíãàëà è òåîðåìà îá ýëëèïòè÷åñêîì äèô-

ôåðåíöèàëüíîì îïåðàòîðå

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå òåîðåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëü-
íåéøèõ ðàññóæäåíèé (ñì [6]).

Òåîðåìà 1. : Ïóñòü ηt � ìàðòèíãàë, Mηt = 0 Mη2
t <∞. Òîãäà

1) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Äóáà - Ìåéåðà

η2
t = 〈ηt〉+Nt

ãäå 〈ηt〉 � ðàñòóùèé ïðîöåññ ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè (ò.í. êâàäðà-
òè÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìàðòèíãàëà ηt), Nt � ìàðòèíãàë.

2)(öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ìàðòèíãà-
ëîâ).

Ïóñòü êðîìå òîãî, limt→∞
ηt√
t

= C, ãäå C � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

ηt√
t

distr−−→ N(0, C)

ïðè t→ +∞ (÷åðåç
distr−−→ îáîçíà÷èì ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ), N(a,B) - íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëíèå ñ âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé
B.

Òåîðåìà 2. (ñì. [5]): Ïóñòü

L ≡ aij
∂2

∂xi∂xj
+ Fi(x)

∂

∂xi

- ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â Rn ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè,

L∗ ≡ aij
∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xi
(Fi(x))
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- ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé ê L äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð è

(F (x), x)

|x|
≤ −C0|x|α, α > −1 (5)

ïðè |x| > R0, ãäå R0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Òîãäà óðàâíåíèå L∗p(x) = 0 â
Rn èìååò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ)
ðåøåíèå p(x) > 0 â Rn

x è |p(x)| ≤ CN(1 + |x|)−N ∀N > 0. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå Lu =
f(x), ãäå f(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà â Rn îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ñ
òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∫
Rn f(x)p(x)dx =

0.

2.2 Äèôôóçèîííûå ïðîöåññû

Ðàññìîòðèì äèôôóçèîííûé ïðîöåññ xt, óäîâëåòâîðÿþùèé ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dxt = F (xt)dt+ Λdωt, xt ∈ Rn, (6)

ãäå Λ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n×N , ωt �N -ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìû-
ìè êîìïîíåíòàìè. Äàííûé ïðîöåññ àíàëîãè÷åí ïðîöåññó ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ
x(t). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò âàðèàíò ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû Áèðêãîôà.

Òåîðåìà 3. : Ïóñòü äèôôóçèîííûé ïðîöåññ xt, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ (6), à
âåêòîð ôóíêöèÿ F óñëîâèÿì òåîðåìû 2, p(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L∗p(x) = 0, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì p(x) > 0 è

∫
Rn p(x)dx = 1, |p(x)| ≤ CN(1 + |x|)−N ∀N > 0. Ïóñòü

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ g(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |g(x)| ≤ C(1 + |x|)M äëÿ íåêîòîðîãî
M > 0. Òîãäà

lim
t→∞

(
1

t

t∫
0

g(xs)ds) =

∫
Rn

g(x)p(x)dx.

Ëåììà 1. (ñì [6]): Ïóñòü ïðîöåññ ξt =
∫ t

0

∑N
i=1 Vi(xs, s)dω

i
s, ãäå ω

i
s - íåçàâèñèìûå îä-

íîìåðíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû, Vi(x, s) i = 1, . . . , N � ãëàäêèå ôóíêöèè. Òîãäà ξt �
ìàðòèíãàë è åãî êâàäðàòè÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà 〈ξt〉 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

〈ξt〉 =

t∫
0

N∑
i=1

V 2
i (xs, s)ds.

Åñëè ïðîöåññ xt èìååò èíâàðèàíòíóþ ìåðó ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) è
ôóíêöèè Vi(x, s) íå çàâèñÿò îò s, òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé õàðàêòåðè-
ñòèêè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

lim
t→∞

ηt√
t
≡ C =

∫
Rnx

[
N∑
i=1

V 2
i (x)]p(x)dx.
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2.3 Äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ

Îïðåäåëèì ïðîöåññ

ηt =
1

t
(

t∫
0

g(xs)ds+

t∫
0

hTΣdωs)

ãäå g è h � ãëàäêèå ñêàëÿðíàÿ è âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè m, Σ � ìàòðèöà
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçìåðíîñòèm×N . Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì êîíêðåòíîì
ñëó÷àå ðîëü ïðîöåññà ηt èãðàåò ïðîöåññ ρ(t, θ), ìîäåëèðóþùèé ìãíîâåííóþ ïðîöåíòíóþ
ñòàâêó.

Òåîðåìà 4. : Ïóñòü äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ F (x) âûïîëíåíî óñëîâèå (5). Ïîëîæèì
〈g〉p =

∫
Rn g(x)p(x)dx, ãäå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ g(x) è êîìïîíåíòû ãëàäêîé ôóíêöèè h(x)

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì: |g(x)| ≤ C(1 + |x|)M è |hj(x)| ≤ C(1 + |x|)M äëÿ íåêîòî-
ðîãî M > 0. Òîãäà

lim
t→∞

Mηt = 〈g〉p
√
t(ηt − 〈g〉p)

distr−−→ N(0, C),

ãäå C = 〈|(∇xΓ)TΛ + hTΣ|2〉p, à Γ(x) - ðåøåíèå â êëàññå ïîëèíîìèàëüíî - ðàñòóùèõ
ôóíêöèé óðàâíåíèÿ LΓ(x) = 〈g〉p − g(x) â Rn (êîòîðîå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ
òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé ñîãëàñíî òåîðåìå 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ïðîöåññ

zt =

t∫
0

g(xs)ds+ Γ(xt) +

t∫
0

hTΣdωs

ãäå ôóíêöèÿ Γ(x) ïîêà íå âûáðàíà. Òîãäà â ñèëó ôîðìóëû Èòî

dzt = (g(xt) + LΓ(xt))dt+ Γ′x(xt)Λdωt + hTΣdωt.

Âûáåðåì Γ(x) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû LΓ(x) = 〈g〉p − g(x), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñîãëàñíî
òåîðåìå 2. Òîãäà

dzt = 〈g〉pdt+∇Γ(xt)Λdωt + hTΣdωt,

è ïðîöåññ ξt = zt− 〈g〉pt =
∫ t

0
(∇Γ(xs))

TΛdωs +
∫ t

0
hTΣdωt - ìàðòèíãàë. Ñîãëàñíî ëåììå 1

è òåîðåìå 1
zt − 〈g〉pt√

t

distr−−→ N(0, C), C = |(∇xΓ)TΛ + hTΣ|2,

èëè, ïîñêîëüêó zt = tηt + Γ(xt),

tηt + Γ(xt)− 〈g〉pt√
t

distr−−→ N(0, C)

ò.ê. Γ(xt)√
t

distr−−→ 0, òî
√
t(ηt − 〈g〉p)

distr−−→ N(0, C), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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3 Çàäà÷à îá �îñíîâíîì ñîñòîÿíèè�

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L ≡ aij
∂2

∂xi∂xj
+ Fi(x) ∂

∂xi
+ C(x), ãäå aij � êîýôôè-

öèåíòû ìàòðèöû A, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè aijξiξj ≥ α|ξ|2, âåêòîð
ôóíêöèÿ F (x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå |F (x)| ≤ C1 + C2|x|, à ôóíêöèÿ C(x) → −∞ ïðè
|x| → ∞ ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îá "îñíîâíîì ñîñòîÿíèè" 
Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â îïðå-
äåëåíèè ïàðû (λ, u(x)), òàêîé ÷òî Lu = λu â Rn, ãäå λ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, u(x)
� íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞. Â [4] äîêàçàíû ñó-
ùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïàðû (λ, u(x)) ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ (ôóíêöèÿ
u(x) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïîñòîÿííóþ). Íèæå áóäåò äîêàçàíî,
÷òî õàðàêòåðèñòèêè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿþò àíàëîã
"ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà" íàøåé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì.

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî F (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5), à ôóíêöèÿ C(x)
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà, ò.å. C(x) ≤ K(1 + |x|)M äëÿ íåêîòîðûõ
ïîñòîÿííûõ K > 0, M > 0.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Lγ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì γ > 0

Lγ ≡ aij
∂2

∂xi∂xj
+ Fi(x)

∂

∂xi
+ γC(x)

è ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó îïåðàòîðó "îñíîâíîå ñîñòîÿíèå" (λγ, uγ(x)). Îïðåäåëèì òàêæå

îïåðàòîð L0 ≡ aij
∂2

∂xi∂xj
+ Fi(x) ∂

∂xi
.

Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå λγ = λ0 + γλ1 + . . .; uγ =
1 + γu1 + . . .. Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â ðàâåíñòâî Lγuγ = γλγuγ. Òîãäà âåëè÷è-
íà λ0 äîëæíà îïðåäåëÿòñÿ, êàê åäèíñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ (ñì. òåîðåìó 2) ïðè êîòîðîé
óðàâíåíèå

L0u1(x) = −C(x) + λ0

èìååò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé) ðåøåíèå u1(x) â êëàññå
ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 λ0 =

∫
Rn C(x)p(x)dx ãäå p(x) > 0

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ L∗p(x) = 0 è óñëîâèþ
∫
Rn p(x)dx = 1.

4 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà

Ïóñòü F (x) = B + βx, aij = 1
2
(ΛΛT )ij. Îïðåäåëèì òåïåðü ïîñòîÿííûå λθ,10 è λθ,20 êàê

(åäèíñòâåííûå) ïîñòîÿííûå, ïðè êîòîðûõ ðàçðåøèìû çàäà÷è

L0u
θ
1(x) = −Lθ + λθ,10 , (7)

L0u
θ
1(x) = −|(∇xu

θ
1(x))TΛ + hTΣ|2 + λθ,20 . (8)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ (ïðè t→∞)Mρ(t, θ) è êâàäðàòà äèñïåðñèè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

√
t(ρ(t, θ)−Mρ(t, θ)) ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè λθ,10 è λθ,20 ñîîòâåòñòâåí-

íî.
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×òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ λθ,10 è λθ,20 çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (7)
è (8) â âèäå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

uθ1(x) = (W
(2)
1 x, x) + (w

(1)
1 , x)

uθ2(x) = (W
(2)
2 x, x) + (w

(1)
2 , x)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, íàéäåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé ñ ëþáûì äðóãèì ðåøåíèåì çàäà÷ (7) è (8).

Ïóñòü
Lθ(x) = (C

(2)
1 x, x) + (c

(1)
1 , x) + c

(0)
1 ,

|(∇xu
θ
1(x))TΛ + hTΣ|2 = (C

(2)
2 x, x) + (c

(1)
2 , x) + c

(0)
2

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (7) è (8) ýêâèâàëåíòíû ëèíåéíûì ñè-
ñòåìàì 

βTW
(2)
i +W

(2)
i β + C

(2)
i = 0,

2BTW + wTβ + c
(1)
i = 0,

2(AΛ,W ) + (B,w) + c
(0)
i = λθ,i0 .

(9)

ïðè i = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü (A,B) =
∑n

i,j=1 aijbij, ãäå aij, bij - ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû A, B ñîîòâåòñòâåííî.

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî θ > 0 ìû ìîæåì íàéòè ïàðó (λθ,20 , λθ,10 ) èñïîëüçóÿ òîëüêî îïåðà-
öèè ëèíåéíîé àëãåáðû, à èìåííî ðåøàÿ ëèíåéíóþ ñèñòåìó (9) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû

W
(2)
i , âåêòîðà w

(1)
i è ÷èñëà λθ,i0 i = 1, 2.

Îïðåäåëèì òåïåðü êðèâûå Φ(t) = {(D2( lnV θ(t)
t

),M( lnV θ(t)
t

)), θ ∈ (0, θ0]} è Φ(∞) =

{(λθ,20 , λθ,10 ), θ ∈ (0, θ0]}, à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè (D2,M) : Tt(a, b) = (
√
ta, b).

Êðèâûå Φ(t) è Φ(∞) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì ôðîíòà ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ ïðè êîíå÷íîì
t è t = ∞ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4.

Òåîðåìà 5. : Ïóñòü â óðàâíåíèè (2) ìàòðèöà B óñòîé÷èâà. Òîãäà ïðè t→∞

√
t(

lnV θ(ω, t)

t
− λθ,10 )

distr−−→ N(0, λθ,2)

ãäå lnV θ(ω, t) - ïðîöåññ, ìîäåëèðóþùèé êàïèòàë óïðàâëÿåìîãî ïîðòôåëÿ,

λθ,10 = 〈Lθ(x)〉p,

λθ,20 = 〈|(∇xu
θ
1(x))TΛ + hTΣ|2〉p

u1(x) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L0u1(x) = −Lθ(x) + 〈Lθ(x)〉p â êëàññå ïîëèíîìèàëüíî ðàñ-

òóùèõ ôóíêöèé â Rn. Îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí λθ,10 , λθ,20 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ
ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà (9) îïèñàíûì âûøå ñïîñîáîì.
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Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî ýôôåê-
òèâíîãî ôðîíòà èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ.

1) Íàõîäèì ìèíèìèçèðóþùèé ýëåìåíò h = (h1, . . . , hm) âàäðàòè÷íîé ôîðìû

Kθ(h, x) =
1

2
(
θ

2
+ 1)〈hTΣ,ΣTh〉 − 〈hT , (A+ αx)〉

íà ëèíåéíîì îãðàíè÷åíèè h1 + . . .+ hm = 1 â Rm.
Ìèíèìèçèðóþùèé ýëåìåíò h = Mx + µ, ãäå (M)ij = (M ′)ij i = 1,m− 1, j = 1, n

Mmj = −
∑m−1

k=1 (M ′
kj) j = 1, n,

ãäå ìàòðèöà M ′ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèé îáðàçîì:
M ′ = 1

2
Σ̃−1α′ ãäå (Σ̃ij) := Σ′ij + Σ′mm−Σ′mi−Σ′mj, Σ′ij := 1

2
( θ

2
+ 1)(ΣΣT )ij i, j = 1,m− 1

è (α′ij) = αij − αmj i = 1,m− 1 j = 1, n,
à âåêòîð µ òàêèì îáðàçîì :
µi = µ′i i = 1,m− 1 µm = 1−

∑m−1
k=1 µ

′
k ãäå µ

′ = 1
2
Σ̃−1η ηi = 2(Σ′mm − Σ′mi) + Ai − Am,

i = 1,m− 1
2) Ïîäñòàâëÿåì ìèíèìèçèðóþùèé ýëåìåíò h = Mx + µ â êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Kθ(h, x). Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì Kθ(h, x) = (C2
θx, x) + (C1

θ , x) + C0
θ ãäå C2

θ =
MTΣ′M −MTα; C1

θ = MTΣ′µ+ (µTΣ′M)T −MTA− (µTα)T ; C0
θ = µTΣ′µ− µTA

3) Íàéäåì òðîéêó (V, v, λ(1)) ãäå V � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n, ñèììåòðè÷íàÿ è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, v � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, λ(1) � ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñèñòåìå 

βTV + V β + C
(2)
θ = 0,

2BTV + vTβ + C
(1)
θ = 0,

2(AΛ, V ) + (B, v) + C
(0)
θ = λ(1).

(10)

ãäå AΛ = 1
2
ΛΛT , (AΛ, V ) ≡

∑n
i,j=1A

Λ
ij, Vij.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ëÿïóíîâà: åñëè
â óðàâíåíèè NTP + PN = −R ìàòðèöà N ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé (ò.å. âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè), òî äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìàòðèöû R ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó P = P T .

Ïåðâîå óðàâíåíèå â (10) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû Ëÿïóíîâà, ñëåäîâàòåëü-
íî ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå íàõîäèì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó V . Èç âòîðîãî óðàâíåíè â
(10), èñïîëüçóÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå V , ïîëó÷àåì vT = −2BTV β−1−C1

θβ
−1. Èç òðåòüåãî

óðàâíåíèÿ íàõîäèì λ(1) = 2
∑n

i=1

∑n
j=1 A

Λ
ijVij +

∑n
i=1Bivi + C0

θ

4) Îïðåäåëèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó νθ(x) := (V θx, x)+(vθ, x). Îïèðàÿñü íà òîò ôàêò,
÷òî V - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîëó÷àì, ÷òî ∇xν

θ(x) = 2V x+v. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå
âûøå âûðàæåíèå äëÿ ∇xν

θ(x) è h = Mx+ µ íàõîäèì

|(∇xν
θ(x))TΛ + hTΣ|2 = (Q2

θx, x) + (q1
θ , x) + q0

θ ,

ãäå Q2
θ = (2V TΛ + MTΣ)(2ΛTV + ΣTM) - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n,

q1
θ = 2(2V TΛ +MTΣ)(ΛTv+ ΣTµ) - âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, q0

θ = (vTΛ +µTΣ)(ΛTv+ ΣTµ)
- ïîñòîÿííàÿ.
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5) Íàéäåì òðîéêó (W,w, λ(2)) ãäå W - ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× n, ñèììåòðè÷íàÿ è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, w - âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, λ(2) - ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñèñòåìå 

βTW +Wβ +Q
(2)
θ = 0,

2BTW + wTβ + q
(1)
θ = 0,

2(AΛ,W ) + (B,w) + q
(0)
θ = λ(2).

(11)

6) Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ θ ∈ (0, 1), ïîëó÷èì êðèâóþ íà ïëîñêîñòè,

ñîñòîÿùóþ èç ïàð òî÷åê (λ
(θ,2)
0 , λ

(θ,1)
0 ).

5 Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð{ dS1

S1
= (0, 15−X(t))dt+ 0, 2dW1(t), S1(0) = s1 > 0,

dS2

S2
= X(t)dt+ dW2(t), S2(0) = s2 > 0

(12)

dX(t) = (0, 05 +X(t))dt+ 0, 02dW3(t), X(0) = x. (13)

Ïîñòðîèì ãðàôèê òî÷åê (E,D2) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ θ ∈ (0; 1).
Ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êðèâóþ èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.

1.

Ðèñ. 1:

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè áîëåå ðèñêîâàííîì óïðàâëåíèè ïîðòôåëåì ìû ïîëó÷àåì áîëü-
øåå çíà÷åíèå ñðåäíåé äîõîäíîñòè (E), ÷åì ïðè ìåíåå ðèñêîâàííîì óïðàâëåíèè.
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