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Èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðàêòèêóìà

Â äàííîì çàäàíèè íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ðåàëüíûõ äàííûõ î ïðîöåññå èñêîâ
â àâòîñòðàõîâàíèè òèïà ÎÑÀÃÎ ïðîâåðÿþòñÿ ãèïîòåçû î ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà
èñêîâ, èññëåäóåòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ýâîëþöèè ïðåáûâàíèÿ ñòðàõîâàòåëåé â êëàñ-
ñàõ ðîññèéñêîé ÑÁÌ, èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ñðåäíèõ ñáîðîâ ïðåìèè. Ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ
ÑÁÌ ïðèìåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå A1 . Ïî êàæäîìó ïîëèñó â èíòåðâàëå [0, t] ìîæåò âîçíèêíóòü N(t)

èñêîâ ê ñòðàõîâîé êîìïàíèè (ÑÊ) íà âîçìåùåíèå óùåðáà ïîñòðàäàâøåé â ÄÒÏ ñòîðîíå,
åñëè âèíîâíèêîì ÄÒÏ ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî, çàñòðàõîâàííîå â ÑÊ. Ïðè ýòîì
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

N(t)
d
= POIS(Λ0t), (1)

ãäå Λ0 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

L(Λ0) = U(λ; θ0), λ > 0, (2)

èëè ïëîòíîñòüþ
L′(Λ0) = u(λ; θ0), λ > 0, (3)

ãäå θ0 ∈ Θ , θ0 � íåèçâåñòíîå ïîðîæäàþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñìåøèâàþùåé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ U . Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Θ ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîìåðíûì
ïîäìíîæåñòâîì, òàê è áåñêîíå÷íîìåðíûì (ò.å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ U ìîæåò áûòü è
íåïàðàìåòðè÷åñêîé).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî

P{N(t) = k|Λ0 = λ} =
(λt)ke−λt

k!
, k ∈ N+, (4)

à áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

P{N(t) = k} =

∞∫

0

(λt)ke−λt

k!
dU(λ; θ0). (5)

Ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ðàâåíñòâîì (5) íàçûâàþò ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì è îáîçíà÷àþò

POIS(Λ0) ∧
Λ0

ABC, (6)

åñëè ABC � ïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Λ0 .
Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ U ñëîæíà, òî ïðåäñòàâëÿòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû N(t) â ôîðìå (5) âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé öåëè èíñòðóìåíòàðèé ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

π(z;N(t)) = E{zN(t); θ0}, |z| ≤ 1, (7)

êîòîðûå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.



Ïðåäïîëîæåíèå A2 . Áàçîé äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà è âîçìîæíîé ìîäèôèêàöèè
ÑÁÌ ñëóæàò ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå y îá îáúåäèíåííîì ÷èñëå ÇÓ-èñêîâ è ÇÍÓ-èñêîâ
íà îïëàòó óùåðáà, ñîáðàííûå ïî ÝÏÎ îáúåìà n çà ãîä ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé
êîìïàíèè â ñèñòåìå ÑÁÌ. Âñþäó äàëüøå t = 1 (ãîä), N(1) = N . Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå
y ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèöû ÷àñòîò B , ñîäåðæàùåé âåëè÷èíû νi � ÷èñëî êëèåíòîâ,
ïîðîäèâøèõ çà ãîä ðîâíî i èñêîâ, i = 0, 1, 2, . . . ,

∑∞
i=0 νi = n , ò.å. y = (ν0, ν1, . . . , νk0) ,

ãäå k0 = max{j ≥ 0 : νj > 0} .
Ïðåäïîëîæåíèå A3 . ×èñëî ñòðàõîâàòåëåé â ÝÏÎ ðàâíî �n� è ãîä îò ãîäà íå ìåíÿåòñÿ.

Â òî æå âðåìÿ îíî äîñòàòî÷íî âåëèêî äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèâëå÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äàííûõ, ò.å. n→∞ .

Ïðåäïîëîæåíèå A4 . Îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè M , ïîðîæäà-
þùåé ÷àñòîòíûå äàííûå y òàáëèöû B , âûäâèíóòû ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:

M1 : äàííûå ïîðîæäåíû ñåìåéñòâîì ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé
POIS :

π(z;POIS(α0)) = exp{−α0(1− z)}, α0 > 0; (8)
M2 : äàííûå ïîðîæäåíû ñåìåéñòâîì îòðèöàòåëüíî áèíîìèàëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé NBIN :

π(z;HOFM(α0, β0, 1)) = π

(
z;NBIN

(
α0

β0

;
1

1 + β0

))
= (9)

=

(
1

1 + β0(1− z)

)α0
β0

, α0 > 0, β0 > 0;

M3 : äàííûå ïîðîæäåíû ñåìåéñòâîì ïóàññîí/ îáðàòíî-ãàóññîâñêèõ
ðàñïðåäåëåíèé POIS/INVG :

π(z;HOFM(α0, β0,
1

2
)) = π

(
z;POIS(λ) ∧

Λ0

INV G

(
2α0

β0

; β0

))
=

= exp

{
2α0

β0

(
1−

√
1 + β0(1− z)

)}
, α0 > 0, β0 > 0; (10)

M4 : äàííûå ïîðîæäåíû ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé Ïîéà-Ýïëè

POLAEP
(
α

β
;

β

1 + β

)
;

π(z;HOFM(α0, β0, 2)) = π

(
z;POLAEP

(
α0

β0

;
β0

1 + β0

))
=

= exp

{
α0

β0

(
1

1 + β0(1− z)
− 1

)}
, (11)

α0 > 0, β0 > 0;

M5 : äàííûå ïîðîæäåíû ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé HOFMAN ′à
îáùåãî âèäà c ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
π(z;HOFM(α0, β0, γ0)) = exp{−ψ((1− z);α0, β0, γ0},
ãäå α0 > 0, β0 > 0, γ0 ≥ 0, θ0 = (α0, β0, γ0),



ψ(t;α, β, γ) =





αt ïðè γ = 0,
α

β(1−γ)
((1 + βt)1−γ − 1) ïðè γ 6= 1,

α
β

ln(1 + βt) ïðè γ = 1.

(12)

M6 : äàííûå ïîðîæäåíû ñìåñüþ ïóàññîíîâñêîãî ñ íåèçâåñòíûì
ïàðàìåòðîì λ0 è âûðîæäåííîãî â íóëå ðàñïðåäåëåíèÿ :

π(z;ZPOIS(λ0, ε0) = ε0 + (1− ε0) exp{−λ0(1− z)}, (13)
ãäå λ0 > 0, 0 < ε0 < 1, θ0 = (λ0, ε0)T ;

M7 : äàííûå ïîðîæäåíû ñìåñüþ ïóàññîíîâñêîãî è íåïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1

+. Ñìîòðè ïðåäïîëîæåíèå A1.

M8 : äàííûå ïîðîæäåíû ðàñïðåäåëåíèåì Õîôìàíà ñ èçâåñòíûì
ïàðàìåòðîì γ̃ :

π(z;HOFM(α0, β0, γ̃)) = exp{−ψ((1− z);α0, β0, γ̃},
ãäå α0 > 0, β0 > 0, γ̃ 6= 0,

1

2
, 1, 2, γ̃ − èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà,

θ0 = (α0, β0);

ψ(t;α, β, γ) =





αt ïðè γ = 0,
α

β(1−γ)
((1 + βt)1−γ − 1) ïðè γ 6= 1,

α
β

ln(1 + βt) ïðè γ = 1.

(14)

M9 : äàííûå ïîðîæäåíû ñìåñüþ îòðèöàòåëüíî áèíîìèàëüíîãî
è îáîáùåííîãî Ïàðåòî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå A5 . Íà÷àëüíàÿ ïðåìèÿ ñòðàõîâàòåëÿ S1 = 1 . Ïðåìèÿ Si â i -òûé
ãîä ñòðàõîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ÑÁÌ, ê êîòîðîìó áóäåò ïðèïèñàí ñòðàõîâàòåëü,
L(S∞) � ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåìèè ñòðàõîâàòåëÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå A6 . Èñïîëüçóåòñÿ ÑÁÌ, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 2.2 ãëàâû �2.Îðãà-
íèçàöèîííûå è ôèíàíñîâûå õàðàêòåðèñòèêè ÎÑÀÃÎ�. Åå õàðàêòåðèñòèêè ñîäåðæàòñÿ â
òàáëèöå 1 è òàáëèöå 2.
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Íàáîð ñòàòèñòèê êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû Γ1
ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû Γ2

T1. Ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ìàêñèìóìîâ ïðàâäîïîäîáèé (ÎòÌÏ)
Ïóñòü y = (y1, . . . , yn) , yi � í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, i = 1, n ,

L′(y) = p(u; θ0), (15)

u ∈ Y , θ0 = (θ01, θ02, . . . , θ0m)T ∈ Θ ⊂ Rm , ãèïîòåçà Γ1 : θ0r = ar , ãäå ar � èçâåñòíûå
âåëè÷èíû, r = 1, k , à çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ θ0r äëÿ r ≥ k+ 1 � íåèçâåñòíû. Çäåñü k

� öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, k < m .
Äàëåå ïðè ãèïîòåçå Γ2 : θ0r = ar äëÿ r = 1, k , è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(u; θ0) ,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè òåîðåìû 1 ðàçäåëà �Ïðîâåðêà ñëîæíûõ
ãèïîòåç íà îñíîâå ñòàòèñòèêè îòíîøåíèÿ ìàêñèìóìîâ ïðàâäîïîäîáèÿ�, ñòàòèñòèêà
êðèòåðèÿ

TÎòÌÏ(y) = 2 ln
max
θ∈Θ

p(y; θ)

max
θ∈Θ:θ0r=ar,r=1,k

p(y; θ)
. (16)

â çàäà÷å ïðîâåðêè ãèïîòåçû Γ1 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû Γ2 ïðè n→∞

TÎòÌÏ(y) = χ2
k + od(1). (17)

T2. Ñòàòèñòèêà õè-êâàäðàò Ïèðñîíà
Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð

ν = (ν1, . . . , νr)
T , νj ≥ 0 äëÿ j = 1, r,

r∑
j=1

νj = n, (18)

èìååò ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ò.å.

L′(ν) =
r∏
j=1

(pj(θ0))νj

νj!
, (19)

ãäå íàáîð âåðîÿòíîñòåé p1(θ0), . . . , pr(θ0) òàêîâ, ÷òî pj(θ0) > 0 äëÿ âñåõ j = 1, r ,
r∑
j=1

pj(θ0) = 1 , θ0 ∈ Θ , Θ ⊂ Rm .

Ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò Ïèðñîíà èìååò âèä

X2(θ̃n) =
r∑
j=1

(
νj − npj(θ̃n)

)2

npj(θ̃n)
, (20)

ãäå
θ̃n = Argmin

θ∈Θ
X2(θ), (21)



èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïðè n→∞ ,

θ̃n = Argmax
θ∈Θ

r∏
j=1

(pi(θ))
νi

νj!
. (22)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè n→∞

X2(θ̃n)
d
= X2

r−1−m + od(1). (23)

T3. Ñòàòèñòèêà õè-êâàäðàò â ôîðìå Íèêóëèíà-Äæàïàðèäçå
Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð

ν = (ν1, . . . , νr)
T , νj ≥ 0 äëÿ j = 1, r,

r∑
j=1

νj = n, (24)

èìååò ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ò.å.

L′(ν) =
r∏
j=1

(pj(θ0))νj

νj!
, (25)

ãäå âåêòîð âåðîÿòíîñòåé p(θ0) = (p1(θ0), . . . , pr(θ0))T òàêîâ, ÷òî pj(θ0) > 0 , j = 1, r ,
r∑
j=1

pj(θ0) = 1 , θ0 ∈ Θ , Θ ⊂ Rm .

Äëÿ θ̂n � îöåíêè ïàðàìåòðà θ0 ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò Ïèðñîíà èìååò âèä

X2(θ̂n) =
r∑
j=1

(
νj − npj(θ̂n)

)2

npj(θ̂n)
. (26)

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ θ ∈ Θ , θ = (θ1, . . . , θm)T , âûïîëíåíû òàêæå ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ

Y1 :
∂2pj(θ)

∂θk∂θs
− íåïðåðûâíûå ôóíêöèè äëÿ k, s = 1,m;

Y2 : ìàòðèöà A(θ) =

(
∂pj(θ)

∂θk
; j = 1, r, k = 1,m

)
èìååò ðàíã m.

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:
âåêòîð

L(θ) = (l1(θ), . . . , lm(θ))m, ãäå lj(θ) =
r∑
i=1

νi
npi(θ)

∂pi(θ)

∂θj
, j = 1,m, (27)

è ìàòðèöó
J(θ) = (Jks(θ), k, s = 1,m), ãäå (28)

Jks(θ) =
r∑
i=1

1

pi(θ)

∂pi(θ)

∂θk

∂pi(θ)

∂θs
, k, s = 1,m. (29)



Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè îöåíêà θ̂n ÿâëÿåòñÿ √n -ñîñòîÿòåëüíîé,
òî ñòàòèñòèêà

W 2(θ̃n) = X2(θ̃n)− nLT (θ̃n)J−1(θ̃n)L(θ̃n)
d
= χ2

r−1−m + od(1), (30)

ñì. [25].

T4. Ñòàòèñòèêà, îñíîâàííàÿ íà òî÷å÷íîé îöåíêå ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ
Õîôôìàíà
Ïóñòü y = (y1, . . . , yn)T , yi � í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, i = 1, n ,

y1
d
= HOFM(α0, β0, γ0), (31)

θ0 = (α0, β0, γ0) , θ̂n � ñîñòîÿòåëüíàÿ ïðè n→∞ îöåíêà ïàðàìåòðà θ0 .
Ïóñòü ãèïîòåçà Γ1 : γ0 = γ1 , ãäå γ1 � èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà, Γ2 : γ0 6= γ1 . Äàëåå, γ̂n �
ñîñòîÿòåëüíàÿ √n -àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ îöåí-
êà ïàðàìåòðà γ0 , äëÿ êîòîðîé B(θ0) ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé ïðåäåëüíîãî ïðè n→∞
ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà

T4(y) =
√
n
∣∣∣ γ̂n − γ0√

B(θ0)

∣∣∣ d
= |N(0, 1)|+ od(1). (32)


