
SLIDES \ 069_Primer.tex

Ïðèìåð.
Ãðàôè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåçû îòðèöàòåëüíîé áèíîìèàëüíîñòè ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû

õîôìàíîâîñòè.

Ïóñòü y = (y1, . . . , yn)T , yi ∈ N+ , yi � í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, i = 1, n .
Ïðè ãèïîòåçå Γ1

yi
d
= NBIN(ν0, τ0), (1)

ñ ïàðàìåòðàìè ν0 > 0 , 0 < τ0 < 1 è ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

E {zy1 ; Γ1} = π1(z; ν0, τo) =
1(

1 +
(

1−τ0
τ0

)
(1− z)

)ν0
. (2)

Ïðè ãèïîòåçå Γ2

y1
d
= HOFM(α0, β0, γ0) (3)

ñ ïàðàìåòðàìè α0 > 0 , β0 > 0 , γ0 ≥ 0 , γ0 6= 1 è ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

E {zy1 ; Γ2} = π2(z; α0, βo, γ0) = exp

{
− α0

β0(1− γ0)

(
(1 + β0(1− z))1−γ0 − 1

)}
. (4)

Ïðè ïîñòðîåíèè ”π − π” âåðîÿòíîñòíîãî ãðàôèêà ïîëàãàåì




R = π2(z; α̂n, β̂n, γ̂n),

r = π1(z; ν̂n, τ̂n),

(5)

ãäå α̂n , β̂n , γ̂n ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ α0 , β0 è γ0 â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ãè-
ïîòåçû Γ2 , à ν̂n , τ̂n � ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ν0 è τ0 â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè
ãèïîòåçû Γ1 .
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â (5) ïðåäñòàâëåíèå R âûáðàíî ïðàâèëüíî. Äåëî â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ôîðìóëó ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàâèëüíîé äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè è ïðè îáúåäèíåííîé ãèïîòåçå
Γ1 ∪ Γ2 , ò.ê.

lim
γ0→1

π2(z; α0, β0, γ0) = π1(z; ν0, τ0), (6)

ãäå ν0 = α0

β0
, τ0 = 1

1+β0
â ïàðàìåòðèçàöèè ãèïîòåçû Γ2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n →∞ è ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Γ1 ïðåäåëüíàÿ ôîðìà êðèâîé (5) ÿâëÿ-
åòñÿ áèññåêòðèñîé (ò.å. ïðÿìîé) ïåðâîãî êâàäðàíòà.
Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîé ôîðìû êðèâîé (5) â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Γ2 . Â
êà÷åñòâå óïîìÿíóòûõ âûøå ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê ìîæíî, â ïðèíöèïå, âçÿòü îöåíêè ëþáîãî òèïà.
Îäíàêî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îöåíêè è ïðè Γ1 , è ïðè Γ2 , ïîëó÷åíû ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ. Âûáîð
ìåòîäà îöåíèâàíèÿ ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé çíà÷åíèå îöåíîê
è èõ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ëåãêî ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå. Åñëè

f̂k =
1

n

n∑
i=1

yi(yi − 1) · · · (yi − k + 1)

ýìïèðè÷åñêèå ôàêòîðèàëüíûå ìîìåíòû, òî ïðè ãèïîòåçå Γ1 îöåíêè ν̂n è τ̂n óäîâëåòâîðÿþò ñèñòå-
ìå óðàâíåíèé







f̂1 = ν̂n
1−τ̂n

τ̂n
,

f̂2 = ν̂n(ν̂n + 1)
(

1−τ̂n

1−τ̂n

)2

,

(7)

à α̂n , β̂n è γ̂n ïðè Γ2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé




f̂1 = α̂n,

f̂2 = α̂2
n + α̂nβ̂nγ̂n,

f̂3 = α̂3
n + 3α̂2

nβ̂nγ̂n + α̂nβ̂
2
nγ̂n(γ̂n + 1).

(8)

Èç ñèñòåìû (7) ïîëó÷àåì, ÷òî




ν̂n =
f̂2
1

f̂2−f̂2
1

,

τ̂n = f̂2

f̂2−f̂2
1 +f1

,

1−τ̂n

τ̂n
=

f2−f̂2
1

f̂1
.

(9)

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Γ1 è n →∞ îöåíêè





ν̂n = ν0 + op(1),

τ̂n = τ0 + op(1),

1−τ̂n

τ̂n
= 1−τ0

τ0
+ op(1),

(10)

à ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Γ2 è n →∞





ν̂n = α0

β0γ0
+ op(1),

τ̂n = 1
1+β0γ0

+ op(1),

1−τ̂n

τ̂n
= β0γ0 + op(1).

(11)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè â ïëîñêîñòè r−0−R êàòàëîã êðèâûõ R = R(r; α0, β0, γ0) , îïðåäåëÿåìûõ
ïðè Γ2 ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì (5), âûðàçèì (z − 1) ÷åðåç r , α0 , β0 è γ0 , èñïîëüçóÿ
âòîðîå èç ðàâåíñòâ ñèñòåìû (5):

r =
1

(1 + β0γ0(1− z))
α0

β0γ0 + op(1)
. (12)

Èç (12) èìååì

(1− z) =
1

β0γ0

(
r
−β0γ0

α0 − 1
)

. (13)

Ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà (4) ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè π2(z; α0, β0, γ0) , ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà (13) âìåñòî (z − 1) ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ (5) è ïîëó÷èì



R = exp

{
− α0

β0(1− γ0)

({
1 +

1

γ0

(
r
−β0γ0

α0 − 1
)}1−γ0

− 1

)}
+ op(1). (14)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êðèâàÿ (5), ðåàëüíî ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå äàííûõ y ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê
âèäà (9), óêëîíàåòñÿ îò áèññåêòðèñû â ñòîðîíó îäíîé èç êðèâûõ âèäà (14), òî ãèïîòåçó Γ1 èìååò
ñìûñë îòêëîíèòü â ïîëüçó ãèïîòåçû Γ2 .

Íàäî îòìåòèòü îäíàêî, ÷òî íà ãëàç îïðåäåëèòü òèï êðèâîé âèäà (14) íå ïðîñòî. Èìååò ñìûñë åå
ðàñïðÿìèòü, ò.å. ïîëîæèòü.

R̃ =

{
γ0

({
−β0(1− γ0)

α0

ln R + 1

} 1
1−γ0 − 1

)
+ 1

}− α0
β0γ0

, (15)

òî â ïëîñêîñòè r − 0−R êðèâûå (14) ïðåîáðàçóþòñÿ â êðèâûå âèäà

R̃ = r + od(1). (16)

Äëÿ ýòîãî â (15) âìåñòî α0

β0
è γ0 íåîáõîäèìî âçÿòü èõ ìîìåíòíûå îöåíêè. Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî

êðèâûå (14) è ïðåîáðàçîâàíèå (15) çàâèñèò íå îò èíäèâèäóàëüíûõ çíà÷åíèé α0 è β0 , à ëèøü îò èõ
îòíîøåíèé α0

β0
.


