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Îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ îöåíîê.

Ïóñòü â ýòîì ðàçäåëå y = (y1, . . . , yn)T , yi � í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, i = 1, n .
Äàëåå, ïóñòü m = m(n) � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ n , ïðè÷åì m(n) → ∞ ïðè n → ∞ .
Ðàññìîòðèì ĝn = ĝn(y) è g̃n = g̃n(y) � äâå à.í. îöåíêè ôóíêöèè g(θ0) è òàêèå, ÷òî

√
n(ĝn − g(θ0))

d
= N(0, σ2

g(θ0)) + od(1) (1)

è √
n(g̃m − g(θ0))

d
= N(0, σ2

g(θ0)) + od(1). (2)
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îöåíêà g̃m â (2) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ñòðîèòñÿ ïî âûáîðêå
îáúåìà m(n) !

Ïðèìåð 1. Ïóñòü yi
d
= N(θ0, 1) , −∞ < θ0 < ∞ , i = 1, n , ĝn = ȳn , g̃n = ȳ[n

2
] . Íå òðóäíî

óâèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå m(n) = 2n .
Îïðåäåëåíèå 1. Àñèìïòîòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòüþ (ÀÎÝ) îöåíêè ĝn

îòíîñèòåëüíî îöåíêè g̃n íàçûâàþò âåëè÷èíó

e(ĝn, g̃n; θ) = lim
n→∞

m(n)

n
, (3)

êîãäà ïðåäåë â (3) ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
m(n) ïðè âûïîëíåíèè (2).

Ïðèìåð 1′. Ïðîäîëæàÿ ðàññìîòðåíèå ïðèìåðà 1, ïîëó÷èì â ñîîòâåòñòâèè ñ (3)

e(ĝn, g̃n) = lim
n→∞

2n

n
= 2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäèíàêîâîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ó îöåíîê ĝn è
g̃m (ò. å. äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäèíàêîâîé àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ), íåîáõîäèìî
êàæäûé ðàç â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè òèïà g̃n áðàòü â äâà ðàçà
áîëüøå íàáëþäåíèé, ÷åì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ĝn . Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî îöåíêà ĝn

â äâà ðàçà ýôôåêòèâíåå îöåíêè g̃m .
Çàìåòèì, ÷òî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèåì (3) äëÿ íàõîæäåíèÿ ÀÎÝ

íå âñåãäà ïðîñòî.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü yi

d
= W (α0, σ0) , θ0 = (α0, σ0)

T , α0 > 0 , α0 � èçâåñòíî, σ0 > 0 , σ0

� íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, i = 1, n . Îöåíêà σ̂n ïàðàìåòðà σ0 ïî ìåòîäó êâàíòèëåé èìååò
âèä

σ̂n =
ẑq(

ln 1
(1−q)

)1/α0
, (4)

ãäå ẑq � ýìïèðè÷åñêèé êâàíòèëü óðîâíÿ q , 0 < q < 1 .
Îöåíêà σ̌n ïàðàìåòðà σ0 ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

σ̌n =

(
1

n

n∑
i=1

yα0
i

) 1
α0

. (5)

Îáå îöåíêè, è σ̂n , è σ̌n ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûìè.
Îïðåäåëèòü æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m(n) , n = 1, 2, . . . , ïðè êîòîðîé îöåíêà ˆ̂σn = σ̂m(n)

áóäåò èìåòü îäèíàêîâóþ ñ σ̌n äèñïåðñèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, èñõîäÿ ëèøü
èç âèäà îöåíîê (4) è (5), âðÿä ëè âîçìîæíî. Â òî æå âðåìÿ, ëåãêî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå v2

1 è



v2
2 äèñïåðñèé àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê σ̂n è σ̌n ñîîòâåòñòâåííî. Íà îñíîâå
òåîðåì îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè êâàíòèëüíûõ îöåíîê è ÎÌÏ, èìååì

v2
1 =

σ2

α2
· q

1− q
· 1(

ln 1
1−q

)2 (6)

v2
2 =

σ2

1 + (α− 1)2
. (7)

Âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè âû÷èñëèòü ÀÎÝ îöåíîê σ̂n è σ̌n , çíàÿ ëèøü v2
1 è v2

2 ?
Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ äàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ĝj,n � à.í. îöåíêè ôóíêöèè g(θ0) , ò.å.

√
n(ĝj,n − g(θ0))

d
= N(0, σ2

j (θ0)) + od(1), j = 1, 2. (8)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îöåíêè ĝ2,n íàéäåòñÿ m = m(n) � îáúåì âûáîðêè y , äëÿ
êîòîðîãî áóäåò èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèå

√
n(ĝ2,m − g(θ0))

d
= N(0, σ2

1(θ0)) + od(1). (9)

Â ýòîì ñëó÷àå ÀÎÝ ĝ1n îòíîñèòåëüíî ĝ2n ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

e(ĝ1,n; ĝ2,n) =
σ2

2(θ0)

σ2
1(θ0)

. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

√
n(ĝ2,m(n) − g(θ0))

d
=

√
n

m(n)

√
m(n)(ĝ2,m(n) − g(θ0)) (11)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè (8) è (9) äèñïåðñèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëåâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà (11) ðàâíà σ2

1(θ0) . Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèñïåðñèè ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà (11) ñîâïàëè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàë lim

n→∞

√
n

m(n)
, è ïðè ýòîì

σ2
1(θ) = lim

n→∞
n

m(n)
σ2

2(θ0),

ò.å.
lim

n→∞
m(n)

n
=

σ2
2(θ0)

σ2
1(θ0)

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü yi

d
= N(θ0, 1) , i = 1, n , −∞ < θ0 < ∞ , u � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî,

g(θ0) = P{yi < u; θ0} = Φ(u− θ0).

Ðàññìîòðèì äâå à.í. îöåíêè. Ïåðâàÿ

ĝ0
1,n = Φ(

√
n

n− 1
(u− ȳn)) −

í.î.ð.ì.ä. äëÿ g(θ0) , âòîðàÿ

ĝ2,n =
1

n

n∑
i=1

bc′ (yi < u) = F̂n(u)



� íåñìåùåííàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ g(θ0) . Èìååì
√

n(ĝ0
1,n − g(θ0))

d
= N(0, (−Φ′(u− θ0))

2) + od(1),
√

n(ĝ2,n − g(θ0))
d
= N(0, g(θ0)(1− g(θ0))) + od(1). (12)

Èç (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî

e(ĝ2,n, g0
1,n) =

(ϕ(u− θ0))
2

Φ(u− θ0)(1− Φ(u− θ0))
,

ãäå ϕ(u) = Φ′(u) � ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè u = θ0

èìååì
e(ĝ2,n, ĝ0

1,n) = (1/2π) :
1

4
=

2

π
≈ 0.637. (13)

Ïðè |u − θ0| → ∞ , ÀÎÝ e(g2,n, g0
1,n) → 0 . Äåéñòâèòåëüíî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå

Ñýìïôîðäà (1953), e(g2,n, g0
1,n) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò |u − θ0| . Ñì. òàêæå

ðàáîòó Ëåìàíà (1991), ïðèìåð 5.21, ñòð. 306.
Ïðèìåð 4. Ïóñòü yi

d
= N(µ0, σ

2
0) , θ0 = (µ0, σ

2
0) , −∞ < µ0 < ∞, σ2

0 > 0 , g(θ0) = µ0 . Â
êà÷åñòâå îöåíîê ðàññìàòðèâàþòñÿ

ĝ1,n = ȳn
d
= N

(
µ0,

σ2
0

n

)
,

è
ĝ2,n = z 1

2

d
= N

(
µ0,

σ2
0π

2n

)
+ od

(
1√
n

)
,

ãäå z 1
2
� ýìïèðè÷åñêàÿ ìåäèàíà âûáîðêè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1

e(ĝ1,n; ĝ2,n) =
π

2
= 1, 57079, (14)

ò.å. ÷òîáû ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåäèàíû â êà÷åñòâå îöåíêè ñðåäíåãî ïîëó÷èòü òó æå òî÷-
íîñòü êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî, íóæíî óâåëè÷èòü îáúåì â 1.57
ðàç. È â òî æå âðåìÿ ÀÎÝ îöåíêè z1/2 îòíîñèòåëüíî ȳn

e(z1/2; ȳn) =
1

e(ȳn, z1/2)
=

2

π
= 0.63661. (15)

Çàäà÷à 1. Ïóñòü yi
d
= G(1, θ0) , θ0 > 0 , i = 1, n . Â êà÷åñòâå îöåíîê äëÿ ïàðàìåòðà θ0

áåðóòñÿ ȳn è czq , ãäå zq � ýìïèðè÷åñêèé q -êâàíòèëü, à c � ïîñòîÿííàÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ
àñèìïòîòè÷åñêóþ íåñìåùåííîñòü îöåíêè czq .

Îïðåäåëèòü q , ïðè êîòîðîì e(czq; ȳn) ìàêñèìàëüíà.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü yi
d
= N(µ0, σ

2
0) , θ0 = (µ0, σ

2
0),−∞ < µ0 < ∞, σ2

0 > 0 , i = 1, n . Â êà÷å-
ñòâå îöåíêè g(θ0) = µ0 + σ0ζq , ãäå Φ(ζq) = q , ñðàâíèâàþòñÿ ĝ0

n � í.î.ð.ì. è ýìïèðè÷åñêàÿ
êâàíòèëü zq . Íàéòè e(zq; ĝ

0
n) .

Çàäà÷à 3. Ïóñòü yi
d
= N(µ0, σ

2
0) , θ0 = (µ0, σ

2
0),−∞ < µ0 < ∞, σ2

0 > 0 , i = 1, n . Â
êà÷åñòâå îöåíêè g(θ0) = σ0 ñðàâíèâàþòñÿ ĝ0

n � í.î.ð.ä. è ĝn = c(zq − z1−q) , ãäå c �
ïîñòîÿííàÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ íåñìåùåííîñòü îöåíêè ĝn(q) . Ïîäîáðàòü
q , ïðè êîòîðîì e(ĝ0

n; ĝn(q)) ìèíèìàëüíà.
Çàäà÷à 4. Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 2, âûÿñíèòü ïðè êàêèõ

q ÀÎÝ îöåíêè σ̂n îòíîñèòåëüíî σ̌n ìàêñèìàëüíà.



Ê çàäà÷å 4. Èìååì

e(σ̂n, σ̌n) =
v2

2

v2
1

=
α2

1 + (α− 1)2
· 1− q

q

(
ln

1

1− q

)2

. (16)

Ìàêñèìóì e(σ̂n, σ̌n) äîñòèãàåòñÿ ïðè q0 , óäîâëåòâîðÿþùåì óðàâíåíèþ

− ln(1− q0) = 2q0, (17)

ò.å. ïðè
q0 = 0.797. (18)

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïðè òî÷å÷íîì îöåíèâàíèè θ0 ∈ Rm , m > 1 èëè g(θ0) ∈ Rr , r > 1 , â
êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ òî÷íîñòè à.í. îöåíêè âçÿòà îáîáùåííàÿ äèñïåðñèÿ (ò.å. îïðåäåëèòåëü
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû), òî ÀÎÝ îïðåäåëèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.
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Çàäà÷íèê

Àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûå îöåíêè (ÀÍÎ)
Îïðåäåëåíèå.

1. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ÀÍÎ.

2. Ïðèìåíåíèÿ ÀÍÎ ïðè ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è êðèòåðèåâ çíà÷èìî-
ñòè.

(a) Àñèìïòîòè÷åñêè γ � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (ìåòîä ñå÷åíèé!). Ñâÿçàòü øèðè-
íó èíòåðâàëà àëüòåðíàòèâíûõ îöåíîê ñ ÀÎÝ.

(b) Àñèìïòîòè÷åñêèå êðèòåðèè çíà÷èìîñòè.
(c) Ëîêàëüíûå ìîùíîñòè.


