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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ
И ПОЧТИ ПРИВОДИМОСТЬЮ СИСТЕМ

С ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В. М. Миллионщиков

Изучение структуры решений систем с почти периодическими коэффициентами
представляет собой, по-видимому, трудную и пока не решенную задачу (см. [1]). Существуют
работы, дающие условия, при которых такая система приводима ([5 — 8]) (эти условия носят в
высшей степени специальный характер), а также работы, в которых изучается связь между
почти приводимостью систем с почти периодическими коэффициентами и другими, но уже
общими свойствами этих систем ([9,  10]).  Настоящая работа относится ко второму из
названных направлений.

Пусть дана функция ( )tj , ограниченная и равномерно непрерывная на прямой. Через Dj

будем обозначать динамическую систему, определенную следующим образом:
Пространство Rj  системы Dj  состоит из функций °( ) lim ( )kk

t t tj j
®¥

= + (предел равномерный

на отрезках) и наделено топологией равномерной сходимости на отрезках (оно метризуемо,
см. [3], стр. 533 — 534, и компактно, см. [3], стр. 535). Динамическая система Dj   задается на
Rj  следующим образом:

° °( ( ), ) ( )f t tj t j t= +
(см. [3], стр. 534). Отметим, что значения ( )tj  могут быть матрицами.

О п р е д е л е н и е  1. Функцию ( )tj , ограниченную и равномерно непрерывную на
прямой, будем называть рекуррентной, если траектория ( ( )), )f tj t в Dj  рекуррентна.

Теоре ма  1. Пусть дана система
( )   ( )nx A t x x E= Î (1)

и пусть ( )A t  рекуррентна. Тогда система (1) перроновским преобразованием ( )x U t=
и ( [ 2 ] , стр. 261 — 266) с рекуррентной матрицей ( )U t  приводится к треугольному
виду ( )u P t u=&  с рекуррентной матрицей ( )P t .

До казат ельст во .  1)  Пусть ( )U t  — перроновское преобразование, приводящее систему
(1) к треугольному виду

1 1( ) ( ) .u P t u U AU U U u- -= º - && (2)
Тогда, как известно (см. [2], стр. 265, 247),

( ) .U t const& �
Докажем, что из равномерной непрерывности на прямой матрицы ( )A t вытекает, что

( )U t& равномерно непрерывна на прямой. В самом деле, из ( )U t const�  следует, что

( )U t равномерно непрерывна на прямой, значит, то же верно и для 1 *( ) ( ).U t U t- =  А так как,
кроме того,

1( ) ( ) 1,    ( ) ,U t U t A t const- = = �

то 1U AU- равномерно непрерывна на прямой. Но, значит, и 1U U
·

- равномерно непрерывна на

прямой (так как поддиагональные элементы матрицы 1U U
·

-  равны соответствующим



элементам матрицы 1U AU-  (матрица ( )P t треугольная), и матрица 1U AU-

кососимметрична). Отсюда 1( )U U U U-= равномерно непрерывна на прямой. Из доказанного
вытекает также, что ( )P t  равномерно непрерывна на прямой.

2) Пусть числовая последовательность { }kt  такова, что
°( ) ( )k k

A t t A t
®¥

+ ®

равномерно на отрезках. Так как ( ) 1,   ( )U t U t const= � , ( )U t равномерно непрерывна на

прямой, то по теореме Асколи ([4], стр. 43) из { }kt можно выбрать подпоследовательность (мы

будем обозначать ее тоже { }kt ), для которой
°( ) ( ),kU t t U t+ ®
°( ) ( )kU t t V t+ ®

равномерно на отрезках. Имеем
° °( ) ( )dV t U t

dt
= .

Заметим, что на самом деле « °( ) ( )kU t t U t+ ®  равномерно на отрезках» влечет

« °( ) ( )kU t t V t+ ®&  равномерно на отрезках»; это доказывается точно так же, как мы доказывали
равномерную непрерывность ( )U t

Из (2) имеем
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k k k kP t t U t t A t t U t t U t t U t t- -+ = + + + - + +&

Перейдем к пределу при k ®¥  (предел равномерный на отрезках)
° ° ° ° ° °1 1

( ) lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).kk
P t P t t U t A t U t U t U t

- -

®¥
º + = - & (3)

Формула (3) означает, что ортогональное преобразование °( )x U t u= приводит
систему °( )x A t x=&  к треугольному виду ( ) .u P t u= %&

3) ( )U t определяет в динамической системе сдвигов UD  устойчивую по Лагранжу
траекторию (так как ( )U t равномерно непрерывна и ограничена, см. [3], стр. 535). Поэтому
существует рекуррентная °( ) lim ( )kk

U t U t t
®¥

= +  (предел равномерный на отрезках). Выберем из

{ }kt подпоследовательность (ее обозначим снова { }kt ) так, чтобы последовательность ( )kA t t+

сходилась равномерно на отрезках (к некоторой °( )A t  (см. [4], стр. 43). Тогда, как доказано в п.
2), преобразование °( )x U t u= приводит систему °( )x A t x=  к треугольному виду ( ) .u P t u= %&

( )P t% равномерно непрерывна в силу (3) и равномерной непрерывности ( ).P t Поэтому
( )P t% определяет в динамической системе сдвигов PD %  устойчивую по Лагранжу траекторию и,

следовательно, найдется последовательность { }kq , такая, что ° °( ) ( )k k
P t P tq

®¥
+ ® равномерно на

отрезках и ( )P t% рекуррентна. Выберем из { }kq  подпоследовательность (ее снова обозначим

{ }kq ) так, что
°( ) ( ),kA t A tq + ®
°( ) ( )kU t U tq + ®

равномерно на отрезках ([4], стр. 43). По доказанному в пункте 2) преобразование ( )x U t u
»

=

приводит систему ( )x A t x
»

=&  к треугольному виду ( ) .u P t u
»

=&



Теперь (в силу рекуррентности ( )A t это возможно) возьмем последовательность { }kt

такую, что ( ) ( )kA t A tt
»

+ ®  равномерно на отрезках. При этом можно считать (на самом деле
из { }kt  нужно выбрать подпоследовательность), что

( ) ( )kU t V tt
»

+ ® ,

( ) ( )kP t Q tt
»

+ ®

равномерно на отрезках. Так как ( )U t
»

и ( )P t
»

 рекуррентны, то и ( ), ( )V t Q t ) рекуррентны. По
доказанному в п. 2) система ( )x A t x= ортогональным преобразованием ( )x V t v= с
рекуррентной матрицей ( )V t приводится к треугольному виду ( )v Q t v=  с рекуррентной
матрицей ( )Q t .

Теорема доказана.
Зам еч ание . В случае комплексной ( )A t  все то же, только слово «ортогональное» надо

всюду заменить на «унитарное».
Лемма. Пусть ( )p t  — рекуррентная числовая функция. Найдется

°( ) lim ( )kk
p t p t t

®¥
= + (предел равномерный на отрезках), такая, что

°

0

1lim ( )
t

p
t

p d
t

x x l
®+¥

=ò ,

°

0

1lim ( )
t

pt
p d

t
x x l

®+¥
=ò ,

где
1lim ( )

t

p
t

p d
tt

t

l x x
t- ®+¥

=
- ò ,

1lim ( )
t

p
t

p d
tt t

l x x
t- ®+¥ - ò .

До казат ельст во .  1)  Пусть дан отрезок [ 1 2,s s ] и число 2 1T s s-� . Пусть
2

12 1

1 ( ) .p d
s

s

t t m
s s

=
- ò (4)

Тогда найдется отрезок [ 1 2,r r ] 1 2[ , ]s sÌ , такой, что 2 1 2T Tr r-� � и
2

12 1

1 ( )p d
r

r

t t m
r r

=
- ò .

Докажем это.  Отложим на отрезке [ 1 2,s s ] слева направо отрезки длины T .  Получим т
отрезков 1 2, ,..., mQ Q Q  длины T  и остаток 1mQ +  длины T< .  Если среднее от ( )p t  на каком- то

( )iQ i m�  равно m ,  то все доказано.  Если нет,  то (предположим для определенности,  что
среднее от ( )p t на 1Q меньше m  пусть 0i — наименьшее из тех 1i m+� , для которых

1 ( )
ii Q

p d
mesQ

t t m>ò
(такие i существуют в силу (4)). Тогда (обозначим a b c< <  концы отрезков

0 01,i iQ Q- )

1 ( ) ,
b

a

p d
b a

t t m<
- ò (5)

1 ( ) .
c

b

p d
c b

t t m>
- ò (6)

Рассмотрим 3 случая:



0
1)     i ;      ( ) ,

c

a

a m p d
c a

t t m
- ò� � (7)

0
1)     i ;      ( ) ,

c

a

б m p d
c a

t t m>
- ò� (8)

0)     i 1.в m= + (9)

Сл уч ай  а) 1( ) ( )
c

t

u t p d
c t

t t=
- ò  — непрерывная функция, ( )u b m>  (в силу (6)), ( )u a m�  ( в

силу (7)). Значит, найдется [ , ]t a bÎ ,  такое,  что ( )u t m= ; тогда отрезок [ ] [ ]1 2, ,t cr r = —
искомый.

Сл уч ай  б) 1( ) ( )
t

a

u t p d
t a

t t=
- ò — непрерывная функция, ( )u b m<  (в силу (5)), ( )u c m> , (в

силу (8)). Значит, найдется [ , ]t b cÎ , такое, что ( )u t m= ; тогда отрезок [ 1 2,r r ]  =[ , ]
c

a t —

искомый.

Сл уч ай  в). В этом случае 1 ( )
c

a

p d
c a

t t m>
- ò , поэтому рассматривается так же, как случай

б).
Для всяких 0e > и 0T >  существует отрезок 1 1[ , ]tt   длины 1 1t Tt- > ,  на котором

1

11 1

1 ( )
t

pp d
t t

x x l e
t

> -
- ò ,

 и существует отрезок 2 2[ , ]tt  длины 2 2t Tt- > ,  на котором
2

22 2

1 ( ) .
t

pp d
t t

x x l e
t

< +
- ò

Поэтому в силу п. 1) для всяких 0e > и 0T > найдется отрезок 1 1[ , ]tt , для которого

1 1 2 ,T t Tt-� �
1

11 1

1 ( ) ,
t

pp d
t t

x x l e
t

> -
- ò

и найдется отрезок 2 2[ , ]tt , для которого

2 2 2 ,T t Tt-� �
2

22 2

1 ( ) .
t

pp d
t t

x x l e
t

< +
- ò

 3) В силу рекуррентности ( )p t  для всяких 0e > и 0T >  существует ( ) 0f Te >  такое, что
для всякого t  на всяком отрезке B длины ( )f Te�  найдется q , такое, что

( ) ( )p t p tt q e+ - + <
при 0 2t T� � , и что 2T Bq + Î .
4) Фиксируем произвольное 0T > . На всяком отрезке длины ( )f Te�  найдется отрезок

[ ', ']tt  такой, что ' ' 2T t Tt-� � и
'

'

1 ( ) 2 ,
' '

t

pp d
t t

x x l e
t

> +
- ò

 и найдется отрезок [ '', '']tt , такой, что
'' '' 2T t Tt- <� ,

''

''

1 ( ) 2 .
'' ''

t

pp d
t t

x x l e
t

< +
- ò

(Это утверждение вытекает из п. 2) и 3)).



5) Возьмем 0  ( 0)k kk
e e

®¥
® > и построим по индукции последовательность чисел: 1 1T = .

Пусть 1,..., nT T  определены, тогда положим

1 ( ).
nn nT nf Te+ =

6) Фиксируем любое натуральное k. Возьмем отрезок (2 1) (2 1)
2 1 2 1,k k

k ktt + +
+ +é ùë û , длина которого

заключена между 2 1kT +  и 2 12 kT + , а среднее от ( )p t  на нем 2 12p kl e +> - . Разделим этот отрезок
на 2k  равных частей. Самый левый из получившихся при этом отрезков имеет (п. 5) )
длину

2 2( )
k kf Te� .  Поэтому на нем в силу п. 4) найдется отрезок (2 1) (2 1)

2 2,k k
k ktt + +é ùë û , длина которого

заключена между 2kT  и 22 kT , а среднее от ( )p t на нем 22p kl e< - . Этот отрезок разделим на

2 1k - равных отрезков, и на самом левом из них найдем отрезок (2 1) (2 1)
2 1 2 1,k k

k ktt + +
- -é ùë û , длина

которого заключена между 2 1kT -  и 2 12 kT - , а среднее от ( )p t  на нем 2 12p kl e -> -  и т.  д.
Получим систему отрезков

(2 1) (2 1)[ , ]  ( 1,2,..., 2 1),k k
i it i kt + + = +

причем а) длина i -го отрезка заключена между iT  и 2 iT ; б) i -ый отрезок вложен в ( 1)i + -ый,

причем все точки i -го отрезка отстоят от начала ( 1)i + -го отрезка меньше, чем на 1
i

-ую

часть длины ( 1)i + -го отрезка; в) среднее от ( )p t на i -ом отрезке:
2 при  нечетномp i il e> -

2 при  четномp i il e< +
7) Это построение проделаем для всякого натурального k.
Выберем теперь последовательность индексов ( 1, 2,...)jk j =  (по теореме Асколи это

возможно) так, чтобы а) существовал равномерный на отрезках предел
° ( )

1( ) lim ( );jk

j
p t p tt

®¥
= +

б)  для каждого натурального i существовали пределы
( )( )
1lim[ ].ji kk

i ij
t t t

®¥
= -

( ) ( )
1lim[ ].j jk k

i ij
t t t

®¥
= -

8) ( )p t% —искомая функция. В самом деле. Обозначим iv  среднее от ( )p t% на [ ] ( ), , k
i i itt m

среднее от ( )p t  на ( ) ( ),k k
i itté ùë û ,  тогда

( ) по нечетным ,
lim

по четным .
j pk

i ij i
p

i
v

i
l

m
l®¥ ®¥

ìï= ® í
ïî

(9)

Из п. 6, б) вытекает, что слева от 0 лежит не более, чем 1
i

-ая часть отрезка [ ],i itt . Значит,

0i i i
vl

®¥
- ® , где il  —среднее от ( )p t на [ ]0, it . Отсюда в силу (9)

°

0

по нечетным ,1 ( )
по четным .

it
p

i
i p

i
p d

t i
l

x x
l®¥

ìï® í
ïî

ò
Лемма доказана.
Опре дел ение  2. Скажем, что у системы ( )x A t x=&  характеристические показатели

устойчивы, если для всякого 0e > найдется 0d >  такое,  что из ( ) ( 0)B t td< �  следует, что
характеристические показатели 1 2 ... nl l l� � �  системы ( )x A t x=&  и характеристические
показатели 1 2 ... nm m m� � �  системы ( ) ( )y A t y B t y= +&  удовлетворяют неравенствам

  ( 1, 2,..., ).i i i nl m e- < =
Теоре ма  2 . Пусть A( t ) — почти периодическая матрица, система ( )x A t x=&

правильная (см. замечание в конце статьи) и характеристические показатели систем



( )x A t x=& , (10)
*( )x A t x= -& (11)

устойчивы. Тогда система (10) почти приводима (см. [2], стр. 272 — 273).
До казат ельств о . 1) Всякая система ( )x A t x= %& ,  где ( ) lim ( )kk

A t A t t
®¥

= +% (предел,

равномерный на прямой), правильная (в условиях теоремы). Докажем это.
Существуют kq , такие, что °( ) ( )k k

A t A tq
®¥

+ ®  равномерно на прямой.

Тогда и — ° *( ) *( )k k
A t A tq

®¥
+ ®  равномерно на прямой.  В силу устойчивости

характеристических показателей систем (10) и (11) система ( )x A t x= %& имеет те же показатели,
что и система (10), а система *( )x A t x= - %& — те же показатели, что и система (11). Так как
существует необходимое и достаточное условие правильности системы (10), выражающееся
только через характеристические показатели систем (10) и (11) (см. [2], стр. 68 —69, теорема
Перрона), то система ( )x A t x= %& правильная.

По теореме 1 существует перроновское преобразование ( )x U t u= ,  приводящее систему
(10) к треугольному виду ( )u P t u=& с рекуррентной матрицей ( )P t ,  причем система

( )x A t x= %& приводится преобразованием ( )x U t x= % к треугольному виду ( )u P t u= %& ,  где
°( ) lim ( )kk
P t P t t

®¥
= + (предел, равномерный на отрезках). Так как всякая система °( )x A t x=&

правильная, то диагональные элементы всякой ( )P t% имеют средние (существуют пределы

°

0

1lim ( )
t

iit
p d

t
t t

®+¥ ò )  (см.  [2],  стр.  141,  теорема Ляпунова).  В силу леммы отсюда вытекает

  ( 1, 2,..., )ii ii
p p i nl l= = ( )iip t — i -ый диагональный элемент матрицы ( )P t ). Полученное

равенство означает, что каждое ( )iip t имеет равномерное среднее, а значит, по теореме Б. Ф.
Былова (см. [2], стр. 276) система ( )x A t x=& почти приводима. Теорема доказана.

Зам еч ание . В теореме 2 требование правильности системы на самом деле излишне:
1) Легко показать, что для устойчивости характеристических показателей систем

( )x A t x=& и *( )x A t x= -&  необходимо и достаточно выполнения этого свойства для некоторых
°( )x A t x=& и °( ( ))*x A t x= -&  (где ( ) lim ( )k

k
A t A t t

®¥
= +%  (равномерный предел)).

2) Нетрудно доказать, что найдется правильная система ( ) ;x A t x= %&  к ней применим теорему

2, получим, что она почти приводима, а тогда, как легко видеть, и ( ) ;x A t x= %& почти приводима.
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