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В. М. МИЛЛИОНЩИКОВ

О ТИПИЧНЫХ СВОЙСТВАХ УСЛОВНОЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ
УСТОЙЧИВОСТИ. II

Введение. 1. Пусть ( ,  ,  )E p B  — векторное расслоение со слоем nR  и базой B  ( B  —
полное метрическое пространство, расстояние в котором обозначается через ( ,  )Bd × × . На
( ,  ,  )E p B  фиксируем некоторую риманову метрику.

2. Пусть G  есть группа R  или группа Z  и пусть Hom  ( ,  Aut  ( ,  ,  ))E p BÎ GH , где
через Hom  ( ,  Aut  ( ,  ,  ))E p BG  обозначается множество гомоморфизмов группы G  в
группу автоморфизмов векторного расслоения ( ,  ,  )E p B , обозначаемую через
Aut  ( ,  ,  )E p B . Напомним, что образом tH  точки tÎG  при гомоморфизме H  является
пара ( ,  )t tX c , где tX  — гомеоморфизм E  на E , tc  — гомеоморфизм B  на B , причем а)

t tpX p= c  при всяком tÎG ; б) при всяких b BÎ , tÎG  сужение [ ]tX b  на слой 1( )p b-

отображения tX  есть линейное отображение 1 1( ) ( )tp b p b- -® c ; в) t s t sX X X+ = ,
t s t s+c = c c  при всяких tÎG , sÎG .
Вместо 1X  будем писать X , вместо 1c  — c .
Потребуем от гомоморфизма H , чтобы для некоторой функции ( ) :a B +× ® R ,

удовлетворяющей при всяких b BÎ , tÎG  равенству
( ) ( ),ta b a bc = (1)

при всяких b BÎ , t ÎG  выполнялось неравенство
|| [ ] || exp(| | ( )).tX b t a b� (2)

Так как 1 1( [ ]) [ ]t tX b X b- -= c  ( b BÎ , tÎG ), то наложенное условие перейдет в
эквивалентное, если вместо «при всяких b BÎ , tÎG  выполнялось неравенство (2)»
написать: «при всяких*) b BÎ , tÎ *G+  выполнялось неравенство

1max{|| [ ] ||, || ( [ ]) ||} exp( ( ))t tX b X b ta b- � ». (2′)
3. Центральный показатель ( ,  )k bW H (или, короче**), ( )k bW ) гомоморфизма

Hom  ( ,  Aut  ( ,  ,  ))E p BÎ GH  определяется при всяких b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K  формулой
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Здесь 1( ( ))iG p b-  — грассманово многообразие -i мерных векторных подпространств слоя
1( )p b- , через i

*R  обозначается множество всех ненулевых векторов векторного
пространства iR , в выражении m ®+¥  имеется в виду,  что mÎN ; через CX t

обозначается сужение отображения X t  на векторное подпространство C  слоя 1( )p b- ;
вместо 1 ( )p b

X -
t  пишем также (как отмечено выше) [ ]X bt .

*)

* def

+ ìï
í
ïî

=G
,*

+R если ,=G R

,N если =G Z  ( *
+R  — множество всех вещественных чисел 0> ).

**) ( )k bW  вместо ( ,  )k bW H  целесообразно писать, если рассматривается только один гомоморфизм H ;
тогда это сокращение в обозначении не может привести к недоразумениям.



В [1] (предложение 7) доказано, что ( ,  )k bW H  не изменится,  если
*

inf
+tÎG

 в формуле (3)

заменить на inf
tÎqN

, где *
+qÎG  — любое фиксированное, например ( 1q = ), верна формула
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( b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K ).
§ 1. Для всякого *

+tÎG  введем в рассмотрение функции ( ,  )
, ( ) :m q

k Bt × ® RÀ  ( {1,  ,  }k nÎ K ,
mÎN , qÎN ), определенные формулой
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(при всяких *
+tÎG , b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K , mÎN , qÎN ).

Л е м м а  1. При всяких *
+tÎG , b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K , mÎN числовая

последовательность ( ,  )
,{ ( )}m q

k qbt ÎNÀ  монотонно не убывает и ограниченна.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть даны произвольные *
+tÎG , b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K , mÎN .

1) Так как при всяких 1( ( ))k
kG p b-ÎR , qÎN  имеет место неравенство
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то при всяком qÎN  имеем

1

1

1
( , 1)

, (4) {0, , 1}( ( )) 0

1
( ,  )
,(4){0, , }( ( )) 0

1( ) inf max ln || ||
( )

1inf max ln || || ( ).
( )

j kk
k

j kk
k

m t
m q

k Xt qG p b j

m t
m q

kXt qG p b j

b X
m t

X b
m t

t-

t
-

+ -
+ t

t Î +Î =

+ -
t

tÎÎ =

=
+ t

=
+ t

å

å

K

K

RR

RR

�

�

À

À

Монотонное неубывание последовательности ( ,  )
,{ ( )}m q

k qbt ÎNÀ  доказано.

2) При всяких 1( ( ))k
kG p b-ÎR , j +ÎZ  имеем
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Следовательно, при всяких 1( ( ))k
kG p b-ÎR , sÎN  имеет место цепочка неравенств
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Отсюда в силу формулы (4) следует, что при всяком qÎN  имеет место включение
( ,  )

, ( ) [ ( ), ( )].m q
k b a b a bt Î -À (5)



Лемма 1 доказана.
Из леммы 1 в силу теоремы Вейерштрасса вытекает, что при всяких *

+tÎG , b BÎ ,
{1,  ,  }k nÎ K , mÎN  существует ( ,  )
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Из (5) следует, что при всяких *
+tÎG , {1,  ,  }k nÎ K , b BÎ , mÎN  имеет место включение
( )

, ( ) [ ( ),  ( )].m
k b a b a bt Î -À (7)

Л е м м а  2. При всяких *
+tÎG , b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K  числовая последовательность

( )
,{ ( )}m

k mbt ÎNÀ  монотонно не возрастает и ограниченна.
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Ограниченность уже доказана (см. формулу (7)).
2) Пусть даны произвольные *

+tÎG , b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K . Так как при всяких
1( ( ))k

kG p b-ÎR , mÎN , qÎN  имеет место неравенство
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то при всяких mÎN , qÎN  имеем
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Следовательно, при всяком mÎN  имеем ( 1) ( 1,  )
,  ,(6)

( ) lim ( )m m q
k kq

b b+ +
t t®+¥

= �À À

( ,  1) ( )
,  ,(6)

lim ( ) ( )m q m
k kq

b b+
t t®+¥

=� À À . Лемма 2 доказана.

Из леммы 2 в силу теоремы Вейерштрасса вытекает, что при всяких *
+tÎG , b BÎ ,

{1,  ,  }k nÎ K  существует ( )
,lim ( )m

kq
bt®+¥

À . Введем обозначение
( )
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Из (7), (8) следует, что при всяких *
+tÎG , b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K  имеет место включение

, ( ) [ ( ),  ( )]k b a b a bt Î -À .

Л е м м а  3. При всяких *
+tÎG , {1,  ,  }k nÎ K , mÎN , qÎN  функция ( ,  )

, ( ) :m q
k Bt × ® RÀ

непрерывна.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1)  Пусть ( ,  )j × ×  — непрерывное отображение S T´ ® R  ( S —

хаусдорфово топологическое пространство, T  — компактное топологическое
пространство). Хорошо известно (и легко доказывается), что функция

def
( ) inf ( ,  ) min ( ,  ) :

t T t T
t t S

Î Î
j × = y × = y × ® R  непрерывна.

2) Пусть ( ) : Sh × ® R , где S  — пространство некоторого локально тривиального
расслоения ( ,  ,  )S Bp  с компактным слоем F , — непрерывная функция. Тогда функция

1def ( )
( ) inf ( ) :

s
s B

-Îp ×
z × = h ® R  непрерывна. Это утверждение — следствие утверждения п. 1), так

как непрерывность — локальное свойство, а расслоение ( ,  ,  )S Bp  локально тривиально.
3) Векторное расслоение ( ,  ,  )E p B  со слоем nR  у нас фиксировано. Фиксируем



произвольное {1,  ,  }k nÎ K . Для всякого b BÎ  обозначим через ( )k
bE  множество всех

мерных векторных подпространств слоя 1( )p b- . Через ( )kE  обозначим объединение всех
этих множеств: ( ) ( )

def

k k
b

b B
E E

Î
= U .

Пусть дана произвольная точка b BÎ$  и произвольное -k мерное векторное

подпространство µ
k

R  слоя 1( )p b- $  векторного расслоения ( ,  ,  )E p B .  Всякому базису

1{ ,  ,  }kx x$ $K  векторного пространства µ
k

R  и всякому набору окрестностей U( )ix$  точек ix$

( {1,  ,  }i kÎ K ) ( ix$  при всяком {1,  ,  }i kÎ K  есть точка топологического пространства E , а

( )iU x$  есть окрестность этой точки в топологическом пространстве E )  поставим в
соответствие множество всех тех -k мерных подпространств kR  слоев 1( )p b-  векторного

расслоения ( ,  ,  )E p B , которые обладают следующим свойством: ( )k
iU x ¹ Æ$IR  при

всяком {1,  ,  }i kÎ K .

Объявив сопоставленную таким образом каждой точке µ
k

R  множества ( )kE
совокупность содержащих эту точку подмножеств множества ( )kE  базисом окрестностей
этой точки, мы наделяем ( )kE  структурой топологического пространства. Далее через ( )kE
обозначается это топологическое пространство.

Определим отображение ( ) ( ):k kp E B® , положив для всякого b BÎ  для всякого ( )k
bs EÎ

по определению ( ) ( )kp s b= .
Непосредственно из определений вытекает, что так определенное расслоение
( ) ( )( ,  ,  )k kE p B  является локально тривиальным расслоением со слоем ( )n

kG R . При всяком
{1,  ,  }k nÎ K  грассманово многообразие ( )n

kG R  естественно наделяется структурой
левого ( , )-GL n R пространства: если ( )k n

kGÎR R , ( ,  )GL njÎ R , то kjR  есть по
определению образ множества kR  при отображении j . Непосредственно из определений
вытекает, что локально тривиальное расслоение ( ) ( )( ,  ,  )k kE p B  есть расслоенное
пространство со слоем ( )n

kG R , ассоциированное с тем же локально тривиальным
главным ( , )-GL n R расслоением, с которым ассоциировано векторное расслоение
( ,  ,  )E p B  (см. [2], с. 69, 72 — 73, 97 — 98).

Фиксируем, произвольные *
+tÎG , mÎN , qÎN , {1,  ,  }k nÎ K .

В качестве T  возьмем конечное множество {0,  ,  }qK , наделенное дискретной
топологией (иначе говоря, рассматриваемое как подпространство топологического
пространства R ). Определим функцию ( ,  ) ( )

, ( ,  ) :m q k
k E Tty × × ´ ® R  формулой
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где ( )k kEÎR , t TÎ . Так определенная функция ( ,  ) ( )
, ( ,  ) :m q k

k E Tty × × ´ ® R , как известно,

непрерывна. Согласно утверждению п. 1), функция ( ,  ) ( ,  ) ( )
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непрерывна (при всяких *
+tÎG , mÎN , qÎN , {1,  ,  }k nÎ K ).

4) По функции ( ,  ) ( )
, ( ) :m q k

k Eth × ® R , определенной в конце п. 3), построим функцию
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При всяких *
+tÎG , {1,  ,  }k nÎ K , mÎN , qÎN  согласно утверждению п. 2), условия

которого выполнены, так как ( )n
kG R  — компакт, функция
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непрерывна. Лемма 3 доказана.
Л е м м а  4. При всяких *

+tÎG , {1,  ,  }k nÎ K функция , ( ) :k Bt × ® RÀ , определенная
формулой (8), — бэровская функция второго класса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определения бэровских классов функций см.  в [3],  [4,  §  39].
Утверждение леммы 4 непосредственно вытекает в силу этих определений из леммы 3 и
формул (6), (8). Лемма 4 доказана.

§ 2. Следующая далее лемма 5 устанавливает связь центральных показателей ( ,  )k bW H

с функциями , ( ) :k Bt × ® RÀ .
Л е м м а  5. При всяких b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K  имеет место равенство

,  1( ,  ) inf ( )k n kb bt - +tÎ
W =

N
H À .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть даны произвольные b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K .
1. Согласно формуле (3′) (напомним, что ( )k bW  — сокращенная запись для ( ,  )k bW H ,

применяемая, когда в тексте рассматривается только один гомоморфизм H , чем
исключается возможность путаницы), при всяких b BÎ , {1,  ,  }k nÎ K  имеем

11 1
1

1

( ( )) 0

1( ) inf inf lim ln || ||.j n kn k
n k

m

k XmG p b j
b X

m t - +- + -
- +

-
t

tÎ ®+¥Î =

W =
tå RN R

(9)

Воспользовавшись известным равенством
{0,  ,  }

lim lim lim maxm m tm m q t q
a a +®+¥ ®+¥ ®+¥ Î

=
K

, верным для

всякой последовательности вещественных чисел { }m ma ÎN  (в данном случае

1

1

0

1 ln || ||j n k

m

m X
j

a X
m t - +

-
t

=

=
tå R ), можем переписать формулу (9) в виде

1 1
1

1

{0, , }( ( ))

1

0

( ) inf inf lim lim max

1 ln || ||.
( )

n k
n k

j n k

k m q t qG p b

m t

X
j

b

X
m t

- + -
- +

t - +

tÎ ®+¥ ®+¥ ÎÎ

+ -
t

=

W = ´

´
+ t å

KN R

R

(10)

С другой стороны, из формул (4), (6), (8) следует (при всяком *
+tÎG ):
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Как видим, правые части равенств (10), (11) различаются порядком, в котором применены
к одному и тому же выражению операции взятия нижней грани и перехода к пределу.
Вообще говоря, такие операции, как известно, не коммутируют. Для доказательства
равенства правых частей равенств (10) и (11) воспользуемся монотонностью некоторых из
входящих в эти формулы последовательностей и компактностью грассмановых
многообразий.



2. Пусть дано произвольное *
+tÎG . Пусть дано произвольное +eÎ *G . Возьмем

1 1
1( ( ))n k

n kG p b- + -
e - +ÎR  такое, что
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Возьмем me ÎN  такое, что при всяком натуральном s me�  выполнено неравенство

1 1

1 1

0 0

1 1 1ln || || lim ln || || .
2j n k j n k

s m

X Xmj j
X X

s mt - + t - +
e e

- -
t t

®+¥
= =

< + e
t tå åR R (14)

При всяком натуральном s me�  имеем 1
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Следовательно, при всяком натуральном m me�  при всяком qÎN  имеет место
неравенство
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При всяком натуральном m me�  при всяком qÎN  имеем
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При всяком натуральном m me�  имеем ( ) ( ,  )
,  1 ,  1 ,(5) (16)

( ) lim ( ) ( )m m q
n k n k kq

b b bt - + t - + t®+¥
= W + e�À À .  Отсюда в

силу формулы (8) следует неравенство ,  1 ,( ) ( )n k kb bt - + tW + e�À . Напомним, что *
+tÎG ,

*
+eÎG  были взяты (в начале п. 2) произвольными; следовательно, для всякого *

+tÎG
доказано неравенство

,  1 ,( ) ( ).n k kb bt - + tW�À (17)

3. Пусть дано произвольное *
+tÎG . Пусть дано произвольное *

+eÎG .
а) Возьмем meÎN  такое, что

( )
, 1 , 1( ) ( )m

n k n kb bt - + t - +< + eÀ À (18)
при всяком натуральном m me�  (существование такого me  следует из формулы (8)).

б) Из формулы (6) в силу леммы 1 следует, что для всяких mÎN , qÎN  выполнено
неравенство ( ,  ) ( )

,  1 ,  1( ) ( )m q m
n k n kb bt - + t - +�À À .

в) Из результатов подпунктов а), б) следует, что для всякого натурального m me�  для
всякого имеет qÎN  место неравенство ( ,  )

, 1 , 1( ) ( )m q
n k n kb bt - + t - +< + eÀ À .

г) Из результата подпункта в) и формулы (4) следует, что для всякого qÎN  найдется
1 1

,  1( ( ))n k
m q n kG p b
e

- + -
- +ÎR  такое, что при всяком {0,  ,  }t qÎ K  выполнено неравенство
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m q qe

- +
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n k
m q ie
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сходящуюся к некоторой точке 1 1
1( ( ))n k

n kG p b- + -
e - +ÎR  (такой выбор возможен,  так как

грассманово многообразие 1
1( ( ))n kG p b-

- +  компактно).  Как известно,  при всяком t +ÎZ
отображение 1
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- +y × ® R , определенное формулой
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R , непрерывно. Поэтому из результата

подпункта г) вытекает, что при всяком t +ÎZ  имеем
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е) Из результата подпункта д) следует неравенство (в выражении lim
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 здесь и далее

имеется в виду, что mÎN )
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Имеем:
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Напомним, что +tÎ *G , +eÎ *R  были взяты (в начале п. 3) произвольными; следовательно, для всякого +tÎ *G
доказано неравенство

, , 1( ) ( ).k n kb bt t - +W =À (20)

4. Из неравенств (17), (20), доказанных для всякого +tÎ *G ,  следует,  что для всякого +tÎ *G имеет место
равенство

, , 1( ) ( ).k n kb bt t - +W =À (21)

Имеем:
(3')

, , 1(13)
( , ) inf ( ) inf ( )k k n kb b bt t - +tÎ tÎ

W = W = À
N N

H . Лемма 5 доказана.

§ 3. Теорема. В пространстве B  имеется всюду плотное множество D  типа Gd

такое, что при всяком {1,  ,  }k nÎ K  функция ( ,  ) :k BW × ® RH  полунепрерывна сверху во
всякой точке b DÎ .

Доказательство. Прежде чем доказывать теорему, подчеркнем, что в ее
формулировке рассматриваются не сужения функций ( , ) :k BW × ® RH  на множество D ,
а сами функции ( ,  ) :k BW × ® RH : и утверждается, что множество точек
полунепрерывности сверху функций ( , ) :k BW × ® RH  содержит множество D, причем D
— всюду плотное множество типа Gd в B .

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы. При всяком {1,  ,  }k nÎ K



при всяких *
+tÎG , mÎN  функция ( )

, ( ) :m
k Bt × ® RÀ — бэровская функция первого класса.

Это непосредственно вытекает из леммы 3 и формулы (6). Поэтому (см. [4], с. 240 — 242,
162 — 164) при всяких {1,  ,  }k nÎ K , tÎN , mÎN  множество ( )

,
m
kDt точек непрерывности

функции ( )
, ( ) :m

k Bt × ® RÀ  есть множество типа Gd , всюду плотное в B . Следовательно,
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m
k

m
k n

D Dt
tÎ Î
Î

=
N N
I

 — множество типа Gd , всюду плотное в B
В (см.  [4],  с.  163),  и каждая из функций ( )

, ( ) :m
k BtÀ × ® R  ( tÎN , mÎN , { }1, ...,k nÎ ) непрерывна

всякой точке b DÎ . Так как в силу формулы (8) и леммы 2 функция ( )
, ( ) :m
k BtÀ × ® R  (при всяких tÎN ,

{ }1, ...,k nÎ ) есть предел монотонно невозрастающей последовательности функций ( )
, ( ) :m
k BtÀ × ® R , то

( )
1 , ,5
( , ) inf ( ) inf inf ( )m

n k k kлемма m
m

b b b- + t ttÎ tÎ Î
Î

W = À = À
N N N

N

H  (при всяких b BÎ , { }1, ...,k nÎ ),  и поэтому во всякой

точке b BÎ ,  в которой всякая функция ( )
, ( ) :m
k B RtÀ × ®  ( {1,  ,  }k nÎ K , tÎN , mÎN ) непрерывна,

всякая функция 1( , ) :n k B R- +W × ®H ( {1,  ,  }k nÎ K ) полунепрерывна сверху (см. [4], с. 237 — 238).

Итак, доказано существование в В всюду плотного множества D типа Gd такого, что
при всяком { }1, ...,k nÎ  множество точек полунепрерывности сверху функции

( , ) :k BW × ® RH содержит D. Теорема доказана.
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