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ВВЕДЕНИЕ
1. Пусть nV — -n мерное связное дифференцируемое (класса 3C ) многообразие со

счетной базой, на котором фиксирована некоторая риманова метрика  ( , )d × ×  (класса 2C ).
Через ( ,  ,  )n nTV Vp  обозначаем касательное расслоение многообразия nV ( p  — проекция,

nTV — пространство касательного расслоения, стандартным способом наделенное
структурой дифференцируемого многообразия (класса 2C )). С помощью фиксированной
выше римановой метрики  ( , )d × ×  многообразие nV  стандартным способом наделяется
структурой метрического пространства, которое обозначается через ( ,  )nV r , где  (  , )r × ×  —
расстояние.

Требуем, чтобы метрическое пространство ( ,  )nV r  было полным.
2. Через S  обозначаем множество всех диффеоморфизмов f  класса: 1C , биективно

отображающих nV на nV и удовлетворяющих условию
1max {||| |||, ||| ( ) |||} ;df df - < +¥ (В.1)
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xdf — производная отображения f в точке x , || ||×  — норма линейного отображения
касательного пространства в касательное пространство, определяемая стандартным
образом через нормы в касательных пространствах, индуцированные римановой
метрикой.

3. Для всякого j SÎ  через jS обозначаем подмножество множества S , состоящее из
диффеоморфизмов, удовлетворяющих неравенству
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При всяком j SÎ  множество jS наделяется структурой метрического пространства
заданием расстояния 1(  , )d × × , определяемого для всяких jf SÎ , jg SÎ формулой (в [1] это
— формула (55))
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здесь: 1) для всяких ny VÎ , nz VÎ через ( ,  )G y z обозначается множество всех кусочно-
гладких путей, идущих в многообразии nV из точки z в точку y ; при этом под кусочно-
гладким путем u , идущим в многообразии nV из точки z в точку y , понимается
непрерывное, имеющее кусочно-непрерывную производную отображение u отрезка [0, 1]
в многообразие nV , причем значение 0u  этого отображения в точке 0 равно z , а его
значение 1u в точке 1 равно y (через tu обозначаем значение отображения u в точке t );
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— длина пути u ;
3) 1 1: ( ) ( )u z y- -j p ® p  — преобразование, ставящее в соответствие всякому вектору

1( )z-Îpz  результат его параллельного перенесения вдоль пути ( ,  )u G y zÎ .
При всяком j SÎ метрическое пространство 1( ,  )jS d  полно [2, предложение 2].
4. При всяком j SÎ  множество jS  наделяется также другой структурой

метрического пространства: расстояние 1(  , )d × ×%  определяется для всяких jf SÎ , jg SÎ
формулой (в [1] это — формула (56))
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При всяком j SÎ расстояние 1(  , )d × ×  и расстояние  (  , )d × ×%  индуцируют на jS  одну и ту
же топологию (см. [1], п. 5).

5. Множество 1
nJ V струй первого порядка (или 1-струй),  т.  е.  троек ( ,  ,  )x y L , где*)

nx VÎ , ny VÎ , 1 1Hom ( ( ), ( ))L x y- -Î p p , наделяется структурой метрического
пространства заданием расстояния, определяемого для всяких 1 1 1 1( ,  ,  ) nx y L J VÎ ,
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(см. предложение [3]).
Отображение 1 1: n np J V V®  определяется формулой

1 def
( ,  ,  ) .p x y L x= (В.8)

Отображение 1 1 1: ( ,  ) ( ,  )n np J V Vr ® r , определенное формулой (В.8), равномерно
непрерывно (см. [4], предложение 1).

6. Через uS обозначается множество всех тех диффеоморфизмов f SÎ , 1-струйные
расширения которых равномерно непрерывны; напомним, что 1-струйным расширением
дифференцируемого отображения : n nf V V® называется отображение

1 1 1jet : ( ,  ) ( ,  )n nf V J Vr ® r , определенное формулой

1( jet )  ( ,  ,  )xf x x fx df=  ( nx VÎ ). (В.9)
При всяком uj SÎ  через u

jS  обозначается множество всех тех диффеоморфизмов

jf SÎ , 1-струйные расширения которых равномерно непрерывны; иными словами,

def

u u
j jS S S= I  при всяком uj SÎ . (В.10)

При всяком uj SÎ множество u
jS замкнуто в метрическом пространстве 1( ,  )jS d и

метрическое пространство 1( ,  )u
jS d  полно (см. [4], предложения 5, 6).

*) Через 1 2Hom  ( ,  )V V  обозначается множество всех линейных отображений векторного пространства 1V в

векторное пространство 2V .



7. Через u n
jS V´  будем обозначать произведение топологических пространств u

jS  и
nV . При этом топология на u

j jS SÌ  индуцирована топологией на jS , которая в свою
очередь индуцирована метрикой 1(  , )d × × , определенной формулой (В.4) (та же топология

индуцируется на jS  метрикой 1(  , )d × ×% , определенной формулой (В.6), см. п. 4 введения).

Если риманово многообразие ( ,  )nV d  равномерно картографируемо (см. п. 8 ниже), то
в силу предложения [5] та же самая топология индуцируется на jS метрикой

1jet (  , )d × ×% ,
определяемой формулой
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8. Напомним, что риманово многообразие ( ,  )nV d  называется равномерно
картографируемым, если существуют числа 1

+s Î *R , +sÎ *R  такие, что для всякого nx VÎ
найдется карта **)

{ ( ),  : ( ) }n
xU x h U x Rs s ®  ( 0xh x = ) (В.12)

такая, что *)

1

( ;  )
| ( ;  ) | | ( ;  ) | ijij

ij k

g x y
g x y g x y

y
¶

+ + s
¶

� (В.13)

для всяких nx VÎ , ( )xy h U xsÎ , {1,  ,  }i nÎ K , {1,  ,  }j nÎ K , {1,  ,  }k nÎ K .
Евклидово пространство nE и всякое замкнутое (т. е. компактное) риманово

многообразие равномерно картографируемо (это хорошо известно и легко доказывается).

§ 1
Пусть риманово многообразие ( ,  )nV d равномерно картографируемо (см.  п.  8

введения). Тогда при всяком uj SÎ  имеет место следующая
Теорема. В пространстве u n

jS V´  имеется всюду плотное множество u
jD  типа Gd ,

такое, что для всякого ( ,  ) u
jf x DÎ  диффеоморфизм f  имеет в точке x  экспоненциально

устойчивое многообразие, касательное пространство которого в точке x  есть **)

1{ ( ) : ( , ) 0}.x f x-Îp l <x (1)
Пояснение к формулировке теоремы. Говорят, что диффеоморфизм : n nf V V®

имеет в точке nx VÎ  экспоненциально устойчивое многообразие kV iW- = , если
существует взаимно однозначное погружение (инъективная иммерсия***)) i  некоторого

**) Через ( )U xs обозначается -s окрестность точки x в римановом многообразии ( ,  )nV d ,  т.  е.
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*) Через ( ;  )ijg x y обозначаются компоненты метрического тензора в карте { ( ),  : ( ) }n
xU x h U x Rs s ® в

точке ( )xy h U xsÎ , через ( )
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***) Напомним, что погружением (иммерсией) дифференцируемого многообразия kW  (класса 1C )  в
дифференцируемое многообразие nV  класса 1C  называется непрерывно дифференцируемое отображение

kW  в nV ,  производная которого в каждой точке имеет нулевое ядро (т.  е.  невырождена).  Касательным
пространством kiW  в точке iv  называется k

vdiT W  (где di  — производная отображения i , k
vT W  —



дифференцируемого многообразия kW  ( k +ÎZ ) в дифференцируемое многообразие nV ,
такое, что

1) x iw=  для некоторого kw WÎ ;
2) существуют число +hÎ *R  и функция ( ) : kC W +× ® R , сужение которой на

некоторую компактную окрестность точки w  в kW  есть ограниченная функция, такие,
что для всяких kv WÎ , s +ÎZ имеет место неравенство

 ( ( ), ) ( ) exp ( ).s sf iv f x C v sr -h� (2)
Доказательству теоремы предпошлем некоторые вспомогательные построения и

несколько лемм.
1) Пусть дано uj SÎ . В силу теоремы [6] в пространстве u n

jS V´  имеется всюду

плотное множество u
jD  типа Gd , обладающее следующими свойствами:

а) для всяких ( ,  ) u
jf x DÎ , {1,  ,  }k nÎ K  имеет место равенство
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k f x f xl = W , (3)

б) при всяких ( ,  ) u
jf x DÎ , {2, , }k nÎ K имеет место альтернатива:
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экспоненциально отделено от всякого своего алгебраического дополнения в пространстве
1( )x-p , т. е. для всякого алгебраического дополнения 1kl - подпространства 1( ,  )n kE f x- + (в

векторном пространстве 1( )x-p ) существуют +aÎ *R , +bÎ *R  такие, что для всяких 1kl -Îx ,

1( ,  )n kE f x- +Îy и всяких t +ÎZ , s +ÎZ  таких, что t s� , выполнено неравенство
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Пояснения. а) Для всяких u
jf SÎ , nx VÎ , {1,  ,  }k nÎ K показатель Ляпунова

(( , ))k f xl определяется формулой
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где 1( ( ))mG x-p  — множество всех -m мерных подпространств касательного пространства
1( )x-p  многообразия nV в точке x , 1 2| |  (  ( ,  ))= dy y y  для всякого nTVÎy  (в [7]  это**)

формула (1)).
б) Для всяких u

jf SÎ , nx VÎ , {1,  ,  }k nÎ K центральный показатель ( ) (( , ))k f xW
определяется формулой (в [7] это — формула (3))
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где 1( ,  )n kE f x- + определено формулой (5).
2) В [8] доказано, что величина  ( ,  )fl x  для всяких f SÎ , 1( )x-Îpx  равна либо

одному из показателей
1(( , )) (( , )),nf x f xl lK� � (9)

касательное пространство kW  в точке v ).
*) См. сноску к формуле (1).
**) См. предыдущую сноску.



либо -¥ , и там же (предложение 8) доказано, что
1{ ( ) : ( , ) (( , ))}kx f f x-Îp l lx x �

при всяких f SÎ , nx VÎ , {1,  ,  }k nÎ K  есть векторное подпространство в 1( )x-p ,
размерность которого при 1k =  равна n , а при 1k > при условии

1(( , )) (( , ))k kf x f x-l > l
равна 1n k- + ; точнее говоря, в [8] все это доказано для более общей ситуации;
зафиксировав f SÎ , положив nE TV= , p = p , nB V= и определив гомоморфизм

Hom  ( ,  Aut  ( ,  ,  ))E p BÎ ZH  формулой
( , ) ( , ),m m m mm X df f= c =H

получаем рассматриваемый сейчас частный случай ситуации [8].
Следовательно, для всяких f SÎ , nx VÎ таких, что (( ,  )) 0n f xl < , имеем

1 1

1
 ( ,  )(9)

{ ( ) :  ( ,  ) 0} { ( ) :  ( ,  ) max  { (( ,  )) : (( ,  ))

0}} ( ) : ( , ) (( , ))},
k k

k f x

x f x f f x f x
x f f x

- -

-

Îp l < = Îp l l l <

< = Îp l l

x x x x

{x x

�
�  (10)

где

def
 ( , ) min { {1, , }: (( , )) 0}.kk f x k n f x= Î l <K (11)

В силу написанного в первой фразе этого пункта, при  ( ,  ) 1k f x =  имеем
1

 ( ,  )dim { ( ) : ( , ) (( , ))}k f xx f f x n-Îp l l =x x � , а при  ( ,  ) {2,  ,  }k f x nÎ K  имеем

 ( ,  )  1  ( ,  )(11)(11)
(( , )) 0 (( , )),k f x k f xf x f x-l > l� (12)

откуда опять-таки в силу написанного в первой фразе этого пункта следует равенство
1

 ( ,  )dim  { ( ) :  ( ,  ) (( ,  ))}  ( ,  ) 1;k f xx f f x n k f x-Îp l l = - +x x �
таким образом, во всех случаях
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Отсюда в силу (10) следует равенство
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если (( ,  )) 0n f xl < .
3) Пусть дана пара ( ,  ) u

jf x DÎ  (напомним, что множество u
jD  введено в п. 1)) такая,

что (( ,  )) 0n f xl < . Положим
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т.  е.  первая возможность альтернативы,  сформулированной в подпункте б)  п.  1),  при
1k n q= - + отпадает, следовательно, осуществляется вторая возможность этой

альтернативы, т. е. подпространство
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(в силу формул (13), (14) размерность этого подпространства равна q ) слоя 1( )x-p
экспоненциально отделено от всякого своего алгебраического дополнения в слое 1( )x-p .



4) Пусть дано f SÎ . В силу леммы из введения [9] отображение : ( ,  ) ( ,  )n nf V Vr ® r
равномерно непрерывно. Следовательно, существует

(0, )fs Î s (17)

такое, что для всякого ny VÎ имеет место включение
( ( )) ( ).
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Поэтому формула
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µ
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0 0.yf = (20)

Пусть дано nx VÎ . Положим при всяком mÎN
$ µ µ

1 1
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0 0 0def
( ) ( )  ( ) ,m mm f x f xT d f d f- -

-= = t t , (21)

где 0t  — стандартное отображение «отождествления» касательного пространства к nR в
точке 0 с самим nR (подробнее это объяснено Б [9]). Так как : n nf V V® —
диффеоморфизм (и, следовательно, линейное отображение 1 1: ( ) ( )ydf y fy- -p ® p

невырождено при всяком ny VÎ ), то из формул (19), (21) следует: mT при всяком mÎN
есть невырожденное линейное преобразование.

Лемма 1. Пусть f SÎ , nx VÎ . Тогда семейство { }m mT ÎN  невырожденных линейных
операторов n nR R® , определенных формулой (21), удовлетворяет неравенству*)
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mm m

m m m m

x

f x f x

f xf x f x
a

f xf x f x

f x f x f x f x

d h

d h d f a

d h d f a

d h a d h a

-- -

-- -

-

-

- - -

Î

- - -

- - - - -

´

´ t d =

= d t

t ´

´ d t t =

*R

y y y

$ µ

$ µ

1 1

1

1

(19) (21)

12)

(19) (21)
1 1

0 , 0 , 0(5.12) (5.11)

1 ,  0
0 ,  0(5.11)

sup {| ( ( ) ) | | | }

|| ( ( ) ) || .

m m m
n

m

m m

f x f x f x
a

f x
f x f x

d f a a

d f

- -

-

-

-

-
- -

Î

-

= =

=

*R

(22)

*) Через || ||c×  обозначается норма линейного оператора n nR R® , индуцированная нормой
1
2

2

1
| | ( )

n
i

c
i

y y
=

æ ö
= ç ÷
è ø
å  в nR .



При всяком mÎN  имеем
$ µ

$ µ

$ µ

1

1

1 1

1 1

(5.9)

0(21) (5.13) (5.14)

(5.9) (19) (21)
( ) ,  0 ,  0

0 ( ),  0 ,  0(5.13) (5.14) лемма 1 [5]

(19) (21)
1 ,

0 ,  0лемма 1 [5]

|| || || ( ) ||

||1 || || ( ) || ||1 ||

|| ( ) ||

m

m m

mn m m n

m

m m

m c xf x

c f x f x
cf xR f x f x

f x
f x f x

T d f

d f

d d d f

-

-

- -

- -

-

-

-

-
-

=

R

�

� �

� 1
0 1 1

(9.27) (B.2)
|| || ||| |||,mf x

d d df d d df-
- -= �

(23)

$ µ

$ µ

$ µ

1

1

11

1

(5.9)
1 1

0(21) (5.13), (5.14)

(5.9) (B.12)
1 ,  0 ,  0

0 ( ),  0 ,  0
(5.13), (5.14) лемма 1 [5]

(B.12)
1 1

0 ,  0лемма 1 [5]

|| || || ( ( ) ) ||

||1 || || ( ( ) ) || ||1 ||

|| ( ( ) ) ||

m

m m

mn m m n

m m

m c сf x

f x f x
cf xR f x f x R

f x f x

T d f

d f

d d d f

-

-

--

-

- -

-

- -

= �

� �

�
1

1

,  0

(22)

1 1 1 1

(22) (B.3)
|| ( ) || ||| ( ) ||| .

m

m

f x

f x
d d df d d df

-

-
- - - -

�

� �

(24)

Тогда
(23)

1 1 1

(B.1)(24)
sup max {|| || , || || } max {||| |||, ||| ( ) |||} .m c m c
m

T T d d df df- - -

Î
< +¥

N
�

Лемма 1 доказана.
5) Пусть дано f SÎ . Из равномерной картографируемости риманова многообразия

( ,  )nV d  в силу леммы 4 [5] следует, что для f
+s Î *R  найдется fr +Î *R  такое,  что для

всякого ny VÎ имеет место включение
$ ${ :| | } ( ),

f

n
c f yy R y r h U ysÎ < Ì

т. е. шар радиуса fr содержится в области определения отображения µ
yf (см. формулу

(19)) при всяком ny VÎ .
Пусть дано nx VÎ . Положим при всяком mÎN

µ
$ $

1
{ :  | | }def
| .m n

c f
m f x y R y r

W f -
Î <

= (25)

Лемма 2. Пусть риманово многообразие ( ,  )nV d  равномерно картографируемо.
Пусть uf SÎ , nx VÎ . Тогда отображения mT , mW ( mÎN ), определенные формулами
(21), (25), обладают следующим свойством: для всякого +g Î *R  найдется (0,  )fr rg Î
такое, что

$ $ $ $ $ $
1 1 2 2 1 2sup | ( ) ( ) | | |m m m m c c

m
W y T y W y T y y y

Î
- - - < g -

N
(26)

для всяких $1
ny RÎ , $ 2

ny RÎ , удовлетворяющих неравенствам $
1| |cy rg< , $ 2| |cy rg< .

Доказательство.  В силу формул (21),  (25)  эта лемма следует из предложения [9]  в
силу леммы 1 [9]. Лемма 2 доказана.

6) В условиях п. 3) положим
0def

( ) ( , ).q
x x qd h E f x= tR (27)

Векторное подпространство ( ,  )qE f x  слоя 1( )x-p в силу формул (5), (10), (13), (14) имеет

размерность q ; линейные отображения $1 1( ) : ( ) (0)x xd h x- -p ® p , $ 1
0 : (0) nR-t p ®

невырожденные, следовательно, множество qR , определенное формулой (27), есть
-q мерное векторное подпространство пространства nR . Центральный показатель



семейства { }m mT ÎN  относительно подпространства qR  определяется формулой (см.
приложение, где приведены также библиографические указания по этому поводу)

def
1

def 0

 ({ } ,  )

1inf lim ln || (( 1) , ) || ,q
j

q
m m

m

cm j

T

j j
m q

Î

-

PqÎ ®+¥
=

W =

= P + q q
qå

N

RN

R
(28)

где
0 0def

1 ,nR
TP = = (29)

1defm m mT -P = P  ( mÎN ), (30)
1( ,  ) m km k -P =P P  ( m +ÎZ , k +ÎZ ). (31)

Лемма 3. Пусть риманово многообразие ( ,  )nV d  равномерно картографируемо.
Пусть uj SÎ , ( ,  ) u

jf x DÎ , (( ,  )) 0n f xl <  (см. п. 1). Пусть ( ,  ) 1q n k f x= - + , где

def
 ( ,  ) min  { {1,  ,  }: (( ,  )) 0}.kk f x k n f x= Î l <K

Тогда для семейства { }m mT ÎN , определенного формулой (21), и подпространства qR ,
определенного формулой (27), имеет место равенство

( 1)({ } , ) (( , )).q n q
m mT f x- +

ÎW =WN R (32)
Доказательство. а) При всяком mÎN  имеем

$ µ µ
1 1

1 1

1
0 0 0 0(21) (21) (19)

1 1
0 0 0(19)

 ( ) ( )

 ( ) (( ) ) .

m m

m m m m

m f x f x

f x j x f x f x

T d f d f

d h df d h

- -

- -

-

- -

= = t t =

= t t
(33)

При всяком m +ÎZ  имеет место равенство
1 1

0 0 0 ( ) (( ) ) ;m m
m

m x xf x f x
d h df d h - -P = t t (34)

в самом деле, при 0m =  равенство (34) в силу формулы (29) превращается в равенство
0 0

0 1 1
0 0 01 ( ) (( ) )n x xf x f x
d h df d h - -= t t

R
, которое, очевидно, верно, так как 0

def
1 nV

f = ; пусть

формула (34) верна при некотором m +ÎZ , тогда

1 1

(33)
1

1 1 0 0(30) (34)

1 1
0 0

 ( ) (( ) )

  ( ) (( ) ) ,

m m m m

m m

m m m f x f x f x f x

m
x xf x f x

T d h df d h

d h df d h

+ +
-

+ +

- -

P = P = t ´

´ t

откуда в силу формул
1 1

0 (( ) ) (  ( ) )m m mf x f x f x
d h d h- -= , 1

m
m m

x xf x
df df df += (35)

следует равенство
1 1

1 1 1
1 0 0 0 ( ) (( ) ) ,m m

m
m x xf x f x

d h df d h+ +
+ - -

+P = t t

т.  е.  равенство (34)  с 1m+ вместо m ; тем самым формула (34) индукцией по m +ÎZ
доказана при всяком m +ÎZ .

б) При всяких m +ÎZ , k +ÎZ  имеем
1 1 1

0 0 0 0(31) (34)

1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 (35)

1 1
0 0 0(35)

( , ) ( ) (( ) ) [ ( )

  (( ) ) ] ( ) ( ) ( ( ) )

 ( ) (( ) ) .

m m k k

m m k k

m m k k

m k
m k x x xf x f x f x f x

m k
x x xf x f x f x f x

m k
f x f x f x f x

m k d h df d h d h df

d h d h df df d h

d h df d h

- - -

- - - - - -

- - -

P = P P = t t t ´

´ t = t t =

= t t

(36)

в) При всяких qÎN , j +ÎZ  имеем



( 1) ( 1)

( 1)

(36)

1 1
0 0 0(36) (35)

1 1 1 1
0 0 0 0(35)

(( 1)  ,  )

 ( ) (( ) )

(  (( ) ) )  (( ) ) ,

j j j

j j

f x f x f x

f x f x

j j

d h df d h

d h df d h

+ q + q q

+ q q

q - -

- - q - -

P + q q =

= t t =

= t t

(37)

(27)

(34)

(27)
1

0 0(34) (35)

1 1
0 0(35)

 ( ) (( ) ) ( ) ( , )

( (( ) ) ) ( , ),

j j

j

q
j

j
x x x x qf x f x

j
x qf x

d h df d h d h E f x

d h df E f x

q q

q

q

q -

- - q

P =

= t =

= t

R

(38)

*

1

def
|| (( 1) , ) || sup {| (( 1) , ) | | | },q

j q
j

c c cj j j j
q

q

-
P

ÎP
P + q q = P + q q

R
Ry

y y , (39)

при этом*)

( ) ,q q
j jq qP = P* *R R (40)

так как : n n
m R RP ® невырожденные линейные преобразования (поскольку mT таковы).

Так как 1 1 1
0 0(  (( ) ) ) : ( )m

m n
xf x

d h f R- - -t p ®  есть невырожденное отображение (при всяком

m +ÎZ ), то при всяких qÎN , j +ÎZ  имеем

1 1
0 0 *

( 1)

*

(39)

0(40) (( ) )

(37)
1 1 1 1 1

0 0 0 (38)

(37)
1 1

0 0 0(38) ( ,  )

|| (( 1) , ) || sup {| (( 1) , )

 ( (( ) ) ) ( (( ) ) ) |

sup { (  (( ) ) ) | | (

q
j q

j jf x

j j

j
j

q

c
d h

c cf x f x

cf x
df E f x

j j j j

d h d h

d h df d

q - -
q q

q q

+ q
q

P
Î t P

- - - - -

- - q

Î

P + q q = P + q q t ´

´ t =

= t t

R
Rz

z

z z

z 1 1 1
0(( ) ) ) | }.j cf x

h q
- - -z

(41)

г) При всяких qÎN , j +ÎZ , 1( )jdf xq -Î pz , {0, 1}wÎ  имеем
( ) ( )

( ) ( )

1 1 ( )
0 0 ,  0(5.14)

1 1
0 0 ,  0

| ( (( ) ) ) | ||1 ||

| (  (( ) ) ) | ,

i n j

i j

c
cf x R f x

f x f x

d h df

d h df

+w q +w q

+w q +w q

- - wq

- - wq

t ´

´ t

z

z

�
(42)

( ) ( )
1 1 1 2

0 0 ,  0 (5.12)
| (  (( ) ) ) | [  ( ,  )] .i jf x f x

d h df df df+w q +wq
- - wq wq wqt = dz z z (43)

В силу леммы 1 [5] (см. также формулу (В.12)) имеем
( )

( ) 1
,  0

||1 || .n i
c

R f x
d+w q
-� (44)

При всяких qÎN , j +ÎZ , 1( )jdf xq -Î pz , {0, 1}wÎ  имеем

( )

( )

1 (5.13)
2

(43)

(5.13)
,  0 1 1

( ) 0 0
(43)

[ ( , )]

||1 || | ( (( ) ) ) | .
j

n j
f x
c cR f x

df df

d h df
+w q

+w q

wq wq

- - wq

d

t

z z

z

�

�
(45)

В силу леммы 1 [5] (см. также формулу (В.12))
( ) ,  0

( )||1 || .
j

n
f x
cR

d
+w q

� (46)

При всяких qÎN , j +ÎZ , 1( )jdf xq -Î p*z , {0, 1}wÎ  имеем

*) Здесь используется обозначение \ {0}L L=* .



( )
1 1 1

0 0
(45), (46)

1 2 1

(42) (44)

( ) | (  (( ) ) ) |

 [ ( , )]

j cf x
d d h df

df df d

+w q
- - - wq

wq wq - -

-

t ´

´ d

z

z z

�

�
(47)

(поясним, что df wq =z z  при 0w = , так как 0 1 nV
f = ).  При всяких qÎN , j +ÎZ ,

1( )jdf xq -Î p*z  имеют место неравенства

( 1)
1 1 1 1 1 1

0 0 0 0
(47)

1 2 1 2 1 1

(47)

( ) {| (  (( ) ) ) | | (  (( ) ) ) | }

 {[ ( , )] [ ( , )] } .

j jc cf x f x
d d d h df d h

df df dd

+ q q
- - - q - - -

q q - - -

t t ´

´ d d

z z

z z z z

�

�

Следовательно, при всяких qÎN , j +ÎZ  выполнены неравенства

( )1

*

*

1 1 1
0 0

( ,  )

1
1 1 1 1 2 12

0 0
( ,  )

1

( ) sup {| ( (( ) ) ) |

| ( (( ) ) ) | } { sup {[ ( , )] [ ( , )] }}

,

j
j

q

j
j

q

cf x
df E f x

cf x
df E f x

d d d h df

d h df df

dd

+ q
q

q
q

- - - q

Î

-- - - q q -

Î

-

t ´

´ t d d

z

z

z

z z z z z

�

�

�
из которых вследствие формулы (41) и равенства

*

1 2 1 2
( ,  ) def ( ,  )

|| | || sup {[ ( , )] [ ( , )] }f
q j

q
df E f x

df E f x
df df dfq

q

q q q -

Î
= d d

z

z z z z

вытекают неравенства
1 1 1

( ,  )
( ) || (( 1) , ) | || || | || .q j

j q
c df E f x

d d j j df ddq
q

- q - -
P

P + q q
R

� � (48)

Итак, при всяких qÎN , j +ÎZ имеет место цепочка неравенств (48).
д) При всяких qÎN , mÎN  имеем

1
1 1

(48) 0

1
1 1

( ,  ) (48)0

1ln (( ) ) ln || (( 1) , ) | ||

1 ln || | || ln ( ).

q
j

j
q

m

c
j

m

df E f x
j

d d j j
m

df dd
m

q

q

-
- -

P
=

-
q - -

=

q P + q q -
q

- q
q

å

å

R
�

�

Следовательно, при всяком qÎN имеют место неравенства
1

1 1

0

1
1 1

( ,  )
0

1ln (( ) ) lim ln || (( 1) , ) | ||

1lim ln || | || ln ( ).

q
j

j
q

m

cm j

m

df E f xm j

d d j j
m

df dd
m

q

q

-
- -

P®+¥
=

-
q - -

®+¥
=

q P + q q -
q

- q
q

å

å

R
�

�
. (49)

В силу леммы 1 [10] из формулы (8) имеем
1

( 1)
( ,  )

0( )

1(( , )) lim lim ln || | ||;j
q

m
n q

df E f xm j
f x df

m q

-
- + q

q®+¥ ®+¥
=qÎ

W =
qåN

(50)

точнее говоря, в [10] это равенство доказано для более общей ситуации; зафиксировав
f SÎ , положив nE TV= , p = p , nB V= и определив гомоморфизм

Hom  ( ,  Aut  ( ,  ,  ))E p BÎ ZH формулой ( ,  ) ( ,  )m m m mm X df f= c =H получаем
рассматриваемый сейчас частный случай ситуации [10]. В силу леммы П (см.
приложение) имеем

1

0( )

1({ } ,  ) lim ln || (( 1)  ,  ) || .q
j

m
q

m m c
j

T j j
m q

-

Î Pq®+¥
=qÎ

W = P + q q
qåN R

N

R (51)

Из формул (49) — (51) следует равенство
( 1) ({ } , ) (( , )).q n q

m mT f x- +
ÎW =WN R



Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Пусть риманово многообразие ( ,  )nV d  равномерно картографируемо.

Пусть uj SÎ , ( ,  ) u
jf x DÎ (см. п. 1)), (( ,  )) 0n f xl < . Пусть  ( ,  ) 1q n k f x= - + , где

def
 ( ,  ) min  { {1,  ,  }: (( ,  )) 0}.kk f x k n f x= Î l <K

Тогда подпространство
0def

( ) ( ,  )q
x x qd h E f x= tR (52)

экспоненциально отделено*) от всякого своего алгебраического дополнения
n q n qR- =R R$  относительно семейства { }m mT ÎN , определенного формулой (21).
Доказательство . а) Прежде чем доказывать сформулированное утверждение,

напомним, что, согласно приведенному в приложении определению, это утверждение
может быть сформулировано следующим образом.

Для всякого алгебраического дополнения n q n qR- =R R$ подпространства qR ,
определенного формулой (52), существуют +aÎ *R , +bÎ *R такие, что для всяких

n qa -ÎR , qbÎR для всяких t +ÎZ , s +ÎZ  таких, что t s� , имеет место неравенство
| | | | | | | | exp ( ( )).t c s c t c s ca b b a t sP P a P P b -� (53)

Перейдем теперь собственно к доказательству утверждения.
б)  Из формулировки п.  а)  видно,  что в случае q n= доказывать нечего: при q n=

подпространство n q n qR- =R R$  нулевое, следовательно, всякое n qa -ÎR  равно нулю,  а
для 0a =  неравенство (53) очевидно имеет место при любых +aÎ *R , +bÎ *R , q nb RÎ =R .

в) Пусть q n¹ . Тогда, согласно фразе, содержащей формулу (16), подпространство
( ,  )qE f x слоя 1( )x-p экспоненциально отделено от всякого своего алгебраического

дополнения в слое 1( )x-p , т. е. (см. п. 1) б)) для всякого алгебраического дополнения n ql -

подпространства ( ,  )qE f x (в векторном пространстве 1( )x-p ) существуют +aÎ *R , +bÎ *R

такие, что для всяких n ql -Îx , ( ,  )qE f xÎy  и всяких t +ÎZ , s +ÎZ таких, что t s� ,
выполнено неравенство

1
1 22

1 2 1 2

[ ( , )] [ ( , )]
 [ ( , )] [ ( , )] exp ( ( )).

t t s s

s s t t

df df df df
df df df df t s
d d

a d d b -

x x y y

x x y y

�
�

(54)

г) При всяких m +ÎZ , ne RÎ имеем
1 1

0 0 0(34)
 ( ) (( ) ) ,m m

m
m x xf x f x
e d h df d h e- -P = t t (55)

( )
,  0 ,  0

| |  ||1 || | | ,n m m
c

m c mR f x f x
e eP P� (56)

,  0
( ),  0

| |  ||1 || | | .
m

m n
f x

m c m cf x Re eP P� (57)

В силу леммы 1  [5]  (см.  также формулу (В.12))  при всяком m +ÎZ имеют место
неравенства

( ) 1
,  0

||1 || ,n m
c

R f x
d -� (58)

,  0
( )||1 || .

m

n
f x
cR

d� (59)
При всяких m +ÎZ , ne RÎ имеем

(56)
1

,  0(58)
| | | | ,mm c m f x

e d e-P P� (60)

*) См. приложение.



(57)

,  0 (59)
| | | | .mm m cf x

e d eP P� (61)

д) При всяких m +ÎZ , ne RÎ  из формулы (12) [5] следует равенство
1 1 1 1 1 2

0 0,  0 (55)

1 1 1 1 1 2
0 0 0 0(55) (B.12)

1 1 1 1 1 2
0 0 0 0(B.12)

| | [ (( ( ) ) , ( ( ) ) )]

[ ( (( ) ) ,  (( ) ) )]

[  ( ( ( ) ) ,  (  ( ) ) )] .

m m m m mm m mf x f x f x f x f x

m m
x x x x

m m
x x x x x x

e d h e d h e

df d h e df d h e

df d h e df d h e

- - - -

- - - -

- - - -

P = d t P t P =

= d t t =

= d t t

(62)

е) Пусть дано алгебраическое дополнение n q-R подпространства
0(52)

 ( ) ( ,  )q
x x qd h E f x= tR  в пространстве nR . Так как 0  ( )x xd ht  — изоморфизм векторного

пространства 1( )x-p на векторное пространство nR , то
1 1

0def
( ( ) )n q n q

x xE d h- - - -= t R (63)

— алгебраическое дополнение векторного подпространства ( ,  )qE f x  в касательном

пространстве 1( )x-p :
1( ) ( , ).n q

qE x E f x- -= p $ (64)

Следовательно (см. п. в)), существуют +aÎ *R , +bÎ *R  такие,  что для всяких n qE -Îx ,

( ,  )qE f xÎy  и всяких t +ÎZ , s +ÎZ таких, что t s� , выполнено неравенство (54).
ж) Пусть даны

0(63)
( ) ,n q n q

x xa d h E- -Î = tR (65)

0(52)
( ) ( ,  )q

x x qb d h E f xÎ = tR (66)

и даны t +ÎZ , s +ÎZ  такие, что t s� . Положим
1 1

0def
( ( ) ) ,x xd h a- -= tx (67)

1 1
0def

( ( ) ) .x xd h b- -= ty (68)

Имеем
(65)

(67)

n qE -Îx ,
(66)

(68)
( ,  )qE f xÎy , (69)

следовательно (см. последнюю фразу п. е)), для x  и y , определенных формулами (67),
(68), выполнено неравенство

1 2 1 2

1 2 1 2

[ ( , )] [ ( , )]
 [ ( , )] [ ( , )] exp ( ( )).

t t s s

s s t t

df df df df
df df df df t s
d d

a d d b -

x x y y

x x y y

�
�

(70)

При m t= и при m s=
1 2 1 2

(67)

1 1 1 1 1 2
0 0(67) (62)

,  0(62)

[ ( , )] [ ( , )]

[  ( (  ( ) ) ,  (  ( ) ) )]

| | ,m

m m m m
x x

m m
x x x x x x

m f x

df df df df

df d h a df d h a

a

- - - -

d = d =

= d t t =

= P

x x x x

, (71)

1 2 1 2 1 1
0(68)

1 1 1 2
0 ,  0(62)

[  [ ,  )] [  ( ,  )] [  ( (  ( ) ) ,

(  ( ) ) )] | | .m

m m m m m
x x x x x

m
x x x m f x

df df df df df d h b

df d h b b

- -

- -

d = d = d t

t = P

y y y y
(72)

Имеем
1 2

,  0(71) (61)
[  ( ,  )] | | | | ,t

t t
t t cf x

df df a d ad = P Px x � (73)



1 2
,  0(72) (61)

[  ( ,  )] | | | | .s
s s

s s cf x
df df b d bd = P Py y � (74)

Из (73), (74) следует неравенство
2 1 2 1 2| | | | ( ) [  ( ,  )] [  ( ,  )] .t t s s

t c s ca b d df df df df-P P d dx x y y� (75)
Кроме того,

1 2
,  0(71) (60)

[  ( ,  )] | | | | ,s
s s

s s cf x
df df a d ad = P Px x � (76)

1 2
,  0(72) (60)

[  ( ,  )] | | | | .t
t t

t t cf x
df df b d bd = P Py y � (77)

Из (76), (77) следует неравенство
1 2 1 2 2[ ( , )] [ ( , )] | | | | .s s t t

s c t cdf df df df d a bd d P Px x y y � (78)
Из неравенств (70), (75), (78) следует неравенство

2 2| | | | ( ) | | | | exp ( ( )),t c s c s c t ca b d d a b t s-P P a P P b -�
совпадающее с неравенством (53) при 2 2( )d d-a = a , b = b . Лемма 4 доказана.

Доказательство теоремы. Пусть ( ,  ) u
jf x DÎ  (множество u

jD определено в п. 1) (до
конца доказательства пара ( ,  )f x  остается фиксированной)*). Имеем: в силу леммы 1
семейство { }m mT ÎN  невырожденных линейных преобразований пространства nR ,
определенных формулой (21), удовлетворяет неравенству

1sup max {|| || , || || } ;m c m c
m

T T -

Î
< +¥

N

центральный показатель семейства { }m mT ÎN относительно подпространства qR ,
определенного формулой (52), отрицателен:

(15)

(32)
 ({ } , ) 0;q

m mT ÎW <N R

в силу леммы 4 подпространство qR , определенное формулой (52), экспоненциально
отделено от всякого своего алгебраического дополнения n q n qR- =R R$ относительно
семейства { }m mT ÎN ; для некоторого fr +Î *R определено (формулой (25)) семейство

непрерывно дифференцируемых отображений $ $:{ :  | | }n n
m c fW y R y r RÎ < ®  таких, что,

(20), (25)
0 0mW = ( mÎN ) удовлетворяющее в силу леммы 2 условию: для всякого +zÎ *R

найдется (0,  )fr rz Î такое, что
$ $ $ $ $ $

1 1 2 2 1 2sup | ( ) ( ) | | |m m m m c c
m

W y T y W y T y y y
Î

- - - < z -
N

для всяких $1
ny RÎ , $ 2

ny RÎ , удовлетворяющих неравенствам $
1| |cy rz< , $ 2| |cy rz< .

Таким образом, выполнены все условия теоремы П приложения.
Фиксируем какое-нибудь n q n qR- =R R$ ; фиксируем какое-нибудь +eÎ *R  такое, что

( 1)

def
(( ,  )) 0n q f x- +c = W + e < (79)

(такое e  существует вследствие неравенства
( 1)

(15)
(( ,  )) 0n q f x- +W < ).

В силу теоремы П приложения существует окрестность V  точки 0 в пространстве qR
и существует непрерывно дифференцируемое отображение ( ) : n qV -y × ® R  такое, что

1) (0) 0y = ; (80)

*) Если (( , )) 0n f xl � ,  то множество (1)  состоит из нуля,  а точка x — нульмерное экспоненциально

устойчивое многообразие, и все доказано. Поэтому далее предполагаем, что (( ,  )) 0n f xl < .



2)
$
$ 0

0
y

d
d y =

y
= ; (81)

3) для всяких $y VÎ , s +ÎZ  точка $ $( )y y+y  содержится в области определения
отображения sX  и найдется C +

e Î *R  такое, что для всякого s +ÎZ выполнено
неравенство

$

$ $

(32)

( 1)

(32) (79)

sup | ( ( )) | exp {[ ({ } , ) ] }

exp {[ (( , )) ] } exp ( ).

q
s c m m

y V

n q

y y C T s

C f x s C s

e Î
Î

- +
e e

X +y W + e =

= W + e = c

N R�
(82)

В силу леммы 4 [5] существует 1d +Î *R  такое, что для всяких (0,  )gÎ s , s +ÎZ для

всякого $ ny RÎ , удовлетворяющего неравенству $ 1| |cy d< g , имеет место включение
$ ( ).s

s
f xy h U f xgÎ (83)

Фиксируем s +ÎZ  такое, что для всякого натурального s s>  выполнено неравенство
1exp  ( )C s de c < s (84)

(такое s  существует в силу (79)).
Фиксируем +rÎ *R  такое, что

$ $

def
{ :  | | }q n

cV y R y V
r
= Î < r ÌR I (85)

и для всяких $y V
r

Î , {0,  ,  }s sÎ K  имеет место неравенство
$ $

1| (  ( )) |s cy y dX +y < s (86)
(такое r  существует в силу непрерывности отображения

 ( ) : n qV -y × ® R ).
Из (86) (см. фразу, содержащую формулу (83)) следует включение

$ $( ( )) ( ),s
s

s f xy y h U f xsX +y Î

эквивалентное неравенству
$ $1(( ) ( ( )), ) .s

s
sf xh y y f x-r X +y < s (87)

Пусть $y VÎ ; для всякого натурального s s>  имеем
$ $

(82)
| ( ( )) | exp ( ),s cy y C seX +y c� (88)

а так как при всяком натуральном s s>  имеет место неравенство
1

1def (84)
( ) exp  ( ) ,s d C s-

eg = c < s (89)

то (см. фразу, содержащую формулу (83)) при всяком натуральном s s�  имеет место
включение

$ $( ( )) ( ),s
s

s
s f xy y h U f xgX +y Î

эквивалентное неравенству
$ $1 (( ) ( ( )), ) .s

s
s sf xh y y f x-r X +y < g (90)

Положим
1

1def
max {( ) , exp ( )}.C d C s-

e= s -c (91)

Тогда для всяких $y V
r

Î , {0,  ,  }s sÎ K  имеем
$ $1

(87) (91)
 (( ) ( ( )), ) exp ( ),s

s
sf x

h y y f x C s-r X +y < s c�



а для всякого натурального s s>  и всякого $y V
r

Î

$ $1 1
1(90) (89) (91)

 (( ) ( ( )), ) ( ) exp ( ) exp ( ).s
s

s sf x
h y y f x d C s C s- -

er X +y < g = c c�

Следовательно, для всяких $y V
r

Î , s +ÎZ  выполнено неравенство
$ $1 (( ) ( ( )), ) exp ( ).s

s
sf xh y y f x C s-r X +y < c (92)

При всяком s +ÎZ  имеем: для всякого $
(85)

y V V
r

Î Ì  точка $ $ ( )y y+y  содержится в области

определения отображения sX , поэтому для всяких $y V
r

Î , s +ÎZ
$ $ $ $

0 (  ( ))  ( ),y y y yX +y = +y (93)
$ $ $ $ $ $

$ $

1

1

1 1(25) (19)

1
1(19)

(  ( )) (  ( )) (  ( ))

( ) ( ( )).

s

s s

s s s sf x

sf x f x

y y W y y f y y

h f h y y

-

-

- -

-
-

X +y = X +y = X +y =

= X +y
(94)

Из формулы (93)  (начало индукции)  и формулы (94)  (шаг индукции)  следует,  что для
всяких $y V

r
Î , s +ÎZ  имеет место формула

$ $ $ $1( ( )) ( ) ( ( )),s
s

s xf xy y h f h y y-X +y = +y (95)

с помощью которой (92) переписывается в виде
$ $1 ( ( ) ( ( )), ) exp ( ).s s

xf h y y f x C s-r +y < c (96)
Определим отображение : ni V V

r
® формулой

$ $ $1

def
( ) ( ( ))xi y h y y-= +y (97)

для всякого $y V
r

Î . В силу фраз, содержащих формулы (86), (87), это определение

корректно (т. е. правая часть формулы (97) имеет смысл при всяком $y V
r

Î ).
Имеем

(B.12)

(80), (97)
0 .i x= (98)

Так как 1( )xh -  — диффеоморфизм, то в силу фразы, содержащей формулы (80), (81),
отображение : ni V V

r
® , определенное формулой (97), есть инъективная иммерсия

(взаимно однозначное погружение) многообразия V
r
 в многообразие nV .

Для всяких $y V
r

Î , s +ÎZ  выполнено неравенство

$
(92)

(96), (97)
 ( ( ),  ) exp  ( )s sf i y f s C sr < c (99)

(напомним, что
(79)

+-c Î *R ,
(91)

C +Î R  — не зависят от $y V
r

Î , s +ÎZ ).

Напомним, что для отображения : q nRj ®R  имеет место формула

$
$

[ ] [ ] 1( ) .q
z z z

y z

d d
d y

h -
j

=

j
= t j t

Имеем



$
$

$
$

[ ] 1 1 [ ] 1
0 0 0 0 0(97)

1 [ ] 1
0 0

0

1 [ ] 1
0 0 (81)

0

1 [ ] 1 1 [ ] 1
0 0 0(81) (B.12)

( )  (( ) )  (1 ( )) ( )

 (1 ( ))
 (( ) ) ( )

 (( ) ) ( ) 1

 (( ) ) ( ) (  ( ) ) ( )

q

q

q

q q q q
x

n q
x

y

n q
x

y

n q n q
x x x

di d h d

d
d h

d y

dd h
d y

d h d h

- - -

- -

=

- -

=

- - - -

t = +y × t =

+y ×
= t =

æ öyç ÷= t + =
ç ÷
è ø

= t = t =

R

R

R

R R

R

R

R R
(52) (16)

1

(16)

( ,  )

{ ( ) : ( , ) 0}

qE f x

x f-

=

= Îp l <x x

(100)

(напомним, что в формуле (52) 0t  — сокращенное обозначение для [ ]
0
nt ).

Напомним также, что в силу определения отображений отождествления
$

[ ]q
y
t  множество

$ $

[ ] 1( )q q
y y

T V-
r

t =R  есть касательное пространство многообразия V
r
 в точке $y .

Подведем итог. Указаны два числа 0c < (см. формулу (79)), C +ÎR (см. формулу (91));
построено (см. формулу (97)) взаимно однозначное погружение i  (инъективная
иммерсия) -q мерного дифференцируемого многообразия V

r
 ( -q мерного открытого

диска) в nV  такое, что 0w V
r

= Î ,

(98)
0 ,i x=

для всяких v V
r

Î , s +ÎZ выполнено неравенство

(99)
( ( ), ) exp ( );s sf iv f s C sr < c

доказано равенство
1

0 0 (100)
( ) { ( ) : ( , ) 0}.di T V x f-

r
= Îp l <x x

Теорема доказана.

Приложение
Здесь сформулированы в удобной для принятой в этой статье системы изложения

форме определения и результаты из [11], использованные в этой статье.
Пусть в пространстве nR  задана некоторая евклидова структура. Пусть при всяком

mÎN  задано невырожденное линейное преобразование mT пространства nR  в себя.
Коротко будем записывать это так: Aut n

mT Î R  ( mÎN ).
Потребуем, чтобы выполнялось следующее условие:

1

def
sup max {|| ||, || ||}m m
m

T T -

Î
Q = < +¥

N
(П.1)

(норма линейного оператора определяется стандартным образом через норму в nR ,
индуцированную фиксированным в nR  скалярным произведением, а именно

*

1

def
|| || sup(| | | | )

n
L L -

Î
= ×

Rx

x x  для всякого линейного оператора : n nL ®R R ; через *
+R

обозначается \{0}nR ).
Положим

0 0def
1 ,nTP = =

R

1defm m mT -P = P  ( mÎN ), (П.2)



1( ,  ) m km k -P =P P  ( m +ÎZ , k +ÎZ ).
Пусть qR — некоторое -q мерное векторное подпространство пространства nR  (здесь
{1,  ,  }q nÎ K ).

Центральный показатель (см. [11], § 7, 8, 13) семейства { }m mT ÎN  относительно
подпространства qR  определяется формулой

1

def 0

1 ({ } , ) inf lim ln || (( 1) , ) ||.q
j

m
q

m m m j

T j j
m t

-

Î PtÎ ®+¥
=

W = P + t t
tåN RN

R (П.3)

Лемма П [11]. Предел
1

0

1lim lim ln || (( 1) , ) ||q
j

m

m j

j j
m t

-

Pt®+¥ ®+¥
=

P + t t
tå R

существует и равен  ({ } ,  )q
m mT ÎW N R .

Согласно определению, принадлежащему Перрону, подпространство qR  пространства
nR  ( {1,  ,  }q nÎ K ) экспоненциально отделено от своего алгебраического дополнения
n q n q- =R R R$  относительно семейства { }m mT ÎN , если существуют числа*) +aÎ *R , +bÎ *R

такие, что для всяких n q-ÎRx , qÎRy  для всяких t +ÎZ , s +ÎZ  таких, что t s� , имеет
место неравенство

| | | | | | | | exp ( ( )).t s t s t sP × P a P × P b -x y y x� (П.4)
Из этого определения следует, что при q n= подпространство qR экспоненциально

отделено от своего алгебраического дополнения ( {0}n n =R R$ ) относительно всякого
семейства { }m mT ÎN .

Теорема П (см. [11], теорема 15.2.1). Пусть семейство { }m mT ÎN невырожденных
линейных преобразований пространства nR удовлетворяет условию (П.1). Пусть
центральный показатель семейства { }m mT ÎN относительно некоторого подпространства

qR  отрицателен:  ({ } ,  ) 0q
m mT ÎW <N R , и пусть подпространство qR экспоненциально

отделено от некоторого своего алгебраического дополнения n q n q- =R R R$
относительно семейства { }m mT ÎN .

Пусть для некоторого r +Î *R дано семейство непрерывно дифференцируемых
отображений :{ :  | |  }n n

mW rÎ < ®R Rx x , таких, что 0 0mW =  ( mÎN ), удовлетворяющее
условию: для всякого *

+zÎR найдется (0,  )r rz Î  такое, что
sup | ( ) ( ) |  | |m m m m
m

W T W T
Î

- - - < z -
N

x x y y x y

для всяких, nÎRx , nÎRy , удовлетворяющих неравенствам | | rV<x , | | rV<y .
Тогда существует окрестность V  точки 0 в пространстве qR и существует

непрерывно дифференцируемое отображение ( ) : n qV -y × ® R такое, что
1)  (0) 0y = ;

2)
0

0
x

d
dx =

y
= ;

*) +
*R  — множество всех положительных вещественных чисел; +Z  — множество·всех неотрицательных

целых чисел.



3) для всяких VÎx , s +ÎZ точка  ( )+yx x содержится в области определения
отображения**)

sX  и для всякого *
+eÎR  найдется *C +

e ÎR  такое, что для всякого s +ÎZ
выполнено неравенство

sup | ( ( )) | exp {[ ({ } , ) ] }.q
s m m

V
C T se Î

Î
X +y W + eN R

x

x x �
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**) Отображения sX  определяются индукцией по s +ÎZ  так: 0 def
1 nX =

R
, 1defs s sW -X = X  ( s ÎN ).


