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МАТЕМАТИКА

В. М. МИЛЛИОНЩИКОВ

К ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ( , )dx f x t
dt

=

В ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 23 XI 1959)
В этой работе обобщаются на случай полных локально выпуклых пространств

некоторые теоремы, известные для уравнения / ( , )dx dt f x t=  в банаховых пространствах
(1, 12).

Пусть E  — полное локально выпуклое пространство и { }( )p x  — достаточное
множество полунорм в E  (2). Пусть , )S EF(  — множество отображений измеримого
множества (mes  S )nS EÍ ¥�  в E  ( nE — n- мерное эвклидово пространство).

Функция ( ) ( , )x a S EÎF  называется и н т е г р и р у е м о й  на S , если существует
направленная последовательность функций ( ) ( , )x S Eb a ÎF  (где Bb Î ; B  —
направленное множество) такая, что:

1) каждая ( )xb a  счетнозначная функция (3);

2) для каждой полунормы { }( ) ( )p x p xÎ ,
1

( ( )) ( ) mes  S < ,i i
i

Is x p xb b b ba a
¥

=

é ù= ´ ¥ë ûå
где ,S ( 1,..., ,...)i i nb =  — множества, на которых ( )xb a  постоянна, а , ,S ;i ib ba Î

3) для всякого 0e >   и { }( ) ( )p x p xÎ  существует Bb Î  такое, что ( ( ) ( )) <Is x xb ba a e¢ ¢¢-
для всяких , ; , Bb b b b b¢ ¢¢ ¢ ¢¢> Î ;

4) для всякого 0e >  существует S Sd Ì , mes  S <e e , такое, что { }( )xb a  равномерно на

S\ Se  сходится к ( )x a .

Тогда ,
1

lim ( )mesi i
i

I x S
B

¥

b b b
=

= a
bÎ å  существует и не зависит от выбора { }( )xb a  со

свойствами 1) — 4).
I  называем и н т е г р а л о м ( )

S

x da aò  (более общий интеграл введен в (4)).

Введенный интеграл обладает следующими свойствами:
1°. I  вполне аддитивная функция множеств.
2°. I  абсолютно непрерывная функция множеств.
3°. Если ( )x a  и ( )y a  интегрируемы, то

[ ]( ) ( ) ( ) ( )
S S S

x vy d x d v y dm a a a m a a a a+ = +ò ò ò
4°. Если ( )x a  интегрируема, то суммируема ( ( ))p x a   и

( ( ) ) ( ( ))
S S

p x d p x da a a aò ò�

5°. Пусть ( )x a  определена на компактном nS EÌ  и множество X  ее значений
ограничено (5).  Пусть для всякого 0e >  существует S Sd Ì , mes  S <e e , такое, что ( )x a



непрерывна на S\ Se . Тогда ( )x a  интегрируема на S  и [ ]( ) mes
S

x d Sa a Î ×ò X , где [ ]X  —

замкнутая выпуклая оболочка множества X .
6°. Если ( )x a  интегрируема на S  и непрерывна в 0 Sa Î   (по отношению к S ), то

0( ) 0,

1lim ( )
mesd Q Q

Q

x d
Q® a Î

a aò  существует и равен 0( )x a .

7°. Система

0 0( )x t x= , ( , )dt f x t
dx

=  , ( )x t M EÎ Í  для 0 ,t t a- �

где ( , )f x t  непрерывно отображает 1M E´  в E , эквивалентна уравнению

0

0( ) ( ( ), )
t

t

x t x f x dt t t= + ò .

О п р е д е л е н и е . Оператор ( ( ) )A A E EÍ  называется с ж и м а ю щ и м , если существует
0 < 1q�  такое, что для всяких { }( ) ( ) , ,p x p x xÎ y EÎ

( ( ) ( )) ( )p A x A y qp x y- -� . (1)
Т е о р е м а  1. Пусть A  — сжимающий оператор, T T Ef ¹ = Í , ( )A T TÍ .
Тогда существует, и притом единственный в E , x TÎ  такой, что ( )A x x= .
Т е о р е м а  2 (6). Пусть T  — замкнутое выпуклое множество EÍ . Пусть на T  заданы

операторы ( ( ) ,    1,2),i iA A E E iÍ - причем: 1) 1A  —  сжимающий оператор; 2) 2 ( )A T
бикомпактно; 3) 2A непрерывен; 4): если ,x y TÎ , то 1 2( ) ( )A x A y T+ Î .

Тогда существует x TÎ  такой, что 1 2( ) ( )A x A y x+ = .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x TÎ . Тогда (условия 1), 4) и теорема 1) существует, и

притом единственный, y TÎ  такой, что 1 2( ) ( )y A y A x= +  т.  е.  На T  определен оператор
( )y C x= , для которого

1 2( ) ( ) ( )C x AC x A x= + , ( )C T TÍ (2)
Пусть z , TuÎ .  Тогда из (2)  и условия 1)

получаем 2 2
1( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

1
p C z C p A z A

q
u u- -

-
� для всякой полунормы { }( ) ( )p x p xÎ .

Отсюда, в силу условий 2), 3), C  непрерывен и ( )C T  бикомпактно (последнее при помощи
(8)). Рассматривая C лишь на замкнутой выпуклой оболочке множества ( )C T  (7)  и
применяя принцип Тихонова (9), получаем утверждение теоремы.

Пусть sE%  — пространство равномерной сходимости на компактах непрерывных
отображений множества 1S EÍ  в E . Тогда sE%  — полное локально выпуклое

пространство с достаточным множеством полунорм { }, ( ) sup ( ( ))p B
t B

p x p x t
Î

=% % , ( ) Sx x t E= Î %% ,

где ( )p x  пробегает{ }( )p x ,  а B  пробегает некоторое покрытие S  компактами. SM%

обозначает множество отображений S  в M EÍ .
Л е м м а  1. Пусть ( , )f x t  непрерывно отображает M S´  в E , где M EÍ ,
[ ] 1

0 0,S t h t h E= - + Ì . Пусть ( ) 0K t � � — действительная функция такая, что

0

( ) ( ) 1   ( )
t

t

L K d q t St t < Îò �  и при всяких x , y MÎ , { }( ) ( )p x p xÎ

( ( , ) ( , ) ( ) ( )p f x t f y t K t p x y- -�



Тогда
0

0( ) ( ( ), )
t

t

A x x f x dt t t= + ò%  — сжимающий оператор, определенный на SM% .

Лемма вытекает из свойств 5°, 2°, 4° интеграла.
Т е о р е м а  3. Пусть ( , )f x t  непрерывно отображает [ ]0 0,U t a t a´ - +  в E , где

0( : ( )iU U x p x x e= - � , { }( ) ( )ip x p xÎ , ( 1,..., )i n= и пусть

0;
sup ( ( , ))  ( 1,..., )i

x U t t a
p f x t i n

Î -
< ¥ =

�
. Пусть ( ) 0K t � � суммируема на [ ]0 0,t a t a- + и для

всяких x , y UÎ , { }( ) ( )p x p xÎ
( ( , ) ( , ) ( ) ( )p f x t f y t K t p x y- -� .

Тогда существует 0h , 00 h a< � , такое, что для всякого h , 00 h h< �  существует, и
притом единственное, решение ( )x t  начальной задачи / ( , )dx dt f x t= , 0 0( )x t x= ,
определенное на [ ]0 0,t h t h- + .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим 0 1 2=min( , )h h h ,  где таково, 1h  что
0 1 0

0 0 1

max( ( ) ,     ( ) ) 1
t h t

t t h

K d K d q
+

-

t t t t <ò ò �

0

2

; , 1,...,
sup ( ( , ))

x U t t a i n

h
pi f x t

Î - =

e
=

�

.

Пусть 0h h< . Тогда, по лемме 1, выбору 2h h>  и теореме 1,  оператор

0

0( ) ( ( ), )
t

t

A x x f x dt t t= + ò%  имеет в замкнутом множестве [ ] [ ]0 0 0 0, ,t h t h t h t hU E- + - +Ì% %

 единственную неподвижную точку. Так как для всякого решения ( )x t   системы,
/ ( , )dx dt f x t= , 0 0( )x t x=  существует 0d >  такое, что ( )x t UÎ   при 0t t- < d , то теорема

доказана.

З а м е ч а н и е . Если в условии теоремы 3 заменить U  на все E  и ( ) 1K d
+¥

-¥

t t <ò , то

существует решение, определенное на всей прямой.
Л е м м а  2. Пусть ( , )f x t  непрерывно отображает M S´  в E , где M EÍ , 1S EÍ .
Тогда оператор ( ) ( ( ), ) :F x f x t t=%  1) определен на SM%  и действует в SE% ; 2) непрерывен.
Д о к а з а т е л ь с т в о  1) см. (10). Идея доказательства 2) состоит в том, что непрерывный

оператор ( , )f x t  непрерывен равномерно относительно каждого бикомпактного
множества B´X ,  где — B SÌ  произвольный компакт, а X  — множество значений
произвольной Sx EÎ %%  на нем.

Л е м м а  3. Пусть ( , )f x t  непрерывно отображает M S´  в E ( M EÍ , 1S EÍ ),
причем для каждого компакта B SÍ  существует бикомпакт BF EÌ такой, что

( ) Bf M B F´ Í .

Тогда оператор
0

( ) ( ( ), )
t

t

A x f x dt t t= ò% : 1) непрерывен на SM%  и действует в SE% ; 2)

( )SA M% бикомпактно.
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) следует из леммы 2 и свойства 4° интеграла. 2) следует из

свойства 5° интеграла и теоремы Асколи (11).
Т е о р е м а  4. Пусть 1 2( , ) ( , ) ( , )f x t f x t f x t= + , где 1( , )f x t , 2 ( , )f x t  непрерывно

отображают [ ]0 0,U t a t a´ - +   в 0( ( : ( )iE U U x p x x e= - � , { }( ) ( )ip x p xÎ , ( 1,..., )i n= .



Пусть [ ]2 0 0( , )f U t a t a´ - +   бикомпактно, удовлетворяет 1( , )f x t  условиям теоремы 3.
Тогда найдется 0h >  такое, что существует решение начальной задачи
0 0( )x t x= , / ( , )dx dt f x t= , определенное на 0 0,t a t a- + .
Т е о р е м а  5  (12). Пусть ( , )f x t удовлетворяет условиям леммы 3, где M E=

[ ]0 ,S t= +¥ , и пусть существует { }0 ( ) ( )p x p xÎ  и непрерывная функция ( , )G r t ,
неубывающая по ( 0, 0)r t r� � такая, что при ,x E t SÎ Î

0 0( ( , )) ( ( ), )p f x t G p x t� (3)
Пусть для всякого 0 0r >   существует функция ( )g t , определенная на S , такая, что

( ( ), )dg G g t t
dt

� , 0 0( )g t r= (4)

Тогда для всякого 0x EÎ  существует решение начальной задачи / ( , )dx dt f x t= ,

0 0( )x t x= , определенное на всем S .

Д о к а з а т е л ь с т в о . На замкнутом выпуклом множестве 0( ( ) : ( ( )) ( ))T T x x t p x t g t= =% �

( )ST EÌ %  определим оператор
0

0( ) ( ( ), )
t

t

A x x f x dt t t= + ò% . По лемме 3 ( )A T бикомпакт SEÌ %

и A непрерывен  на T .  Из (3)  и (4)  выводим ( )A T TÍ . Применяя принцип Тихонова,
заканчиваем доказательство.

Аналогично доказываются теоремы 6 и 7(12).
Т е о р е м а  6. Пусть условия теоремы 5 выполнены для всякой { }0 ( ) ( )p x p xÎ ,  а ( )g t

ограничена.
Тогда решение ( )x t  начальной задачи ограничено (т. е. множество значений функции

( )x t  ограничено (5)).
Т е о р е м а 7. Пусть условия теоремы 5 выполнены для всякой { }0 ( ) ( )p x p xÎ , причем

(3) может быть выполнено лишь для x в некоторой окрестности нуля, а в (4) — строгое
равенство. Пусть (0, ) 0f t = , (0, ) 0G t = , причем точка 0g =  для уравнения

/ ( ( ), )dg dt G g t t=  устойчива (асимптотически устойчива).
Тогда 0x =  устойчивая (соответственно асимптотически устойчивая) точка для

уравнения / ( , )dx dt f x t= .
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