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§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть n ∈ N и C
n = {z = (z1, . . . , zn) | zk ∈ C, 1 � k � n}—

n-мерное комплексное координатное пространство. Обозначим единым
символом G единичный шар

Bn = {z ∈ C
n | |z1|2 + . . .+ |zn|2 < 1}

и единичный поликруг

Un = {z ∈ C
n | |zk| < 1, 1 � k � n}

в пространстве C
n. Символом Γ обозначим границу Бергмана—Шилова

области G, совпадающую с топологической границей

Sn = {z ∈ C
n | |z1|2 + . . .+ |zn|2 = 1}

в случае шара G = Bn и с остовом поликруга

Tn = {z ∈ C
n | |zk| = 1, 1 � k � n}

в случае G = Un. В обоих случаях на Γ существует естественная
инвариантная вероятностная мера σ—нормированная мера Лебега на
сфере Sn (инвариантная относительно унитарных преобразований C

n)
в случае шара G = Bn и прямое произведение нормированных мер Ле-
бега на единичных окружностях, составляющих тор Tn = T 1× . . .×T 1
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(инвариантная мера относительно преобразований C
n типа перестано-

вок координат с одновременным вращением по каждой из них), в слу-
чае поликруга G = Un. Когда n = 1, имеем

G = Bn = Un = U = {z ∈ C | |z| < 1},
Γ = Sn = Tn = T = {z ∈ C | |z| = 1},

σ(dζ) =
|dζ|
2π

, ζ ∈ T.

Голоморфную в области G функцию f относят к классу ϕ(N), где
ϕ(t), t � 0, — произвольная неубывающая неотрицательная функция
неотрицательного аргумента, если

sup
0�r<1

∫
Γ

ϕ(ln+ |f(rζ)|)σ(dζ) < +∞;

здесь ln+ a, a � 0, — неотрицательная часть логарифма неотрицатель-
ного аргумента, т. е. ln+ a = ln a при a > 1 и ln+ a = 0 при a � 1.

Полагая в этом определении ϕ(t) = t и ϕ(t) = ept, p > 0, получаем
класс Островского—Неванлинны N и классы Харди Hp, p > 0, в шаре
и поликруге (см. [1, с. 91; 2, с. 42—47]), а при ϕ(t) = tq, q > 1—
многомерные классы Привалова Nq [3]. Отметим строгие включения

Hp ⊂ Nq ⊂ N,

справедливые при любых p > 0, q > 1. Каждая функция f(z) из клас-
са N — самого широкого из этих классов— обладает радиальными гра-
ничными пределами f∗(ζ) = lim

r→1−
f(rζ), совпадающими с допустимы-

ми пределами по угловым областям, в почти всех (по мере σ) точках
ζ ∈ Γ [1, с. 93; 4, гл. XVII]. Напомним, что угловые области для шара
имеют вид

Dn
α(ζ) = {z ∈ Bn | |1 − 〈z, ζ〉| < α(1 − |z|)}, α > 1, ζ ∈ Sn

(где 〈z, ζ〉 и |z| обозначают эрмитово скалярное произведение и поро-
жденную им норму в C

n), а для поликруга имеют вид

Dn
α(ζ) =

{
z ∈ D1

α(ζ1) × . . .×D1
α(ζn)

∣∣∣∣ 1
α
<

1−|zk|
1−|zl| < α, 1 � k, l � n

}
,

α > 1, ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζn) ∈ Tn.

Заметим, что классы Привалова Nq, q > 1, содержатся в многомер-
ном классе Смирнова N∗, определяемом как множество голоморфных
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в G функций f(z), для которых семейство {ln+ |f(rζ)|, ζ ∈ Γ}0�r<1

имеет равностепенно абсолютно-непрерывные относительно меры σ ин-
тегралы на Γ [2, с. 42; 5]. В известной теореме П. Я. Полубариновой-Ко-
чиной (см. [6; 2, с. 48]) утверждается, что среди функций класса N∗

функции классов Hp, p > 0 (или ограниченные аналитические функ-
ции), полностью характеризуются условием интегрируемости функций
|f∗|p (или ограниченностью |f∗| почти всюду на Γ соответственно).
Множество всех ограниченных аналитических функций обозначает-
ся H∞.

Метрики в классах Nq, q � 1, вводятся по формулам

ρNq (f, g) = |f − g|Nq =

= sup
0�r<1

[ ∫
Γ

lnq(1 + |f(rζ) − g(rζ)|)σ(dζ)
]1/q

, f, g ∈ Nq.

Кроме того, введем в рассмотрение максимальные аналоги клас-
сов Nq —классыMq, q > 0: голоморфная функция f(z), z ∈ G, принад-
лежит классу Mq, если семейство функций {lnq

+ |f(rζ)|, ζ ∈ Γ}0�r<1

имеет интегрируемую мажоранту на Γ [7, 8]. Метрика на Mq, q > 0,
вводится посредством формулы

ρMq (f, g) = |f − g|Mq =

=
[ ∫

Γ

lnq(1 + sup
0�r<1

|f(rζ) − g(rζ)|)σ(dζ)
]αq/q

, f, g ∈Mq,

где αq = min(1, q). В [3] доказано, что при каждом q > 1 класс Mq сов-
падает с классом Nq как в теоретико-множественном, так и в тополо-
гическом смысле; точнее, метрики ρNq и ρMq липшиц-эквивалентны [3]
на Mq = Nq и относительно каждой из них классы Mq и Nq образуют
F -алгебры (с обычными операциями сложения и умножения функций).
Последнее утверждение относится также и к классамMq при 0 < q � 1
(см. [9], где это утверждение доказано для случая шара).

В настоящей статье изучается метрическая структура многомерных
пространств Mq и Nq; другими словами, ищется общий вид линейных
изометрий этих пространств в себя. Основные результаты содержатся
в § 2 и 3 (теоремы 1 и 2). В § 2 (теорема 1) даётся полное описа-
ние множества линейных изометрий пространств Nq, q > 1, в метри-
ках ρNq ; аналогичное описание в одномерном случае получено в [10].
В § 3 (теорема 2) дано полное описание множества сюръективных ли-
нейных изометрий пространств Mq в метриках ρMq в случае q ∈ N.
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Наконец, в § 4 доказывается различие множеств линейных изомет-
рий пространств Mq и Nq при q > 1. Все результаты анонсированы
ранее в [11].

§ 2. ЛИНЕЙНЫЕ ИЗОМЕТРИИ ПРОСТРАНСТВ ПРИВАЛОВА

Доказательство основной теоремы этого параграфа опирается на
два вспомогательных утверждения, первое из которых, принадлежащее
У. Рудину, дает описание линейных изометрий пространств Харди Hp,
p > 0, в шаре и поликруге, а второе относится к общим дифферен-
циальным свойствам квазинорм в пространствах логарифмически ин-
тегрируемых функций.

ЛЕММА 1 [12]. Отображение A является линейной изометрией про-
странства Харди Hp, p > 0, p �= 2, тогда и только тогда, когда A имеет
вид

Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Hp, (1)

где ψ ∈ Hp и внутреннее отображение φ : G→ G связаны соотношени-
ем ∫

Γ

|ψ∗(ζ)|ph(φ∗(ζ))σ(dζ) =
∫
Γ

h(ζ)σ(dζ) (2)

для любой неотрицательной борелевской функции h на Γ.
ЛЕММА 2. Пусть C —некоторый конус измеримых функций на из-

меримом пространстве с мерой (X,µ), отображение A, действующее
из C в множество измеримых функций, однородно с положительными
коэффициентами и∫

X

lnq(1 + |Af(x)|)µ(dx) =
∫
X

lnq(1 + |f(x)|)µ(dx), f ∈ C, (3)

для некоторого q > 0. Тогда для всех p = q + l, где l ∈ Z+, l � q + 1,
выполнено ∫

X

|f(x)|p µ(dx) =
∫
X

|Af(x)|p µ(dx), f ∈ C. (4)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для любого ε > 0 в силу (3) и положительной
однородности отображения A выполнено равенство∫

X

lnq(1 + ε|Af(x)|)
εq

µ(dx) =
∫
X

lnq(1 + ε|f(x)|)
εq

µ(dx), f ∈ C,
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и подынтегральные выражения монотонны по ε. Устремляя ε к нулю,
получаем ∫

X

|Af(x)|q µ(dx) =
∫
X

|f(x)|q µ(dx), f ∈ C,

т. е. равенство (4) для p = q. Далее будем рассуждать по индукции.
Пусть k ∈ N, k � q+1, и равенство (4) выполнено для всех p = q+l,

l ∈ Z+, l < k. Тогда для любого ε > 0 и любой функции f ∈ C
выполнено равенство

∫
X

1
εq+k

[
lnq(1 + ε|Af(x)|) −

k−1∑
l=0

cl(ε|Af(x)|)q+l

]
µ(dx) =

=
∫
X

1
εq+k

[
lnq(1 + ε|f(x)|) −

k−1∑
l=0

cl(ε|f(x)|)q+l

]
µ(dx), (5)

где cl —коэффициенты Тейлора функции [ln(1 + t)/t]q в нуле.
Предположим сначала, что f ∈ Lq+k = Lq+k(X,µ). Нетрудно заме-

тить, что подынтегральное выражение в правой части (2) при ε → 0+
стремится к ck|f(x)|q+k, знакопостоянно в силу предположения k � q+1
и мажорируется функцией Ck|f(x)|q+k с некоторой постоянной Ck <
< +∞. По теореме Лебега правая часть (2) имеет предел, равный ин-
тегралу от ck|f(x)|q+k. Следовательно, левая часть (2) также имеет ко-
нечный предел, и по теореме Фату функция ck|Af(x)|q+k интегрируема.
Так как ck �= 0 при k � q+ 1, отсюда заключаем, что Af ∈ Lq+k, и, по-
вторяя предыдущие рассуждения, видим, что левая часть (2) сходится
при ε→ 0+ к интегралу от ck|Af(x)|q+k. Следовательно, переходя в (2)
к пределу при ε→ 0+ и сокращая на ck �= 0, получаем (4) с p = q + k.
Случай, когда Af ∈ Lq+k, рассматривается аналогично. В случае, когда
f,Af /∈ Lq+k, равенство (4) при p = q + k тривиально.

Обозначим пространство измеримых функций (с отождествлением
совпадающих почти всюду функций), для которых конечен интеграл
в правой части (3), через lnq L = lnq L(X,µ), q > 0. Метрику в lnq L,
q > 0, введем посредством формулы

ρlnq L(f, g) =
[ ∫

Γ

lnq(1 + |f(x) − g(x)|)µ(dx)
]αq/q

, f, g ∈ lnq L,

где αq = min(1, q). Равенство (3) означает, что отображение A изомет-
рично в метрике ρlnq L.
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Напомним, что голоморфная функция ψ в G называется внутрен-
ней, если она ограничена и |ψ∗| = 1 почти всюду на Γ. Аналогично
голоморфное отображение φ : G → Ḡ называется внутренним, если
φ∗(ζ) ∈ Γ для почти всех ζ ∈ Γ.

ТЕОРЕМА 1. Отображение A из Nq, q > 1, в себя является линейной
изометрией тогда и только тогда, когда Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G,
f ∈ Nq, q > 1, где ψ—внутренняя функция и φ—внутреннее отобра-
жение в G, радиальные граничные значения которого сохраняют меру σ
на Γ.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Для одномерного случая аналогичный результат был
доказан слегка отличным от приведенного ниже методом в [10]. От-
метим, что в одномерном случае внутреннее отображение φ (в данном
случае функция) сохраняет меру σ на Γ тогда и только тогда, когда
φ(0) = 0 [13].

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Изометрии пространств Привалова имеют в точности
такой же вид, что и изометрии пространства Смирнова [5].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. Необходимость. В силу доказанного
в [3] выражения для квазинормы |·|Nq , q > 1, справедливо равенство

|f |Nq =
[ ∫

Γ

lnq(1 + |f∗(ζ)|)σ(dζ)
]1/q

, f ∈ Nq,

где f∗(ζ)—радиальные граничные значения f(z). Поэтому Nq, q > 1,
изометрически изоморфно некоторому линейному подпространству про-
странства lnq L(Γ, σ) с метрикой ρlnq L; соответствие устанавливает-
ся следующим образом: f ∈ Nq �→ f∗ ∈ lnq L(Γ, σ) (ср. [1, след-
ствие 5.6.8]). В силу этого любая изометрия пространства Nq, q > 1,
индуцирует изометрию на этом подпространстве в метрике ρlnq L. Со-
гласно лемме 2∫

Γ

|(Af)∗(ζ)|p σ(dζ) =
∫
Γ

|f∗(ζ)|p σ(dζ), f ∈ Nq, q > 1, (6)

для всех p = q+ l, l ∈ Z+, l � q+ 1, в частности для p = q и q+ 1. Так
как при f ∈ Hp, p = q или p = q + 1, обе части равенства (6) конечны
и Af принадлежит классу Nq, q > 1, то по теореме П. Я. Полуба-
риновой-Кочиной из (6) вытекает, во-первых, что классы Харди Hp,
p = q, q+1, инвариантны относительно A и, во-вторых, что A является
линейной изометрией пространств Hp, p = q, q + 1. Так как q + 1 > 2,
то, применяя лемму 1 при p = q + 1, получаем, что A имеет вид (1)
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для всех f ∈ Hq+1 с некоторой функцией ψ ∈ Hq+1 и внутренним
отображением φ, связанным с ψ соотношением (2). При этом в силу
одновременной изометричности в нормах Hq и Hq+1

[ ∫
Γ

|ψ∗(ζ)|q σ(dζ)
]1/q

=
[ ∫

Γ

|1|q σ(dζ)
]1/q

= 1 =

=
[ ∫

Γ

|1|q+1 σ(dζ)
]1/(q+1)

=
[∫

Γ

|ψ∗(ζ)|q+1 σ(dζ)
]1/(q+1)

(так как ψ = A1, где 1— тождественно единичная функция в G), что
может быть только при условии, что |ψ∗| = 1 почти всюду на Γ (ра-
венство в неравенстве между средними степенными разных порядков
достигается, только если усредняемая функция постоянна почти всю-
ду). Согласно теореме П. Я. Полубариновой-Кочиной функция ψ вну-
тренняя в области G, а соотношение (2) показывает, что отображение
φ∗ : Γ → Γ сохраняет меру σ на Γ.

Осталось показать, что A сохраняет вид (1) на всем простран-
стве Nq, q > 1. Действительно, для любой функции f ∈ Nq, q > 1,
функции fr(z) = f(rz), z ∈ G, 0 � r < 1, сходятся при r → 1− к f
в смысле метрики ρNq [3], поэтому в силу изометричности A имеем
Afr → Af , r → 1−. Так как сходимость в метрике ρNq сильнее равно-
мерной сходимости на компактах (см. [3]), то для любой точки z ∈ G
выполнено fr(φ(z)) → f(φ(z)) и Afr(z) → Af(z), r → 1−. С другой
стороны, функции fr, 0 � r < 1, принадлежат пространству Hq+1, по-
этому справедливо представление Afr(z) = ψ(z)fr(φ(z)). Устремляя r
к 1−, получаем Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq, q > 1, т. е. A
имеет искомый вид (1) на всем пространстве Nq, q > 1.

Достаточность. Если ψ—внутренняя функция в области G и φ—
внутреннее отображение G в себя, радиальные граничные значения
которого сохраняют меру σ на Γ, то свойство изометричности отобра-
жения Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq, q > 1, легко проверяется
для случая, когда f —полином (в этом случае, очевидно, Af ∈ Nq и
(f(φ))∗(ζ) = f(φ∗(ζ))), с помощью соотношения |ψ∗| = 1 почти всюду
на Γ и формулы замены переменной в интеграле Лебега:

|Af |Nq =
[ ∫

Γ

lnq
(
1 + |ψ∗(ζ)f(φ∗(ζ))|)σ(dζ)

]1/q

=

=
[ ∫

Γ

lnq
(
1 + |f(φ∗(ζ))|)σ(dζ)

]1/q

=
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=
[ ∫

Γ

lnq
(
1 + |f(ζ)|)σ(dζ)

]1/q

= |f |Nq .

Так как полиномы плотны в Nq, q > 1, и Nq, q > 1, полное в мет-
рике ρNq (см. [3]), то отображение A единственным способом про-
должается на все Nq, q > 1, с сохранением свойства изометричности.
Согласно доказанной необходимости эта изометрия сохраняет тот же
вид Af(z) = ψ(z)f(φ(z)) (с теми же ψ и φ) на всем Nq, q > 1.

СЛЕДСТВИЕ. Отображение A является сюръективной линейной изо-
метрией Nq, q > 1, на себя тогда и только тогда, когда

Af(z) = αf(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq, q > 1, (7)

где α ∈ C, |α| = 1 и φ—автоморфизм области G, cохраняющий меру σ
на Γ.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Автоморфизмы области G, сохраняющие меру σ на Γ,
или, что равносильно, оставляющие точку 0 неподвижной, имеют про-
стое описание [5]: это группа Un(C) унитарных преобразований C

n

(в случае шара) и подгруппа Sn(C) группы Un(C), состоящая из пре-
образований C

n вида

(z1, z2, . . . , zn) �→ (α1zτ(1), α2zτ(2), . . . , αnzτ(n)),

где |α1| = |α2| = . . . = |αn| = 1 и (τ(1), τ(2), . . . , τ(n))—перестановка
(1, 2, . . . , n) (в случае поликруга). Следовательно, для групп IsomNq

изометрий пространств Nq, q > 1, в шаре и поликруге имеем изомор-
физмы

IsomNq 	 T × Un(C) и IsomNq 	 T × Sn(C)

соответственно.
ЗАМЕЧАНИЕ 4. Сюръективные линейные изометрии пространств

Привалова имеют такой же вид, как и у пространства Смирнова [5].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СЛЕДСТВИЯ. Необходимость. Применяя необходи-
мость теоремы 1 к A и A−1, получаем представления

Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), A−1f(z) = χ(z)f(θ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq,

с некоторыми внутренними функциями ψ и χ и внутренними отобра-
жениями φ и θ, радиальные граничные значения которых сохраняют
меру σ на Γ. Подставляя второе выражение (вместо f) в первое, полу-
чаем

f(z) = ψ(z)χ(φ(z))f(θ(φ(z))), z ∈ G, f ∈ Nq, (8)



ИЗОМЕТРИИ ПРОСТРАНСТВ ПРИВАЛОВА 303

и, полагая f(z) ≡ 1, имеем ψ(z)χ(φ(z)) ≡ 1. Так как |ψ(z)| � 1 и
χ(z)| � 1, то отсюда вытекает |ψ(z)| ≡ 1, |χ(φ(z))| ≡ 1, и по принципу
максимума модуля ψ(z) ≡ α, α ∈ C, |α| = 1.

Подставляя теперь вместо f в (8) последовательно все координат-
ные функции, имеем θ(φ(z)) ≡ z, и аналогично можно получить, что
φ(θ(z)) ≡ z. Поэтому φ и θ взаимно обратны в G и, таким образом,
являются автоморфизмами области G.

Достаточность. Определим отображения A и B равенствами

Af(z) = αf(φ(z)), Bf(z) = α−1f(φ−1(z)), z ∈ G, f ∈ Nq.

Очевидно, что отображения φ и φ−1 (как автоморфизмы) являются
внутренними, причем как φ, так и φ−1 сохраняют меру σ на Γ. Согласно
достаточности теоремы 1 они являются линейными изометриями на Nq,
и так как они взаимно обратны на Nq (что легко проверяется), то A—
сюръективная линейная изометрия пространства Nq, q > 1, на себя.

§ 3. ЛИНЕЙНЫЕ СЮРЪЕКТИВНЫЕ ИЗОМЕТРИИ
ПРОСТРАНСТВ Mq, q ∈ N

Для доказательства теоремы этого параграфа понадобятся еще две
леммы.

ЛЕММА 3 [14]. Отображение A является линейной сюръективной
изометрией пространства H∞ в sup-норме в том и только в том случае,
когда A имеет вид (1) для всех f ∈ H∞, в котором ψ(z) ≡ α, α ∈ C,
|α| = 1, и φ—автоморфизм области G.

ЛЕММА 4. В случае q ∈ N заключение леммы 2 справедливо для
всех p = q+l, l ∈ Z+. При этом если мера µ конечна, то отображение A
сохраняет норму пространства L∞(X,µ) (существенный супремум мо-
дуля функции).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Условие k � q+1 при индуктивном переходе в до-
казательстве леммы 2 использовалось в двух местах: когда утвержда-
лось, что выражение

lnq(1 + t) −
k−1∑
l=0

clt
q+l

(где cl —коэффициенты Тейлора функции lnq(1+ t)/tq в нуле) знакопо-
стоянно при t � 0, и когда предполагалось, что ck �= 0. В случае, когда
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q ∈ N, оба утверждения (для любого k ∈ N) вытекают из неравенства

(−1)k

{[
ln(1 + t)

t

]q}(k)

> 0, t > 0,

проверяемого непосредственным дифференцированием с помощью пра-
вила Лейбница дифференцирования произведения. По принципу пол-
ной математической индукции утверждение леммы справедливо для
любых l ∈ Z+.

Второе утверждение вытекает из предельного соотношения

‖f‖∞ = lim
p→+∞ ‖f‖p, f ∈ L∞(X,µ)

(где ‖·‖∞ и ‖·‖p обозначают стандартные нормы в пространствах
L∞(X,µ) и Lp(X,µ)), выполненного в силу конечности меры µ (см.
[15, теорема 50]).

ТЕОРЕМА 2. Отображение A : Mq → Mq, q ∈ N, является линейной
сюръективной изометрией тогда и только тогда, когда оно имеет вид
Af(z) = αf(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Mq, для некоторых α ∈ C, |α| = 1, и
автоморфизма φ области G, оставляющего точку 0 на месте.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Нетрудно показать, что сюръективные линейные изо-
метрии Mq, q ∈ N, на себя имеют такой же вид, как и сюръективные
линейные изометрии пространств Привалова и пространства Смирнова.
Справедлив ли такой результат для нецелых q, автору неизвестно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Достаточность. Согласно замеча-
нию 3 автоморфизмы φ области G, сохраняющие точку 0, являют-
ся линейными отображениями, сохраняющими меру σ на Γ. Следова-
тельно, если радиальная максимальная функция Mg(ζ) функции g(z),
определенной в G, задана формулой Mg(ζ) = sup

0�r<1
|g(rζ)|, ζ ∈ Γ, то

Mg(φ)(ζ) = Mg(φ(ζ)) для любого ζ ∈ Γ (так как радиусы переходят
в радиусы). Поэтому для отображения A, определенного по формуле
Af(z) = αf(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Mq, q ∈ N, α ∈ C, |α| = 1, справедливо
равенство

|Af |Mq =
[ ∫

Γ

lnq
(
1 +Mf(φ(ζ))

)
σ(dζ)

]1/q

=

=
[ ∫

Γ

lnq
(
1 +Mf(ζ)

)
σ(dζ)

]1/q

= |f |Mq ,
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где мы произвели замену переменной в интеграле Лебега и использо-
вали инвариантность меры σ относительно отображения φ. Следова-
тельно, отображение A является линейной изометрией Mq в себя. Так
как отображение B, определенное по формуле (Bf)(z) = α−1f(φ−1(z)),
z ∈ G, f ∈ Mq, q ∈ N, обратно к A на Mq, то A— сюръективная ли-
нейная изометрия пространства Mq, q ∈ N, на себя.

Необходимость. Пусть A—линейная изометрия пространства Mq

для некоторого q ∈ N. Рассмотрим произвольную функцию f ∈ Mq

и порожденный ею конус Cf = {λMf(ζ) | λ � 0} в пространстве
lnq L(Γ, σ). Рассмотрим на этом конусе отображение

Ã : λMf(ζ) �→ λM(Af)(ζ) = M(A[λf ])(ζ), ζ ∈ Γ, λ � 0.

Из изометричности отображения A в метрике ρMq вытекает, что на ко-
нусе Cf выполняются условия леммы 2, поэтому выполнено ее утвер-
ждение, а по лемме 4 в случае q ∈ N утверждение леммы 2 выполнено
для любого p = q + l, l ∈ Z+, и следовательно,

‖Mf‖∞ = ‖M(Af)‖∞, f ∈Mq.

Так как
‖Mf‖∞ = ‖f‖H∞ = sup

z∈G
|f(z)|,

то, следовательно, A, суженное на H∞, является линейной изометри-
ей H∞ на H∞ (сюръективной, так как A сюръективно на Mq). По
лемме 3 существуют такие α ∈ C, |α| = 1, и автоморфизм φ области G,
что A имеет вид (7) для всех f ∈ H∞.

Осталось показать, что автоморфизм φ оставляет нуль на месте.
Если это не так, то рассмотрим на Γ множество K специального вида:
пересечение некоторого шара в C

n с Sn в случае G = Bn или декартово
произведение открытых дуг на единичных окружностях, составляющих
остов поликруга, в случае G = Un. Тогда для любого 0 < ε < 1 суще-
ствует голоморфная функция f в G, которая достигает максимального
по модулю значения, равного 1, на любом радиусе, идущем в точку K,
при приближении к границе и принимает значения, не превосходящие
по модулю ε, на остальных радиусах области G. В случае шара такая
функция существует согласно основной теореме из [8], а в случае по-
ликруга такую функцию можно построить как произведение функций,
зависящих каждая от своей переменной, полученных применением упо-
мянутой теоремы в одномерном случае. Заметим, что для почти каж-
дого ζ ∈ K справедливо Mf(ζ) = |f∗(ζ)| = 1, а для каждого ζ ∈ Γ \K
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выполняется Mf(ζ) � ε. Так как автоморфизм φ непрерывно продол-
жается на Ḡ, то он переводит каждый радиус, идущий в точку ζ ∈ Γ,
в кривую, начинающуюся в φ(0) и заканчивающуюся в φ(ζ), причем эта
кривая подходит к φ(ζ) по допустимому направлению. Так как допу-
стимые пределы f совпадают с радиальными (там, где они существуют,
т. е. почти всюду), отсюда заключаем, что Mf(φ(ζ)) � (Mf)(φ(ζ)) = 1
в почти каждой точке ζ ∈ Γ открытого множества, определяемого усло-
вием φ(ζ) ∈ K, а так как |f(z)| � 1 (по принципу максимума модуля),
то Mf(φ)(ζ) не может превосходить 1. Следовательно, Mf(φ)(ζ) = 1
для почти всех ζ ∈ Γ, таких, что φ(ζ) ∈ K. Отсюда заключаем, что

|Af |qMq =
∫
Γ

lnq(1 +Mf(φ)(ζ))σ(dζ) �

�
∫

φ−1(K)

lnq(1 +Mf(φ)(ζ))σ(dζ) = lnq 2σ(φ−1(K)).

С другой стороны,

|f |qMq =
∫
K

lnq(1 +Mf(ζ))σ(dζ) +
∫

Γ\K

lnq(1 +Mf(ζ))σ(dζ) �

� lnq 2σ(K) + lnq(1 + ε)σ(Γ \K).

Так как в силу изометричности A выполнено |f |Mq = |Af |Mq , то

lnq 2σ(φ−1(K)) � lnq 2σ(K) + lnq(1 + ε)σ(Γ \K).

Устремляя в этом неравенстве ε к 0+, имеем σ(φ−1(K)) � σ(K). Здесь
K —произвольное открытое множество специального вида на Γ. Каж-
дое борелевское множество E ⊆ Γ для любого ε > 0 можно покрыть
счетным набором множеств Kl указанного выше вида так, что выпол-
няется неравенство ∑

l

σKl < σE + ε.

Поэтому

σ(φ−1(E)) �
∑

l

σ(φ−1(Kl)) �
∑

l

σKl < σE + ε,

откуда при ε → 0+ получаем σ(φ−1(E)) � σE для любого борелев-
ского множества E на Γ. Применяя это неравенство к дополнению E
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на Γ, найдем противоположное неравенство σE � σ(φ−1(E)), поэтому
σE = σ(φ−1(E)), т. е. φ сохраняет меру σ на Γ. Производя замену
переменной γ = φ(ζ), имеем

∫
Γ

φ(ζ)σ(dζ) =
∫
Γ

γ σ(dγ),

откуда получаем φ(0) = 0, так как
∫
Γ

φ(ζ)σ(dζ) = φ(0) и
∫
Γ

γ σ(dγ) = 0

в силу свойства среднего значения голоморфных функций.
Итак, показано, что A имеет необходимый вид на H∞. Так как H∞

плотно вMq и продолжение изометрии с плотного подмножества на все
пространство единственно, то отображение A имеет такой же вид на
всем Mq согласно уже доказанной достаточности условий теоремы.

§ 4. ОБ ИНЪЕКТИВНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ИЗОМЕТРИЯХ
ПРОСТРАНСТВ Mq

В отличие от сюръективных линейных изометрий пространств Nq

и Mq в случае q ∈ N, множества линейных изометрий пространств Nq

иMq различны при каждом q > 1, как показывает сравнение теоремы 1
и следующего утверждения.

ТЕОРЕМА 3. Если отображение A вида

Af(z) = ψ(z)f(z), z ∈ G, f ∈Mq,

с некоторой внутренней функцией ψ является изометрией простран-
ства Mq, q > 0, то ψ(z) ≡ const.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ψ(z) �≡ const. Рассмотрим такую голоморф-
ную функцию f в G, что супремум в определении радиальной макси-
мальной функции Mf(ζ) = sup

0�r<1
|f(rζ)| достигается во внутренней

точке радиуса, идущего в точку ζ, для множества точек ζ положитель-
ной меры на Γ. Тогда M(ψf)(ζ) < Mf(ζ) для всех таких точек, так
как |ψ(z)| < 1 при z ∈ G (в силу принципа максимума модуля голо-
морфных функций). В остальных точках Γ выполняется неравенство
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M(ψf)(ζ) � Mf(ζ). Отсюда∫
Γ

lnq(1 +M(ψf)(ζ))σ(dζ) <
∫
Γ

lnq(1 +Mf(ζ))σ(dζ)

и, значит, отображение A не может быть изометрией пространства Mq

ни при каком q > 0. Искомую функцию f можно подобрать, например,
среди линейных функций.

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Из теоремы 1 вытекает, в частности, инвариантность
классов Nq (= Mq), q > 1, относительно подстановок внутренних отоб-
ражений, сохраняющих меру σ на Γ. В случае шара инвариантность
классов Mq, q > 0, относительно подстановок автоморфизмов обла-
сти G отмечена в [7].
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