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НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИЕ
УСЛОВИЮ НЕРЕЗОНАНСНОСТИ

ВВЕДЕНИЕ

В данной работе в сепарабельном гильбертовом пространстве H
изучается уравнение вида

Au±B(u) = f. (A)

Здесь A : H → H —линейный самосопряженный оператор со всюду
плотной в H областью определения D(A). Оператор B : H → H являет-
ся нелинейным. Правая часть A представляет собой заданный элемент
f ∈ H. В работе исследуется вопрос, когда уравнение (A) имеет реше-
ние при любом f ∈ H, т. е. R(A + B) = H. Полученные результаты
применяются к задаче о периодических решениях нелинейного вол-
нового уравнения с однородными граничными условиями 3-го рода и
к эллиптическим уравнениям. При различных граничных условиях мо-
гут возникнуть случаи, когда либо A−1 существует и является вполне
непрерывным из H → H, либо N(A) � ∞ (и N(A) �= {0}) и оператор
A−1 : R(A) → R(A) не является вполне непрерывным. Если N(A) = ∞
и оператор A−1 : R(A) → R(A) вполне непрерывен, то, как в [1, 2], бу-
дем требовать, чтобы оператор B(u) был монотонным. В этом случае
мы получили обобщение результата из [1, 2]. Для волнового уравне-
ния с однородными граничными условиями Дирихле соответствующий
результат впервые получен в [3]. Если N(A) < ∞, то условие моно-
тонности можно опустить.

§ 1. ТЕОРЕМЫ О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ
ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ (A)

Пусть H есть действительное гильбертово пространство со скаляр-
ным произведением (, ) и нормой ‖·‖. Для любого подмножестваM ⊂ H
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будем обозначать через M̄ и L(M) соответственно замыкание M по
норме H и множество конечных линейных комбинаций элементов мно-
жества M .

СВОЙСТВО I. Пусть A : H → H есть линейный самосопряженный
оператор, такой, что D(A) всюду плотно в H. Пусть существует полная
ортонормированная в H система

Λ = {e1, e2, . . . , en, . . .} (1.1)

собственных векторов оператора A и пусть {λn}—последовательность
соответствующих собственных значений, такая, что Aen = λnen, n ∈ N.
Будем говорить, что оператор A, удовлетворяющий всем этим условиям,
обладает свойством I.

Пусть N(A), R(A) есть соответственно ядро и образ оператора A.
СВОЙСТВО II. Пусть Λ = Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3, где подмножества Λ1, Λ2, Λ3

попарно не пересекаются, подмножества Λ2, Λ3 бесконечные и
1) L(Λ1) = N(A);
2) существуют положительные константы a, b, такие, что для любого

e ∈ Λ2 соответствующее e собственное значение λ принадлежит
[a, b];

3) справедливо ∑
ei∈Λ3

1
λ2

i

<∞. (1.2)

Здесь суммирование производится по всем собственным векторам
оператора A из Λ3.

Заметим, что если для оператора A выполнено условие (1.2), то все
собственные векторы A из Λ3 имеют конечную кратность.

СВОЙСТВО III. Пусть A— самосопряженный оператор, удовлетворя-
ющий свойству I, Λ = Λ1 ∪ Λ3, Λ1 ∩ Λ3 = ∅, #Λ3 = ∞ и выполнены
условия 1, 3 свойства II. Будем говорить, что в этом случае оператор A
обладает свойством III.

Обозначим N1 = N(A), N2 = L(Λ2), N3 = L(Λ3). Множества N1,
N2, N3 являются попарно ортогональными замкнутыми подпростран-
ствами H. Пусть P1, P2, P3 есть ортогональные проекторы на N1, N2,
N3 соответственно. Для любого элемента u ∈ H будем обозначать
ui = Piu, i ∈ {1, 2, 3}, так, что u = u1 + u2 + u3, ui ∈ Hi, i ∈ {1, 2, 3}.
Заметим, что если выполнены условия II или III, то обратный оператор
A−1 : N3 → N3 является вполне непрерывным.

Обозначим σ(A) = {λn | n ∈ N}. Во всех приложениях спектр σ(A)
является не ограниченным ни снизу, ни сверху множеством.
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ЛЕММА 1.1. Для любого числа λ /∈ σ(A) оператор (A−λ)−1 : N3 →N3

является вполне непрерывным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно доказать сходимость ряда

I =
∑

ei∈Λ3

1
(λi − λ)2

.

Из (1.2) следует, что множество {λi | ei ∈ Λ3, |λi| < 2|λ|} конечное,
поскольку собственные числа λi ∈ Λ3 имеют конечную кратность. По-
этому существует константа C1, такая, что

I =
∑

ei∈Λ3

1
λ2

i

(
1 −

(
λ

λi

)2)−1

� C1

∑
ei∈Λ3

1
λ2

i

<∞.

Лемма доказана.

Из леммы 1.1 немедленно вытекает следствие.
СЛЕДСТВИЕ 1.1. Если для оператора A выполнено свойство III и

dimN(A) < ∞, то для любого λ /∈ σ(A) оператор (A − λ)−1 : H → H
является вполне непрерывным.

Пусть B : H → H есть (нелинейный) оператор, для которого суще-
ствуют константы C, γ ∈ (0,+∞) и λ ∈ R, такие, что

(B(u) − λu, u) � 1
γ
‖B(u) − λu‖2 − C ∀u ∈ H. (1.3)

Запишем уравнение (A) в виде

Au−B(u) = f. (1.4)

ТЕОРЕМА 1.1. Предположим, что для оператора A : H → H выпол-
нено свойство III и dimN(A) < ∞. Пусть B : H → H является деми-
непрерывным оператором (т. е. B непрерывен из сильной топологии H
в слабую топологию H), для которого выполнено (1.3), где

λ ∈ (λ, λ ), γ ∈ (0, λ− λ), λ ∈ σ(A), (λ, λ ) ∩ σ(A) = ∅. (1.5)

Тогда для любого f ∈ H уравнение (1.4) имеет решение в H.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Запишем уравнение (1.4) в эквивалентном виде

u = T (u), (1.6)
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где T (u) = (A−λ)−1(B(u)−λu+f). Из условий теоремы и следствия 1.1
вытекает, что оператор T : H → H является вполне непрерывным. До-
казательство существования неподвижной точки оператора T прове-
дем, воспользовавшись принципом Лере—Шаудера. Для этого рассмот-
рим уравнение u = µT (u) с параметром µ ∈ (0, 1]. Преобразуем это
уравнение к виду

B1(u) = − 1
µ

(−A+ λ)(u− µω), (1.7)

где ω = (A−λ)−1f , B1(u) = B(u)−λu. Легко видеть, что η = λ−λ есть
наибольшее отрицательное собственное значение оператора −A + λ.
Умножим (1.7) скалярно в H на u − µω и воспользуемся стандартным
(см. [1]) неравенством с наибольшим отрицательным собственным зна-
чением η:

(B1(u), u− µω) = − 1
µ

((−A+ λ)(u− µω), u− µω) �

� 1
µ(λ− λ)

‖(−A+ λ)(u− µω)‖2 =
µ

λ− λ
‖B1(u)‖2.

Используя (1.3), из этого неравенства выведем(
1
γ
− 1
λ− λ

)
‖B1(u)‖2 − ‖B1(u)‖ ‖ω‖ − C � 0.

Отсюда и из (1.5) и (1.7) следуют оценки

B1(u) � C2, ‖(−A+ λ)(u− µω)‖ � C2,

где C2 не зависит от µ. Из последнего неравенства и (1.5) выведем
оценку ‖u‖ � C3, где C3 не зависит от µ. Из принципа Лере—Шаудера
вытекает существование решения уравнения (1.6). Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 1.2. Предположим, что для оператора A : H → H выпол-
нены условия I, III и dimN(A) = ∞. Пусть B : H → H является деми-
непрерывным монотонным оператором, для которого выполнено (1.3),
где

λ ∈ (λ, λ ), γ ∈ (0, λ− λ), λ � 0,

−λ,−λ ∈ σ(A), (−λ,−λ ) ∩ σ(A) = ∅.
(1.8)

Тогда для любого f ∈ H уравнение

Au+B(u) = f (1.9)

имеет решение в H.



230 И. А. РУДАКОВ

Отметим, что в [1] теорема 1.1 (теорема 1.2) получена для слу-
чая, когда λ (а для теоремы 1.2 соответственно −λ ) является наи-
большим отрицательным собственным значением A. Теоремы 1.1, 1.2
представляют собой обобщение полученных в [1] результатов на слу-
чай произвольных соседних собственных значений λ и λ (или −λ и
−λ в теореме 1.2) оператора A. Результат, равносильный теореме 1.2,
был получен в [3].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.2. Рассмотрим вначале, как в [1], вспо-
могательное уравнение

εu1ε +Auε +B(uε) = f. (1.10)

Здесь ε > 0, u1ε = P1uε. Спроектировав уравнение (1.10) на N1 и N3

и опустив для упрощения записи индекс ε, получим два уравнения:

εu1 +B1(u1 + u3) = f1, (1.11)

Au3 +B3(u1 + u3) = f3, (1.12)

где B1(u) = P1B(u), B3(u) = P3B(u), u = u1 + u3, f1 + f3 = f .
При фиксированном u3 ∈ N3 обозначим Su3 : N1 → N1 оператор,

действующий по формуле

Su3(v) = εv +B1(v + u3) ∀v ∈ N1.

Из условий теоремы следует, что Su3 — сильно монотонный демине-
прерывный оператор. Следовательно, при каждом фиксированном u3 ∈
∈ N3 уравнение (1.12) имеет единственное решение u1 = u1(u3). Дока-
жем, что оператор u1 : N3 → N1 (u3 → u1(u3)) непрерывен в H. Возь-
мем последовательность {u3n} ⊆ N3, такую, что u3n → u3 в H. Пока-
жем, что u1(u3n) → u1(u3) в H. Обозначим u1n = u1(u3n), u1 = u1(u3).
Имеем

εu1n +B1(u1n + u3n) = f, εu1 +B1(u1 + u3) = f. (1.13)

Вычтем из первого равенства второе, разность умножим скалярно в H
на u1n − u1 и воспользуемся монотонностью B:

0 = ε‖u1n − u1‖2 + (B(u1n + u3n) −B(u1 + u3), u1n + u3n − u1 − u3) −
− (B(u1n + u3n) −B(u1 + u3), u3n − u3) �

� ε‖u1n − u1‖2 − (‖B(u1n + u3n)‖ + ‖B(u1 + u3)‖)‖u3n − u3‖. (1.14)
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Константы, появляющиеся в оценках, будем обозначать C1, C2, C3, . . .
Из (1.3) нетрудно вывести оценку

‖B(u)‖ � (λ+ γ)‖u‖ + C1 ∀u ∈ H. (1.15)

Отсюда и из (1.14) вытекает ограниченность последовательности {u1n}.
Тогда из (1.14) следует, что u1n → u. Подставим в (1.12) u1 = u1(u3):
Au3 +B3(u1(u3) + u3) = f3. Перепишем это уравнение в виде

u3 = T (u3), (1.16)

где T (u3) = (A+λ)−1(−B3(u1(u3)+u3)+λu3+f3). Из условия теоремы,
леммы 1.1 и непрерывности u1(u3) следует непрерывность оператора
T (u3). Покажем, что оператор u1(u3) ограничен. Пусть ‖u3‖ � M .
Умножим (1.13) скалярно в H на u1 и воспользуемся монотонностью B
и (1.15):

ε‖u1‖2 = (f1, u1) − (B(u1 + u3), u1) =
= (f1, u1) − (B(u1 + u3), u1 + u3) + (B(u1 + u3), u3) �

� ‖f1‖ ‖u1‖ +M((λ+ γ)(‖u1‖ +M) + C1).

Поэтому множество {u1(u3) | ‖u3‖ � M} ограниченное. Следовательно,
оператор T : N3 → N3 является вполне непрерывным.

Доказательство существования решения уравнения (1.16) проведем,
воспользовавшись принципом Лере—Шаудера. Для этого рассмотрим
уравнение

u3 = µT (u3) (1.17)

с параметром µ ∈ (0, 1]. Чтобы проверить условие Лере—Шаудера, пе-
репишем уравнение (1.17) в следующей форме:

1
µ

(A+ λ)(u3 − µω) +B3(u) − λu3 = 0. (1.18)

Здесь u = u1(u3) + u3, ω = (A + λ)−1f3. Легко видеть, что λ − λ есть
наибольшее отрицательное собственное значение оператора A+λ. Обо-
значим B̄(u) = B(u) − λu, B̄1(u) = P1B̄(u) и умножим (1.18) скалярно
в H на (u3 − µω):

0 � (B̄(u), u3 − µω) − 1
µ(λ− λ)

‖(A+ λ)(u3 − µω)‖2 =

= (B̄(u), u) − µ

λ− λ
‖B̄3(u)‖2 − µ(B̄(u), ω) − (B̄1(u), u1) �

�
(

1
γ
− 1
λ− λ

)
‖B̄(u)‖2 − (B̄1(u), u1) − ‖ω‖ ‖B̄(u)‖ − C.
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Умножив (1.11) скалярно на u1 в H, получим

(B̄1(u), u1) = −(λ+ ε)‖u1‖2 + (f1, u1).

Подставив это выражение в последнее неравенство, выводим
(

1
γ
− 1
λ− λ

)
‖B̄(u)‖2 + (λ+ ε)‖u1‖2 −‖ω‖ ‖B̄(u)‖− ‖f1‖ ‖u1‖−C � 0.

(1.19)
Отсюда и из условия (1.8) следуют оценки

‖B̄(u)‖ � C2, u1 � C2. (1.20)

Из (1.18) и (1.20) выведем

‖(A+ λ)u3‖ � C2 + ‖f3‖, ‖u3‖ � C3. (1.21)

Константы C2, C3 не зависят от µ и ε. Перейдем к пределу в равен-
стве (1.10) при ε→ 0, воспользовавшись методом из [1]. Из (1.20), (1.21)
следует, что найдется последовательность εn → 0, такая, что uεn

→ u
слабо в H, Auεn

→ η слабо в H. Из (1.2) вытекает вполне непрерыв-
ность оператора A−1 : N3 → N3. Поэтому u3εn

→ A−1η, A−1η = u3,
η = Au3 = Au и (Auεn

, uεn
) = (Auεn

, u3εn
) → (Au, u3) = (Au, u).

Воспользовавшись монотонностью B, напишем неравенство

(B(uεn
) −B(ξ), uεn

− ξ) � 0 ∀ξ ∈ H.

Отсюда и из (1.10) получим

(f − εnuεn
−Auεn

−B(ξ), uεn
− ξ) � 0 ∀ξ ∈ H.

Перейдем в этом неравенстве к пределу при n→ ∞:

(f −Au−B(ξ), u− ξ) � 0 ∀ξ ∈ H.

Подставим в это неравенство ξ = u + τψ, где τ > 0, ψ ∈ H, сократим
на τ и устремим τ к нулю:

(f −Au−B(u), ψ) � 0 ∀ψ ∈ H.

Отсюда следует (1.9). Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 1.3. Предположим, что для оператора A : H → H выпол-
нены условия I, II. Пусть B : H → H является деминепрерывным мо-
нотонным оператором, для которого выполнены (1.3) и (1.8). Тогда для
любого f ∈ H уравнение (1.9) имеет решение в H.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как в теореме 1.2, рассмотрим вначале вспомо-
гательное уравнение (1.10). Спроектировав (1.10) на N1 ⊕ N2 и N3 и
опустив для упрощения записи индекс ε, получим систему

εu1 +Au2 + (P1 + P2)B(u1 + u2 + u3) = f1 + f2, (1.22)

Au3 +B3(u1 + u2 + u3) = f3. (1.23)

При фиксированном u3 ∈ N3 обозначим

Su3 : N1 ⊕N2 → N1 ⊕N2

оператор, действующий по формуле

Su3(v + w) = εv +Aw + (P1 + P2)B(v + w + u3) ∀v ∈ N1, w ∈ N2.

Воспользовавшись монотонностью B и условием 2 свойства II, выведем

(Su3(v2 + w2) − Su3(v1 + w1), v2 + w2 − v1 − w1) �
� ε‖v2 − v1‖2 + a‖w2 − w1‖2 ∀v1, v2 ∈ N1, w1, w2 ∈ N2.

Поэтому Su3 является сильно монотонным оператором и для каждого
фиксированного u3 ∈ N3 уравнение (1.22) имеет единственное решение
u1 = u1(u3), u2 = u2(u3). Обозначим v = v(u3) = u1(u3) + u2(u3).
Чтобы доказать непрерывность оператора v : N3 → N1 ⊕ N2, возьмем
последовательность u3n → u3 в N3. Элементы u1n, u2n определим из
уравнения

εu1n +Au2n + (P1 + P2)B(u1n + u2n + u3n) = f1 + f2.

Элементы u1, u2 определим из (1.22). Вычтем (1.22) из последнего со-
отношения и полученное равенство умножим на u1n + u2n − u1 − u2.
Воспользовавшись (1.15) и монотонностью B точно так же, как в тео-
реме 1.2, получим оценку

ε‖u1n − u1‖2 + a‖u2n − u1‖2 � C4(‖u1n‖ + ‖u2n‖ + ‖u3n‖)‖u3n − u3‖.

Отсюда вытекает ограниченность последовательностей {‖u1n‖},{‖u2n‖}
и непрерывность u1(u3), u2(u3). Подставим v(u3) в (1.23) вместо u1+u2:
Au3 +B3(v(u3) + u3) = f3. Это соотношение равносильно (1.16) с опе-
ратором

T (u3) = (A+ λ)−1(−B3(v(u3) + u3) + λu3 + f3).
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Точно так же, как в теореме 1.2, доказывается ограниченность операто-
ра v(u3). Отсюда, из леммы 1.1 и деминепрерывности B следует вполне
непрерывность оператора T : N3 → N3. Как в теореме 1.2, рассмотрим
вспомогательное уравнение (1.17) с параметром µ ∈ (0, 1], которое рав-
носильно равенству (1.18). Умножив (1.18) скалярно в H на (u3 − µω),
как в теореме 1.2, выведем

(
1
γ
− 1
λ− λ

)
‖B̄(u)‖2 − (B̄(u), u1 + u2) − ‖ω‖ ‖B̄(u)‖ − C � 0.

Умножив (1.22) скалярно в H на u1 + u2 и воспользовавшись свой-
ством II, приходим к неравенству

(B̄(u), u1 + u2) =

= −ε‖u1‖2 − (Au2, u2) − λ‖u1 + u2‖2 + (f1 + f2, u1 + u2) �
� −(λ+ ε)‖u1‖2 − (λ+ a)‖u2‖2 + ‖f1 + f2‖ ‖u1 + u2‖.

Из полученных неравенств следуют оценки

‖u1‖ � C5, ‖u2‖ � C5, ‖B̄(u)‖ � C5,

где C5 не зависит от µ и ε. Отсюда и из (1.23) выведем

‖(A+ λ)u3‖ � ‖f3‖ + C5, ‖u3‖ � C6,

где

C6 =
‖f3‖ + C5

min(λ− λ, λ− λ)
.

Из этой оценки и принципа Лере—Шаудера вытекает существование
решения уравнения (1.16). Следовательно, уравнение (1.10) имеет ре-
шение uε, для которого справедлива оценка ‖uε‖ � 2C5 + C6.

Перейдем к пределу при ε → 0 в равенстве (1.10) при ε → 0. Так
же, как в теореме 1.2, доказывается существование последовательности
εn → 0 при n→ ∞, такой, что uεn

→ u слабо в H и Au3εn
→ Au3 слабо

в H. Воспользовавшись монотонностью B и условием 2 свойства II,
запишем неравенства

(B(uεn
) −B(ξ), uεn

− ξ) � 0, (Au2εn
−Aξ2, u2εn

− ξ2) � 0 ∀ξ ∈ H.

Из этих неравенств и (1.10) выведем

(f − εu1εn
−Au3εn

−Aξ2 −B(ξ), uεn
− ξ) � 0.
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Переходя в этом неравенстве, как в теореме 1.2, к пределу при n→ ∞,
получим

(f −Au3 −Aξ2 −B(ξ), u− ξ) � 0.

Подставив в данное неравенство ξ = u+ τψ, где τ > 0, ψ ∈ H, так же,
как в теореме 1.2, получим (1.9). Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 1.4. Предположим, что для оператора A : H → H выпол-
нены условия I, II, и пусть α есть модуль наибольшего отрицательного
собственного значения A. Пусть B : H → H есть деминепрерывный мо-
нотонный оператор, для которого существуют константы δ > 0, C > 0
и γ ∈ (0, α), такие, что

(Bu, u) � 1
γ
‖Bu‖2 − C, ‖Bu‖ � δ‖u‖ − C ∀u ∈ H. (1.24)

Тогда для любого f ∈ H уравнение (1.9) имеет решение в H.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Спроектируем вспомогательное уравнение (1.10)
на N1 ⊕N2 и N3. Точно так же, как в доказательстве теоремы 1.3, до-
кажем существование единственного решения u1 = u1(u3), u2 = u2(u3)
уравнения (1.22) при каждом фиксированном u3, которое непрерывно
зависит от u3. Обозначим v = v(u3) = u1(u3)+u2(u3). Подставим v(u3)
в (1.23) и заменим (1.23) на равносильное уравнение (1.16) с оператором

T (u3) = A−1(−B3(v(u3) + u3) + f3).

Легко видеть, что T является вполне непрерывным оператором на N3.
Доказательство существования решения уравнения (1.16) проведем с
помощью принципа Лере—Шаудера. Для этого рассмотрим уравне-
ние (1.17) с параметром µ ∈ (0, 1]. Преобразуем это уравнение к равно-
сильному виду

1
µ
A(u3 − µw) +B3(u) = 0, (1.25)

где u = v(u3) + u3, w = A−1f3. Умножим (1.25) скалярно в H на
(u3 − µw) и воспользуемся условиями теоремы:

0 =
1
µ

(A(u3 − µw), u3 − µw) + (B(u), u) − (B(u), u1 + u2) �

� −µ
α
‖B3(u)‖2 +

1
γ
‖B(u)‖2 − C − (B(u), u1 + u2) �

�
(

1
γ
− 1
α

)
‖B(u)‖2 − (B(u), u1 + u2) − C. (1.26)



236 И. А. РУДАКОВ

Умножив (1.23) на u1 + u2 в H и воспользовавшись свойством II, по-
лучим

(B(u), u1 + u2) = −ε‖u1‖2 − (Au2, u2) − (f1 + f2, u1 + u2) �
� −ε‖u1‖2 − a‖u2‖2 + ‖f1 + f2‖ ‖u1 + u2‖.

Отсюда и из (1.26) выведем

(
1
γ
− 1
α

)
‖B(u)‖2 + ε‖u1‖2 + a‖u2‖2 − ‖f1 + f2‖ ‖u1 + u2‖ � 0.

Из этого неравенства и (1.24) получим оценки ‖u1‖ � C0, ‖u2‖ � C0,
‖u3‖ � C0, где C0 не зависит от µ и ε. Отсюда и из принципа Ле-
ре—Шаудера следует существование решения уравнения (1.16). Следо-
вательно, уравнение (1.10) имеет решение uε, такое, что ‖uε‖ � 3C0.
Предельный переход в (1.10) при ε → 0 осуществляется точно так же,
как в теореме 1.3. Теорема доказана.

Рассмотрим вопрос о единственности решения.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.1. Пусть дополнительно к условиям теоремы 1.3 для
оператора B̄ = B − λ выполнено неравенство

‖B̄(u) − B̄(v)‖2 � γ(B̄(u) − B̄(v), u− v) ∀u, v ∈ H.

Тогда задача (1.10) имеет единственное решение.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть u1, u2 есть решения уравнения (1.10), т. е.
(A + λ)u1 + B̄(u1) = f и (A + λ)u2 + B̄(u2) = f . Вычтем из первого
уравнения второе и полученное равенство умножим скалярно в H на
u1 − u2:

0 = ((A+ λ)(u1 − u2) + (B̄(u1) − B̄(u2)), u1 − u2) �

� − 1
λ− λ

‖(A+ λ)(u1 − u2)‖2 +
1
γ
‖B̄(u1) − B̄(u2)‖2 =

=
(

1
γ
− 1
λ− λ

)
‖B̄(u1) − B̄(u2)‖2.

Следовательно, ‖B̄(u1) − B̄(u2)‖ = 0, ‖(A + λ)(u1 − u2)‖ = 0, u1 = u2.
Утверждение доказано.
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§ 2. НЕЛИНЕЙНОЕ ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ
С ОДНОРОДНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Рассмотрим одномерное волновое уравнение на отрезке [0, π] с од-
нородными граничными условиями 3-го рода:

utt − uxx + g(u) = f(x, t), 0 < x < π, t ∈ R; (2.1)

u(0, t) − h1u
′
x(0, t) = 0, u(π, t) + h2u

′
x(π, t) = 0, t ∈ R; (2.2)

u(x, t+ T ) = u(x, t), 0 < x < π, t ∈ R. (2.3)

Здесь h1 > 0, h2 > 0, T = 2π b
a , где a, b есть взаимно простые нату-

ральные числа, f(x, t)— заданная T -периодическая по t функция.
Задача (2.1), (2.3) c нулевыми граничными условиями Дирихле изу-

чена в [1—11]. В [6—9] нелинейное слагаемое g(u) имеет степенной
рост. В [12—14] исследуется волновое уравнение с непостоянными ко-
эффициентами и нулевыми граничными условиями Дирихле. В этом
параграфе будут доказаны теоремы о существовании решений задачи
(2.1), (2.3) с граничными условиями вида (2.2) на одном или обоих
концах интервала (0, π).

Обозначим Ω = (0, π) × (0, T ). Решение задачи (2.1)—(2.3) будем
искать в виде ряда Фурье. Для построения ортонормированной системы
рассмотрим задачу Штурма—Лиувилля

ϕxx + λ2ϕ = 0, ϕ(0) − h1ϕ
′(0) = 0, ϕ(π) + h2ϕ

′(π) = 0. (2.4)

В [15] доказана положительность собственных значений задачи (2.4),
которые для удобства обозначены через λ2. Пусть ϕn(x) есть полная ор-
тонормированная в L2(0, π) система собственных функций задачи (2.4).
Эти функции имеют вид

ϕn(x) = Cn(sinλnx+ λnh1 cosλnx), n ∈ N. (2.5)

Легко видеть, что существует константа C0, не зависящая от n, та-
кая, что

|ϕn(x)| � C0 ∀x ∈ [0, π]. (2.6)

Собственные числа λn являются корнями трансцендентного уравнения

tg λπ =
h1 + h2

h1h2

λ

λ2 − λ2
0

, (2.7)

где λ0 = (h1h2)−1/2. Представим λn в виде суммы λn = (n − 1) + θn,
n ∈ N. Простые рассуждения показывают, что если λ0 + 1

2 /∈ N, то
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1
2 < θn < 1 при n < λ0 + 1

2 и 0 < θn < 1
2 при n > λ0 + 1

2 . Если
λ0 + 1

2 = k ∈ N, то 1
2 < θn < 1 при n < k, θk = 1

2 , λk = λ0 и 0 < θn <
1
2

при n > k.
Пользуясь представлением λn и (2.7) при n > λ0 + 1

2 , запишем

θn =
1
n

h1 + h2

πh1h2

θnπ

tg(θnπ)
g(n),

где

g(n) =
(

1 +
θn

n− 1

)(
1 − 1

n

)−1

×

×
(

1 + 2θn
1

n− 1
+ θ2n

1
(n− 1)2

− λ2
0

(n− 1)2

)−1

.

На промежутке
(
0, π

2

)
функция t

tg t убывает и имеет значения из ин-
тервала (0, 1). Опираясь на это, нетрудно доказать, что существуют
положительные константы b0 и b1, такие, что

0 < b0
1
n

� θn � b1
1
n

∀n ∈ N. (2.8)

Система функций

Λ =
{

1√
T
ϕn(x),

√
2
T
ϕn(x) cos

(a
b
mt

)
,

√
2
T
ϕn(x) sin

(a
b
mt

)}
m,n∈N

с функциями ϕn(x), выраженными в (2.5), является полной ортонорми-
рованной в L2(Ω) (Ω = (0, π) × (0, T )) системой функций. Определим
оператор A0 : L2(Ω) → L2(Ω), для которого

D(A0) =

=
{
u =

N∑
n=1

M∑
m=0

ϕn(x)
(
anm cos

(a
b
mt

)
+ bnm sin

(a
b
mt

)) ∣∣∣ M,N ∈ N

}

и
A0ϕ = ϕtt − ϕxx ∀ϕ ∈ D(A0).

Обозначим буквой A оператор в L2(Ω), являющийся замыканием по
графику оператора A0. Система функций Λ является системой соб-
ственных функций операторов A0 и A с собственными значениями

µnm = λ2
n −

(a
b
m

)2

= (n− 1 + θn)2 −
(
ab

m

)2

, n ∈ N, m ∈ N ∪ {0}.

Стандартно доказываются следующие свойства оператора A:
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а) A самосопряжен в L2(Ω), R(A) замкнут в L2(Ω);
б) A−1 ∈ L(R(A), R(A)). Более того, ‖A−1‖R(A) = d−1, где

d = inf
{∣∣∣∣λ2

n −
(a
b
m

)2
∣∣∣∣ : λn �= a

b
m

}
> 0;

в) dimN(A) < +∞;
г) R(A) = N(A)⊥, L2(Ω) = N(A) ⊕R(A).
Обозначим

M = {(n,m) ∈ N × Z+ | µnm �= 0, b(n− 1) �= am},
σ(A) = {µnm | (n,m) ∈ N × Z+}.

Рассмотрим следующие подмножества системы Λ:

Λ2 =
{√

2
T
ϕn(x) cos((n− 1)t),

√
2
T
ϕn(x) sin((n− 1)t)

∣∣∣ n− 1
a

∈ N

}
;

Λ3 =
{

1√
T
ϕn(x)

∣∣∣ n ∈ N

}
∪ (2.9)

∪
{√

2
T
ϕn(x) cos

(a
b
mt

)
,

√
2
T
ϕn(x) sin

(a
b
mt

) ∣∣∣ (n,m) ∈M, m �= 0
}
.

Пусть N1 = N(A), N2 = L(Λ2), N3 = L(Λ3). На подпространстве N2

собственные значения A равны 2(n − 1)θn + θ2n. Из (2.8) следует, что
2(n− 1)θn + θ2n ∈ [η1, η2], где η1 = min(b0, θ21), η2 = 2b1 + 1. Стандартно
доказывается сходимость ряда

∑
(n,m)∈M

1
µ2

nm

.

Таким образом, для оператора A выполнено свойство II.
Пусть функция g(u) удовлетворяет следующим условиям:

g(u) непрерывна, не убывает на R, (2.10)

и существуют константы α, β ∈ R, такие, что

α � lim
u→∞

g(u)
u

� lim
u→∞

g(u)
u

� β. (2.11)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1. Функция u ∈ L2(Ω) называется обобщенным ре-
шением задачи (2.1)—(2.3), если

(u,A0ϕ) + (g(u), ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ D(A0).
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ТЕОРЕМА 2.1. Пусть выполнены условия (2.10), (2.11), где

α, β ∈ (0,+∞), [−β,−α] ∩ σ(A) = ∅. (2.12)

Тогда для любой T -периодической по t функции f ∈ L2(Ω) задача
(2.1)—(2.3) имеет обобщенное решение u ∈ L2(Ω).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим H = L2(Ω), B(u) = g(u) для u ∈
∈ L2(Ω). Из условий теоремы следует монотонность и деминепрерыв-
ность оператора B. Функция u ∈ H является обобщенным решением
задачи (2.1)—(2.3) тогда и только тогда, когда u удовлетворяет (1.9).
Проверим выполнение условий теоремы 1.2. Из свойств 1, 2, 4 вытека-
ет выполнение условия III для оператора A. Из (2.11), (2.12) следует
существование положительных констант C1, C2, α1, β1, λ, γ, таких,
что

[α, β] ⊆ (α1, β1), [−β1,−α1] ∩ σ(A) = ∅,

λ ∈ (α1, β1), γ ∈ (0, β1 − λ)
(2.13)

и
g(u) = λu+ p(u), (2.14)

где
p(u)u � −C1, |p(u)| � γ|u| + C2 ∀u ∈ R. (2.15)

Следовательно,

(B(u) − λu, u) =
∫
Ω

p(u)u dx dt =
∫
Ω

|p(u)u+ C1| dx dt− C1πT �

� 1
γ
‖p(u)‖2 − 1

γ
C2

∫
Ω

|p(u)| dx dt− 2C1πT �

� 1
γ
‖p(u)‖2 − C3‖p(u)‖ − 2C1πT �

�
(

1
γ
− ε

)
‖p(u)‖2 − 2C1πT − 1

ε
C4.

Здесь C3, C4, ε ∈ (0,+∞). При достаточно малом ε условия (1.3), (1.8)
будут выполнены. Из теоремы 1.2 следует существование обобщенного
решения задачи (2.1)—(2.3). Теорема доказана.

Если в граничных условиях (2.2) либо h1 = 0, либо h2 = 0, то
условие монотонности можно опустить. В этом случае для удобства
перепишем уравнение (2.1) следующим образом:

utt − uxx = g(u) + f(x, t), 0 < x < π, t ∈ R. (2.16)
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Будем рассматривать два типа граничных условий:

u(0, t) − hu′x(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t ∈ R, (2.17)

u(0, t) = 0, u(π, t) + hu′x(π, t) = 0, u(π, t) = 0, t ∈ R. (2.18)

Для построения ортонормированных в L2(Ω) систем собственных
функций линейной части задач (2.16), (2.17), (2.3) и (2.16), (2.18), (2.3)
рассмотрим следующие задачи Штурма—Лиувилля

ϕ′′ + λ2ϕ = 0; ϕ(0) − hϕ′(0) = 0, ϕ′(π) = 0, (2.19)

ϕ′′ + λ2ϕ = 0; ϕ′(0) = 0, ϕ(π) + hϕ′(π) = 0. (2.20)

Нетрудно убедиться, что эти задачи имеют одинаковые собственные
числа λn, удовлетворяющие уравнению

tg(λnπ) = −hλn. (2.21)

Представим λn в виде

λn = n− 1
2

+ θn, n ∈ N. (2.22)

Простые рассуждения показывают, что 0 < θn <
1
2 . Из равенств (2.21),

(2.22) имеем

θn =
1
n

h

π

θnπ

tg(θnπ)
1

1 − 1/(2n) + θn/n
. (2.23)

Отсюда нетрудно вывести для θn оценки (2.8), в которых в качестве
b0, b1 можно положить

b0 =
hθ1

tg(πθ1)(1 + θ1)
, b1 =

2
π
h.

Полные ортонормированные в L2(0, π) системы собственных функций
задач (2.19) и (2.20) имеют соответственно вид

ϕn = Cn(sinλnx+ λnh cosλnx), ϕn = Cn sinλnx.

Рассмотрим полные ортонормированные в L2(Ω) системы функций Λ
c соответствующими функциями ϕn(x). Аналогично задаче (2.1)—(2.3)
построим замыкание A по графику оператора A0 = ∂tt − ∂xx, опреде-
ленного на множестве D(A0) с соответствующими функциями ϕn(x).
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Система функций Λ является системой собственных функций операто-
ров A0 и A с собственными значениями

µnm = λ2
n−

(
b

a
m

)2

=
(
n− 1

2
+ θn

)2

−
(
b

a
m

)2

, n ∈ N, m ∈ N∪{0}.

Легко видеть, что для оператора A справедливы свойства «а»—«г»,
перечисленные выше. Заметим, что если a = 1, то KerA = {0}. Дей-
ствительно, при a = 1 равенство µnm = 0 равносильно соотношению
2θn = 2bm+ 2n− 1, которое не выполняется ни при каких целых m, n,
поскольку 2θn ∈ (0, 1).

Обозначим

M = {(n,m) ∈ N × Z+ | µnm �= 0, 2n− 1 �= 2bm},

Λ2 =
{√

2
T
ϕn(x) cos((n−1)t),

√
2
T
ϕn(x) sin((n−1)t)

∣∣∣ a(2n−1) = 2bm
}
.

Пусть Λ3 задано (2.9) с соответствующими функциями ϕn(x), N1 =
= KerA, N2 = L(Λ2), N3 = L(Λ3).

Очевидно, что если a есть нечетное число, то N2 = {0}. Если
a есть четное число, то dimN2 = ∞, поскольку N2 содержит соб-
ственные функции оператора A с собственными значениями µnm, та-
кими, что n = 1+b(2l+1)

2 , m = (2l+1)a
2 , где l ∈ Z+. Из (2.8) следу-

ет, что на подпространстве N2 собственные значения A ограничены:
(2n − 1)θn + θ2n ∈ [b0, 2b1 + b21]. Стандартно доказывается сходимость
ряда ∑

(n,m)∈M

1
µ2

nm

.

Таким образом, при четном a для оператора A выполнено свойство II,
при нечетном a выполнено свойство III.

С помощью рядов Фурье стандартно доказывается следующая лем-
ма.

ЛЕММА 2.1. При нечетном a и λ /∈ σ(A) оператор

(A− λ)−1 : N3 → C(Ω̄)

является вполне непрерывным.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Функция u ∈ L2(Ω) называется обобщенным ре-

шением задач (2.16), (2.17), (2.3) и (2.16), (2.18), (2.3) (либо задач (2.1),
(2.17), (2.3) и (2.1), (2.18), (2.3)), если

(u,Aϕ) = (g(u) + f, ϕ) ∀ϕ ∈ D(A0)
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(либо
(u,Aϕ) + (g(u), ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ D(A0)

соответственно).
(В каждом из четырех случаев в данном определении выбирается

D(A0) с соответствующими функциями ϕn(x).)
ТЕОРЕМА 2.2. Пусть a является нечетным числом, функция g(u)

непрерывна на R и удовлетворяет условию (2.11), где [α, β]∩σ(A) = ∅.
Тогда для любой T -периодической функции f ∈ L2(Ω) задачи (2.16),
(2.17), (2.3) и (2.16), (2.18), (2.3) имеют обобщенные решения u ∈ C(Ω̄).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим B(u) = g(u). Из (2.11) следует выпол-
нение условий (1.3) и (1.5) (см. доказательство теоремы 2.1). Условия
теоремы 1.1 выполнены. Из нее вытекает существование обобщенного
решения u ∈ L2(Ω). Из леммы 2.1 следует, что u ∈ C(Ω̄). Теорема
доказана.

При четных значениях a собственные значения оператора A на N2

положительные. Поэтому множество отрицательных собственных зна-
чений оператора A не имеет предельных точек.

ТЕОРЕМА 2.3. Пусть a является четным числом и выполнены условия
(2.10)—(2.12). Тогда для любой T -периодической функции f ∈ L2(Ω)
задачи (2.1), (2.17), (2.3) и (2.1), (2.18), (2.3) имеют обобщенное реше-
ние u ∈ L2(Ω).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО вытекает из теоремы 1.3.

§ 3. КВАЗИЛИНЕЙНОЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ

1. Одномерное уравнение. Рассмотрим краевую задачу для нели-
нейного дифференциального уравнения

u′′ + g(u) = f(x), x ∈ (0, π); (3.1)

u(0) = u(π) = 0. (3.2)

Функция g(u) удовлетворяет одному из условий

−∞ < lim
u→∞

g(u)
u

� lim
u→∞

g(u)
u

< 1, (3.3)

n2 < lim
u→∞

g(u)
u

� lim
u→∞

g(u)
u

< (n+ 1)2, n ∈ N. (3.4)
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Собственные функции ϕn(x) = sinnx линейной задачи

−u′′ = λu, u(0) = u(π) = 0

имеют собственные значения λn = n2. Как в § 2, определим опера-
тор A с

D(A) =
{
u =

∞∑
n=1

un sinnx ∈ L2(0, π)
∣∣∣

∞∑
n=1

n4u2
n <∞

}
⊆ H0

1 (0, π).

При этом

Au =
∞∑

n=1

n2un sinnx.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.1. Обобщенным решением задачи (3.1), (3.2) назы-
вается функция u ∈ L2(0, π), такая, что

(u,Aϕ) = (g(u), ϕ) − (f, ϕ) ∀ϕ ∈ D(A).

ТЕОРЕМА 3.1. Пусть функция g(u) непрерывна и выполнено (3.3)
или (3.4). Тогда для любой функции f(x) ∈ L2(0, π) задача (3.1), (3.2)
имеет обобщенное решение u ∈ C1(0, π) ∩H0

1 (0, π).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим σ(A) = {n2 | n ∈ N}, B(u) = g(u).
Из (3.3), (3.4) следует существование действительного числа λ /∈ σ(A),
такого, что для функции p(u) = g(u)−λu выполнены неравенства (2.15)
с положительной константой γ ∈ (0, k2 − λ), где k ∈ N и (λ, k2) ∩
∩ σ(A) = ∅.

Как в теореме 2.1, доказывается выполнение условий (1.3), (1.5).
Условия I, III для оператора A, очевидно, выполнены. Из теоремы 1.1
следует существование обобщенного решения u ∈ L2(0, π) задачи
(3.1), (3.2). Обозначим v = f − g(u). Из (3.3), (3.4) следует, что
v ∈ L2(Ω). Из (3.4) следует u = A−1v. Отсюда и из определения D(A)
вытекает включение u ∈ C1(0, π) ∩H0

1 (0, π). Теорема доказана.

ЗАМЕЧАНИЕ 3.1. В [16] аналогичный результат получен для случая,
когда g(u) = λu+ p(u), где λ /∈ σ(A) и

|p(u)| � C1|u|σ + C2 ∀u, σ ∈ (0, 1).

2. Многомерный случай. Пусть Ω есть ограниченная область
в R

n с липшицевой границей. Рассмотрим задачу

Lu = g(u) + f(x), x ∈ Ω; (3.5)

u|∂Ω = 0. (3.6)
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Здесь

Lu = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
,

aij(x) = aji(x) ∈ C∞(Ω̄), i, j ∈ {1, . . . , n}, существует m > 0, такое,
что неравенство

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj � m

n∑
i=1

ξ2i

справедливо для всех (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n и x ∈ Ω. Пусть {ϕn(x)} и

λn есть соответственно собственные функции и собственные значения
задачи

Lu = λu, u|∂Ω = 0

в Ω, такие, что последовательность {λn} не убывает. Как в § 2, опре-
делим оператор A, являющийся самосопряженным расширением опе-
ратора L с

D(A) =
{
u =

∞∑
n=1

unϕn(x)
∣∣∣

∞∑
n=1

λ2
nu

2
n <∞

}
.

При этом

Au =
∞∑

n=1

λnunϕn(x) ∀u ∈ D(A).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.2. Обобщенным решением задачи (3.5), (3.6) назы-
вается функция u ∈ L2(Ω), такая, что

(u,Aϕ) + (g(u), ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ D(A).

Пусть функция g(u) удовлетворяет одному из условий:

−∞ < lim
u→∞

g(u)
u

� lim
u→∞

g(u)
u

< λ1; (3.7)

λn < lim
u→∞

g(u)
u

� lim
u→∞

g(u)
u

< λn+1, n ∈ N. (3.8)

ТЕОРЕМА 3.2. Пусть функция g(u) непрерывна и выполнено (3.7)
или (3.8). Если ряд

∞∑
n=1

1
λ2

n

(3.9)
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сходится, то для любой функции f ∈ L2(Ω) задача (3.5), (3.6) имеет
обобщенное решение u ∈ L2(Ω).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (3.7) и (3.8) следует существование

λ /∈ σ(A) = {λn | n ∈ N},
такого, что для функции p(u) = g(u)−λu выполнены неравенства (2.15)
c положительной константой γ ∈ (0, λk − λ), где k ∈ N и (λ, λk) ∩
∩ σ(A) = ∅. Как в теореме 2.1, доказывается выполнение условий
(1.3), (1.5) для оператора B(u) = g(u). Условия теоремы 1.1 выполнены.
Из нее вытекает утверждение теоремы 3.2. Теорема доказана.

ЗАМЕЧАНИЕ 3.2. При выполнении условия (3.8) задача (3.5), (3.6)
является некоэрцитивной и нерезонансной. Коэрцитивный и резонанс-
ные случаи для задачи (3.5), (3.6) изучены в [1].

ЗАМЕЧАНИЕ 3.3. Ряд (3.9) сходится, например, если

Ω = (0, π) × (0, π) ⊆ R2

или
Ω = (0, π) × (0, π) × (0, π) ⊆ R3.

Действительно, в первом случае

∞∑
n=1

1
λ2

n

<
1
4

( ∞∑
n=1

1
n2

)2

,

а во втором
∞∑

n=1

1
λ2

n

<
1
9

( ∞∑
n=1

1
n

4
3

)3

.

Из этих оценок следует также, что обобщенное решение u ∈ C(Ω̄)
удовлетворяет граничному условию (3.6) в классическом смысле. Если
граница ∂Ω гладкая, то имеет место оценка λk � Ck2/n, где C > 0 не
зависит от k (см. [17, неравенство (1.55)]). Поэтому в данном случае
для размерностей n ∈ {2, 3} ряд (3.9) будет также сходиться.

Рассмотрим уравнение

Lu = g(x, u) + f(x), x ∈ Ω. (3.10)

Функция g(x, u) измерима по x при всех u ∈ R и непрерывна по u
при почти всех x ∈ Ω. Предположим также, что существует λ �= σ(A),
такое, что λ < λn и (λ, λn) ∩ σ(A) = ∅ для некоторого n ∈ N и

(g(x, u)−λu)u � f1(x), |g(x, u)−λu| � γ|u|+ f2(x, t) ∀u ∈ R, (3.11)
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где f1, f2 ∈ L2(Ω) и

γ ∈ (0, λn − λ). (3.12)

ТЕОРЕМА 3.3. При выполнении условий (3.11), (3.12) задача (3.10),
(3.6) имеет обобщенное решение u ∈ L2(Ω).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (3.11), (3.12) так же, как при доказательстве
теоремы 2.1, выводится, что для оператора

B(u) = g(x, u) : L2(Ω) → L2(Ω)

выполнены условия (1.3), (1.5). Таким образом, утверждение теоре-
мы 3.3 следует из теоремы 1.1. Теорема доказана.
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