
Ýêçàìåíàöèîííûå âîïðîñû ïî óðàâíåíèÿì

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

ëåêòîð À. À. Êîíüêîâ

1. Êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî È.Ã. Ïåòðîâ-
ñêîìó.

2. Ïðîñòðàíñòâà D(Ω) è D′(Ω) îñíîâíûõ è îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè íà
áåñêîíå÷íî ãëàäêóþ. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé îò îáîáùåííîé ôóíêöèè.

3. Ñëàáûé ïðåäåë îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Çàìêíóòîñòü ïðîñòðàíñòâà îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ñëàáîãî ïðåäåëà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

4. Ïåðâîîáðàçíàÿ îò îáîáùåííîé ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ó âñÿêîé îáîá-
ùåííîé ôóíêöèè f ∈ D′(R) ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ, îïðåäåëåííàÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

5. Çàìåíà ïåðåìåííîé ó îáîáùåííîé ôóíêöèè.

6. Íîñèòåëü îáîáùåííîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà íîñèòåëÿ îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé:

supp(f + g) ⊂ supp f ∪ sup g,

supp(fψ) ⊂ supp f ∩ suppψ,

supp
∂f

∂xi
⊂ supp f,

ãäå f, g ∈ D′(Ω), ψ ∈ C∞(Ω), Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn.

7. Îáîáùåííûå ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ
îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ D′(Ω) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì supp f b Ω, ãäå
Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì
íà ïðîñòðàíñòâå Cm(Ω) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà m ≥ 0.

8. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü
äâóõ îïðåäåëåíèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(f(x), (g(y), ϕ(x, y))) = (g(y), (f(x), ϕ(x, y)))

äëÿ âñåõ f ∈ D′(X), g ∈ D′(Y ) è ϕ ∈ D(X × Y ), ãäå X ⊂ Rn è Y ⊂ Rm �
îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

9. Ñâåðòêà îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Êîììóòàòèâíîñòü ñâåðòêè. Ñóùåñòâîâà-
íèå ñâåðòêè â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç äâóõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé èìååò
êîìïàêòíûé íîñèòåëü.
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10. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñâåðòêè îáîùåííûõ ôóíêöèé.

11. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

12. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Lu = f(x)

â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′(Rn), ãäå L =
∑

|α|≤m cα∂
α � ëè-

íåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

13. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

14. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

15. Ôîðìóëû Ãðèíà: ìíîãîìåðíûé àíàëîã ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà∫
Ω

∂h

∂xi
dx =

∫
∂Ω

h cos(ν, xi)dS

è ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫
Ω

∂f

∂xi
g dx =

∫
∂Ω

fg cos(ν, xi)dS −
∫
Ω

∂g

∂xi
f dx,

ãäå h, f, g ∈ C1(Ω)∩C(Ω), Ω � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn

ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, à ν � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω.

16. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà

En(x) =
{ 1

2π
ln |x|, n = 2,

− 1
(n−2)|S1|

1
|x|n−2 , n ≥ 3.

17. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî îïåðàòîðà �a = ∂2t − a2∂2x, a > 0,
ñëó÷àé îäíîìåðíîãî îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà:

E1(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|), (x, t) ∈ R2.

18. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî îïåðàòîðà �a = ∂2t − a24, a > 0,
ñëó÷àé òðåõìåðíîãî îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà:

E3(x, t) =
θ(t)

4πa2t
δSat(x), (x, t) ∈ R4,

ãäå

(δSr , ϕ) =

∫
Sr

ϕdS, ϕ ∈ D(R3).
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19. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî îïåðàòîðà �a = ∂2t − a24, a > 0,
ñëó÷àé äâóìåðíîãî îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà:

E2(x, t) =
θ(at− |x|)

2πa
√
a2t2 − |x|2

, (x, t) ∈ R3.

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç D′(Rn+1) íà ôóíêöèè
âèäà ϕ(x)1(xn), ãäå ϕ ∈ D(Rn).

20. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè ∂t − a24, a > 0,

En(x, t) =
θ(t)

(2a
√
πt)n

e−
|x|2

4a2t , (x, t) ∈ Rn+1.

21. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè îñíîâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà n = 1, 2, 3).

Ïîäñêàçêà. Ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè îñíîâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà n = 1, 2, 3 ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè âîëíîâîãî îïåðàòî-
ðà ∂2t − a24, a > 0, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

E1(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|), (x, t) ∈ R2,

E2(x, t) =
θ(at− |x|)

2πa
√
a2t2 − |x|2

, (x, t) ∈ R3,

è

E3(x, t) =
θ(t)

4πa2t
δSat(x), (x, t) ∈ R4,

ãäå

(δSr , ϕ) =

∫
Sr

ϕdS, ϕ ∈ D(R3).

22. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
utt = a2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = u0(x),
ut(x, 0) = u1(x),

ãäå a > 0, f ∈ C1(R × [0,∞)), u0 ∈ C2(R), u1 ∈ C1(R). Ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ôîðìóëà Äàëàìáåðà

u(x, t) =
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ) dξdτ +
1

2a

∫ x+at

x−at

u1(ξ) dξ

+
1

2
(u0(x+ at) + u0(x− at)).

Ïîäñêàçêà. Ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îäíî-
ìåðíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà ∂2t −a2∂2x, a > 0, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíê-
öèÿ:

E1(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|), (x, t) ∈ R2.
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23. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
utt = a24u+ f(x, t), x ∈ R3, t > 0,
u(x, 0) = u0(x),
ut(x, 0) = u1(x),

ãäå a > 0, f ∈ C2(R3 × [0,∞)), u0 ∈ C3(R3), u1 ∈ C2(R3). Ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ôîðìóëà Êèðõãîôà

u(x, t) =
1

4πa2

∫
Bx

at

f
(
ξ, t− |x−ξ|

a

)
|x− ξ|

dξ +
1

4πa2t

∫
Sx
at

u1(ξ) dS

+
1

4πa2
∂

∂t

(
1

t

∫
Sx
at

u0(ξ) dS

)
.

Ïîäñêàçêà. Ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì òðåõ-
ìåðíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà ∂2t − a24, a > 0, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáîá-
ùåííàÿ ôóíêöèÿ:

E3(x, t) =
θ(t)

4πa2t
δSat(x), (x, t) ∈ R4,

ãäå

(δSr , ϕ) =

∫
Sr

ϕdS, ϕ ∈ D(R3).

24. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
utt = a24u+ f(x, t), x ∈ R2, t > 0,
u(x, 0) = u0(x),
ut(x, 0) = u1(x),

ãäå a > 0, f ∈ C2(R2 × [0,∞)), u0 ∈ C3(R2), u1 ∈ C2(R2). Ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ôîðìóëà Ïóàññîíà

u(x, t) =
1

2πa

∫ t

0

∫
Bx

a(t−τ)

f(ξ, τ) dξdτ√
a2(t− τ)2 − |x− ξ|2

+
1

2πa

∫
Bx

at

u1(ξ) dξ√
a2t2 − |x− ξ|2

+
1

2πa

∂

∂t

(∫
Bx

at

u0(ξ) dξ√
a2t2 − |x− ξ|2

)
.

Ïîäñêàçêà. Ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äâó-
ìåðíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà ∂2t −a24, a > 0, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíê-
öèÿ:

E2(x, t) =
θ(at− |x|)

2πa
√
a2t2 − |x|2

, (x, t) ∈ R3.

25. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè{

ut = a24u+ f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,
u(x, 0) = u0(x),
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ãäå f ∈ M, u0 ∈ L∞(Rn). Ôîðìóëà Ïóàññîíà

u(x, t) =

∫ t

0

∫
Rn

f(ξ, τ)

(2a
√
π(t− τ))n

e
− |x−ξ|2

4a2(t−τ) dξdτ

+
1

(2a
√
πt)n

∫
Rn

u0(ξ)e
− |x−ξ|2

4a2t dξ.

Ïîäñêàçêà. Ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îïåðà-
òîðà òåïëîïðîâîäíîñòè ∂t − a24, a > 0, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

En(x, t) =
θ(t)

(2a
√
πt)n

e−
|x|2

4a2t , (x, t) ∈ Rn+1.

26. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè{

ut = a24u+ f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,
u(x, 0) = u0(x).

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì,
íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî è äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, îò ôóíêöèè
f ïðèíàäëåæàò êëàññó M ∩ C(Rn × [0,∞)), à îò ôóíêöèè u0 � êëàññó
L∞(Rn) ∩ C(Rn), òî ôîðìóëà Ïóàññîíà

u(x, t) =

∫ t

0

∫
Rn

f(ξ, τ)

(2a
√
π(t− τ))n

e
− |x−ξ|2

4a2(t−τ) dξdτ

+
1

(2a
√
πt)n

∫
Rn

u0(ξ)e
− |x−ξ|2

4a2t dξ

ãàðàíòèðóåò, ÷òî u ∈ C(Rn × [0,∞)), ut ∈ C(Rn × (0,∞)), è ïðè ýòîì
uxixj

∈ C(Rn × (0,∞)) äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n.

27. Ïðîñòðàíñòâà C.Ë. Ñîáîëåâà Wm
p (Ω) è

o

W m
p (Ω). Ïîëíîòà è ñåïàðàáåëü-

íîñòü ïðîñòðàíñòâ C.Ë. Ñîáîëåâà.

28. Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà.

29. Îáîáùåííîå â ñìûñëå Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è4u = f0(x) +
n∑

i=1

∂fi
∂xi

(x) â Ω,

u|∂Ω = u0,

ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, u0 ∈ W 1
2 (Ω) è fi ∈ L2(Ω),

i = 0, 1, . . . , n.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî â ñìûñëå Ñ.Ë. Ñîáîëåâà
ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è.
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30. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
èç ïðîñòðàíñòâà D′(Ω) ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞(Ω).

Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ñâåðòêîé ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà

En(x) =
{ 1

2π
ln |x|, n = 2,

− 1
(n−2)|S1|

1
|x|n−2 , n ≥ 3.

31. Òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

32. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

33. Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

34. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

35. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

6


