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ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЙ
НЕКОТОРЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
С НЕЛОКАЛЬНЫМИ СТАРШИМИ ЧЛЕНАМИ∗∗

ВВЕДЕНИЕ

Теория дифференциально-разностных уравнений (т. е. уравнений,
в которых на неизвестную функцию действуют, кроме дифференциаль-
ных операторов, еще и операторы сдвига) является актуальной и ин-
тенсивно развивающейся областью исследований (см., например, [1—
3] и имеющуюся там библиографию) и имеет различные приложе-
ния. Большей частью, однако, эти исследования посвящены обыкно-
венным дифференциально-разностным уравнениям, а также абстракт-
ным дифференциально-разностным уравнениям в банаховых и гиль-
бертовых пространствах (см., например, [4—6] и имеющуюся там биб-
лиографию). Исследованиям дифференциально-разностных уравнений
в частных производных посвящено меньшее количество работ. Так, эл-
липтические дифференциально-разностные уравнения изучались в [3]
(см. также имеющуюся там библиографию), параболические уравне-
ния, в которых оператор сдвига действует по временно́й переменной, —
в [7—11], параболические уравнения, содержащие операторы сдвига по
пространственным переменным, — в [12—18] (см. также имеющуюся
там библиографию).

В последней из этих работ исследовалось поведение при t → ∞ ре-
шения задачи Коши для указанных уравнений; получены теоремы об
их (весовой асимптотической) близости к решениям задач Коши для
некоторых классических параболических уравнений. Однако исследо-
ванные уравнения содержат лишь младшие нелокальные (а именно
дифференциально-разностные) члены, более точно— нелокальные чле-
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ны нулевого порядка. В настоящей статье рассматривается задача Коши
для параболических уравнений со старшими дифференциально-раз-
ностными членами; будет показано, что при определенных условиях
имеет место теорема о близости (и как следствие— о стабилизации)
решений указанных задач.

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Пусть a, h ∈ R
m. Рассмотрим в R

1× (0,+∞) следующее уравнение:

∂u

∂t
= Lu

def=
∂2u

∂x2
+

m∑
k=1

ak
∂2u

∂x2
(x + hk, t). (1)

Уравнения такого вида встречаются, например, в задачах неклассиче-
ской оптики (см. [19, 20]).

Рассмотрим вещественную часть символа оператора L (или, что то
же самое, символ оператора L + L∗):

Re L(ξ) = −ξ2 − ξ2
m∑

k=1

ak cos hkξ

(см. [3, § 8]). Назовем −L(ξ) положительно определенным, если су-
ществует такое положительное C, что −Re L(ξ) � Cξ2 для любого
ξ ∈ R

1. По аналогии с дифференциальными операторами (см., напри-
мер, [25, с. 66 и 78]) оператор −L, обладающий указанным свойством,
можно назвать сильно эллиптическим во всем пространстве операто-
ром второго порядка. В дальнейшем мы будем полагать оператор −L
сильно эллиптическим.

Отметим, что условие сильной эллиптичности позволяет коэф-
фициентам уравнения быть сколь угодно большими (см., например,
[3, Ex. 8.1]).

Наряду с уравнением (1) рассмотрим начальное условие

u|t=0 = u0(x), (2)

где u0(x) непрерывна и ограничена в R
1.

Определим на R
1 × (0,+∞) следующую функцию:

E(x, t) def= Ea,h(x, t) def=

def=

∞∫
0

e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

cos
(

xξ − tξ2
m∑

k=1

ak sin hkξ

)
dξ. (3)
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Условие сильной эллиптичности оператора −L, очевидно, влечет за
собой выполнение неравенства

1 +
m∑

k=1

ak cos hkξ � C

при ξ �= 0. Покажем, что оно выполняется (хотя, возможно, с другой
положительной константой) и при ξ = 0, т. е. что

1 +
m∑

k=1

ak > 0.

Для этого предположим, напротив, что

1 +
m∑

k=1

ak � 0.

Тогда для любого ξ �= 0

C � 1 +
m∑

k=1

ak −
m∑

k=1

ak +
m∑

k=1

ak cos hkξ =

= 1 +
m∑

k=1

ak +
m∑

k=1

ak(cos hkξ − 1) = 1 +
m∑

k=1

ak − 2
m∑

k=1

ak sin2 hkξ

2
=

= 1 +
m∑

k=1

ak − 1
2

m∑
k=1

akh2
kξ2

(
sin hkξ

2
hkξ
2

)2

� −ξ2

2

m∑
k=1

akh2
k

(
sin hkξ

2
hkξ
2

)2

.

Выбирая теперь положительное ξ достаточно малым, приходим к про-
тиворечию с положительностью константы C. Поэтому

|E(x, t)| �
∞∫
0

e−Ctξ2
dξ =

√
π

4Ct
,

т. е. для любых t0, T из (0,+∞) интеграл (1) сходится абсолютно и
равномерно по (x, t) ∈ R

1 × [t0, T ], следовательно, E(x, t) определена
корректно на R

1 × (0,+∞).
Продифференцируем (формально) E под знаком интеграла по пере-

менной t:

∂E
∂t

= −
∞∫
0

ξ2

(
1 +

m∑
k=1

ak cos hkξ

)
e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)
×
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× cos
(

xξ − tξ2
m∑

k=1

ak sin hkξ

)
dξ +

+

∞∫
0

e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)
sin

(
xξ−tξ2

m∑
k=1

ak sin hkξ

) m∑
k=1

akξ2 sin hkξd ξ =

=
m∑

k=1

ak

∞∫
0

ξ2e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)[

sin
(

xξ−tξ2
m∑

k=1

ak sin hkξ

)
sin hkξ −

− cos
(

xξ − tξ2
m∑

k=1

ak sinhkξ

)
cos hkξ

]
dξ −

−
∞∫
0

ξ2e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

cos
(

xξ − tξ2
m∑

k=1

ak sin hkξ

)
dξ =

=

∞∫
0

ξ2e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)( m∑

k=1

ak cos
[
(x+hk)ξ − tξ2

m∑
k=1

ak sinhkξ

]
+

+ cos
(

xξ − tξ2
m∑

k=1

ak sinhkξ

))
dξ.

Далее, формальное дифференцирование E под знаком интеграла по пе-
ременной x дает

∂2E
∂x2

= −
∞∫
0

ξ2e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

cos
(

xξ − tξ2
m∑

k=1

ak sinhkξ

)
dξ.

Оба эти интеграла ограничены сверху по абсолютной величине линей-
ной комбинацией интегралов вида

∞∫
0

ξ2e−Ctξ2
dξ =

√
π

4Ct
3
2
,

т. е. сходятся абсолютно и равномерно по (x, t) ∈ R
1 × [t0, T ] для лю-

бых t0, T ∈ (0,+∞). Значит, дифференцирование под знаком интеграла
законно, и в R

1 × (0,+∞)

∂E
∂t

− ∂2E
∂x2

=
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=−
∞∫
0

ξ2e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

m∑
k=1

ak cos
[
(x+hk)ξ−tξ2

m∑
k=1

ak sin hkξ

]
dξ=

=−
m∑

k=1

ak

∞∫
0

ξ2e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)
cos

[
(x+hk)ξ−tξ2

m∑
k=1

ak sin hkξ

]
dξ=

=
m∑

k=1

ak
∂2E
∂x2

(x + hk, t),

следовательно, E(x, t) в R
1 × (0,+∞) удовлетворяет (в классическом

смысле) уравнению (1).

§ 2. СВЕРТКА ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
С ОГРАНИЧЕННЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Оценим поведение E(x, t) и ее производных при x → ∞ (при фик-
сированном положительном t). Для этого предварительно разобьем ее
на четное и нечетное (по x) слагаемые E1(x, t) и E2(x, t):

E1(x, t) =

∞∫
0

e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

cos xξ cos
(

tξ2
m∑

k=1

ak sin hkξ

)
dξ,

E2(x, t) =

∞∫
0

e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

sinxξ sin
(

tξ2
m∑

k=1

ak sin hkξ

)
dξ.

Докажем следующее утверждение.
ЛЕММА 1. Пусть t > 0. Тогда x2E(x, t) ограничена в (−∞,+∞).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем произвольное положительное t и
дважды проинтегрируем

∞∫
0

e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

cos
(

tξ2
m∑

k=1

ak sinhkξ

)
cos xξ dξ

по частям. Получим

1
x2

∞∫
0

[
e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

cos
(

tξ2
m∑

k=1

ak sin hkξ

)]′′
cos xξ dξ

(легко убедиться, что все внеинтегральные члены обращаются в нуль).
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Последний интеграл есть ограниченная функция переменной x, по-
этому x2E1(x, t) ограничена. Аналогично доказывается ограниченность
функции x2E2(x, t).

Таким образом, в R
1 × (0,+∞) определена функция

u(x, t) def=
1
π

+∞∫
−∞

E(x − ξ, t)u0(ξ) dξ. (4)

ЛЕММА 2. Пусть t > 0. Тогда x2 ∂2E
∂x2 (x, t) ограничена в (−∞,+∞).

Для доказательства ∂2E
∂x2 , так же как и E , разбивается на четное и

нечетное по x слагаемые, а затем к первому (для определенности) из
этих слагаемых

−
∞∫
0

ξ2e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

cos
(

tξ2
m∑

k=1

ak sin hkξ

)
cos xξ dξ

дважды применяется формула интегрирования по частям. Дальнейшее
доказательство полностью аналогично доказательству леммы 1.

Очевидно, лемма 2 останется справедливой и в том случае, если ∂2E
∂x2

взять не в точке (x, t), а в любой из точек (x + hk, t), где k = 1,m. По-
скольку, как доказано в предыдущем параграфе, E(x, t) удовлетворяет
уравнению (1) в R

1×(0,+∞), из лемм 1 и 2 вытекает следующая лемма.

ЛЕММА 3. Пусть t > 0. Тогда x2 ∂E
∂t (x, t) ограничена в (−∞,+∞).

Из лемм 1—3 и того обстоятельства, что E(x, t) удовлетворяет урав-
нению (1) в R

1 × (0,+∞), очевидным образом вытекает следующее
утверждение.

ТЕОРЕМА 1. Пусть оператор −L сильно эллиптичен в R
1. Тогда

функция (4) удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению (1)
в R

1 × (0,+∞).
ЗАМЕЧАНИЕ 1. То, что функция (4) удовлетворяет задаче (1), (2)

в смысле обобщенных функций, является известным фактом (см., на-
пример, [21]). Новым в теореме 1 является только то, что это решение
является классическим в R

1 × (0,+∞).
Чтобы установить единственность этого решения, исследуем, со-

гласно [21], вещественную часть символа эллиптического оператора L,

содержащегося в уравнении (1). Указанный символ P(z) def= P(σ + iτ)
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равен

−z2

(
1 +

m∑
k=1

ake−ihkz

)
= (τ2 − σ2 − 2iστ)

(
1 +

m∑
k=1

ake−ihkz

)
=

= (τ2 − σ2 − 2iστ)
(

1 +
m∑

k=1

akehkτ−ihkσ

)
=

= (τ2 − σ2 − 2iστ)
(

1 +
m∑

k=1

akehkτ cos hkσ − i

m∑
k=1

akehkτ sin hkσ

)
.

Таким образом,

ReP(z) = (τ2 − σ2)
(

1 +
m∑

k=1

akehkτ cos hkσ

)
− 2στ

m∑
k=1

akehkτ sin hkσ.

Теперь оценим функцию Q(z, t0, t)
def= e(t−t0)P(z):

|Q(z, t0, t)| � e(t−t0)[C1(1+σ4)+C2eC3τ ].

Из последней оценки вытекает (см. [21, гл. 2, добавление 1]), что за-
дача (1), (2) имеет не более одного решения в смысле обобщенных
функций.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Вообще говоря, единственность решения задачи
(1), (2) (в соответствующих пространствах обобщенных функций) име-
ет место для гораздо более широких классов начальных функций,
нежели класс непрерывных ограниченных функций, например для
классов А. Н. Тихонова и их обобщений (см. [22], а также [23]). Здесь
мы, однако, рассмотрим лишь случай непрерывных ограниченных на-
чальных функций, поскольку исследуем близость решений указанной
задачи и классических параболических задач.

Пользуясь доказанной единственностью решения, мы можем, в част-
ности, вычислить интеграл от фундаментального решения по всей ве-
щественной оси.

ЛЕММА 4.
∞∫

−∞
E(x, t) dx = π.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим функцию u0(x) ≡ 1. Она непрерывна
и ограничена, следовательно,

y(x, t) def=
1
π

+∞∫
−∞

E(x − ξ, t) dξ
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в R
1 × (0,+∞) удовлетворяет уравнению (1) с начальным условием

y(x, 0) ≡ 1. Однако y(x, t) не зависит от x:

+∞∫
−∞

E(x − ξ, t) dξ =

+∞∫
−∞

E(ξ, t)dξ = πy(t),

т. е. в действительности y(t) удовлетворяет обыкновенному дифферен-
циальному уравнению y′ = 0 и начальному условию y(0) = 1. Значит,
y(t) ≡ 1.

§ 3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЯ

В этом разделе мы изучим поведение u(x, t) при t → ∞. Для это-
го наряду с задачей (1), (2) рассмотрим уравнение теплопроводности
с тем же самым начальным условием (2). Обозначим его классиче-
ское ограниченное решение через v(x, t), а положительную постоян-

ную 1 +
m∑

k=1

ak —через p.

Справедливо следующее утверждение.

ТЕОРЕМА 2. lim
t→∞[u(x, t) − v(x, pt)] = 0 для любого вещественного x.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем произвольное вещественное x0 и рас-
смотрим u(x0, t). Заменой переменной η = x0−ξ

2
√

t
получаем, что

u(x0, t) =
2
√

t

π

+∞∫
−∞

E(2
√

tη, t)u0(x0 − 2
√

tη) dη.

Далее,

√
t E(2

√
tη, t) =

=
√

t

∞∫
0

e
−tξ2

(
1+

m∑
k=1

ak cos hkξ
)

cos
(

2
√

tηξ − tξ2
m∑

k=1

ak sinhkξ

)
dξ =

=

∞∫
0

e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
cos

(
2zη − z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
dz.
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Отсюда

u(x0, t) =
2
π

+∞∫
−∞

u0(x0 − 2
√

tη)

∞∫
0

e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
×

× cos
(

2zη − z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
dz dη.

Тогда

u(x0, t) − v(x0, pt) =
2
π

+∞∫
−∞

u0(x0 − 2
√

tη)

∞∫
0

[
e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
×

× cos
(

2zη − z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
− e−pz2

cos 2zη

]
dz dη. (5)

Для дальнейшего доказательства нам потребуются две следующие
леммы.

ЛЕММА 5.

∞∫
0

[
e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
×

× cos
(

2zη − z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
− e−pz2

cos 2zη

]
dz

t→∞−−−→ 0

равномерно относительно η ∈ (−∞,+∞).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зададимся произвольным положительным ε и ра-
зобьем оцениваемый интеграл на сумму двух слагаемых:

δ∫
0

+

∞∫
δ

def= I1,δ + I2,δ.

Модуль всего интеграла оценивается сверху величиной

2

∞∫
0

e−Cz2
dz,
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поэтому существует такое δ>0, что |I2,δ| � ε
2 для любых η∈(−∞,+∞),

t > 0. Зафиксируем δ и рассмотрим I1,δ. Его подынтегральная функция
равна

e−pz2
[
e
z2

m∑
k=1

ak

(
1−cos

hkz√
t

)
cos

(
2zη − z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
− cos 2zη

]
=

= e−pz2
(

e
2z2

m∑
k=1

ak sin2 hkz

2
√

t

[
cos 2zη cos

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
+

+ sin 2zη sin
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)]
− cos 2zη

)
=

= e−pz2
(

cos 2zη

[
e
2z2

m∑
k=1

ak sin2 hkz

2
√

t cos
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
− 1

]
+

+ e
2z2

m∑
k=1

ak sin2 hkz

2
√

t sin 2zη sin
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

))
def=

def= A1(η, t; z) + A2(η, t; z).

Имеем

∣∣∣∣
δ∫

0

A2(η, t; z) dz

∣∣∣∣ � e
2δ2

m∑
k=1

|ak|
δ∫

0

∣∣∣∣sin
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)∣∣∣∣ dz

для любых η, t. Обозначим величину

16δ8
( m∑

k=1

|ak| |hk|
)2

e
4δ2

m∑
k=1

|ak|

ε2

через T0. Тогда для любых t > T0, k = 1,m из того, что∣∣∣∣hkz√
t

∣∣∣∣ � ε

4δ3e
2δ2

m∑
k=1

|ak|

|hk|
m∑

k=1

|ak| |hk|
,

следует∣∣∣∣sin
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)∣∣∣∣ �
∣∣∣∣z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

∣∣∣∣ � ε

4δe
2δ2

m∑
k=1

|ak|
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(поскольку 0 � z � δ). Тем самым

∣∣∣∣
δ∫

0

A2(η, t; z) dz

∣∣∣∣ � ε

4

при t > T0 для любого η ∈ (−∞,+∞). Осталось оценить

δ∫
0

A1(η, t; z) dz.

Его модуль не превосходит

δ∫
0

e−pz2
∣∣∣∣e2z2

m∑
k=1

ak sin2 hkz

2
√

t cos
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
− 1

∣∣∣∣ dz.

Представим разность, стоящую под модулем в подынтегральной
функции, в виде

e
2z2

m∑
k=1

ak sin2 hkz

2
√

t cos
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
−

− cos
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
+ cos

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
− 1 =

= cos
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)(
e
2z2

m∑
k=1

ak sin2 hkz

2
√

t − 1
)

+

+ cos
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
− 1.

Выберем T1 настолько большим, что∣∣∣∣e2z2
m∑

k=1
ak sin2 hkz

2
√

t − 1
∣∣∣∣ � ε

8δ

для любых t > T1, z ∈ [0, δ]. Это возможно, поскольку существует такое
положительное δ1, что ex ∈ (

1 − ε
8δ , 1 + ε

8δ

)
для любого x ∈ (−δ1, δ1).

Поэтому в качестве T1 можно, например, взять

δ4
m∑

k=1

|ak|h2
k

2δ1
.
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Далее, существует такое δ2 ∈ (0,+∞), что cos x ∈ (
1 − ε

8δ , 1 + ε
8δ

)
для любого x ∈ (−δ2, δ2). Положим

T2
def=

δ6
( m∑

k=1

|ak| |hk|
)2

δ2
2

.

Тогда для любых t > T2, z ∈ [0, δ]∣∣∣∣z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

∣∣∣∣ � z2
m∑

k=1

|ak| |hkz|√
T2

� δ3

√
T2

m∑
k=1

|ak| |hk| = δ2,

следовательно, ∣∣∣∣cos
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
− 1

∣∣∣∣ <
ε

8δ

для любых t > T2, z ∈ [0, δ]. Значит, для любых t > max{T0, T1, T2},
η ∈ (−∞,+∞) из того, что

∣∣∣∣
δ∫

0

A1(η, t; z) dz

∣∣∣∣ <
ε

4
,

следует |I1,δ| < ε
2 .

ЛЕММА 6. Существует такое M > 0, зависящее только от a, h, что
для любого t > 1 и для любого η ∈ R

1 \ {0}
∣∣∣∣

∞∫
0

e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
cos

(
2zη − z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
dz

∣∣∣∣ � M

η2
.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Представим оцениваемый интеграл в виде суммы

∞∫
0

e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
cos 2zη cos

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
dz +

+

∞∫
0

e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
sin 2zη sin

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
dz (6)

и рассмотрим первое (для определенности) из этих слагаемых.
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Обозначим

e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
cos

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)

через g(z) (считая t параметром) и проинтегрируем

∞∫
0

g(z) cos 2ηz dz

по частям. Получим

g(z)
sin 2ηz

2η

∣∣∣∣z=+∞

z=0

− 1
2η

∞∫
0

g′(z) sin 2ηz dz = − 1
2η

∞∫
0

g′(z) sin 2ηz dz,

поскольку g(+∞) = 0, так как

1 +
m∑

k=1

ak cos
hkz√

t
� C > 0.

Проинтегрировав по частям еще раз, получим

g′(z)
cos 2ηz

4η2

∣∣∣∣z=+∞

z=0

− 1
4η2

∞∫
0

g′′(z) cos 2ηz dz.

Имеем

g′(z) = e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)[
−2z

(
1 +

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
+

+
z2

√
t

m∑
k=1

akhk sin
hkz√

t

]
cos

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
−

− e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
sin

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)
×

×
(

2z

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t
+

z2

√
t

m∑
k=1

akhk cos
hkz√

t

)
=

= −e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)[
z2

√
t
sin

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

) m∑
k=1

akhk cos
hkz√

t
−
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− z2

√
t
cos

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

) m∑
k=1

akhk sin
hkz√

t
+

+ 2z cos
(

z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

) m∑
k=1

ak cos
hkz√

t
+

+ 2z sin
(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

) m∑
k=1

ak sin
hkz√

t
+2z cos

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)]
=

= e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)[
z2

√
t

m∑
k=1

akhk sin
(

hkz√
t
− z2

m∑
l=1

al sin
hlz√

t

)
+

+ 2z

m∑
k=1

ak cos
(

hkz√
t
− z2

m∑
l=1

al sin
hlz√

t

)
− 2z cos

(
z2

m∑
k=1

ak sin
hkz√

t

)]
.

Таким образом, g′(0) = g′(+∞) = 0, следовательно,

∞∫
0

g(z) cos 2ηz dz = − 1
4η2

∞∫
0

g′′(z) cos 2ηz dz.

Очевидно, существует такой полином (конечной степени) P (z), по-
ложительные коэффициенты которого зависят только от a, h, что для
любого t � 1 на [0,+∞) выполняется неравенство

|g′′(z)| � e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
P (z).

Значит, ∣∣∣∣
∞∫
0

g(z) cos 2ηz dz

∣∣∣∣ � 1
4η2

∞∫
0

e−Cz2
P (z) dz

для любого t > 1 и для любого η ∈ R
1 \ {0}. Тем самым для первого

слагаемого суммы (6) требуемая оценка выполнена. Таким же образом
оценивается и второе слагаемое.

Перейдем теперь непосредственно к завершению доказательства те-
оремы. Разобьем (5) на сумму

2
π

( −R∫
−∞

+

R∫
−R

+

+∞∫
R

)
def=

2
π

[I3,R(t) + I4,R(t) + I5,R(t)],
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где R—положительный параметр. В силу леммы 6 (без ограничения
общности считаем, что t > 1) и ограниченности функции u0

|I5,R(t)| � sup
R1

|u0(x)|
+∞∫
R

(
M

η2
+

√
π√
4p

e−
η2

p

)
dη.

Последний интеграл сходится, поэтому для любого наперед заданного
положительного ε найдется такое R0 ∈ (1,+∞), что

|I5,R0(t)| � πε

6
для любого t ∈ (1,+∞). При этом, очевидно, I3,R0 удовлетворяет той
же оценке.

Зафиксируем это R0 и рассмотрим I4,R0(t). Его абсолютная величи-
на не превосходит

sup
R1

|u0(x)|
+R0∫

−R0

∣∣∣∣
∞∫
0

[
e
−z2

(
1+

m∑
k=1

ak cos
hkz√

t

)
×

× cos
(

2zη − z2
m∑

k=1

ak sin
hkz√

t

)
− e−pz2

cos 2zη

]
dz

∣∣∣∣ dη.

В силу леммы 5 найдется такое T ∗ > 1, что для любого t > T ∗ для
любого вещественного η модуль внутреннего интеграла в последнем
выражении не превосходит

πε

12R0 sup
R1

|u0(x)| .

Отсюда вытекает, что для любого t > T ∗ модуль выражения (5) не
превосходит ε. Поскольку положительное ε выбиралось произвольно,
это означает, что lim

t→∞[u(x0, t) − v(x0, pt)] = 0. В силу произвольности

выбора вещественного x0 теорема 2 доказана.

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть x, l ∈ (−∞,+∞). Тогда

lim
t→∞u(x, t) = l

в том и только в том случае, если

lim
R→∞

1
2R

R∫
−R

u0(x) dx = l.
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Для доказательства отметим лишь, что утверждение следствия есть
классическая теорема о поточечной стабилизации (см. [24]), т. е. для
функции v(x, t) оно выполнено; далее остается непосредственно при-
менить теорему 2.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Отметим, что, хотя теорема 2 и следствие 1 справед-
ливы при одних и тех же условиях, утверждение теоремы (как утвер-
ждение о близости решений) является более сильным в следующем
смысле: в отличие от утверждения следствия (т. е. теоремы о стаби-
лизации) оно дает информацию о поведении решения также и в том
случае, когда (необходимое и достаточное) условие стабилизации не
выполнено.

§ 4. СЛУЧАЙ НЕСКОЛЬКИХ
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Пусть n,m1, . . . ,mn ∈ N, ai, bi ∈ R
mi , где ai = (ai1, . . . , aimi

),
bi = (bi1, . . . , bimi

), i = 1, n. В области {x ∈ R
n | t > 0} рассмотрим

уравнение

∂u

∂t
= L(n)u

def=

def= ∆u +
n∑

i=1

mi∑
j=1

aij
∂2u

∂x2
i

(x1, . . . , xi−1, xi + bij , xi+1, . . . , xn, t) (7)

и начальное условие (2) с некоторой u0, непрерывной и ограничен-
ной в R

n.
Как и в разделе 1 (см. также [3, § 8]), наложим условие положи-

тельной определенности на символ оператора −L(n):

−Re L(n)(ξ) = |ξ|2 +
n∑

i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi � C|ξ|2

для любого ξ ∈ R
n с некоторым положительным C.

Оператор −L(n), обладающий указанным свойством, будем, как и
в одномерном случае, называть сильно эллиптическим во всем про-
странстве.

Отметим, что, как и в одномерном случае (ср. также [3, Ex. 8.1]),
условие сильной эллиптичности не накладывает ограничений на вели-
чины коэффициентов уравнения.
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Отметим также, что, как и в случае ограниченной области (см.
[3, § 9]), сильная эллиптичность дифференциального и дифференци-
ально-разностного операторов различаются существенным образом, по-
этому влияние разностных членов имеет принципиальное значение.

Определим в R
n × (0,∞) функцию

E(n)(x, t) def=
1
2n

∫
Rn

e
−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× cos
(

xξ − t

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij sin bijξi

)
dξ. (8)

Показатель последней экспоненты можно представить в виде

−t

n∑
i=1

ξ2
i

(
1 +

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
,

что при (ξ, t) ∈ R
n × (0,∞) не превосходит

−t
n∑

i=1

Ciξ
2
i

с некоторыми положительными C1, . . . , Cn. Действительно, возьмем
произвольное i ∈ 1, n и применим условие сильной эллиптичности,
взятое при ξ1 = . . . = ξi−1 = ξi+1 = . . . = ξn = 0. Получим, что

ξ2
i + ξ2

i

mi∑
j=1

aij cos bijξi � Cξ2
i

для любого вещественного ξi. Значит,

1 +
mi∑
j=1

aij cos bijξi � C

для любого ξi �= 0. Покажем, что последнее неравенство выполняется
(хотя, возможно, с другой положительной константой) и при ξ = 0,
т. е. что

1 +
mi∑
j=1

aij > 0.
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Для этого предположим, напротив, что

1 +
mi∑
j=1

aij � 0.

Тогда для любого ξi �= 0

C � 1 +
mi∑
j=1

aij −
mi∑
j=1

aij +
mi∑
j=1

aij cos bijξi =

= 1 +
mi∑
j=1

aij +
mi∑
j=1

aij(cos bijξi − 1) = 1 +
mi∑
j=1

aij − 2
mi∑
j=1

aij sin2 bijξi

2
=

= 1 +
mi∑
j=1

aij − 1
2

mi∑
j=1

aijb
2
ijξ

2
i

(
sin bijξi

2
bijξi

2

)2

�−ξ2
i

2

mi∑
j=1

aijb
2
ij

(
sin bijξi

2
bijξi

2

)2

.

Выбирая теперь положительное ξi достаточно малым, приходим к про-
тиворечию с положительностью константы C.

Поэтому для любого [t0, T ] ⊂ (0,+∞) интеграл (8) сходится абсо-
лютно и равномерно относительно (x, t) ∈ R

n × [t0, T ], т. е. E(n)(x, t)
определена корректно.

Продифференцируем (формально) E(n) под знаком интеграла по пе-
ременной t:

2n ∂E(n)

∂t
=
∫

Rn

e
−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× sin
(

xξ − t

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij sin bijξi

) n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij sin bijξi dξ −

−
∫

Rn

(
|ξ|2 +

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
e
−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× cos
(

xξ − t
n∑

i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij sin bijξi

)
dξ =

=
n∑

i=1

mi∑
j=1

aij

∫
Rn

e
−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× ξ2
i

[
sin bijξi sin

(
xξ − t

n∑
k=1

ξ2
k

mk∑
l=1

akl sin bklξk

)
−
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− cos bijξi cos
(

xξ − t

n∑
k=1

ξ2
k

mk∑
l=1

akl sin bklξk

)]
dξ −

−
∫

Rn

|ξ|2e
−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× cos
(

xξ − t

n∑
k=1

ξ2
k

mk∑
l=1

akl sin bklξk

)
dξ =

= −
∫

Rn

|ξ|2e
−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× cos
(

xξ − t
n∑

k=1

ξ2
k

mk∑
l=1

akl sin bklξk

)
dξ −

−
n∑

i=1

mi∑
j=1

aij

∫
Rn

ξ2
i e

−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× cos
(

xξ + bijξi − t

n∑
k=1

ξ2
k

mk∑
l=1

akl sin bklξk

)
dξ.

Далее, формальное дифференцирование E(n) под знаком интеграла по
переменной xi дает

2n ∂2E(n)

∂x2
i

= −
∫

Rn

ξ2
i e

−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× cos
(

xξ − t

n∑
k=1

ξ2
k

mk∑
l=1

akl sin bklξk

)
dξ,

2n ∂2E(n)

∂x2
i

(x1, . . . , xi−1, xi + bij , xi+1, . . . , xn, t) =

= −
∫

Rn

ξ2
i e

−t
(
|ξ|2+

n∑
i=1

ξ2
i

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× cos
(

xξ + bijξi − t

n∑
k=1

ξ2
k

mk∑
l=1

akl sin bklξk

)
dξ.

Каждый из этих интегралов сходится абсолютно и равномерно по
(x, t) ∈ R

n × [t0, T ] при любом [t0, T ] ⊂ (0,+∞), поэтому E(n)(x, t)
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удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению (7) в R
n × (0,+∞).

Теперь докажем следующее утверждение.
ЛЕММА 7. Пусть x ∈ R

n, t > 0. Тогда∫
Rn

u0(x − ξ)E(n)(ξ, t) dξ (9)

абсолютно сходится.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу абсолютной сходимости интеграла (8) к
нему применима теорема Фубини, т. е. E(n)(x, t) можно представить
в виде

1
2n

+∞∫
−∞

. . .

+∞∫
−∞︸ ︷︷ ︸

n раз

n∏
i=1

e
−tξ2

i

(
1+

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
×

× cos
n∑

i=1

(
xiξi − tξ2

i

mi∑
j=1

aij sin bijξi

)
dξ1 . . . dξn.

Подынтегральную функцию последнего интеграла можно разбить на
конечное число слагаемых вида

n∏
i=1

e
−tξ2

i

(
1+

mi∑
j=1

aij cos bijξi

)
gi

(
xiξi − tξ2

i

mi∑
j=1

aij sin bijξi

)
,

где gi(τ) = cos τ либо gi(τ) = sin τ . Значит, последний интеграл пред-
ставляет собой конечную сумму слагаемых вида

n∏
i=1

+∞∫
−∞

e
−tτ2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos bijτ
)
gi

(
xiτ − tτ2

mi∑
j=1

aij sin bijτ

)
dτ.

При этом только одно из этих слагаемых, а именно

n∏
i=1

+∞∫
−∞

e
−tτ2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos bijτ
)

cos
(

xiτ − tτ2
mi∑
j=1

aij sin bijτ

)
dτ =

= 2n
n∏

i=1

∞∫
0

e
−tτ2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos bijτ
)

cos
(

xiτ − tτ2
mi∑
j=1

aij sin bijτ

)
dτ,
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не содержит под интегралом ни одного синуса, а значит, отлично от
нуля; все остальные слагаемые обращаются в нуль, так как каждое
из них содержит хотя бы один нулевой сомножитель— интеграл (от
нечетной функции) вида

+∞∫
−∞

e
−tτ2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos bijτ
)

sin
(

xiτ − tτ2
mi∑
j=1

aij sin bijτ

)
dτ.

Таким образом,

E(n)(x, t) =
n∏

i=1

∞∫
0

e
−tτ2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos bijτ
)

cos
(

xiτ −tτ2
mi∑
j=1

aij sin bijτ

)
dτ.

Каждый сомножитель последнего произведения есть функция
Eai,bi

(xi, t) = E(xi, t) вида (1). Зафиксируем произвольное положитель-
ное t. Тогда для любого i = 1, n функция E(xi, t) ограничена на R

1.
Кроме того, в силу леммы 1 функция x2

i E(xi, t) ограничена на R
1. По-

этому функция (1+x2
i )E(xi, t) также ограничена на R

1, т. е. существу-
ет такое положительное M , что из неравенства |E(xi, t)| � M

1+x2
i
на R

1

(i = 1, n) следует неравенство

|E(n)(x, t)| � (2M)n

n∏
i=1

(1 + x2
i )

на R
n.

Пусть теперь Ω—произвольная (сколь угодно большая) область
в R

n. Существует такое положительное A0, что

Ω ⊂ Q(A0)
def= {|xi| < A0 | i = 1, n}.

Тогда∫
Q(A0)

|u0(x − ξ)E(n)(ξ, t)| dξ � (2M)n sup |u0|
∫

Q(A0)

dξ
n∏

i=1

(1 + ξ2
i )

=

= (2M)n sup |u0|
( A0∫
−A0

dη

1 + η2

)n

=

= (4M arctg A0)n sup |u0| � (2πM)n sup |u0|.
Значит, интеграл (9) абсолютно сходится и удовлетворяет той же оцен-
ке.
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Таким образом, в R
n × (0,+∞) определена функция

u(x, t) def=
1
πn

∫
Rn

E(n)(x − ξ, t)u0(ξ) dξ. (10)

Представляя ∂2E(n)

∂x2
i
, аналогично E(n) в лемме 7, в виде произведения

∂2Eai,bi

∂x2
i

n∏
k=1
k �=i

Eak,bk
(xk, t),

из леммы 2 и того факта, что E(n) удовлетворяет уравнению (7), получа-
ем, что функцию (10) можно дифференцировать под знаком интеграла.
Отсюда вытекает следующая теорема.

ТЕОРЕМА 3. Пусть оператор −L(n) сильно эллиптичен в R
n. Тогда

функция (10) удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению (7)
в полупространстве R

n × (0,+∞).
Отметим, что, согласно, например, [21], функция (10) является ре-

шением задачи (7), (2) в смысле обобщенных функций.
Чтобы установить единственность найденного решения, исследуем,

согласно [21], вещественную часть символа эллиптического операто-
ра L(n), содержащегося в уравнении (7). Указанный символ

P(z1, . . . , zn) def= P(z) def= P(σ + iτ) def= P(σ1 + iτ1, . . . , σn + iτn)

равен

−
n∑

k=1

z2
k

(
1 +

mk∑
j=1

akje
−ibkjzk

)
=

=
n∑

k=1

(τ2
k − σ2

k − 2iσkτk)
(

1 +
mk∑
j=1

akje
−ibkjzk

)
=

=
n∑

k=1

(τ2
k − σ2

k − 2iσkτk)
(

1 +
mk∑
j=1

akje
bkjτk−ibkjσk

)
=

=
n∑

k=1

(τ2
k − σ2

k − 2iσkτk) ×

×
(

1 +
mk∑
j=1

akje
bkjτk cos bkjσk − i

mk∑
j=1

akje
bkjτk sin bkjσk

)
.
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Таким образом,

ReP(z) =
n∑

k=1

[
(τ2

k − σ2
k)
(

1 +
mk∑
j=1

akje
bkjτk cos bkjσk

)
−

− 2σkτk

mk∑
j=1

akje
bkjτk sin bkjσk

]
=

= |τ |2 − |σ|2 +
n∑

k=1

[
(τ2

k − σ2
k)

mk∑
j=1

akje
bkjτk cos bkjσk −

− 2σkτk

mk∑
j=1

akje
bkjτk sin bkjσk

]
.

Теперь оценим функцию Q(z, t0, t)
def= e(t−t0)P(z):

|Q(z, t0, t)| � e(t−t0)[C1(1+|σ|4)+C2eC3|τ|].

Из последней оценки вытекает (см. [21, гл. 2, добавление 1]), что задача
(7), (2) имеет не более одного решения в смысле обобщенных функций.

Отметим, что, как и в одномерном случае, единственность имеет
место и для более широких классов начальных функций (см. замеча-
ние 2); однако по тем же, что и в одномерном случае, причинам мы
ограничиваемся рассмотрением непрерывных и ограниченных началь-
ных функций. Аналогично тому, как это сделано в лемме 4, мы можем
вычислить интеграл от E(n) по всему R

n; он равен πn.

§ 5. СТАБИЛИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕ

В этом разделе мы изучим поведение u(x, t) при t → ∞ в случае
нескольких пространственных переменных. Для этого наряду с урав-
нением (7) рассмотрим уравнение

∂u

∂t
=

n∑
i=1

pi
∂2u

∂x2
i

, (11)

где pi = 1 +
mi∑
j=1

aij , i = 1, n (отметим, что, как показано выше, все

определенные таким образом константы pi положительны).
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Обозначим классическое ограниченное решение задачи (11), (2) че-
рез v(x, t).

Справедливо следующее утверждение.

ТЕОРЕМА 4. lim
t→∞[u(x, t) − v(x, t)] = 0 для любого x ∈ R

n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем произвольное x0
def= (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ R

n.

Сделаем в (10) замену переменных: ηi
def= x0

i−ξi

2
√

t
(i = 1, n). Получим

u(x0, t) =
(

2
√

t

π

)n ∫
Rn

u0(x0 − 2
√

tη)E(n)(2
√

tη, t) dη. (12)

Имеем

t
n
2 E(n)(2

√
tη, t) = t

n
2

n∏
i=1

∞∫
0

e
−tτ2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos bijτ
)
×

× cos
(

2ηiτ
√

t − tτ2
mi∑
j=1

aij sin bijτ

)
dτ =

=
n∏

i=1

∞∫
0

e
−z2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos
bijz√

t

)
cos

(
2zηi − z2

mi∑
j=1

aij sin
bijz√

t

)
dz,

следовательно,

u(x0, t) =
(

2
π

)n ∫
Rn

u0(x0 − 2
√

tη)
n∏

i=1

∞∫
0

e
−z2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos
bijz√

t

)
×

× cos
(

2zηi − z2
mi∑
j=1

aij sin
bijz√

t

)
dz dη,

v(x0, t) =
1

π
n
2

∫
Rn

u0(x0
1 − 2

√
p1tξ1, . . . , x

0
n − 2

√
pntξn)e−|ξ|2 dξ.

Замена переменных
√

piξi = ηi (i = 1, n) приводит последнее выраже-
ние к виду

1

π
n
2

n∏
i=1

√
pi

∫
Rn

u0(x0
1 − 2

√
tη1, . . . , x

0
n − 2

√
tηn)e

−
n∑

i=1

η2
i

pi dηi.
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Таким образом,

u(x0, t) − v(x0, t) =

=
(

2
π

)n ∫
Rn

u0(x0 − 2
√

tη)
[ n∏

i=1

∞∫
0

e
−z2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos
bijz√

t

)
×

× cos
(

2zηi − z2
mi∑
j=1

aij sin
bijz√

t

)
dz −

n∏
i=1

√
π

2
√

pi
e
− η2

i
pi

]
dη =

=
(

2
π

)n ( ∫
Q(A)

+
∫

Rn\Q(A)

)
def=
(

2
π

)n

(J1 + J2), (13)

где A—положительный параметр, Q(A), как и выше, — куб {|xi| < A |
i = 1, n}.

Пусть ε > 0. В силу леммы 6 для любого i = 1, n существует такое
положительное Mi, что для любого ηi � 1 и для любого t > 1

∣∣∣∣
∞∫
0

e
−z2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos
bijz√

t

)
cos

(
2zηi − z2

mi∑
j=1

aij sin
bijz√

t

)
dz

∣∣∣∣ �

� Mi

η2
i

� 2Mi

1 + η2
i

.

Кроме того, при ηi ∈ [0, 1] левая часть последнего неравенства не пре-
восходит

∞∫
0

e−Cz2
dz

def=
√

π

2
√

C
�

√
π√

C(1 + η2
i )

,

следовательно, для любого вещественного ηi

∣∣∣∣
∞∫
0

e
−z2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos
bijz√

t

)
cos

(
2zηi − z2

mi∑
j=1

aij sin
bijz√

t

)
dz

∣∣∣∣ � M∗
i

1 + η2
i

,

где M∗
i = max

(
2Mi,

√
π
C

)
.

Таким образом, модуль подынтегрального выражения в (13) не пре-
восходит

sup |u0|
[ n∏

i=1

M∗
i

1 + η2
i

+
(π

4

)n
2

n∏
i=1

1√
pi

e
− η2

i
pi

]
.
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Значит, интеграл (13) сходится абсолютно и равномерно относительно
t ∈ (1,+∞), следовательно, существует такое положительное A, что
|J2| < επn

2n+1 для любого t > 1. Зафиксируем это A и рассмотрим J1 при
t > 1.

В силу леммы 5 для любого i = 1, n

∞∫
0

e
−z2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos
bijz√

t

)
×

× cos
(

2zηi − z2
mi∑
j=1

aij sin
bijz√

t

)
dz

t→∞−−−→
√

π

4pi
e
− η2

i
pi

равномерно относительно ηi ∈ (−∞,+∞).
Поскольку, как только что доказано, каждый из внутренних (од-

номерных) интегралов выражения (13) ограничен (например, констан-
той M∗

i ), то отсюда вытекает, что

n∏
i=1

∞∫
0

e
−z2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos
bijz√

t

)
×

× cos
(

2zηi − z2
mi∑
j=1

aij sin
bijz√

t

)
dz

t→∞−−−→
n∏

i=1

√
π

4pi
e
− η2

i
pi

равномерно относительно η ∈ R
n. Значит, существует такое положи-

тельное T , что для любого t ∈ (T,+∞)

∣∣∣∣ n∏
i=1

∞∫
0

e
−z2

(
1+

mi∑
j=1

aij cos
bijz√

t

)
cos

(
2zηi − z2

mi∑
j=1

aij sin
bijz√

t

)
dz −

−
n∏

i=1

√
π

4pi
e
− η2

i
pi

∣∣∣∣ � επn

22n+1An sup |u0| ,

т. е. |J1| � επn

2n+1 , следовательно, |u(x0, t) − v(x0, t)| < ε.
В силу произвольности выбора положительного ε

lim
t→∞[u(x0, t) − v(x0, t)] = 0.

Поскольку x0 из R
n выбиралось произвольно, теорема 4 доказана.

Отсюда, как и в § 3, вытекает следствие.
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СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть x ∈ R
n, l ∈ (−∞,+∞). Тогда

lim
t→∞u(x, t) = l

в том и только в том случае, если

lim
R→∞

1
Rn

∫
BR(p1,...,pn)

u0(x) dx =
2π

n
2

n∏
i=1

√
pi

nΓ(n
2 )

l,

где

BR(p1, . . . , pn) =
{

x ∈ R
n
∣∣∣ x2

1

p1
+ . . . +

x2
n

pn
< R

}
.

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Теорема 4 верна и для случая n = 1, т. е. кроме тео-
ремы 1 имеет место и асимптотическая близость решений уравнения (1)
и уравнения ∂u

∂t = p∂2u
∂x2 , однако это не дает новой информации о ста-

билизации решения: необходимое и достаточное условие стабилизации
решения задачи (1), (2), вытекающее из такой теоремы о близости,
в точности совпадает с утверждением следствия 1.

§ 6. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ
НЕОДНОРОДНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА

В данном разделе мы распространим исследование на случай, когда
правая часть уравнения (7) содержит и младшие (нелокальные) члены.
Мы будем подробно останавливаться лишь на тех моментах, которые
существенно отличаются от модельного случая однородного эллипти-
ческого оператора, подробно рассмотренного в § 4, 5. Итак, вместо (7)
рассматривается следующее уравнение:

∂u

∂t
= ∆u +

n∑
i=1

m2,i∑
j=1

aij
∂2u

∂x2
i

(
x + h

(2)
ij ei, t

)
+

+
n∑

i=1

m1,i∑
j=1

bij
∂u

∂xi

(
x + h

(1)
ij ei, t

)
+

n∑
i=1

m0,i∑
j=1

ciju
(
x + h

(0)
ij ei, t

)
. (14)

Здесь ei обозначает i-й координатный вектор в пространстве R
n,

mk,i ∈ N при i = 1, n, k = 0, 2, коэффициенты aij , bij , cij , h
(k)
ij предпо-

лагаются вещественными при i = 1, n, k = 0, 2, j = 1,mk.
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Вместо (8) определим фундаментальное решение следующим об-
разом:

E(n)(x, t) def=
1
2n

∫
Rn

e−t[|ξ|2+G1(ξ)] cos[xξ − tG2(ξ)] dξ, (8′)

где

G1(ξ) =
n∑

i=1

ξ2
i

m2,i∑
j=1

aij cos h
(2)
ij ξi +

+
n∑

i=1

ξi

m1,i∑
j=1

bij sinh
(1)
ij ξi −

n∑
i=1

m0,i∑
j=1

cij cos h
(0)
ij ξi,

G2(ξ) =
n∑

i=1

ξ2
i

m2,i∑
j=1

aij sin h
(2)
ij ξi −

−
n∑

i=1

ξi

m1,i∑
j=1

bij cos h
(1)
ij ξi −

n∑
i=1

m0,i∑
j=1

cij sinh
(0)
ij ξi.

Справедливо следующее утверждение.
ТЕОРЕМА 5. Пусть оператор −L(n) сильно эллиптичен в R

n. Тогда
функция (10) с E(n), заданной формулой (8′), удовлетворяет (в класси-
ческом смысле) уравнению (14) в R

n × (0,+∞) и является единствен-
ным решением (в смысле обобщенных функций) задачи (14), (2).

Для доказательства мы прежде всего подставляем функцию (8′)
в уравнение (14):

2n ∂En

∂t
= −

∫
Rn

[ |ξ|2 + G1(ξ)]e−t[|ξ|2+G1(ξ)] cos[xξ − tG2(ξ)] dξ +

+
∫

Rn

G2(ξ)e−t[|ξ|2+G1(ξ)] sin[xξ − tG2(ξ)] dξ =

=
∫

Rn

e−t[|ξ|2+G1(ξ)]
(
G2(ξ) sin[xξ − tG2(ξ)] −

− G1(ξ) cos[xξ − tG2(ξ)] − |ξ|2 cos[xξ − tG2(ξ)]
)
dξ.

Далее,

sin h
(2)
ij ξi sin[xξ − tG2(ξ)] − cos h

(2)
ij ξi cos[xξ − tG2(ξ)] =

= − cos[xξ + h
(2)
ij ξ − tG2(ξ)],
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− cos h
(1)
ij ξi sin[xξ − tG2(ξ)] − sin h

(1)
ij ξi cos[xξ − tG2(ξ)] =

= − sin[xξ + h
(1)
ij ξ − tG2(ξ)],

− sin h
(0)
ij ξi sin[xξ − tG2(ξ)] + cos h

(0)
ij ξi cos[xξ − tG2(ξ)] =

= cos[xξ + h
(0)
ij ξ − tG2(ξ)],

поэтому

2n ∂En

∂t
=
∫

Rn

e−t[|ξ|2+G1(ξ)]

(
−|ξ|2 cos[xξ − tG2(ξ)] −

−
n∑

i=1

ξ2
i

m2,i∑
j=1

aij cos[xξ + h
(2)
ij ξ − tG2(ξ)] −

−
n∑

i=1

ξi

m1,i∑
j=1

bij sin[xξ + h
(1)
ij ξ − tG2(ξ)] +

+
n∑

i=1

m0,i∑
j=1

cij cos[xξ + h
(0)
ij ξ − tG2(ξ)]

)
dξ =

= −
n∑

i=1

m2,i∑
j=1

aij

∫
Rn

ξ2
i e−t[|ξ|2+G1(ξ)] cos[(x + h

(2)
ij ei)ξ − tG2(ξ)] dξ −

−
n∑

i=1

m1,i∑
j=1

bij

∫
Rn

ξie
−t[|ξ|2+G1(ξ)] sin[(x + h

(1)
ij ei)ξ − tG2(ξ)] dξ +

+
n∑

i=1

m0,i∑
j=1

cij

∫
Rn

e−t[|ξ|2+G1(ξ)] cos[(x + h
(0)
ij ei)ξ − tG2(ξ)] dξ −

−
∫

Rn

|ξ|2e−t[|ξ|2+G1(ξ)] cos[xξ − tG2(ξ)] dξ,

2n ∂En

∂xi
= −

∫
Rn

ξie
−t[|ξ|2+G1(ξ)] sin[xξ − tG2(ξ)] dξ,

2n ∂2En

∂x2
i

= −
∫

Rn

ξ2
i e−t[|ξ|2+G1(ξ)] cos[xξ − tG2(ξ)] dξ.

Таким образом, функция E(n)(x, t) удовлетворяет уравнению (14)
в R

n × (0,+∞).
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Теперь представим G1(ξ) в виде

n∑
i=1

(
ξ2
i

m2,i∑
j=1

aij cos h
(2)
ij ξi + ξi

m1,i∑
j=1

bij sin h
(1)
ij ξi −

m0,i∑
j=1

cij cos h
(0)
ij ξi

)
def=

def=
n∑

i=1

G1,i(ξi),

а G2(ξ)—в виде

n∑
i=1

(
ξ2
i

m2,i∑
j=1

aij sinh
(2)
ij ξi − ξi

m1,i∑
j=1

bij cos h
(1)
ij ξi −

m0,i∑
j=1

cij sin h
(0)
ij ξi

)
def=

def=
n∑

i=1

G2,i(ξi).

Тогда функция (8′) принимает вид

1
2n

+∞∫
−∞

. . .

+∞∫
−∞︸ ︷︷ ︸

n раз

n∏
i=1

e−t[ξ2
i +G1,i(ξi)] cos

n∑
i=1

[xiξi − tG2,i(ξi)] dξ1 . . . dξn.

Учитывая, что функция G1,i четная, а функция G2,i нечетная при лю-
бом i = 1, n, последнее выражение сводим (аналогично доказательству
леммы 7) к следующему виду:

n∏
i=1

∞∫
0

e−t[τ2+G1,i(τ)] cos[xiτ − tG2,i(τ)] dτ. (15)

Значит, для доказательства разрешимости остается (см. доказательство
леммы 7) доказать аналоги лемм 1, 2 для случая, когда функция (одной
пространственной переменной) E(x, t) имеет вид

∞∫
0

e−t[τ2+G1(τ)] cos[xτ − tG2(τ)] dτ,

где в качестве G1, G2 взяты соответственно G1,i, G2,i с произвольным
i = 1, n. Для этого, так же, как и в лемме 1, при фиксированном
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положительном t рассмотрим

∞∫
0

e−t[τ2+G1(τ)] cos[tG2(τ)] cos xτ dτ =

=
sinxτ

x
e−t[τ2+G1(τ)] cos[tG2(τ)]

∣∣∣∣τ=∞

τ=0

−

− 1
x

∞∫
0

sin xτ
(
e−t[τ2+G1(τ)] cos[tG2(τ)]

)′
dτ =

= − 1
x

∞∫
0

sin xτ
(
e−t[τ2+G1(τ)] cos[tG2(τ)]

)′
dτ

(в нуле обращается в нуль первый сомножитель внеинтегрального чле-
на, в бесконечности— второй). Имеем(

e−t[τ2+G1(τ)] cos[tG2(τ)]
)′ =

= −e−t[τ2+G1(τ)]
(
[2τ + G′

1(τ)] cos[tG2(τ)] + tG′
2(τ) sin[tG2(τ)]

)
.

Очевидно, G′
1(0) = G2(0) = 0, значит, при повторном интегрировании

по частям внеинтегральный член снова обращается в нуль, т. е. имеем

− 1
x2

∞∫
0

cos xτ
(
e−t[τ2+G1(τ)] cos[tG2(τ)]

)′′
dτ.

Последний интеграл есть ограниченная функция переменной x, поэто-
му лемма 1 для данного случая верна. Точно так же доказывается огра-
ниченность функций x2 ∂E

∂x , x2 ∂2E
∂x2 при любом положительном t.

Далее, в точности повторяя рассуждения, доказывающие теорему 3,
доказываем разрешимость.

Для доказательства единственности рассмотрим, как и выше, сим-
вол соответствующего эллиптического оператора:

P(z) = −|z|2 −
n∑

k=1

z2
k

m2,k∑
j=1

akje
−ih

(2)
kj zk −

− i

n∑
k=1

zk

m1,k∑
j=1

bkje
−ih

(1)
kj zk +

n∑
k=1

m0,k∑
j=1

ckje
−ih

(0)
kj zk =
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=
n∑

k=1

(τ2
k − σ2

k − 2iσkτk)
(

1 +
m2,k∑
j=1

akje
h
(2)
kj τk cos h

(2)
kj σk −

− i

m2,k∑
j=1

akje
h
(2)
kj τk sin h

(2)
kj σk

)
+

+
n∑

k=1

(τk − iσk)
(m1,k∑

j=1

bkje
h
(1)
kj τk cos h

(1)
kj σk − i

m1,k∑
j=1

bkje
h
(1)
kj τk sinh

(1)
kj σk

)
+

+
n∑

k=1

m0,k∑
j=1

ckje
h
(0)
kj τk cos h

(0)
kj σk − i

n∑
k=1

m0,k∑
j=1

ckje
h
(0)
kj τk sin h

(0)
kj σk.

Значит,

ReP(z) =
n∑

k=1

[
(τ2

k − σ2
k)
(

1 +
m2,k∑
j=1

akje
h
(2)
kj τk cos h

(2)
kj σk

)
−

− 2σkτk

m2,k∑
j=1

akje
h
(2)
kj τk sin h

(2)
kj σk + τk

m1,k∑
j=1

bkje
h
(1)
kj τk cos h

(1)
kj σk −

− σk

m1,k∑
j=1

bkje
h
(1)
kj τk sin h

(1)
kj σk +

m0,k∑
j=1

ckje
h
(0)
kj τk cos h

(0)
kj σk

]
=

= |τ |2 − |σ|2 +
n∑

k=1

[
(τ2

k − σ2
k)

m2,k∑
j=1

akje
h
(2)
kj τk cos h

(2)
kj σk −

− 2σkτk

m2,k∑
j=1

akje
h
(2)
kj τk sin h

(2)
kj σk + τk

m1,k∑
j=1

bkje
h
(1)
kj τk cos h

(1)
kj σk −

− σk

m1,k∑
j=1

bkje
h
(1)
kj τk sin h

(1)
kj σk +

m0,k∑
j=1

ckje
h
(0)
kj τk cos h

(0)
kj σk

]
.

Таким образом, для функции Q(z, t0, t) справедлива та же оценка,
что и в § 4 (вообще говоря, с другими константами). Это и доказывает
единственность построенного решения.

Для исследования асимптотических свойств решения задачи (14),
(2) рассмотрим, наряду с указанной задачей, задачу

∂w

∂t
= ∆w, x ∈ R

n, t > 0; (16)

w|t=0 = w0(x), x ∈ R
n, (17)
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где w0(x) = u0(
√

p1 x1, . . . ,
√

pn xn), т. е. w0(x) зависит от положитель-
ных параметров p1, . . . , pn.

Классическое ограниченное решение последней задачи (которое су-
ществует и единственно в силу непрерывности и ограниченности функ-
ции w0(x)) будем обозначать через w(x, t).

Далее будем, не ограничивая общности, считать, что для любо-
го k = 1, n (конечные) числовые последовательности

{
bkjh

(1)
kj

}m1,k

j=1
и

{ckj}m0,k

j=1 упорядочены по неубыванию. Для каждого k = 1, n обозна-
чим min

bkjh
(1)
kj >0

j через m̃1,k, min
ckj>0

j —через m̃0,k; для тех k, при которых

bkjh
(1)
kj � 0 (ckj � 0) для всех j = 1,m1,k (j = 1,m0,k), в качестве

m̃i,k возьмем mi,k + 1, i = 0, 1. Теперь обозначим положительную по-
стоянную

1 +
m2,k∑
j=1

akj +
∑

j�m̃1,k

bkjh
(1)
kj

через σk, k = 1, n, и, наряду с оператором L(n), стоящим в правой ча-
сти уравнения (14), рассмотрим оператор L, действующий следующим
образом:

Lu
def= ∆u +

n∑
k=1

[ ∑
j<m̃0,k

ckj

σk
u
(
x + h

(0)
kj ek, t

)−
−

∑
j<m̃1,k

2|bkj |
σk

u
(
x +

√
|h(1)

kj | ek, t
)]

.

Отметим, что, хотя дифференциально-разностный оператор L содер-
жит лишь младшие нелокальные члены, он зависит и от коэффициен-
тов при старших нелокальных членах исходного оператора L(n).

Обозначим

n∑
k=1

1
σk

( ∑
j<m̃0,k

ckj − 2
∑

j<m̃1,k

|bkj |
)

I − L

через R.
Справедливо следующее утверждение.
ТЕОРЕМА 6. Пусть R(ξ) положительно определен. Тогда

lim
t→∞

[
e
−t

n∑
k=1

m0,k∑
j=1

ckj

u(x0, t) − w

(
x0

1 + q1t√
p1

, . . . ,
x0

n + qnt√
pn

, t

)]
= 0
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для любого x0
def= (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ R

n, где

pi = 1 +
m2,i∑
j=1

aij +
m1,i∑
j=1

bijh
(1)
ij +

1
2

m0,i∑
j=1

cij

[
h

(0)
ij

]2
,

qi =
m1,i∑
j=1

bij +
m0,i∑
j=1

cijh
(0)
ij , i = 1, n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего покажем, что в условиях теоремы
p1, . . . , pn положительны. Для этого возьмем произвольное k ∈ 1, n и
в условии положительной определенности R(ξ)

n∑
k=1

1
σk

( ∑
j<m̃0,k

ckj − 2
∑

j<m̃1,k

|bkj |
)

+ |ξ|2 −

−
n∑

k=1

1
σk

( ∑
j<m̃0,k

ckj cos h
(0)
kj ξk − 2

∑
j<m̃1,k

|bkj | cos
√

|h(1)
kj | ξk

)
� C|ξ|2

положим ξ1, . . . , ξk−1, ξk+1, . . . , ξn равными нулю. Получим, что∑
j<m̃0,k

ckj − 2
∑

j<m̃1,k

|bkj | + σkξ2
k +

+ 2
∑

j<m̃1,k

|bkj | cos
√

|h(1)
kj | ξk −

∑
j<m̃0,k

ckj cos h
(0)
kj ξk � Cξ2

k

для любого положительного ξk. Отсюда

Cξ2
k � σkξ2

k − 2
∑

j<m̃1,k

|bkj |
(
1 − cos

√
|h(1)

kj | ξk

)
+

+
∑

j<m̃0,k

ckj

(
1 − cos h

(0)
kj ξk

)
=

= σkξ2
k − 4

∑
j<m̃1,k

|bkj | sin2

√∣∣h(1)
kj

∣∣ ξk

2
+ 2

∑
j<m̃0,k

ckj sin2
h

(0)
kj ξk

2
=

= σkξ2
k − ξ2

k

∑
j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣( sin

√
|h(1)

kj | ξk

2√
|h(1)

kj | ξk

2

)2

+

+
ξ2
k

2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2( sin
h
(0)
kj ξk

2

h
(0)
kj ξk

2

)2

,
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значит,

σk −
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣( sin

√
|h(1)

kj | ξk

2√
|h(1)

kj | ξk

2

)2

+

+
1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2( sin
h
(0)
kj ξk

2

h
(0)
kj ξk

2

)2

� C

для любого положительного ξk. Отсюда

σk −
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣+ 1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2
> 0.

Действительно, предположим, что, напротив,

σk −
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣+ 1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2 � 0;

тогда для любого положительного ξk

C � σk +
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣− ∑
j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣+
+

1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2 − 1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2 −

−
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣( sin

√
|h(1)

kj |ξk

2√
|h(1)

kj | ξk

2

)2

+

+
1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2( sin
h
(0)
kj ξk

2

h
(0)
kj ξk

2

)2

=

= σk −
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣+ 1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2 −

−
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣[( sin

√
|h(1)

kj | ξk

2√
|h(1)

kj | ξk

2

)2

− 1

]
+

+
1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2[( sin
h
(0)
kj ξk

2

h
(0)
kj ξk

2

)2

− 1

]
�
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� 1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2[( sin
h
(0)
kj ξk

2

h
(0)
kj ξk

2

)2

− 1

]
−

−
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣[( sin

√
|h(1)

kj | ξk

2√
|h(1)

kj | ξk

2

)2

− 1

]
.

Однако в силу конечности сумм можно выбрать столь малое ξk > 0,
что последнее выражение не превзойдет C

2 . Полученное противоречие
и доказывает положительность величины

σk −
∑

j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣+ 1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2 =

= 1 +
m2,k∑
j=1

akj +
∑

j�m̃1,k

bkjh
(1)
kj −

∑
j<m̃1,k

|bkj |
∣∣h(1)

kj

∣∣+ 1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2 =

= 1 +
m2,k∑
j=1

akj +
m1,k∑
j=1

bkjh
(1)
kj +

1
2

∑
j<m̃0,k

ckj

[
h

(0)
kj

]2
,

значит, pk тем более положительно.
Теперь зафиксируем произвольное x0 из R

n. Тогда

w

(
x0

1 + q1t√
p1

, . . . ,
x0

n + qnt√
pn

, t

)
=

=
1

(2
√

πt)n

∫
Rn

u0(
√

p1 ξ1, . . . ,
√

pn ξn)e
− 1

4t

n∑
i=1

(
x0

i +qit√
pi

−ξi

)2

dξ =

=
1

(2
√

πt)n
n∏

i=1

√
pi

∫
Rn

u0(η)e
− 1

t

n∑
i=1

(x0
i +qit−ηi)

2

4pi dη =

=
1

π
n
2

n∏
i=1

√
pi

∫
Rn

u0(x0 − 2
√

tξ)e
−

n∑
i=1

(2ξi+qi
√

t)2

4pi dξ =

=
1

2nπ
n
2

n∏
i=1

√
pi

∫
Rn

u0(x0 + tq −√
ty)e

−
n∑

i=1

y2
i

4pi dy,

где q обозначает вектор (q1, . . . , qn).
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Далее, в силу (12) и (15)

u(x0, t) =
(

2
√

t

π

)n ∫
Rn

u0(x0 − 2
√

tη) ×

×
n∏

i=1

∞∫
0

e−t[τ2+G1,i(τ)] cos[2
√

tηiτ − tG2,i(τ)] dτ dη =

=
(√

t

π

)n ∫
Rn

u0(x0 + tq −√
ty) ×

×
n∏

i=1

∞∫
0

e−t[τ2+G1,i(τ)] cos[yiτ
√

t − qiτt − tG2,i(τ)] dτ dy,

следовательно,

e
−t

n∑
k=1

m0,k∑
j=1

ckj

u(x0, t) =
(√

t

π

)n ∫
Rn

u0(x0 + tq −√
ty) ×

×
n∏

i=1

∞∫
0

e
−t[τ2+G1,i(τ)+

m0,i∑
j=1

cij ]

cos[yiτ
√

t − qiτt − tG2,i(τ)] dτ dy =

=
(

1
π

)n ∫
Rn

u0(x0 + tq −√
ty) ×

×
n∏

i=1

∞∫
0

e
−z2−tG1,i

(
z√
t

)
−t

m0,i∑
j=1

cij

cos
[
yiz − qiz

√
t − tG2,i

(
z√
t

)]
dz dy.

Таким образом,

e
−t

n∑
k=1

m0,k∑
j=1

ckj

u(x0, t) − w

(
x0

1 + q1t√
p1

, . . . ,
x0

n + qnt√
pn

, t

)
=

=
(

1
π

)n ∫
Rn

u0(x0 + tq −√
ty)

( n∏
i=1

∞∫
0

e
−z2−tG1,i(

z√
t
)−t

m0,i∑
j=1

cij ×

× cos
[
yiz − qiz

√
t − tG2,i

(
z√
t

)]
dz −

n∏
i=1

√
π

2
√

pi
e
− y2

i
4pi

)
dy. (18)

Справедливы следующие утверждения.
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ЛЕММА 8. В условиях теоремы 6 для любого i = 1, n

∞∫
0

e
−z2−tG1,i

(
z√
t

)
−t

m0,i∑
j=1

cij ×

× cos
[
yz − qiz

√
t − tG2,i

(
z√
t

)]
dz −

√
π

2
√

pi
e
− y2

4pi
t→∞−−−→ 0

равномерно относительно y ∈ (−∞,+∞).
ЛЕММА 9. В условиях теоремы 6 для любого i = 1, n существует

такое Mi, зависящее только от коэффициентов уравнения (14), что

∣∣∣∣
∞∫
0

e
−z2−tG1,i

(
z√
t

)
−t

m0,i∑
j=1

cij

cos
[
yz − qiz

√
t − tG2,i

(
z√
t

)]
dz

∣∣∣∣ <
M

y2

для любого y ∈ R
1 \ {0} и любого t ∈ [1,∞).

Доказательство леммы 9 проводится по той же схеме, что и дока-
зательство леммы 6 (см. также [18, лемма 5]).

Для доказательства леммы 8 показатель ее подынтегральной экс-
поненты представляется в виде

−z2 − z2
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ij z√
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)
=
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h
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t

h
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ij z√

t

h
(1)
ij z√

t
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+
1
2

m0,i∑
j=1

cij

[
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(0)
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]2( sin
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(0)
ij z
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,
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а аргумент ее подынтегрального косинуса— в виде

z

(
y − qi

√
t +

√
t

m1,i∑
j=1

bij cos
h

(1)
ij z√

t

)
−

− z2

m2,i∑
j=1

aij sin
h

(2)
ij z√

t
+ t

m0,i∑
j=1

cij

sin h
(0)
ij z√
t

h
(0)
ij z√

t

h
(0)
ij z√

t
=

= z

(
y − qi

√
t +

√
t

m1,i∑
j=1

bij cos
h

(1)
ij z√

t
+
√

t

m0,i∑
j=1

cijh
(0)
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sin h
(0)
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t

h
(0)
ij z√

t

)
−
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m2,i∑
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aij sin
h

(2)
ij z√

t
.

Дальнейшее доказательство леммы 8 аналогично доказательству лем-
мы 5 (см. также [18, лемма 4]). Теперь мы можем представить (18)
в виде суммы (13) и оценить ее так же, как и при доказательстве тео-
ремы 4 (используя леммы 8, 9 вместо лемм 5, 6 соответственно). Это
и завершает доказательство теоремы 6.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Экспоненциальный вес, возникающий в доказанных
теоремах о близости решений, обусловлен не нелокальностью, а дис-
сипативностью задачи. Указанный вес сохраняется и в классическом
случае: при нулевых сдвигах h

(k)
ij разность, оцениваемая в теореме 6,

обращается в нуль не только в пределе, но и тождественно.
ЗАМЕЧАНИЕ 6. Легко видеть, что функция

ω(x, t) def= w

(
x1 + q1t√

p1
, . . . ,

xn + qnt√
pn

, t

)
является классическим ограниченным решением уравнения

∂u

∂t
=

n∑
i=1

pi
∂2u

∂x2
i

+
n∑

i=1

qi
∂u

∂xi
, (19)

удовлетворяющим начальному условию (2), поэтому в теореме о (ве-
совой) близости решений можно использовать задачу (19), (2) вместо
задачи (16), (17). Отметим в этой связи, что качественно иной по срав-
нению с модельным случаем однородного эллиптического оператора
в правой части уравнения (ср. с теоремой 4) характер поведения ре-
шения, установленный теоремой 6, сохраняется и в случае отсутствия
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нелокальных старших членов (ср. с [18, теорема 2]). Таким образом,
добавление в параболическое дифференциально-разностное уравнение
младших членов может, как и в классической параболической теории
(см. [26]), приводить к качественно новым эффектам.

Автор выражает глубокую признательность А. Л. Скубачевскому за
постоянное внимание к работе и ценные советы.
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