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Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

∂u(t, x)

∂t
+H

(
t, x,Dxu(t, x)

)
= 0, (1)

u(T, x) = σ(x), (t, x) ∈ ΠT = [0, T ]× Rn. (2)

Dxu(t, x) =
(∂u(t, x)

∂x1

, . . . ,
∂u(t, x)

∂xn

)
Ïðåäïîäàãàåòñÿ, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H è êðàåâàÿ ôóíêöèÿ
σ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà

dx̂/dt = Dp̂H(t, x̂, p̂),
dp̂/dt = −Dx̂H(t, x̂, p̂),
dẑ/dt = 〈p̂, Dp̂H(t, x̂, p̂)〉 −H(t, x̂, p̂),

(3)

êðàåâûå óñëîâèÿ:

x̂(T, y) = y, p̂(T, y) = Dyσ(y), ẑ(T, y) = σ(y); y ∈ Rn, (4)

ãäå
Dp̂H(t, x̂, p̂) = (∂H/∂p̂1, . . . , ∂H/∂p̂n),

Dx̂H(t, x̂, p̂) = (∂H/∂x̂1, . . . , ∂H/∂x̂n).
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Ìåòîä Êîøè

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

Y (t, x) = {∀ y ∈ Rn : x̂(t, y) = x} = {y(t, x)} (5)

îäíîýëåìåíòíî. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî
â âèäå

u(t, x) = ẑ(t, y(t, x)), ∀(t, x) ∈ ΠT , (6)

ïðè÷åì

Dxu(t, x) = p̂(t, y(t, x)), ∀(t, x) ∈ ΠT . (7)
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Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ãðàôèêà

êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2)

Ãðàôèê êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u(·, ·) ∈ C1(ΠT )
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè (2) èíâàðèàíòåí

îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3).
Ýòè ðåøåíèÿ

(x̂(·, y), p̂(·, y), ẑ(·, y)) : [0, T ]→ Rn × Rn × R, (8)

çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà y ∈ Rn, íàçûâàþòñÿ
õàðàêòåðèñòèêàìè (ñì. íàïðèìåð, Ð. Êóðàíò, È.Ã.
Ïåòðîâñêèé)
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Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè :

∂u

∂t
+

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

= 0, u(2, x) =
x2

2
. (9)

0 ≤ t ≤ T = 2, x ∈ R, p ∈ R.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ẋ =
p√

1 + p2
, ṗ = 0, ż =

−1√
1 + p2

.

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

x̃(2, y) = y, p̃(2, y) = y, z̃(2, y) =
y2

2
,

ãäå y ∈ R � ïàðàìåòð.
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Ïðåäïîëîæåíèÿ

Ïðåäïîëîæåíèÿ

H.1 ôóíêöèÿ σ(x) íåïðåðûâíà è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà,
H.2 ãàìèëüòîíèàí H(t, x, p) íåïðåðûâåí ïðè
(t, x, p) ∈ Π× Rn è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

sup
(t,x)∈ΠT

|H(t, x, 0)|
(1 + ‖x‖)

<∞, (10)

H.3 ãàìèëüòîíèàí H(t, x, p) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé p:
• ïðè ëþáûõ (t, x) ∈ ΠT , p

′, p′′ ∈ Rn

|H(t, x, p′)−H(t, x, p′′)| ≤ λ(x)‖p′ − p′′‖, (11)

ãäå λ(x) := (1 + ‖x‖)µ, µ > 0 � ïîñòîÿííàÿ,
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Ïðåäïîëîæåíèÿ

Ïðåäïîëîæåíèå

H.4 ãàìèëüòîíèàí H(t, x, p) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé x:
• ïðè (t, x′, x′′, p) ∈ [0, T ]×B ×B × Rn

sup
(t,x′,x′′,p)

{
|H(t, x′, p)−H(t, x′′, p)|
‖x′ − x′′‖(1 + ‖p‖)

}
<∞, (12)

ãäå B � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü B ⊂ Rn.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîìïëåêñ

Ïóñòü S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è M�ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå ΠT × S 3 (t, x, s) 7→M(t, x, s) ⊂ Rn × R.

Îïðåäåëåíèå 1

Ïàðó (S,M) áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
êîìïëåêñîì, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1◦. Äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ ΠT è s ∈ S ìíîæåñòâî
M(t, x, s) ⊂ Rn × R íåïóñòî, âûïóêëî è êîìïàêòíî. Äëÿ
ëþáûõ (t, x, s) ∈ ΠT × S è (f, g) ∈M(t, x, s) ñïðàâåäëèâî

‖f‖ ≤ λ(x), |g| ≤ m(t, s)(1 + ‖x‖).

Ôóíêöèÿ t 7→ m(t, s) ñóììèðóåìà íà [0, T ], ∀ s ∈ S,
îòîáðàæåíèå (t, x) 7→M(t, x, s) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.
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Ïðîäîëæåíèå îïðåäåëåíèÿ

2◦a. Äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn è p ∈ Rn ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

max
s∈S

min
(f,g)∈M(t,x,s)

[〈f, p〉 − g] = H(t, x, p).

2◦b. Äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn è p ∈ Rn ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

min
s∈S

max
(f,g)∈M(t,x,s)

[〈f, p〉 − g] = H(t, x, p).

Ñîâîêóïíîñòü êîìïëåêñîâ (S,M) îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
C(H).
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Ïðèìåð 2.
Óêàçàííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ïàðà (S,M), ãäå

S = Rn,

è ïðè âñåõ s ∈ Rn, (t, x) ∈ ΠT :

M(t, x, s) = {(f, g) ∈ Rn×R : ‖f‖ ≤ λ(x), g = 〈f, s〉−H(t, x, s)}.

Çäåñü λ(x) = (1 + ‖x‖)µ � êîíñòàíòà Ëèïøèöà èç
ïðåäïîëîæåíèÿ (11).
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Ïðèìåð 3. Äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

〈f(t, x), Du(t, x)〉 − g(t, x)) = 0.

Ôóíêöèè f, g ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå.
Òîãäà õàðàêòåðèñòèå÷åñêèé êîìïëåêñ èìååò âèä

M(x, s) = {(f(t, x), g(t, x))}

.
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Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî êîìïëåêñ (S,M) ∈ C(H) è s ∈ S.
Ñèìâîëîì Sol(t0, x0, z0, s) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

(x(·), z(·)) : [0, T ] 7→ Rn × R,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (x(t0), z(t0)) = (x0, z0) è
äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

(ẋ(t), ż(t)) ∈M(t, x(t), s), t ∈ [t0, T ]. (13)

Äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (13) íàçûâàåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, à åãî ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ
îáîáùåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå 2

Ìèíèìàêñíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1),(2) íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u(·, ·) : ΠT 7→ R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
êðàåâîìó óñëîâèþ Êîøè (2) è ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:
• äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0, z0) ∈ gru, ëþáîãî
ïàðàìåòðà s ∈ S è ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè τ ∈ [t0, T ]
íàéäåòñÿ òðàåêòîðèÿ

(x(·), z(·)) ∈ Sol(t0, x0, z0, s)

òàêàÿ, ÷òî (τ, x(τ), z(τ)) ∈ gru. Çäåñü gru � ãðàôèê
ôóíêöèè u(·, ·).

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Âåðõíèå è íèæíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

êîìïëåêñû

Îïðåäåëåíèå 3

Ïàðó (S+,M+) áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîìïëåêñîì, åñëè âûïîëíåíû
òðåáîâàíèÿ 1◦ è 2◦a.
Ïàðó (S−,M−) áóäåì íàçûâàòü íèæíèì
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîìïëåêñîì, åñëè âûïîëíåíû
óêàçàííûå âûøå òðåáîâàíèÿ 1◦ è 2◦b.

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Îáîçíà÷åíèÿ

Ñèìâîëîì Sol+(t0, x0, z0, s+) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

(x+(·), z+(·)) : [0, T ] 7→ Rn × R,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (x+(t0), z+(t0)) = (x0, z0) è
äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

(ẋ+(t), ż+(t)) ∈M+(t, x(t), s+), t ∈ [t0, T ], (14)

ãäå s+ ∈ S+, (S+,M+) � âåðõíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êîìïëåêñ.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Sol−(t0, x0, z0, s−).

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Âåðõíåå ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå 4

Âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1),(2) íàçûâàåòñÿ
ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ ΠT 3 (t, x) 7→ u(t, x) ∈ R,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(i) äëÿ ëþáûõ (t0, x0, z

+
0 ) ∈ epi u, s+ ∈ S+ è τ ∈ [t0, T ]

ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ

(x+(·), z+(·)) ∈ Sol+(t0, x0, z
+
0 , s+)

òàêàÿ, ÷òî (τ, x+(τ), z+(τ)) ∈ epi u;
(ii) u(T, x) ≥ σ(x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn.

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Íèæíåå ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå 5

Íèæíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1),(2) íàçûâàåòñÿ
ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ
[0, T ]× Rn 3 (t, x) 7→ u(t, x) ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì :
(j) äëÿ ëþáûõ (t0, x0, z

−
0 ) ∈ hypo u, s− ∈ S− è τ ∈ (t0, T )

ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ

(x−(·), z−(·)) ∈ Sol−(t0, x0, z
−
0 , s−)

òàêàÿ, ÷òî (τ, x−(τ), z−(τ)) ∈ hypo u;
(jj) u(T, x) ≤ σ(x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn.

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå 6

Ìèíèìàêñíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ΠT 3 (t, x) 7→ u(t, x) ∈ R, êîòîðàÿ
îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1), (2).

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé

Óòâåðæäåíèå 1

Åñëè óñëîâèÿ H.1�H.4 âûïîëíÿþòñÿ, òî îïðåäåëåíèå 2 è
îïðåäåëåíèå 6 ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1),(2)
ýêâèâàëåíòíû.

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû
Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 1

Åñëè óñëîâèÿ H.1�H.4 âûïîëíÿþòñÿ, òî â çàäà÷å Êîøè
(1),(2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
[0, T ]× Rn 3 (t, x) 7→ u(t, x) ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
îïðåäåëåíèþ 21 ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ.

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Ïðåäïîëîæåíèÿ
Ðåïðåçåíòàòèâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ
Ñâîéñòâà ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Ïðèìåð

Ïðåäïîëîæåíèÿ

B1 Ôóíêöèÿ H(t, x, s) íåïðåðûâíà ïî âñåì ïåðåìåííûì â
ΠT × Rn è âîãíóòà ïî s ;

B2 Â îáëàñòè ΠT × Rn ñóùåñòâóþò
DxH(t, x, s), DsH(t, x, s), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x, s ñ êîíñòàíòîé L > 0:

||DsH(t, x1, s1)−DsH(t, x2, s2)|| ≤ L(||x1−x2||+||s1−s2||),
||DxH(t, x1, s1)−DxH(t, x2, s2)|| ≤ L(||x1−x2||+||s1−s2||),
è óñëîâèÿì ïîäëèíåéíîãî ðîñòà ñ êîíñòàíòàìè ρ > 0,
Λ(M) > 0, ãäå M � êîìïàêò :

||DsH(t, x, s)|| ≤ ρ(1 + ||x||), ∀s ∈ Rn, (t, x) ∈ ΠT ;

||DxH(t, x, s)|| ≤ Λ(M)(1 + ||s||), ∀(t, x) ∈M ⊂ ΠT ;

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Ïðåäïîëîæåíèÿ
Ðåïðåçåíòàòèâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ
Ñâîéñòâà ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Ïðèìåð

Ïðåäïîëîæåíèÿ

B3 Ôóíêöèÿ σ(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â Rn, à
åå ãðàäèåíò ∇σ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ:

|∇σ(x1)−∇σ(x2)| ≤ Lσ(P )||x1 − x2||, x1, x2 ∈ P,

P îãðàíè÷åíî â Rn.

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Ïðåäïîëîæåíèÿ
Ðåïðåçåíòàòèâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ
Ñâîéñòâà ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Ïðèìåð

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà

˙̃x = Ds̃H(t, x̃, s̃), ˙̃s = −Dx̃H(t, x̃, s̃), (15)

˙̃z = 〈Ds̃H(t, x̃, s̃), s̃〉 −H(t, x̃, s̃)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

x̃(T, ξ) = ξ, s̃(T, ξ) = ∇σ(ξ), z̃(T, ξ) = σ(ξ). (16)

Çäåñü ξ ∈ Rn � ïàðàìåòð, Ds̃H =
(
∂H
∂s1
, . . . , ∂H

∂sn

)
,

Dx̃H =
(
∂H
∂x1
, . . . , ∂H

∂xn

)
.

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Ïðåäïîëîæåíèÿ
Ðåïðåçåíòàòèâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ
Ñâîéñòâà ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Ïðèìåð

Ðåïðåçåíòàòèâíàÿ ôîðìóëà

Òåîðåìà 2

Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ B1�B3, òî ìèíèìàêñíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííî è èìååò
âèä

ũ(t, x) = min
ξ∈Rn

z̃(t, ξ) : x̃(t, ξ) = x, (17)

ãäå x̃(t, ξ), z̃(t, ξ) � ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû
(15), (16).

Í.Í. Ñóááîòèíà Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè



Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Êîøè.

Ëèòåðàòóðà

Ïðåäïîëîæåíèÿ
Ðåïðåçåíòàòèâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ
Ñâîéñòâà ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
Ïðèìåð

Ñóïåðäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 7

Ìíîæåñòâî ∂+u(t, x) ∈ Rn+1 íàçûâàåòñÿ
ñóïåðäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè u(·, ·) : ΠT → R â òî÷êå
(t, x) ∈ (0, T )×Rn åñëè, äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ

∂+u(t, x) = {(α, p) ∈ Rn+1 : ∀|δt|+ ||δx|| ≤ ε,

u(t+ δt, x+ δx)− u(t, x) ≤ αδt+ 〈p, δx〉+ o(|δt|+ |δx|)},

ãäå o(|δt|+ ||δx||)/(|δt|+ ||δx||)→ 0, ïðè |δt|+ ||δx|| → 0.
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Òåîðåìà 3

Åñëè â çàäà÷å (1), (2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ B1�B3, òî
ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëîêàëüíî
ëèïøèöåâîé è ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìîé, ò.å.
∂+u(t, x) 6= ∅, ïðè÷åì

∂+u(t, x) = co {(−H(t, x̃(t, ξ), s̃(t, ξ)), s̃(t, ξ)) :

x̃(t, ξ) = x, z̃(t, ξ) = u(t, x)}.
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Èíâàðèàíòíîñòü ãðàôèêà ìèíèìàêñíîãî

ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ

õàðàêòåðèñòèê

Òåîðåìà 4

Åñëè â çàäà÷å (1), (2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ B1�B3, òî
ëîêàëüíî ëèïøèöåâàÿ, ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
ϕ : ΠT → R ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàêñíûì ðåøåíèåì ýòîé
çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ãðàôèê ñëàáî
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòèê (15), (16), ò. å.

∀ (t, x) ∈ ΠT , ∃ ξ : x̃(t, ξ) = x,

z̃(τ, ξ) = ϕ(τ, x̃(τ, ξ)), ∀ τ ∈ [t, T ].
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Ïðèìåð 4

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

∂u

∂t
+

∂u

∂x1

x2 −
( ∂u

2∂x2

)2

= 0, u(T, x) =
x2

1 + x2
2

2
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà
dx̃1
dt

= x̃2,
dx̃2
dt

= − p̃2
2
,

dp̃1

dt
= 0,

dp̃2

dt
= −p̃1,

dz̃
dt

= − p̃22
4
.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

x̃1(T, y) = y1, x̃2(T, y) = y2,

p̃1(T, y) = y1, p̃2(T, y) = y2, z̃(T, y) =
y2

1 + y2
2

2
.
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Ïðèìåð 2
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