
Математические модели 
эволюции репликаторных 

систем
Братусь Александр Сергеевич

Совместно с Сергеем Дрожжиным и 
Татьяной Якушкиной

НАУЧНЫЙ СЕМИНАР
Кафедра «Дифференциальные
Уравнения» МГУ, 09.12. 2019

1



Принципы эволюции

Наследственность

Изменчивость

Естественный отбор

Чарльз Дарвин, 
1809-1882

2



Репликация (от лат. replicatio - возобновление, повторение) – размножение, 
копирование.
Вид – совокупность тождественных друг другу организмов, способных давать подобное 
потомство.

В теории биологической эволюции этот термин в основном применяется к процессу 
копирования молекул ДНК. В результате процесса репликации получаются две копии 
двойной спирали ДНК.

Основные понятия эволюционной теории: репликация и 
репликатор
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Различные подходы к определению репликатора

Репликатор –
 объект, обладающий способностью самовоспроизводиться и наследственной 

изменчивостью1;
 любой объект, побуждающий особые среды его копировать2;
 сущность во вселенной, с которой сделаны копии3.

1) Марков А., Наймарк Е. Эволюция: Классические идеи в 
свете новых открытий. --- АСТ, Corpus, 2014.
2) Deutsch D. The fabric of reality. --- New York: Allen Lane, 1997.
3) Dawkins R. The selfish gene. --- New York: Oxford University 
Press, 1976.
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Общая дарвиновская модель

Условная схема модели эволюции Ч. Дарвина, предложенная В.В. Курейчиком и 
В.М. Курейчиком
Модели эволюции и генетические алгоритмы //Бионические информационные системы и их практические 
применения. (под ред. Зинченко Л.А., Курейчика В.М., Редько В.Г.). М.: Физматлит, 2011. С. 109---126.

Для математической формализации эволюционного 
процесса задается: 
 репликатор как некоторая информационная 

целостность
 закон, определяющий интенсивность его 

копирования
 интенсивность мутации и значимые дополнительные 

факторы



𝑑𝑁𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑖𝑁𝑖 𝑡 , 𝑁𝑖 0 = 𝑁𝑖

0

𝑁𝑖 𝑡 𝑖=1
𝑛 - численности соответствующих популяций видов

Переход к относительным численностям (частотам)

𝑢𝑖 𝑡 =
𝑁𝑖(𝑡)

σ𝑘=1
𝑛 𝑁𝑘(𝑡)

, 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖 𝑡 = 1

𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑡
= 𝑢𝑖 𝑟𝑖 − 𝑓 𝑢 , 𝑓 𝑢 = 

𝑖=1

𝑛

𝑟𝑖𝑢𝑖(𝑡)

𝑟𝑖 – приспособленность i-го вида
𝑓(𝑡) – средняя приспособленность сообщества видов

Репликаторная система  в случае воспроизводства видов 
по закону Т. Мальтуса 



The rate of increase in (mean) fitness of any organism at any time is 
equal to its genetic variance in fitness at that time.

𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
= 

𝑖=1

𝑛

𝑟𝑖 ሶ𝑢𝑖 = 

𝑖=1

𝑛

𝑟𝑖
2𝑢𝑖 − 

𝑖=1

𝑛

𝑟𝑖𝑢𝑖
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𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖(𝑡) = 1, 𝑢1 ≥ 0

Теорема Р. Фишера
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Pesce, Diego, Niles Lehman, and J. Arjan GM de Visser. Phil. 
Trans. R. Soc. B 371.1706 (2016): 20150529.

Ландшафт приспособленности

Poelwijk, Frank J., et al. "Empirical fitness 

landscapes reveal accessible evolutionary 

paths." Nature 445.7126 (2007): 383.
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Adaptive fitness landscape for replicator systems: to maximize or not to maximize. Bratus A.S., Semenov Y.S., Novozhilov A.S. 
Math. Model. Nat. Phenom. (2018, in press)

Ландшафт приспособленности 
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Adaptive fitness landscape for replicator systems: to maximize or not to 
maximize. Bratus A.S., Semenov Y.S., Novozhilov A.S. Math. Model. Nat. 
Phenom. (2018, in press)

Ландшафт приспособленности 

Схематическое представление примера ландшафта приспособленности гиперцикла.
(a) Единственное внутреннее положение равновесия совпадает с глобальным максимумом и 

является глобально асимптотически устойчивым.
(b) Внутреннее положение равновесия не является максимумом, решения сходятся к 
предельному циклу.



Теория репликаторных систем Манфреда Эйгена



Репликаторные уравнения для численностей видов 

 Автокаталитическая репликация:

ሶ𝑦𝑖

𝑦𝑖
= 𝑏𝑖𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛.

 Гиперциклическая репликация: 

ሶ𝑦𝑖

𝑦𝑖
= 𝑘𝑖𝑦𝑖−1, 𝑦0 = 𝑦𝑛, 𝑖 = 1, … , 𝑛.

 Общий случай: 

ሶ𝑦𝑖

𝑦𝑖
= 𝑨𝒚 𝑖 = 

𝑗

𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗 , 𝑖 = 1, … , 𝑛.

 𝑦𝑖- численность популяции вида i



Репликаторные системы дифференциальных уравнений 
для частот

𝑝𝑖=
𝑦𝑖

σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖

, σ 𝑝𝑖 = 1

ሶ𝑝𝑖

𝑝𝑖
= 𝑐1 − 𝑓1 𝑝 , (независимая) i=1,…n

ሶ𝑝𝑖

𝑝𝑖
= 𝑏𝑖𝑝𝑖 − 𝑓2 𝑝 , (автокаталитическая) i=1,…n

ሶ𝑝𝑖

𝑝𝑖
= 𝑘𝑖𝑝𝑖−1 − 𝑓3 𝑝 , (гиперцикл) i=1,…n

Общий случай: 
ሶ𝑝𝑖

𝑝𝑖
= 

𝑗

𝑎𝑖𝑗 𝑝𝑗 − 𝑓 𝑝 , 𝑓 𝑝 = 

𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑗 𝑝𝑖𝑝𝑗 = 〈𝑨𝒑, 𝒑〉 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛.



Принцип конкурентного исключения

Независимая репликация

ሶ𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 𝑎𝑖 − σ𝑗 𝑎𝑖𝑗 𝑝𝑗 , σ𝑝𝑖 = 1,    

i=1,…n
Автокаталитическая репликация

ሶ𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 𝑏𝑖𝑝𝑖 − σ𝑗 𝑏𝑗 𝑝𝑗
2 , σ𝑝𝑖 = 1,      

i=1,…n



Репликация Гиперцикл

ሶ𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 𝑘𝑖𝑝𝑖−1 − 

𝑗

𝑘𝑗 𝑝𝑗𝑝𝑗−1 , σ𝑝𝑖 = 1

Внутреннее положение равновесия ෝ𝒑 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑆𝑛 является  глобально 
устойчивым при коротких гиперциклах (𝑛 = 2,3,4)

Гиперциклическая реакция перманентна
Для гиперциклов 𝑛 ≥ 5 появляется глобально устойчивый цикл 



Изменчивость



Отбор



Паразиты



РНК-мир и 
модель Эйгена

• Гипотеза мира РНК состоит в 
предположении, что на этапе 
возникновения жизни функцию 
хранения и репликации 
генетической информации 
выполняли ансамбли 
рибонуклеиновых кислот (РНК). 
Впоследствии развилась 
современная  ДНК-РНК-белковая 
жизнь.



Математическая модель гиперцикла и ее модификации 
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ሶ𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 𝑘𝑖𝑢𝑖−1 − 𝑓(𝑡) , 𝑖 = 1, … 𝑛.

𝒖 𝑡 ∈ 𝑆𝑛 = 𝒖 ∈ ℝ𝑛, 𝒖 ≥ 0, 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖 = 1

ҧ𝑓 𝑢 = 

𝑖=1

𝑛

𝑘𝑖 𝑢𝑖−1𝑢𝑖

o Гиперцикл перманентен: если 𝑢𝑖 0 ≥ 𝜀 > 0, то 𝑢𝑖 𝑡 ≥ 𝛿 > 0.

lim
𝑡→ ∞

1

𝑡
න

0

𝑡

𝑢𝑖 𝑡 𝑑𝑡 = ത𝑢𝑖

lim
𝑡→ ∞

1

𝑡
න

0

𝑡

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = ҧ𝑓

ത𝑢, ҧ𝑓 - положение равновесия



Предлагаемый 
подход: система с 

динамическим 
ландшафтом
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• Характерное время эволюционной 
адаптации параметров системы 
(эволюционное время) намного 
медленнее, чем время, описывающее 
динамику системы до достижения 
положения равновесия.

• Эволюционные изменения 
параметров системы могут 
происходить в положении 
равновесия на множестве 
допустимых ландшафтов 
приспособленности в соответствии с 
утверждением основной теоремы 
естественного отбора Р. Фишера.



Множество допустимых ландшафтов приспособленности
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Предположим, что популяция развивается в условиях ограниченности ресурсов,
заданных множеством матриц 𝑨, которые определяет ландшафт 
приспособленности. Множество ландшафтов ограничено, например, сферической 
нормой матицы:



𝑖,𝑗 =1

𝑛

𝑎𝑖𝑗
2 (𝜏) ≤ 𝑅, ∀𝜏 ≥ 0

Элементы матрицы 𝑨 выбираются из этого множества в процессе 
изменения эволюционного параметра (времени) 𝜏 с целью максимизации

средней приспособленности (фитнеса) системы т.е.  являются
функциями этого параметра.



Эволюционный процесс изменения ландшафта приспособленности
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Эволюционный процесс максимизирует величину средней 
приспособленности в положении равновесия: элементы матрицы 𝑨
меняются при условиях ограниченности ресурсов в масштабах 
эволюционного времени.

ҧ𝑓 𝜏 = 𝑨 𝜏 ො𝑢 𝜏 , ො𝑢 𝜏 → 𝑚𝑎𝑥



𝑖,𝑗 =1

𝑛

𝑎𝑖𝑗
2 ≤ 𝑅, ∀𝜏 ≥ 0

Каждый шаг эволюционного процесса сводится к задаче линейного 
программирования размерности 𝒏 × 𝒏.  



Сведение к последовательной процедуре решения задач линейного 
программирования
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𝜏 → 𝜏 + Δ𝜏, 𝜏0 = 0

𝑎𝑖𝑗 𝜏 + Δ𝜏 = 𝑎𝑖𝑗 𝜏 + a𝑖𝑗
′ 𝜏 Δ𝜏 +

1

2
𝑎𝑖𝑗

′′ 𝜏 Δ𝜏2 + 𝑜( Δ𝜏 2)

|𝑎𝑖𝑗
′ 𝜏 ≤ 𝜀, |𝑎𝑖𝑗

′′ 𝜏 ≤ 𝜀, Δ𝜏 ∼ 𝑂 𝜀

𝑓 𝜏 + Δ𝜏 = 𝑓 𝜏 + 𝑓1 𝜏 Δ𝜏 + 𝑜 Δ𝜏

𝑢 𝜏 + Δ𝜏 = 𝑢 𝜏 + 𝑢1 𝜏 Δ𝜏 + 𝑜 Δ𝜏



Максимизация среднего фитнеса на каждом шаге эволюционного 
процесса
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𝑑𝑓

𝑑𝜏
= f 𝜏 𝐴−1𝐴1𝑢, 𝐼 → 𝑚𝑎𝑥, 𝐼 = 1, … , 1

𝐴1 = 𝑎′
𝑖𝑗 𝜏

𝑖,𝑗=1

𝑛



𝑖,𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗(𝜏) 𝑎𝑖𝑗
′ 𝜏 ≤ 0

𝑎𝑖𝑗
′ 𝜏 ≤ 𝜀

𝐴−1𝐴1𝑢, 𝐼 𝑢 ≥ 𝐴−1𝐴1𝑢

Погрешность вычислений на каждом шаге имеет порядок O(ε3)



Пример: эволюционное изменение системы гиперцикла
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Рассматривается система:

ሶ𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 𝑢𝑖−1 − ҧ𝑓 𝒖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛

𝑢0 = 𝑢𝑛, 𝒖 ∈ 𝑆𝑛

ҧ𝑓 𝒖 = 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑢𝑖−1

Матрица ландшафта приспособленности:

𝑨 =

0 0 ⋯ 0 1
1 0

⋮

…
⋱

0 0
⋮

0 0 ⋯ 1 0



Динамика изменения 
координат положения 
равновесия и величины 
среднего фитнеса в 
процессе эволюционного 
изменения системы.
Bratus A., Drozhzhin S. Yakushkina 
T., On the Evolution of 
Hypercycles // Mathematical 
Biosciences,2018.
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Граф эволюционной адаптации ландшафта приспособленности 
гиперцикла
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Результат применения 
эволюционного процесса 
к системе  гиперцикла с 
паразитическим видом

ሶ𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 𝑢𝑖−1 − ഥ𝑚 𝒖 , 𝑖 = 1, … , 5

ሶ𝑢6 = 𝑢6(𝑢5 + 1.7𝑢6 − ഥ𝑚(𝒖))

ഥ𝑚 𝒖 = 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑢𝑖−1 + 1.7𝑢6𝑢6

n=6
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Порог 
эволюции 
(эффект 
стабилизации)
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Эволюция двойного гиперцикла
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ሶ𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 𝑎𝑖𝑎𝑖−1𝑢𝑖−1 𝑡 𝑢𝑖−2 𝑡 − 𝑓 𝑢 , 𝑖 = 1, … 𝑛

𝑓(𝑢) = 

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖𝑎𝑖−1𝑢𝑖 𝑡 𝑢𝑖−1 𝑡 𝑢𝑖−2(𝑡)

The mean fitness ҧ𝑓 of the bi-hypercycle 
for 𝑛 = 5



Эволюционная динамика координат положения равновесия 
двойного гиперцикла
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The steady-state  𝑢 of the bi-hypercycle for 𝑛 = 5



Результат взаимодействия эволюционного двойного гиперцикла с 
паразитическими видами
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Частоты видов в двойном гиперцикле 
длины 5 относительно изменения 

эволюционного времени 𝜏.
a) Начальное состояние.
b) 30 шагов эволюционного процесса
c) Увеличение интенсивности 
воздействия паразита в два раза:
30 итераций эволюционного 

изменения.
d) 55 шагов эволюционного процесса



Эволюция системы двойного гиперцикла с включением нового вида
в случайный момент времени
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Рассматривается процесс оптимизации средней приспособленности 
популяции гиперцикла.  В случайный момент (шаг) эволюционного 
процесса с номером k добавляется новый вид.

Основные предположения: 
1. Среднее значение фитнеса на (k+1) шаге совпадает со значением на 

предыдущем шаге.

2. Первые n строк и столбцов матрицы ландшафта приспособленности на (k+1) 
шаге A( k+1) совпадают с ландшафтом А(k).

3. Первые n элементов распределения на k и (k+1) шаге остаются 
неизменными с точностью до линейного коэффициента.
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a) Граф взаимосвязей гиперцикла на 67 шаге эволюционного 
процесса.
b) Граф после присоединения нового вида  на 68 шаге.

Эволюция системы гиперцикла с включением в случайный момент
времени нового вида
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a) Граф гиперцикла  на 528 шаге эволюционного процесса с видом 
присоединённым на 68 шаге. b) Граф после присоединения второго 
вида на 529 шаге.

Эволюция системы двойного гиперцикла с включением второго вида
в случайный момент времени



Биологические приложения









Каталитическая сеть самореплицирующихся молекул 
РНК

Каталитическая сеть из шести макромолекул.  Стрелки показывают возможную каталитическую 
активность молекул. Коэффициенты на стрелках соответствуют интенсивностям перехода.



Каталитическая сеть самореплицирующихся молекул РНК: график 
динамики частот

42

Частоты в гиперцикле: 200 шаг эволюционного процесса



Эволюция сети самореплицирующихся молекул РНК. График 
эволюционного изменения средней приспособленности (фитнеса)
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Заключение
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• Предложен алгоритм эволюционной адаптации 
ландшафта приспособленности, который  опирается 
на гипотезу о том, что эволюционное время 
протекает  значительно медленнее, чем время 
активного изменения динамики системы до выхода 
системы в стационарное положение равновесия.

• Показано, что процесс эволюционной адаптации 
приводит к значительному усложнению поведения 
системы, увеличению величины средней 
приспособленности (фитнеса), устойчивости
эволюционной системы к воздействию 
паразитических видов.

• Показано, что при заданном ресурсе происходит 
стабилизация эволюционного процесса.



Группа: 
T. Yakushkina
I. Smokhin
S. Drozhzhin
Y. Semenov
A. Novozhilov
I. Yegorov



Спасибо за внимание!

Вопросы? 
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