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КОРРЕКТНОСТЬ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
И ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ

КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ
БЕЗ УСЛОВИЙ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Для линейных и многих нелинейных параболических уравнений и
систем единственность решений краевых задач в неограниченных об-
ластях имеет место в классах функций с квалифицированным пове-
дением на бесконечности, а существование доказывается при опреде-
ленных предположениях о росте на бесконечности исходных данных
или связи роста исходных данных с геометрией области [1—6]. Но
среди нелинейных уравнений существуют такие, для которых решения
соответствующих краевых задач единственны без каких-либо ограни-
чений на их поведение на бесконечности и существуют при исходных
данных с произвольным ростом на бесконечности [7—17]. В данной
работе описаны параболические системы (заданные в неограниченных
по пространственным переменным областях), для которых справедли-
вы результаты такого рода относительно первой смешанной задачи и
задачи Коши. Кроме того, доказана непрерывная зависимость обобщен-
ного решения рассматриваемых задач от их правых частей. При этом
используется методика работы [9].

1. Постановка задачи и формулировка результатов. Пусть

Q = Ω × (0, T ),

где Ω—неограниченная область в R
n
x с кусочно-гладкой границей ∂Ω,

0 < T < +∞. Обозначим

Σ = ∂Ω × (0, T ).
∗ c© Бокало Н. М., 2006 г.
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Рассматривается задача

uit =
n∑

j=1

Djaij(x, t, δu) + ai0(x, t, δu) =

= fi0(x, t) +
n∑

j=1

Djfij(x, t) в Q, i = 1, N, (1)

ui = 0 на Σ, i = 1, N, (2)

ui|t=0 = ui0(x), i = 1, N, (3)

где N � 1—целое число, u = colon(u1, u2, . . . , uN ), Djv = ∂v/∂xj ,
j = 1, N , D0v = v, δu = (Djui)—матрица с элементами Djui, где i—
номер строки, i = 1, N , j—номер столбца, j = 0, n.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Задача (1)—(3) является задачей Коши, если Ω = R
n
x ,

и первой краевой задачей, если Ω �= R
n
x .

Допустим, что
(A) функции aij(x, t, ε) (i = 1, N , j = 0, n) определены для точек

(x, t) ∈ Q и матриц ε = (εkl) с элементами εkl ∈ R
1, где k—

номер строки, k = 1, N , l—номер столбца, l = 0, n, и являются
каратеодориевыми, т. е. измеримыми по (x, t) для всех ε и непре-
рывными по ε для почти всех (x, t);

(B) для почти всех (x, t) ∈ Q и любых ε, η

|aij(x, t, ε) − aij(x, t, η)| � Aij

N∑
k=1

n∑
l=0

|εkl − ηkl|, Aij = const > 0,

aij(x, t, 0) ∈ L2
loc(Q̄), i = 1, N, j = 1, n;

(C) для почти всех (x, t) ∈ Q и любых ε

|ai0(x, t, ε)| � bi1(x, t)
N∑

k=1

n∑
l=1

|εkl|2(p−1)/p +

+ bi2(x, t)
N∑

k=1

|εk0|p−1 + bi3(x, t),

где bi1, bi2 ∈ L∞
loc(Q̄), bi3 ∈ Lp′

loc(Q̄), p > 2, 1/p+ 1/p′ = 1;
(D) справедливо

N∑
i=1

n∑
j=0

(aij(x, t, ε) − aij(x, t, η))(εij − ηij) �
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� K1

N∑
i=1

n∑
j=1

|εij − ηij |2 +K2

N∑
i=1

|εi0 − ηi0|2 +K3

N∑
i=1

|εi0 − ηi0|p,

где K1,K3 = const > 0, а K2 —произвольная константа;

(E) fi0(x, t) ∈ Lp′
loc(Q̄), fij(x, t) ∈ L2

loc(Q̄), ui0(x) ∈ L2
loc(Ω̄), i = 1, N ,

j = 1, n.
Под Lq

loc(Ḡ), где G—неограниченная область в R
k (k ∈ N), понима-

ем пространство определенных и измеримых на Q функций, сужения
которых на произвольное ограниченное измеримое множество G′ ⊂ G
принадлежат пространству Lq(G′).

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Частным случаем системы (1), удовлетворяющей ус-
ловиям (A)—(D), является полулинейное уравнение

ut −
n∑

i,j=1

Dj(aij(x, t)Diu+ ai(x, t)u) +
n∑

i=0

bi(x, t)Diu+ c(x, t, u) =

= f0(x, t) +
n∑

j=1

Djfj(x, t),

где относительно коэффициентов уравнения предполагается следую-
щее:

λ0

N∑
i=1

|εi|2 �
∑
i,j=1

aij(x, t)εiεj � λ1

N∑
i=1

|εi|2

для произвольных (ε1, . . . , εn) ∈ R
n и почти всех (x, t) ∈ Q, λ0, λ1 =

= const > 0; ai(x, t) ∈ L∞
loc(Q̄), i = 1, n, bi(x, t) ∈ L∞

loc(Q̄), i = 0, n; для
любых s1, s2 ∈ R

1 и почти всех (x, t) ∈ Q справедливо

(c(x, t, s1) − c(x, t, s2))(s1 − s2) � c0|s1 − s2|p,
где c0 = const > 0, p > 2 (например, c(x, t, s) = ĉ|s|p−2s, ĉ = const > 0).

Другим примером системы (1), удовлетворяющей условиям (A)—(D),
является система

uit −
n∑

j=1

Djaij(x, t,∇u) + bi(x, t)|ui|p−2ui + ci(x, t, u) =

= fi0(x, t) +
n∑

j=1

Djfij(x, t), i = 1, N,

где функции aij(x, t, ε′) (i = 1, N , j = 1, n) определены для точек
(x, t) ∈ Q и матриц ε′ = (εkl) с элементами εkl ∈ R

1, где k—номер
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строки, k = 1, N , l—номер столбца, l = 1, n, и являются измеримы-
ми по (x, t) для всех ε′ и дифференцируемыми по ε′ для почти всех
(x, t), причем ∂aij(x, t, ε′)/∂εkl ∈ L∞(Q), ∂aij(x, t, ε′)/∂εij � Mij , где
Mij > 0—достаточно большие постоянные (i = 1, N , j = 1, n); p > 2,
bi ∈ L∞

loc(Q̄), bi(x, t) � b0 = const > 0, ci(x, t, u) измеримы по (x, t)
для всех u и дифференцируемы по u для почти всех (x, t), причем
∂ci(x, t, u)/∂uj ∈ L∞(Q) (i = 1, N , j = 1, n).

Обозначим через H1,0
loc пространство функций v(x, t) ∈ L2

loc(Q̄), ко-
торые имеют обобщенные производные vx, . . . , vxn

∈ L2
loc(Q̄), а через

H̊1,0
loc (Q̄)—подпространство функций из пространства H1,0

loc(Q̄), кото-
рые имеют равный нулю след на Σ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Обобщенным решением задачи (1)—(3) назовем
вектор-функцию u(x, t) = colon(u1(x, t), . . . , uN (x, t)), компоненты ко-
торой ui(x, t) принадлежат пространству H̊1,0

loc (Q̄) ∩ Lp
loc(Q̄) и удовле-

творяют интегральному тождеству

∫∫
Q

N∑
i=1

{
−uiψit +

n∑
j=1

aij(x, t, δu)Djψi + ai0(x, t, δu)ψi

}
dx dt =

=
∫
Ω

N∑
i=1

ui0(x)ψi(x, 0) dx+
∫∫
Q

N∑
i=1

{
fi0ψi −

n∑
j=1

fijDjψi

}
dx dt (4)

для произвольных ψi ∈ C∞(Q̄) (i = 1, N), таких, что ψi(x, t) = 0 на
∂Q ∩ {t > 0} и при достаточно больших |x|.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Тождество (4) сохраняет силу для любых функций
ψ̃i ∈ H1,1(Q) ∩ Lp(Q), равных нулю на ∂Q ∩ {t > 0} и при достаточ-
но больших значениях |x|, i = 1, N (H1,1(Q)—пространство функций
из L2(Q), которые имеют обобщенные производные по t, x, . . . , xn из
L2(Q)). Чтобы убедиться в этом, достаточно взять последовательности
{ψm

i (x, t)}∞m=1 функций из C∞(Q̄), i = 1, N , которые удовлетворяют
тем же условиям, что и ψi в определении 1, и сходятся к соответству-
ющим ψ̃i(x, t) в H1,1(Q) ∩ Lp(Q), подставить ψm

i вместо ψi в (4) и
перейти к пределу при m → ∞. Предельный переход возможен в силу
условий (B), (C), (E).

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Из определения 1 и замечания 3 следует, что произ-
водная ut обобщенного решения u задачи (1)—(3) в смысле распреде-
лений D(0, T ; (H−1

loc (Ω̄) + Lp′
loc(Ω̄))N ) принадлежит пространству

L2(0, T ; (H−1
loc (Ω̄))N ) + Lp′

loc(0, T ; (Lp′
loc(Ω̄))N ).
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Здесь H−1
loc (ω̄)—пространство распределений на Ω, сужение которых на

любую ограниченную подобласть Ω′ области Ω принадлежит простран-
ству H−1(Ω′), сопряженному к H̊1(Ω′). Отсюда (см., например, [18])
вытекает, что u ∈ C([0, T ]; (L2

loc(Ω̄))N ). Под C([0, T ]; (L2
loc(Ω̄))N ) по-

нимаем пространство измеримых на Q вектор-функций, сужение ко-
торых на множество Ω′ × (0, T ), где Ω′ —произвольная ограничен-
ная подобласть области Ω, принадлежит C([0, T ]; (L2(Ω′))N ). Поэтому
начальные условия (3) можно понимать как значения функции u ∈
∈ C([0, T ]; (L2

loc(Ω))N ) в точке t = 0. Следовательно, обобщенное ре-
шение задачи (1)—(3) можно определить как вектор-функцию u(x, t) =
= colon(u1(x, t), . . . , uN (x, t)), компоненты которой ui(x, t) принадле-
жат пространству

H̊1,0
loc (Q̄) ∩ Lp

loc(Q̄) ∩ C([0, T ]; (L2
loc(Ω))),

удовлетворяют условиям (3) и интегральному тождеству, которое от-
личается от тождества (4) только тем, что в правой части отсутствует
первый член и пробные функции ψi берутся из пространства C∞

0 (Q)
(i = 1, N).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Скажем, что задача (1)—(3) корректна, если ее
обобщенное решение

1) существует для любых fi0(x, t) ∈ Lp′
loc(Q̄), fij(x, t) ∈ L2

loc(Q̄),
ui0 ∈ L2

loc(Ω̄), i = 1, N , j = 1, n;
2) единственно;
3) непрерывно зависит от правых частей задачи (1)—(3).

Под непрерывной зависимостью обобщенного решения задачи
(1)—(3) от правых частей понимаем следующее: для любых последо-
вательностей

{fm
i0 }∞m=1 ⊂ Lp′

loc(Q̄), {fm
ij }∞m=1 ⊂ L2

loc(Q̄), {um
i0}∞m=1 ⊂ L2

loc(Ω̄),

таких, что

fm
i0 → fi0 в Lp′

loc(Q̄), fm
ij → fij в L2

loc(Q̄),

um
i0 → ui0 в L2

loc(Ω̄), i = 1, N, j = 1, n,

соответствующая последовательность {um = (um
1 , . . . , u

m
N )} сходится

в (H̊1,0
loc (Q̄) ∩ Lp

loc(Q̄))N к u = (u1, . . . , uN ). Здесь u—обобщенное ре-
шение задачи (1)—(3), um —обобщенное решение задачи, которая от-
личается от задачи (1)—(3) только тем, что в правой части стоят fm

i0 ,
fm

ij , u
m
i0 вместо fi0, fij , uij .
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Напомним, что fm → f в Lq
loc(Q̄) (H̊1,0

loc (Q̄)) при m→ +∞, если для
произвольной ограниченной области Q′ ⊂ Q fm → f в норме Lq(Q′)
(H̊1,0(Q′)).

Перейдем к формулировке основных результатов. Сначала введем
некоторые обозначения. Будем считать, что точка x = 0 принадле-
жит Ω. Пусть для произвольного числа R > 0 ΩR — связная компонента
множества Ω ∩ {x : |x| < R}, которой принадлежит точка x = 0. Тогда,
очевидно, ΩR ⊂ ΩR1 для любых R < R1. Обозначим QR,t0 = ΩR×(0, t0),
где t0 —произвольное число из промежутка (0, T ]. Под |η|, где η ∈ R

k,

подразумеваем норму вектора η, т. е. |η| =
( k∑

i=1

η2
i

)1/2

. Пусть ∇u =

= (Djui)—матрица с элементами Djui, где i—номер строки, j—но-

мер столбца, i = 1, N , j = 1, n, |∇u| =
N∑

i=1

n∑
j=1

|Djui|2.

ТЕОРЕМА 1. Пусть выполнены условия (A)—(E). Тогда задача (1)—(3)
корректна. Кроме того, для произвольных чисел R1, R2, таких, что
1 � R1 < R2, справедлива оценка

sup
t∈[0,T ]

∫
ΩR1

|u(x, t)|2 dx+
∫∫

QR1,T

(|∇u|2 + |u|p) dx dt �

�
(

R2

R2 −R1

)κ (
C1R

−γ
2 + C2

∫
ΩR2

N∑
i=1

|ui0|2 +

+ C3

∫∫
QR2,T

N∑
i=1

{
|fi0(x, t)−ai0(x, t, 0)|p′

+
n∑

j=1

|fij(x, t)−aij(x, t, 0)|2
}
dx dt

)
.

Здесь u(x, t)—обобщенное решение задачи (1)—(3); κ, γ—положи-
тельные постоянные, которые зависят от n, p; C1, C2, C3 —положи-
тельные постоянные, которые зависят только от n, p, Ki (i = 1, 2, 3),
Aij (i = 1, N , j = 1, n), T .

ЗАМЕЧАНИЕ 5. При наличии оценки

∫
Ω

N∑
i=1

|ui0|2 dx+
∫∫
Q

N∑
i=1

{
|fi0(x, t) − ai0(x, t, 0)|p′

+

+
n∑

j=1

|fij(x, t) − aij(x, t, 0)|2
}
dx dt � K,
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где K = const > 0, обобщенное решение, о котором говорится в теоре-
ме 1, имеет компоненты, принадлежащие пространству H̊1,0(Q)∩Lp(Q),
и удовлетворяет оценке

sup
t∈[0,T ]

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx+
∫∫
Q

(|∇u|2 + |u|p) dx dt �

� C2

∫
Ω

N∑
i=1

|ui0|2 dx+

+ C3

∫∫
Q

N∑
i=1

{
|fi0(x, t)−ai0(x, t, 0)|p′

+
n∑

j=1

|fij(x, t)−aij(x, t, 0)|2
}
dx dt,

которая получается из оценки теоремы 1 предельным переходом снача-
ла при R2 → +∞, а потом при R1 → +∞.

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Как будет вытекать из доказательства теоремы 1,
для единственности обобщенного решения задачи (1)—(3) вместо усло-
вия (D) достаточно наложить следующее условие:
(D′) справедливо

N∑
i=1

n∑
j=0

(aij(x, t, ε) − aij(x, t, η))(εij − ηij) �

� K1

N∑
i=1

n∑
j=1

|εij − ηij |2 +K2

N∑
i=1

|εi0 − ηi0|2 + K̄3

N∑
i=1

|εi0 − ηi0|q,

где q ∈ (2; p], K1, K̄3 = const > 0, а K2 —произвольная постоян-
ная.

Обозначим через ei n-мерный вектор, i-я компонента которого рав-
на 1, а остальные— нули.

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и, кроме того, су-
ществуют числа ω > 0, κ ∈ {1, 2, . . . , n}, такие, что

1) если x ∈ Ω, то x± ωeκ ∈ Ω;
2) aij(x, t, ε) = aij(x+ωeκ, t, ε) для любых ε и почти всех (x, t) ∈ Q,

i = 1, N , j = 0, n;
3) fij(x, t) = fij(x + ωeκ, t) и ui0(x) = ui0(x + ωeκ) для почти всех

(x, t) ∈ Q и x ∈ Ω соответственно, i = 1, N , j = 0, n.
Тогда обобщенное решение задачи (1)—(3), о котором говорится в тео-
реме 1, периодическое по xκ с периодом ω, т. е. u(x + ωeκ, t) = u(x, t)
для почти всех (x, t) ∈ Q.
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2. Вспомогательная лемма. Перед тем как доказывать теоремы
1 и 2, покажем справедливость такого утверждения.

ЛЕММА. Пусть u(x, t)—обобщенное решение задачи (1)—(3),
ũ(x, t)—обобщенное решение задачи, которая отличается от задачи
(1)—(3) только тем, что в правой части задачи (1)—(3) вместо fij , ui0

стоят f̃ij , ũi0, i = 1, N , j = 0, n. Тогда для произвольных чисел t0, R0,
R, таких, что 0 < t0 � T , 0 < R0 < R, 1 � R, справедлива оценка∫

ΩR0

|u− ũ|2|t=t0 dx+
∫∫

QR0,t0

(|∇(u− ũ)|2 + |u− ũ|p) dx dt �

�
(

R

R−R0

)S (
B1R

n−q/(q−2) +B2

∫
ΩR

N∑
i=1

|ui0 − ũi0|2 +

+B3

∫∫
QR,t0

N∑
i=1

{
|fi0 − f̃i0|p′

+
n∑

j=1

|fij − f̃ij |2
}
dx dt

)
, (5)

где q—любое число из промежутка (2, p]; s—произвольное число, та-
кое, что s > 2q/(q − 2); B1, B2, B3 —положительные постоянные, ко-
торые зависят только от n, N , p, s, Ki (i = 1, 2, 3), Aij (i = 1, N ,
j = 1, n).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала напомним определения и некоторые нуж-
ные нам свойства усреднений по Стеклову [19]. Пусть v(t) ∈ L1

loc(R
1).

Определим для каждого h > 0

vh(t) =
1
h

t∫
t−h

v(θ) dθ, vh̄ =
1
h

t+h∫
t

v(θ) dθ.

Функции vh(t), vh̄(t) называются усреднениями функции v(t) по Стек-
лову. Если v(t) ∈ L1(a, b), то усреднения vh(t), vt̄(t) строят по тем же
самым правилам, предварительно положив v(t) вне (a, b) нулем. Легко
проверить (изменением порядка интегрирования) справедливость ра-
венств

b∫
a−h

v(t)ϕh̄(t) dt =

b∫
a

vh(t)ϕ(t) dt,

b∫
a−h

v(t)ϕh̄t(t) dt = −
b∫

a

vht(t)ϕ(t) dt

для любых v(t), ϕ(t) ∈ L2
loc(R

1), если ϕ = 0 вне [a, b]. Кроме того,
vh → v в Lq(a, b) при h→ 0, где q � 1, −∞ < a < b < +∞.
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Пусть R ∈ [1,+∞)—произвольное число. Определим функцию ζ(x)
следующим образом: ζ(x) = (1/R)(R2 − |x|2), если |x| � R, и ζ(x) = 0,
если |x| > R. Для произвольных чисел t0 ∈ (0, T ) и δ ∈ (0, t0/2)
введем функцию η− δ(t, t0), такую, что ηδ(t, t0) = 1, если t ∈ [δ, t0 − δ],
ηδ(t, t0) = t/δ, если t ∈ [0, δ), ηδ(t, t0) = −(t− t0)/δ, если t ∈ (t0 − δ, t0],
ηδ(t, t0) = 0, если t /∈ [0, t0].

Теперь вычтем из интегрального тождества (4) для u аналогичное
интегральное тождество для ũ и подставим (см. замечание 3) в полу-
чившееся равенство ψi = (wihζ

sηδ(t, t0) exp{−2µt})h̄, где wi = ui − ũi,
i = 1, N , s—положительное число, величину которого уточним позже,
0 < h < T − t0, µ > −K2. В результате получим

∫∫
QR,t0

N∑
i=1

wihtwihζ
Sηδ exp{−2µt} dx dt+

+
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

{ n∑
j=1

(aij(x, t, δu) − aij(x, t, δũ))hζ
S +

+ s

n∑
j=1

(aij(x, t, δu) − aij(x, t, δũ))hwihζ
s−1Djζ +

+ (ai0(x, t, δu) − ai0(x, t, δũ))hwihζ
s

}
ηδ exp{−2µt} dx dt =

=
∫
Ω

N∑
i=1

(ui0 − ũi0)(wihζ
sηδ exp{−2µt})h̄|t=0 dx+

+
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

{
(fi0 − f̃i0)hwihζ

s −

−
n∑

j=1

(fij − f̃ij)hDj(wihζ
s)

}
ηδ exp{−2µt} dx dt. (6)

Преобразуем первый член левой части (6) следующим образом:
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

wihtwihζ
Sηδ exp{−2µt} dx dt =

=
1
2

t0∫
0

∫
ΩR

N∑
i=1

(w2
ih)tζ

Sηδ exp{−2µt} dx dt =
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=
1
2δ

t0∫
t0−δ

∫
ΩR

|wh|2ζS exp{−2µt} dx dt−

− 1
2δ

δ∫
0

∫
ΩR

|wh|2ζS exp{−2µt} dx dt+

+ µ

∫∫
QR,t0

|wh|2ζSηδ exp{−2µt} dx dt. (7)

Подставив (7) в (6), перейдем к пределу сначала при h→ 0, а потом
при δ → 0. Это c учетом замечания 4 даст

1
2

exp{−2µt0}
∫

ΩR

|w(x, t0)|2ζS dx+

+
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

{ n∑
j=1

(aij(x, t, δu) − aij(x, t, δũ))(Djui −Dj ũi) +

+(ai0(x, t, δu)−ai0(x, t, δũ))(ui−ũi)+µ(ui−ũi)2
}
ζS exp{−2µt} dx dt =

=
1
2

∫
ΩR

N∑
i=1

|ui0 − ũi0|2ζS dx−

−s
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

n∑
j=1

(aij(x, t, δu)−aij(x, t, δũ))wiζ
s−1(Djζ) exp{−2µt} dx dt+

+
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

{
(fi0 − f̃i0)wiζ

S −
n∑

j=1

(fij − f̃ij)Dj(wiζ
S)

}
exp{−2µt} dx dt.

(8)

Используя условия (B), (D) и оценки |Djζ| � 2, j = 1, n, из (8) находим

1
2

exp{−2µt0}
∫

ΩR

|w(x, t0)|2ζS dx+

+
∫∫

QR,t0

{K1|∇w|2 + (K2 + µ)|w|2 +K∗
3 |w|p}ζS exp{−2µt} dx dt �
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� 1
2

∫
ΩR

N∑
i=1

|ui0 − ũi0|2ζs dx+

+2s
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

n∑
j=1

Aij

{ N∑
k=1

( n∑
l=1

|Dlwk|+|wk|
)}

|wi|ζS−1 exp{−2µt} dx dt+

+
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

{
|fi0 − f̃i0| |wi|ζS + 2s

n∑
j=1

|fij − f̃ij | |wi|ζS−1 +

+
n∑

j=1

|fij − f̃ij | |Djwi|ζS

}
exp{−2µt} dx dt. (9)

Здесь мы использовали неравенство

N∑
i=1

ap
i � N (2−p)/2

( N∑
i=1

a2
i

)
, p > 2, ai � 0, i = 1, N

(его легко вывести из неравенства Гельдера) и обозначили

K∗
3 = K3N

(2−p)/2.

Заметим, что

(K2 + µ)|w|2 + 2−1K∗
3 |w|p � K4|w|q, (10)

где q—произвольное число из отрезка [2, p],

K4 = min
{
K2 + µ,

K∗
3

2

}
> 0.

Из (9) и (10) имеем

1
2

exp{−2µt0}
∫

ΩR

|w(x, t0)|2ζS dx+

+
∫∫

QR,t0

{
K1|∇w|2 +

1
2
K∗

3 |w|p +K4|w|q
}
ζs exp{−2µt} dx dt �

� 1
2

∫
ΩR

N∑
i=1

|ui0 − ũi0|2ζs dx+ 2sA
∫∫

QR,t0

|∇w| |w|ζs−1 exp{−2µt} dx dt+
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+ 2sA
∫∫

QR,t0

|w|2ζs−1 exp{−2µt} dx dt+

+
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

{
|fi0 − f̃i0| |wi|ζs exp{−2µt} +

+ 2s
n∑

j=1

|fij − f̃ij | |wi|ζs−1 exp{−2µt} +

+
n∑

j=1

|fij − f̃ij | |Djwi|ζs exp{−2µt}
}
dx dt, (11)

где

A =
(
nN

N∑
i=1

n∑
j=1

A2
ij

)1/2

.

В дальнейшем нам потребуется неравенство Юнга

ab � εar +M(ε, r)br
′
, (12)

где

ε > 0, r > 1,
1
r

+
1
r′

= 1, M(ε, r) =
(r − 1)
r

(rε)1/(1−r).

Оценим сверху члены правой части неравенства (11), используя
неравенство Гельдера и Юнга, таким образом:

∫∫
QR,t0

N∑
i=1

|fi0 − f̃i0| |wi|ζs exp{−2µt} dx dt �

�
∫∫

QR,t0

( N∑
i=1

|fi0 − f̃i0|p′
ζs exp{−2µt}

)1/p′

×

×
( N∑

i=1

|wi|pζs exp{−2µt}
)1/p

dx dt �

� ε1

∫∫
QR,t0

N∑
i=1

|wi|pζs exp{−2µt} dx dt+
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+M(ε1, p)
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

|fi0 − f̃i0|p′
ζs exp{−2µt} dx dt �

� ε1N

∫∫
QR,t0

|w|pζs exp{−2µt} dx dt+

+M(ε1, p)
∫∫

QR,t0

|fi0 − f̃i0|p′
ζs exp{−2µt} dx dt (13)

(здесь мы использовали неравенство
( N∑

i=1

ap
i

)1/p

� N1/p
( N∑

i=1

a2
i

)1/2

,
p > 2, ai � 0, i = 1, N),

∫∫
QR,t0

N∑
i=1

N∑
j=1

|fij − f̃ij | |Djwi|ζs exp{−2µt} dx dt �

� ε2

∫∫
QR,t0

|∇w|2ζs exp{−2µt} dx dt+

+M(ε2, 2)
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

n∑
j=1

|fij − f̃ij |2ζs exp{−2µt} dx dt, (14)

∫∫
QR,t0

N∑
i=1

n∑
j=1

|fij − f̃ij | |wi|ζs−1 exp{−2µt} dx dt �

� ε3n

∫∫
QR,t0

|w|2ζs−2 exp{−2µt} dx dt+

+M(ε3, 2)
∫∫

QR,t0

N∑
i=1

n∑
j=1

|fij − f̃ij |2ζs exp{−2µt} dx dt, (15)

∫∫
QR,t0

|∇w| |w|ζs−1 exp{−2µt} dx dt � ε4

∫∫
QR,t0

|∇w|ζs exp{−2µt} dx dt+

+M(ε4, 2)
∫∫

QR,t0

|w|2ζs−2 exp{−2µt} dx dt, (16)

где ε1, ε2, ε3, ε4 > 0—произвольные числа.
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Пусть q ∈ (2, p]. Тогда, приняв

a = |w|2ζ2s/q(exp{−2µt})2/q, b = ζs(q−2)/q−1(exp{−2µt})(q−2)/q,

из неравенства Юнга имеем
∫∫

QR,t0

|w|2ζs−1 exp{−2µt} dx dt � ε5

∫∫
QR,t0

|w|qζs exp{−2µt} dx dt+

+M(ε5, q)
∫∫

QR,t0

ζs−q/(q−2) exp{−2µt} dx dt. (17)

Аналогично∫∫
QR,t0

|w|2ζs−2 exp{−2µt} dx dt � ε6

∫∫
QR,t0

|w|qζs exp{−2µt} dx dt+

+M(ε6, q)
∫∫

QR,t0

ζs−2q/(q−2) exp{−2µt} dx dt, (18)

где ε5, ε6 > 0—произвольные числа.
Выбрав ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6 достаточно малыми, из (11), (13)—(18)

получим

exp{−2µt0}
∫

ΩR

|w(x, t0)|2ζs dx+
∫∫

QR,t0

{|∇w|2+|w|p}ζs exp{−2µt} dx dt �

� C3

∫∫
QR,t0

ζs−2q/(q−2) exp{−2µt} dx dt+

+ C4

∫∫
QR,t0

ζs−q/(q−2) exp{−2µt} dx dt+ C5

∫
ΩR

N∑
i=1

|ui0 − ũi0|2ζs dx+

+ C6

∫∫
QR,t0

N∑
i=1

{
|fi0 − f̃i0|p′

+
n∑

j=1

|fij − f̃ij |2
}
ζs exp{−2µt} dx dt. (19)

Пусть R0 —произвольное число из промежутка (0, R). Учитывая, что
0 � ζ(x) � R, причем R − R0 � ζ(x), когда |x| � R0, и выбирая
s > 2q/(q − 2), из (19) легко получаем (5).



КОРРЕКТНОСТЬ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 49

§ 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. СУЩЕСТВОВАНИЕ. Выберем последова-
тельность областей {Ωm}, удовлетворяющую условиям

Ωm ⊃ Ωm, dist(∂Ωm \ ∂Ω, ∂Ωm+1 \ ∂Ω) > 0,

∂Ωm —кусочно-гладкая поверхность. Очевидно, что
⋃

m∈N

Ωm = Ω, dist(0, ∂Ωm \ ∂Ω) > m,

где O—начало координат. Обозначим

Qm = Ωm × (0, T ), Σm = ∂Ωm × (0, T ), m ∈ N.

Рассмотрим семейство смешанных задач

um
it −Djaij(x, t, δum) + ai0(x, t, δum) =

= fi0(x, t) +
n∑

j=1

Djfij(x, t) в Qm, i = 1, N, (1m)

um
i = 0 на Σm, i = 1, N, (2m)

um
i |t=0 = ui0(x), i = 1, N. (3m)

Обобщенным решением задачи (1m)—(3m) назовем вектор-функцию
um(x, t) = colon(um

1 (x, t), . . . , um
N (x, t)), компоненты которой принадле-

жат пространству H̊1,0(Qm)∩Lp(Qm) и удовлетворяют интегральному
тождеству

∫∫
Qm

N∑
i=1

{
−um

i ψit +
n∑

j=1

aij(x, t, δum)Djψi + ai0(x, t, δum)ψi

}
dx dt =

=
∫

Ωm

N∑
i=1

ui0ψi(x, 0) dx+
∫

Ωm

N∑
i=1

{
fi0ψi −

n∑
j=1

fijDjψi

}
dx dt (4m)

для любых ψi ∈ C1(Qm), таких, что ψi = 0 на ∂Qm ∩ {t > 0}, 1, N .
Методом Галёркина, используя условия (A)—(E), легко показать

(см. [18, 19]), что существует единственное обобщенное решение um

задачи (1m), (2m). Доопределим um нулем на Q \ Qm и полученную
функцию опять обозначим через um. Покажем, что последовательность
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{um} является фундаментальной в норме H1,0(Qκ) ∩ Lp(Qκ), где κ—
любое фиксированное натуральное число.

Пусть m, l, ν, κ—произвольные натуральные числа, такие, что
m, l > ν > 2κ. Поскольку

Qm ⊃ Qν , Ql ⊃ Qν , ∂Qm∩∂Q ⊃ ∂Qν ∩∂Q, ∂Ql∩∂Q ⊃ ∂Qν ∩∂Q,
то справедливо неравенство (5) с u = um, ũ = ul, t0 = T , R0 = κ,
R = ν, f̃ij = fij , i = 1, N , j = 0, n (чтобы показать это, достаточно
повторить доказательство леммы). Отсюда

∫∫
Qκ

(|∇(um − ul)|2 + |um − ul|p) dx dt � B∗
1ν

n−q/(q−2), (20)

где B∗
1 > 0—постоянная, не зависящая от ν.

Выберем q ∈ (2, 2n/(n − 1)), если n > 1, и q ∈ (2, p], если n = 1.
Тогда n − q(q − 2) < 0 и правую часть неравенства (20) можно сде-
лать как угодно малой за счет выбора достаточно большого значе-
ния ν. Отсюда следует, что для произвольного ε > 0 существует ν ∈ N

(ν > 2κ), такое, что при m, l > ν левая часть (20) меньше ε, т. е. по-
следовательность {um} фундаментальная в норме H1,0(Qκ) ∩ Lp(Qκ),
где κ—произвольное натуральное число. Значит, существует функция
u ∈ H1,0

loc (Q̄) ∩ Lp
loc(Q̄), такая, что

um
i → ui в H1

loc(Q̄) ∩ Lp
loc(Q̄), 1, N. (21)

Отсюда и из условия (B) имеем

aij(x, t, δum) → aij(x, t, δu) в L2
loc(Q̄), (22)

i = 1, N , j = 1, n.
В силу соотношений (21) и условий (A), (C) из последовательности

{um} можно выделить такую подпоследовательность {umν}, что
umν

i (x, t) → ui(x, t), ∇umν
i (x, t) → ∇ui(x, t) почти всюду на Q, (23)

ai0(x, t, δumν (x, t)) → ai0(x, t, δu) почти всюду на Q, (24)

ai0(x, t, δumν (x, t)) → χ∗
i (x, t) слабо в Lp′

loc(Q̄), (25)

i = 1, N .
Из (24), (25) и леммы из работы [18, с. 25] получим

ai0(x, t, δumν ) → ai0(x, t, δu) слабо в Lp′
loc(Q̄), i = 1, N. (26)
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Теперь покажем, что u—обобщенное решение задачи (1)—(3). Пусть
ψi(x, t), i = 1, N , — произвольные функции из C∞(Q̄), которые равны
нулю на ∂Q ∩ {t > 0} и при достаточно больших значениях |x|. Тогда
для любых ν ∈ N, таких, что suppψi ⊂ Qmν , i = 1, N , имеем (см. (4m))

∫∫
Q

N∑
i=1

{
−umν

i ψit +
n∑

j=1

aij(x, t, δumν )Djψi + ai0(x, t, δumν )ψi

}
dx dt =

=
∫

Ωm

N∑
i=1

ui0(x)ψi(x, 0) dx+
∫∫
Q

N∑
i=1

{
fi0ψi −

n∑
j=1

fijDjψi

}
dx dt.

Перейдем в этом равенстве к пределу, устремив ν к ∞. В результате,
учитывая (21), (22), (26), получим (4). Существование обобщенного
решения задачи (1)—(3) доказано.

Оценка обобщенного решения вытекает из (5), если учесть, что
в случае, когда f̃ij = aij(x, t, 0), i = 1, N , j = 0, n, вектор-функция
ũ = colon(0, . . . , 0) является обобщенным решением соответствующей
задачи.

ЕДИНСТВЕННОСТЬ. Пусть u1(x, t), u2(x, t)—два решения задачи
(1), (2). Из леммы, приняв R = 2R0, t0 = T , получим

∫∫
QR0,T

(|∇w|2 + |w|p) dx dt � B4(q)R
n−q/(q−2)
0 , (27)

где w = u1 − u2, а B3(q)—положительная постоянная, которая не
зависит от R0. Выберем q таким, чтобы выполнялось неравенство
n−q/(q−2) < 0, и перейдем в (27) к пределу, устремив R0 к +∞. В ре-
зультате получим w = 0 почти всюду на Q, что и надо было показать.

НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ОТ ПРАВЫХ ЧАСТЕЙ. Пусть

{fk
i0}∞k=1 ⊂ Lp′

loc(Q̄), {fk
ij}∞k=1 ⊂ L2

loc(Q̄), {uk
i0} ⊂ L2

loc(Q̄)—

такие последовательности, что

fk
i0 → fi0 в Lp′

loc(Q̄), fk
ij → fij в L2

loc(Q̄),

uk
i0 → ui0 в L2

loc(Ω̄), i = 1, N, j = 1, n,

а {uk}—последовательность обобщенных решений соответствующих
задач. Покажем, что тогда uk

i → ui при k → ∞ в H1,0
loc (Q̄) ∩ Lp

loc(Q̄),
i = 1, N .
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Действительно, пусть ε > 0—любое число, а Q′ —произвольная
ограниченная подобласть области Q. Тогда существуют такие числа
0 < t0 � T , R0 � 1, что Q′ ⊂ QR0,t0 . Возьмем R > 2R0. По лемме
имеем ∫∫

Q′

(|∇(u− uk)|2 + |u− uk|p) dx dt �

�
∫∫

QR0,t0

(|∇(u− uk)|2 + |u− uk|p) dx dt �

�
(

R

R−R0

)s (
B1R

n−q/(q−2) +B2

∫
ΩR

N∑
i=1

|ui0 − uk
i0|2 dx+

+B3

∫∫
QR0,t0

N∑
i=1

{
|fi0 − fk

i0)|p
′
+

n∑
j=1

|fij − fk
i0|2

}
dx dt

)
. (28)

Пусть q ∈ (2, 2n/(n − 1)), если n > 1, и q > 2—произвольное, если
n = 1. Тогда n−q/(q−2) < 0. Отсюда следует, что существует такое R,
для которого

2sB1R
n−q/(q−2) <

ε

2
. (29)

Зафиксируем это значение R. Из того, что fk
i0 → fi0 в Lp′

loc(Q̄), fk
ij → fij

в L2
loc(Q̄), uk

i0 → ui0 в L2
loc(Q̄), i = 1, N , j = 1, n, вытекает существо-

вание такого k0 ∈ N, что

2s

(
B2

∫
ΩR

|ui0 − uk
i0|2 dx+

+B3

∫∫
QR,t0

N∑
i=1

{
|fi0 − fk

i0|p
′
+

n∑
j=1

|fij − fk
ij |2

}
dx dt

)
<
ε

2
∀k � k0.

(30)

Поскольку R > 2R0 и, значит,

R

R−R0
=
R−R0 +R0

R−R0
= 1 +

R0

R−R0
� 2,

то из (29) и (30) следует, что правая часть (28) меньше ε для всех
k � k0, т. е. то, что нужно было показать. Теорема 1 доказана.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Из теоремы 1 имеем существование
единственного обобщенного решения u(x, t) задачи (1)—(3). Пусть
ψ̃i(x, t), i = 1, N , — произвольные функции из C∞

0 (Q). Положим в ин-
тегральном тождестве (4) ψi(x, t) = ψ̃i(x − wek, t), i = 1, N , и под
интегралами сделаем замену x на x+wek. В результате, учитывая, что
aij(x + wek, t, δu(x + wek, t)) = aij(x, t, δu(x + wek, t)) (см. условие 2),
придем к выводу, что u(x + wek, t) является обобщенным решением
задачи (1)—(3). Отсюда и из единственности обобщенного решения за-
дачи (1)—(3) следует равенство u(x + wek, t) = u(x, t) для почти всех
(x, t) ∈ Q. Теорема 2 доказана.
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