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1. Ðÿäû â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýêñïîíåíòà îïåðàòîðà. Ñâîéñòâà:
ýêñïîíåíòà ñêàëÿðíîé ìàòðèöû, ýêñïîíåíòà áëî÷íîé ìàòðèöû, ýêñïîíåíòà ñîïðÿ-
æ¼ííîé ìàòðèöû CAC−1, ýêñïîíåíòà ñóììû êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö, ïðîèçâîäíàÿ
exp tA.

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âûðà-
æåíèå íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ÷åðåç ýêñïîíåíòó. Ñóùåñòâîâàíèå ôà-
çîâîãî ïîòîêà. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé, åãî ðàçìåðíîñòü. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà. Âûðàæåíèå ôàçîâîãî ïîòîêà ÷åðåç ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ìàòðèöó.

Âû÷èñëåíèå exp tA â æîðäàíîâîì áàçèñå. Ýêñïîíåíòà íèëüïîòåíòíîé æîðäàíîâîé
êëåòêè. Çàäà÷à: ïóñòü ξ � êîðíåâîé âåêòîð âûñîòû k ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ, ò. å.
P kξ = 0 è P k−1ξ 6= 0, ãäå P = A− λE; òîãäà

gtξ = eλt
(
ξ + tPξ +

t2

2!
P 2ξ . . .+

tk−1

k!
P k−1ξ

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò. å. Pξ = 0, òî gtξ = eλtξ.

2. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ è îâåùåñòâëåíèå. Ôîðìóëû

• det eA = etrA;

• exp CA = C expA, tr CA = trA, det CA = detA;

• exp RA = R expA, tr RA = 2 Re trA, det RA = |detA|2.

Ïóñòü ξ−iη, ãäå ξ, η ∈ Rn, � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì α+iβ, β 6= 0.
Òîãäà

gtξ = eαt(ξ cos βt+ η sin βt), gtη = eαt(−ξ sin βt+ η cos βt).

Êîíñòðóêöèÿ äîêàçàòåëüñòâà: 〈ξ, η〉R � ïëîñêîñòü, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðà-
òîðà A, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà ýòó ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé óìíî-
æåíèÿ íà α + iβ.

Êëàññèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè (óçåë, âûðîæäåííûé óçåë, äè-
êðèòè÷åñêèé óçåë, ñåäëî, ôîêóñ, öåíòð).
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3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òåî-
ðåìà î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé íà âåñü èíòåðâàë îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áåç äî-
êàçàòåëüñòâà. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé, åãî èçîìîðôèçì Bt0 ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà.

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû âåêòîð-ôóíêöèé. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàä-
ñêîãî äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äîêàçàòåëüñòâîì. Ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå gtt0 = BtB

−1
t0 ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çà âðåìÿ îò t0 äî t.

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ñ ïåðåìåííûìè íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ñâåä�åíèå ê ñèñòåìå. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû ôóíêöèé. Ôîðìóëà Ëèóâèë-
ëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

4. Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, íåóñòîé÷èâîñòè. Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà: ðåøåíèå óñòîé÷èâî
àñèìïòîòè÷åñêè; óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè; íåóñòîé÷èâî. Ó ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû (ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) ëèáî âñå ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû;
ëèáî âñå óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè; ëèáî âñå ðåøåíèÿ íåóñòîé-
÷èâû.

Íåâûðîæäåííûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïëîñêîñòè:
óñòîé÷èâûå ôîêóñû è óçëû (îáû÷íûå, âûðîæäåííûå è äèêðèòè÷åñêèå) óñòîé÷èâû
àñèìïòîòè÷åñêè; öåíòð óñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè; ñ¼äëà, íåóñòîé-
÷èâûå ôîêóñû è óçëû íåóñòîé÷èâû.

Ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû ïî Ëÿïóíîâó:
à) âñå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû íà [t0,+∞); á) ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò
èç îãðàíè÷åííûõ íà [t0,+∞) ðåøåíèé; â) ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îãðàíè÷å-
íà íà [t0,+∞) ïî (ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé) íîðìå; ã) ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç îãðàíè÷åííûõ íà [t0,+∞) ðåøåíèé; ä) ñóùåñòâóåò ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ìàòðèöà, îãðàíè÷åííàÿ íà [t0,+∞) ïî (ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé) íîðìå.

Ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû: à) âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞; á) ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà ñîñòîèò èç ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞; â) ëþáàÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞ ïî (ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé)
íîðìå; ã) íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê
íóëþ ïðè t → +∞; ä) íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
t→ +∞ ïî (ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé) íîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû ïî Ëÿïóíîâó. Äîêàçàòåëü-
ñòâî êðèòåðèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðîâåñòè ñàìîñòî-
ÿòåëüíî. Ñëåäñòâèå: óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà-
÷åíèÿ t0. (Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû îíà òîæå íå çàâèñèò îò t0, íî ýòî ìû ïîêà íå
îáñóæäàåì.)

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìóëü-
òèïëèêàòîðû è èõ íåçàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ t0. Õîðîøèå è íåïëîõèå
ìóëüòèïëèêàòîðû � ýòà òåðìèíîëîãèÿ íå îáùåóïîòðåáèòåëüíàÿ!

Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè:



• ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ ìóëüòèïëè-
êàòîðû � íåïëîõèå;

• ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ ìóëüòè-
ïëèêàòîðû � õîðîøèå.

Ïðèìåð: ìóëüòèïëèêàòîðû íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè íà ïëîñêîñòè (ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðèîä T = 1).

Ëåêöèÿ 5

1. Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû

Òåîðåìà 1. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè óñòîé÷èâà ïî
Ëÿïóíîâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ ìóëüòèïëèêàòîðû � íåïëîõèå. Ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âñå å¼ ìóëüòèïëèêàòîðû � õîðîøèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììû 1 è 2. (Ëåììà 1 èñïîëüçî-
âàëàñü â ëåêöèè 4.)

Ëåììà 1. Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè gt2+T
t1+T = gt2t1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü gt2t1 : x1 7→ x2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕ òàêîå,
÷òî ϕ(t1) = x1, ϕ(t2) = x2. Íàøà ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà t 7→ t + T .
Çíà÷èò, ψ(t) = ϕ(t − T ) � òîæå ðåøåíèå è gt2+T

t1+T : ψ(t1 + T ) 7→ ψ(t2 + T ). Íî ψ(t1 + T ) =

ϕ(t1) = x1 è ψ(t2 + T ) = ϕ(t2) = x2. Èòàê, g
t2+T
t1+T : x1 7→ x2. �

Ëåììà 2. Ïóñòü M = gT0 � îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ T -ïåðèîäè-
÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, T > 0. Òîãäà

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖Mm‖, ãäå m = 0, 1, 2, . . . , îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå ìóëüòèïëèêàòîðû � íåïëîõèå;

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖Mm‖ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m→ +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå ìóëüòèïëèêàòîðû � õîðîøèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M = J , ãäå J � æîðäàíîâà êëåòêà J ðàçìåðà k ñ ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëîì µ, ò. å. J = µE+N , ãäå N � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íàä ãëàâíîé
äèàãîíàëüþ è íóëÿìè íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ, Nk = 0 è Nk−1 6= 0. (Ïîëàãàåì, ÷òî N0 = E.)
Òîãäà

Jm =
k−1∑
`=0

C`
mµ

m−`N `.

Ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû èìåþò âèä µm−`C`
m, ` = 0, 1, . . . , k − 1. Ïîýòîìó:

• åñëè |µ| < 1, òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Jm ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè m→ +∞;

• åñëè |µ| = 1 è k = 1, òî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìàòðèöû Jm îãðàíè÷åí, íî íå ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè m→ +∞;



• åñëè |µ| = 1 è k > 2, òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Jm, ëåæàùèå íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ,
íå îãðàíè÷åíû ïðè m→ +∞;

• åñëè |µ| > 1, òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Jm, ëåæàùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è âûøå,
íå îãðàíè÷åíû ïðè m→ +∞.

Ïóñòü M = J , ãäå J � ëþáàÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà. Òîãäà èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò, ÷òî âñå
ýëåìåíòû ìàòðèöû Jm

• îãðàíè÷åíû ïðè m→ +∞, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû � íåïëîõèå;

• ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðèm→ +∞, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû � õîðîøèå.

Èç êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå íàä
ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: M = CJC−1. Òîãäà Mm = CJmC−1 è Jm = C−1MmC. Ïîýòîìó
âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Mm

• îãðàíè÷åíû ïðè m→ +∞, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû � íåïëîõèå;

• ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðèm→ +∞, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû � õîðîøèå;

òàê êàê ýëåìåíòû êàæäîé èç ìàòðèöMm è Jm � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ äðóãîé.
Íî èç çàäà÷è 18 ñïèñêà òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ:

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖Mm‖ îãðàíè÷åíà ïðè m→ +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
ýëåìåíòû ìàòðèöû Mm îãðàíè÷åíû;

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖Mm‖ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m → +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Mm ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Îáúåäèíÿÿ ýòè óòâåðæäåíèÿ ñ ïðåäûäóùèìè, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ ëåììû. �

Äîêàæåì òåîðåìó 1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð gt0, ãäå t > 0. Ïóñòü t = mT+τ , ãäå τ ∈ [0, T ).
Òîãäà

gt0 = gmT+τ
mT ◦ gmT(m−1)T ◦ . . . ◦ g2T

T ◦ gT0 = gτ0 ◦
(
gT0
)m

= gτ0 ◦Mm,

ïîñêîëüêó gt2+T
t1+T = gt2t1 ñîãëàñíî ëåììå 1. Çíà÷èò, ‖gt0‖ 6 ‖gτ0‖·‖Mm‖. Íî íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ ‖gτ0‖ îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó τ ∈ [0, T ]. Ïîýòîìó ‖gt0‖ 6 C‖Mm‖ è èç îãðàíè÷åííîñòè
(ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ‖Mm‖ ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü (ñòðåìëåíèå ê
íóëþ) ôóíêöèè ‖gt0‖.

Âåðíî è îáðàòíîå: îãðàíè÷åííîñòü (ñòðåìëåíèå ê íóëþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ‖Mm‖ ñëå-
äóåò èç îãðàíè÷åííîñòè (ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ) ôóíêöèè ‖gt0‖, ïîñêîëüêó ‖Mm‖ = ‖gmT0 ‖.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ëåììó 2 è îáùèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.

2. Êà÷åëè

Ýòà ÷àñòü îñíîâàíà íà � 28 ó÷åáíèêà Â.È.Àðíîëüäà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà ẍ + ω2
(
1 + εa(t)

)
x = 0 ãäå ω = const > 0 è a

� ôèêñèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì T = 2π, íàïðèìåð,
a(t) = cos t.



Ñâåä¼ì ýòî óðàâíåíèå ê ñèñòåìå:{
ẋ = y
ẏ = −ω2

(
1 + εa(t)

)
x
. (1)

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ω è ε ýòà ñèñòåìà óñòîé÷èâà, à ïðè êàêèõ íåò?
Äàííàÿ ñèñòåìà � ýòî èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü êà÷åëåé. ×åëîâåê, ñèäÿùèé èëè ñòî-

ÿùèé íà êà÷åëÿõ ïûòàåòñÿ íà íèõ ðàñêà÷àòüñÿ, ñîâåðøàÿ ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ è òåì
ñàìûì èçìåíÿÿ ïëå÷î, à ñ íèì è ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.
Óñïåøíîå ðàñêà÷èâàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëó÷àþòñÿ
êîëåáàíèÿ ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, óñïåõ ðàñêà÷èâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî
íàøà ñèñòåìà � íåóñòîé÷èâà. Ðàçóìååòñÿ, äàííàÿ ìîäåëü ñèëüíî èäåàëèçèðîâàíà: ÷åëî-
âåê íà êà÷åëÿõ áëèæå ê ôèçè÷åñêîìó, à íå ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìàÿòíèêó, ñîâåðøàþò îíè
îòíþäü íå ìàëûå êîëåáàíèÿ, êðîìå òîãî â êà÷åëÿõ åñòü òðåíèå, êîòîðîå ìû íå ó÷èòûâàåì.

Íàøà ñèñòåìà çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ � ÷àñòîòû ω ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êà÷å-
ëåé ñ íåïîäâèæíûì ÷åëîâåêîì è àìïëèòóäû ε ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ÷åëîâåêà íà íèõ.
Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ íàøà ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà, îáðàçóþò íà ïëîñ-
êîñòè (ω, ε) îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Ïîïàäàíèå êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ýòó
îáëàñòü íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì.

Óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ îïåðàòîðà
ìîíîäðîìèè M = g2π

0 ñèñòåìû (1).

Ëåììà 3. detM = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (t) = det gt0. Ïî ôîðìóëå
Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî W (t) = const, ïîñêîëüêó trA = 0. Íî W (0) = det g0

0 = 1,
ïîýòîìó W (t) = 1 ïðè âñåõ t ∈ R. Â ÷àñòíîñòè, detM = W (2π) = 1. �

Òåîðåìà 2. Åñëè | trM | > 2, òî ñèñòåìà (1) íåóñòîé÷èâà; åñëè | trM | < 2, òî
ñèñòåìà (1) óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3 ìóëüòèïëèêàòîðû ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò êâàä-
ðàòíîìó óðàâíåíèþ

µ2 − µ trM + 1 = 0.

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí (trM)2 − 4.
Ïðè | trM | > 2 åãî êîðíè µ1, µ2 âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, îäèí èç íèõ ïî

ìîäóëþ áîëüøå 1, ïîñêîëüêó µ1µ2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà.
Ïðè | trM | < 2 êîðíè µ1,2 = α± iβ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû è ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, îáà îíè

ïî ìîäóëþ ðàâíû 1, ïîñêîëüêó µ1µ2 = (α+iβ)(α−iβ) = α2+β2 = 1, à îïåðàòîð ìîíîäðîìèè
ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, íî íå
àñèìïòîòè÷åñêè. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè | trM | = 2, òî âîçìîæåí ëþáîé èç äâóõ âàðèàíòîâ! Â ñàìîì äåëå,
òîãäà µ1 = µ2 = ±1 è âñ¼ çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ñêàëÿðíûì
(óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó) èëè íåò (íåóñòîé÷èâîñòü).

Èòàê, óðàâíåíèå ëèíèè trM = 2 äåëèò ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòü íåóñòîé÷èâî-
ñòè trM > 2 è îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè trM < 2. Êîíå÷íî, âû÷èñëèòü trM � íåòðèâèàëüíàÿ
çàäà÷à. Íî îí ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ε = 0 � â ýòîì ñëó÷àå trM = 2 cos 2πω. (Ñì. çàäà÷ó
26 ñïèñêà òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ.)



Ñëåäñòâèå. Åñëè ω 6= k/2, ãäå k ∈ Z, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñèñòåìà óñòîé-
÷èâà ïî Ëÿïóíîâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ω 6= k/2 è ε = 0, òî | trM | = |2 cos 2πω| < 2. Çíà÷èò è ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε | trM | < 2. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, åñëè ω íå áëèçêî ê k/2, òî ìàëûìè óñèëèÿìè ðàñêà÷àòü êà÷åëè
íåëüçÿ.

Çàìå÷àíèå. Â íàøåé ìîäåëè ÷àñòîòà ν äâèæåíèé ÷åëîâåêà áûëà ïðèíÿòà ðàâíîé 1.
Â îáùåì ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

ẍ+ Ω2
(
1 + εa(νt)

)
x = 0,

ãäå Ω � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êà÷åëåé ñ íåïîäâèæíûì ÷åëîâåêîì, à a � ïî-
ïðåæíåìó ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì T = 2π. Ïåðåõîäÿ ê íîâîé
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé τ = νt, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d2x

dτ 2
+

Ω2

ν2

(
1 + εa(t)

)
x = 0,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì, åñëè ïîëîæèòü ω = Ω/ν. Òàêèì îáðàçîì, ðàñêà÷àòü
êà÷åëè ìàëûìè óñèëèÿìè ìîæíî òîëüêî, åñëè Ω/ν áëèçêî ê k/2, � ðåçóëüòàò, âñåì èçâåñò-
íûé èç ýêñïåðèìåíòà.

Ëåêöèÿ 6

Òåîðèÿ Øòóðìà

Ýòà ÷àñòü êóðñà èçëîæåíà â ïóíêòå 7 � 27 ó÷åáíèêà Â.È.Àðíîëüäà. Òî÷íåå, â åãî ÷àñòè
îò íà÷àëà äî àáçàöà ¾Èññëåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñïëîøíûõ ñðåä (çàêðåïë¼ííîé
ñòðóíû)...¿.

Ëåêöèÿ 7

1. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû

Ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà � ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = A(t)x + b(t), A : I → EndRn, b : I → Rn, A, b ∈ C0(I),

ãäå I ⊂ R � èíòåðâàë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé).

Âàðèàöèÿ ïîñòîÿííûõ. Åñëè èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x,
òî îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x + b(t) íàõîäèòñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè
ïîñòîÿííûõ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ïîñòîÿííûõ, âõî-
äÿùèõ â îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå x = Φ(t)C(t), ãäå Φ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îä-
íîðîäíîé ñèñòåìû: Φ̇(t) = A(t)Φ(t), à C : I → Rn � íåèçâåñòíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå:

Φ̇(t)C(t) + Φ(t)Ċ(t) = A(t)Φ(t)C(t) + b(t) ⇔ Ċ(t) = Φ−1(t)b(t),



èç êîòîðîãî íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ C íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì.

Óñòîé÷èâîñòü. Óñòîé÷èâîñòü (ïî Ëÿïóíîâó) ëþáîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
ýêâèâàëåíòíà óñòîé÷èâîñòè (ïî Ëÿïóíîâó) íóëåâîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ òîé
æå ìàòðèöåé. Êàê è ðàíåå, èíòåðâàë îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ áåñêî-
íå÷íûì ñïðàâà è t0 ∈ I.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü íåêîòîðîå âûäåëåííîå ðåøåíèå ϕ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî
ïî Ëÿïóíîâó. Òîãäà ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ‖ψ(t0) − ϕ(t0)‖ < δ ⇒ ‖ψ(t) − ϕ(t)‖ < ε ∀ t > t0,
ãäå ψ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïóñòü ψ = ϕ + θ, ãäå θ � ëþáîå
ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïîëó÷èì ‖θ(t0)‖ < δ ⇒ ‖θ(t)‖ < ε ∀ t > t0. Ïîýòîìó
íóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî.

Íàîáîðîò, ïóñòü íóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Òîãäà
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ‖θ(t0)‖ < δ ⇒ ‖θ(t)‖ < ε ∀ t > t0, ãäå θ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïóñòü θ = ψ − ϕ, ãäå ψ � ëþáîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû.
Ïîëó÷èì ‖ψ(t0) − ϕ(t0)‖ < δ ⇒ ‖ψ(t) − ϕ(t)‖ < ε ∀ t > t0. Ïîýòîìó âûäåëåííîå ðåøåíèå
ϕ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òàêæå âåðíî � ñì. òåî-
ðåòè÷åñêèé âîïðîñ 27 èç ñïèñêà íèæå.

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè: I = R è äëÿ íåêîòîðîãî T > 0: A(t+T ) = A(t), b(t+T ) = b(t) ïðè âñåõ t ∈ R
è îïðåäåëèì äëÿ íå¼ îïåðàòîð ìîíîäðîìèè M : Rn → Rn ïî ôîðìóëå M(x0) = ψ(T ), ãäå
ψ : I → Rn � åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(0) = x0.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ýòîò îïåðàòîð íå íóæåí ââèäó
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Çàòî îí ïîëåçåí â âîïðîñå ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû T -ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé. À èìåííî, íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ψ : R → Rn T -ïåðèîäè÷íî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 = ψ(0) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà
ìîíîäðîìèè, ò. å. M(x0) = x0.

Â îäíó ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, äîêàæåì â äðóãóþ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
M(x0) = x0. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ψ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(0) = x0. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ±T , ôóíêöèÿ ψ̃(t) = ψ(t + T ) � òîæå ðåøåíèå. Èç
ðàâåíñòâà M(x0) = x0 ïîëó÷àåì, ÷òî ψ(T ) = ψ(0), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ψ̃(0) = ψ(T ) = ψ(0).
Çíà÷èò, ðåøåíèÿ ψ̃ è ψ ñîâïàäàþò ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè è ïîýòîìó ψ(t + T ) = ψ(t)
ïðè âñåõ t ∈ R, ò. å. ψ � T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Äëÿ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:
M(x0) = M0(x0) + ϕ(T ), ãäå M0 � îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ
òîé æå ìàòðèöåé, à ϕ � ðåøåíèå èñõîäíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ϕ(0) = 0. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ψ = ϕ+θ, ãäå θ � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì θ(0) = x0. Òîãäà ψ(0) = ϕ(0) + θ(0) = x0 è M(x0) = ψ(T ) = ϕ(T ) + θ(T ) =
ϕ(T ) +M0(x0).

Èç ôîðìóëûM(x0) = M0(x0)+ϕ(T ) äëÿ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ñëåäóåò êðèòåðèé íàëè÷èÿ ó íå¼ åäèíñòâåííîãî T -
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, äîêàçàòü êîòîðûé ïðåäëîæåíî â çàäà÷å 30.



2. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò ïàðàìåòðà

Ïóñòü x = χ(t, ε) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé
çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ε ∈ Rk: {

ẋ = v(t, x, ε)
χ(t0, ε) = x0(ε)

. (2)

Çäåñü (t, x) ∈ U , U ⊂ R1+n � îáëàñòü â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ε ∈ E ,
E ⊂ Rk � îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà, v : U × E → Rn � çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà ïðà-
âàÿ ÷àñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, t0 ∈ R � ôèêñèðîâàííûé íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, x0 : E → Rn � çàâèñèìîñòü íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ îò ïàðàìåòðà, ïðè÷¼ì
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî

(
t0, x0(ε)

)
∈ U ïðè âñåõ ε ∈ E .

Çàìå÷àíèå. Ïàðàìåòðîì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñàìî íà÷àëüíîå óñëîâèå. Â ýòîì ñëó÷àå v
íå çàâèñèò îò ε, ε ∈ Rn è x0(ε) = ε.

Ðåøåíèå χ(t, ε) ∈ Rn íàøåé çàäà÷è Êîøè � âåêòîð-ôóíêöèÿ c íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì
îïðåäåëåíèÿ D(χ). Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ v íåïðåðûâíà â U ×E è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî çàâèñèìûì ïåðåìåííûì x. Òîãäà èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ñëåäóåò, ÷òî (t, ε) ∈ D(χ), åñëè t ∈ Iε, ãäå Iε � èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè è çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà ε.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ v íåïðåðûâíà â U ×E è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî çàâèñèìûì ïåðåìåííûì x, à âåêòîð-ôóíêöèÿ x0 � íåïðåðûâíà â E. Òîãäà
ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ D(χ) îòêðûòî è âåêòîð-ôóíêöèÿ χ íåïðåðûâíà â D(χ).

Ýòó òåîðåìà äîêàçàíà â êîíöå êóðñà â îñëàáëåííîé ôîðìóëèðîâêå ñ òðåáîâàíèåì óñëî-
âèÿ Ëèïøèöà ïî ïàðàìåòðó � ñì. òåîðåìó 19.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ v è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå ïî çàâèñèìûì ïåðåìåí-
íûì x äî ïîðÿäêà r > 1 âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâíû â U × E, à âåêòîð-ôóíêöèÿ x0 è âñå
å¼ ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó ε äî ïîðÿäêà r > 1 âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâíû â E. Òîãäà
âåêòîð-ôóíêöèÿ χ è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó ε äî ïîðÿäêà r > 1 âêëþ÷èòåëüíî
íåïðåðûâíû â D(χ).

Ýòó òåîðåìó äîêàçûâàòü â êóðñå íå ïëàíèðóåòñÿ.

3. Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ

Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó. Ïóñòü k = 1 è ε ∈ R. Âûäåëèì êàêîå-íèáóäü
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε∗ ∈ R è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è
Êîøè (2):

ϕ(t) = χ(t, ε∗),

ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé ñèñòåìû
ïî çàâèñèìûì ïåðåìåííûì âäîëü ðåøåíèÿ ϕ:

A(t) =
∂v

∂x

(
t, ϕ(t), ε∗

)
=

(
∂vk
∂x`

(
t, ϕ(t), ε∗

))
,

ãäå k = 1, . . . , n � íîìåð ñòðîêè, ` = 1, . . . , n � íîìåð ñòîëáöà, v = (v1, . . . , vn), x =
(x1, . . . , xn), à òàêæå ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò ïðàâîé ÷àñòè



èñõîäíîé ñèñòåìû ïî ïàðàìåòðó âäîëü ðåøåíèÿ ϕ:

b(t) =
∂v

∂ε

(
t, ϕ(t), ε∗

)
=

(
∂vk
∂ε

(
t, ϕ(t), ε∗

))
.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ẇ = A(t) w + b(t), w = (w1, . . . , wn) (3)

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (èëè ïðîñòî óðàâíåíèåì) â âàðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó
âäîëü ðåøåíèÿ ϕ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðè åãî
âûäåëåííîì çíà÷åíèè:

ψ(t) =
∂χ

∂ε
(t, ε∗), w0 = x′0(ε∗).

Òåîðåìà 5. Âåêòîð-ôóíêöèÿ w = ψ(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (3) â âà-
ðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó âäîëü ðåøåíèÿ ϕ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ψ(t0) = w0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ âåêòîð-ôóíêöèÿ χ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂χk
∂t

(t, ε) = vk
(
t, χ(t, ε), ε

)
∀ ε ∈ E .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó:

∂

∂ε

∂χk
∂t

(t, ε) =
n∑
`=1

∂vk
∂xl

(
t, χ(t, ε), ε

)∂χ`
∂ε

(t, ε) +
∂vk
∂ε

(
t, χ(t, ε), ε

)
,

à çàòåì ñëåâà èçìåíèòü ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïîäñòàâèòü ε = ε∗:

∂

∂t

∂χk
∂ε

(t, ε∗) =
n∑
`=1

∂vk
∂xl

(
t, χ(t, ε∗), ε∗

)∂χ`
∂ε

(t, ε∗) +
∂vk
∂ε

(
t, χ(t, ε∗), ε∗

)
.

Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì:

ψ′k(t) =
n∑
`=1

∂vk
∂xl

(
t, ϕ(t), ε∗

)
ψ`(t) +

∂vk
∂ε

(
t, ϕ(t), ε∗

)
.

Ýòî è åñòü ïîäðîáíî ðàñïèñàííîå óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ.
Êðîìå òîãî, âåêòîð-ôóíêöèÿ χ óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

χ(t0, ε) = x0(ε).

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïîëó÷àåì è ïîäñòàíîâêè åãî âûäåëåííîãî çíà÷å-
íèÿ ïîëó÷àåì:

∂χ

∂ε
(t0, ε) = x′0(ε) ⇒ ∂χ

∂ε
(t0, ε∗) = x′0(ε∗).

Ò. å. â âåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ: ψ(t0) = w0. �



Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ
÷àñòü v íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà è íà÷àëüíîå óñëîâèå ëèíåéíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà:{

ẋ = v(t, x)
χ(t0, ε) = x∗ + w0ε

, (4)

âûäåëèì íóëåâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε∗ = 0 è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå
èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè:

ϕ(t) = χ(t, 0),

ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé ñèñòåìû
ïî çàâèñèìûì ïåðåìåííûì âäîëü ðåøåíèÿ ϕ:

A(t) =
∂v

∂x

(
t, ϕ(t)

)
=

(
∂vk
∂x`

(
t, ϕ(t)

))
,

ãäå k = 1, . . . , n � íîìåð ñòðîêè, ` = 1, . . . , n � íîìåð ñòîëáöà, v = (v1, . . . , vn), x =
(x1, . . . , xn).

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ẇ = A(t) w, w = (w1, . . . , wn) (5)

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (èëè ïðîñòî óðàâíåíèåì) â âàðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ âäîëü ðåøåíèÿ ϕ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ðåøåíèÿ ïî ε ïðè ε = 0:

ψ(t) =
∂χ

∂ε
(t, 0).

Òåîðåìà 6. Âåêòîð-ôóíêöèÿ w = ψ(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (5) â âà-
ðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ âäîëü ðåøåíèÿ ϕ, ïðè÷¼ì ψ(t0) = w0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 5. �

Ëåêöèÿ 8

Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ1

Ïóñòü àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà ẋ = v(x) èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗, ò. å. v(x∗) = 0.
Äðóãèìè ñëîâàìè, x∗ � îñîáàÿ òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ v.

Îñîáàÿ òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x ≡ x∗ � óñòîé-
÷èâî. Ãðóáî ãîâîðÿ, îñîáàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà, åñëè ðåøåíèå ñ áëèçêèì ê íåé íà÷àëüíûì
óñëîâèåì îñòà¼òñÿ âñå âðåìÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå. Îñîáàÿ òî÷êà x∗ âåêòîðíîãî ïîëÿ v íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïó-
íîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî âñÿêîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå

1Ýòîò ïàðàãðàô îñíîâàí íà êîíñïåêòàõ ëåêöèé Â.Ì. Çàêàëþêèíà:
http://tds.math.msu.su/wiki/index.php/2009:%D0%9E%D0%94%D0%A3



x = ψ(t) àâòîíîìíîé ñèñòåìû ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì èç δ-îêðåñòíîñòè îñîáîé
òî÷êè îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0 è îñòà¼òñÿ â å¼ ε-îêðåñòíîñòè:

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ‖ψ(0)− x∗‖ < δ ⇒ ‖ψ(t)− x∗‖ < ε ∀ t > 0.

Îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè îíà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó
è ëþáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì èç å¼ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ê íåé è ñòðåìèòñÿ:

∃ δ > 0 : ‖ψ(0)− x∗‖ < δ ⇒ lim
t→+∞

ψ(t) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Îñîáàÿ òî÷êà x∗ âåêòîðíîãî ïîëÿ v íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, åñëè
íàéä¼òñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå x =
ϕ(t) àâòîíîìíîé ñèñòåìû ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì èç δ-îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè,
âûõîäÿùèå ïðè íåêîòîðîì t > 0 èç å¼ ε-îêðåñòíîñòè:

∃ ε > 0 : ∀ δ > 0 ∃ϕ : ‖ϕ(0)− x∗‖ < δ, ∃ t > 0 : ‖ϕ(t)− x∗‖ > ε.

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ W : U → R, îïðåäåë¼ííàÿ
â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x∗ ∈ U âåêòîðíîãî ïîëÿ v, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà,
åñëè W (x) > 0 ïðè x 6= x∗, W (x∗) = 0 è ïðîèçâîäíàÿ Ëè ôóíêöèè W âäîëü âåêòîðíîãî
ïîëÿ íå ïîëîæèòåëüíà: LvW 6 0.

Òåîðåìà 7. (Òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè.) 1. Åñëè â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïó-
íîâà, òî ýòà òî÷êà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó.

2. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ Ëè ýòîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëüíà â ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè îñîáîé òî÷êè, òî ýòà òî÷êà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü x∗ � îñîáàÿ òî÷êà è Bε � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà ε >
0 c öåíòðîì â x∗, öåëèêîì ëåæàùèé â U , à m > 0 � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè
W íà åãî ãðàíèöå � ñôåðå Sε. (Ýòî ÷èñëî ñóùåñòâóåò è ïîëîæèòåëüíî, ïîñêîëüêó Sε
� êîìïàêò.) Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè W ñóùåñòâóåò òàêîé øàð Bδ ñ ðàäèóñîì δ > 0 è
öåíòðîì â x∗ òàêîé, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ W â òî÷êàõ Bδ íå ïðåâîñõîäÿò m/2. Ýòîò øàð ëåæèò
âíóòðè ñôåðû Sε. Ðàññìîòðèì íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå x = ψ(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x0 èç Bδ è îãðàíè÷åíèå W (ψ(t)) ôóíêöèè W íà ýòî ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ
d
dt
W (ψ(t)) = LvW (ψ(t)) íå ïîëîæèòåëüíà ïî óñëîâèþ, îãðàíè÷åíèå W (ψ(t)) íå âîçðàñòàåò

è îñòà¼òñÿ íå áîëüøå m/2. Ïîýòîìó ðåøåíèå x = ψ(t) íå ìîæåò ïåðåñå÷ü ñôåðó Sε (ãäå âñå
çíà÷åíèÿ íå ìåíüøå m), à çíà÷èò îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0 ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè,
ñôîðìóëèðîâàííîé â ïðîøëîì ñåìåñòðå (íî ïîêà íå äîêàçàííîé), è îñòà¼òñÿ âíóòðè ñôåðû
Sε, ÷òî è òðåáóåòñÿ äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.

2. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîå-òî ðåøåíèå x = ψ(t)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì èç øàðà Bδ, ðàññìîòðåííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî óòâåðæäå-
íèÿ, íå ñòðåìèòñÿ ê x∗ ïðè t → +∞. Òîãäà ó íåãî åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà a 6= x∗. Íî
W (a) > 0. Ïîýòîìó äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíèå W (ψ(t)) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
t → +∞. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå W (ψ(t)) → 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàæåò
òåîðåìó.

Ïî óñëîâèþ, îãðàíè÷åíèåW (ψ(t)) íå âîçðàñòàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè è íåîòðèöàòåëüíî.
Ïîýòîìó îíî èìååò ïðåäåë ` > 0 ïðè t→∞. Ïóñòü ` > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ψ(t) îñòà¼òñÿ



âíå ìàëîãî øàðà B ñ öåíòðîì â x∗. Íà êîìïàêòíîì çàìûêàíèè øàðîâîãî ñëîÿ Bε \ B
ôóíêöèÿ LvW ñòðîãî îòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà ïî óñëîâèþ, ïîýòîìó LvW 6 −β0 < 0.
Çíà÷èò, d

dt
W (ψ(t)) 6 −β0. Èíòåãðèðóÿ ïî t, ïîëó÷èìW (ψ(t)) < c−β0t , òî åñòü îãðàíè÷åíèå

W (ψ(t)) äîëæíî ñòàòü îòðèöàòåëüíûì, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê W (ψ(t)) > 0 ïî óñëîâèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ` = 0. �

Îäíèì èç ïðèëîæåíèé òåîðåìû Ëÿïóíîâà ñëóæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (òàêæå ïðèíàä-
ëåæàùàÿ Ëÿïóíîâó) îá óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü v(x) = Ax + f(x), ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà (Ax íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ÷àñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ v), è f � íåëèíåéíûé îñòàòîê, ñîñòîÿùèé èç ÷ëåíîâ
âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ò. å. ‖f(x)‖ = o

(
‖x‖
)
ïðè x → 0. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò �

îñîáàÿ òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ v è âåðíî ñëåäóþùåå:

1. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ
÷àñòü, òî íà÷àëî êîîðäèíàò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

2. Åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ
÷àñòü, òî íà÷àëî êîîðäèíàò íå óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà òåîðåìå ×åòàåâà î íåóñòîé÷è-
âîñòè, ïðèâåä¼ííîé íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè ïî ó÷åáíèêó Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ W è äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ÷àñòü ñèñòåìû ẋ = Ax, è å¼ ðåøåíèå x = eAtx0 ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x = x0 ïðè t = 0. Ïóñòü

W (x0) =

+∞∫
0

∥∥eAtx0

∥∥2
dt,

ãäå ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Ôóíêöèÿ W èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Îíà îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x0. Â ñàìîì äåëå, ëþáàÿ êîîðäèíàòà ðåøåíèÿ x = eAtx0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ýëåìåíòàðíûõ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ, ïîêàçàòåëè êîòîðûõ �
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Ïî óñëîâèþ âñå Reλ < −k < 0, ïîýòîìó âñå êîîð-
äèíàòû ðåøåíèÿ x = eAtx0 ñòðåìÿòñÿ ïðè t → +∞ ê íóëþ áûñòðåå e−kt. Çíà÷èò,
êâàäðàò íîðìû ðåøåíèÿ x = eAtx0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå e−2kt. Ñëåäîâàòåëüíî,
íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x0.

2. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò x0, ïîñêîëüêó ïîä èíòåãðàëîì �
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò x0.

3. Ýòà ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè x0 =
0.

4. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè LAxW ôóíêöèè W âäîëü ëèíåéíîé ÷àñòè Ax âåêòîðíîãî ïîëÿ v �
îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà −‖x‖2. Â ñàìîì äåëå,

W
(
eAτx

)
=

+∞∫
0

∥∥eAteAτx∥∥2
dt =

+∞∫
0

W
(
eAτx

)
=

+∞∫
0

∥∥eA(t+τ)x
∥∥2
dt =

+∞∫
τ

∥∥eAtx∥∥2
dt,



ïîýòîìó

LAxW (x) =
d

dτ
W
(
eAτx

)∣∣∣
τ=0

=
d

dτ

+∞∫
τ

∥∥eAtx∥∥2
dt

∣∣∣∣
τ=0

= −‖x‖2 .

5. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè ôóíêöèè W âäîëü îñòàòêà f � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà: LfW (x) = o

(
‖x‖2

)
. Â ñàìîì äåëå,∣∣LfW (x)

∣∣ =
∣∣f(x) · gradW (x)

∣∣ 6 ∥∥f(x)
∥∥·∥∥gradW (x)

∥∥ = o
(
‖x‖
)
O
(
‖x‖
)

= o
(
‖x‖2

)
,

ïîñêîëüêó gradW = O
(
‖x‖
)
� ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñîãëàñíî ïóíêòó 2.

6. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè ôóíêöèè W âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v îòðèöàòåëüíà â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó

LvW = LAxW + LfW = −‖x‖2 + o
(
‖x‖2

)
.

Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà âûïîëíåíû, è íà÷àëî êîîðäèíàò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò íåïîëîæèòåëüíóþ âå-
ùåñòâåííóþ ÷àñòü, ïðè÷¼ì íåêîòîðûå èìåþò íóëåâóþ, äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì âîçìîæíà
êàê óñòîé÷èâîñòü òàê è íåóñòîé÷èâîñòü. Òåîðåìà 8 íå äàåò îòâåòà â ýòîì ñëó÷àå.

Çàìå÷àíèå. ×òîáû ïðîâåðèòü, âñå ëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èìåþò îò-
ðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, íå íóæíî èñêàòü ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � íóæíû
òîëüêî êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A. Äëÿ ýòîãî åñòü ðàç-
ëè÷íûå ìåòîäû, îïèñàííûå, íàïðèìåð, â çàäà÷íèêå Ôèëèïïîâà.

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿW : U → R, îïðåäåë¼ííàÿ â
îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x∗ ∈ U âåêòîðíîãî ïîëÿ v, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ×åòàåâà, åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D ⊂ Rn âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• îñîáàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ïîäìíîæåñòâà D:

x∗ ∈ ∂D;

• ôóíêöèÿ W ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ ãðàíèöû ïîäìíîæåñòâà D, ëåæàùèõ âíóòðè U :

W (x) = 0 ∀ x ∈ ∂D ∩ U ;

• ôóíêöèÿ W è å¼ ïðîèçâîäíàÿ Ëè LvW ïîëîæèòåëüíû â òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâà D,
ëåæàùèõ âíóòðè U :

W (x) > 0, LvW (x) > 0 ∀ x ∈ D ∩ U.

Òåîðåìà 9. (Òåîðåìà ×åòàåâà î íåóñòîé÷èâîñòè.) Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè îñîáîé òî÷êè íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ×åòàåâà, òî
ýòà òî÷êà íåóñòîé÷èâà.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ � îñîáàÿ òî÷êà è B � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà ε > 0 ñ
öåíòðîì â x∗, öåëèêîì ëåæàùèé â U , àM � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåW íà í¼ì. Äëÿ ëþáîãî
δ > 0 ðàññìîòðèì íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå x = ϕ(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0) ∈ D ∩ B
òàêèì, ÷òî ‖ϕ(0)−x∗‖ < δ. (Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó x∗ ∈ ∂D.) Äîêàæåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå
ïîïàä¼ò íà ãðàíèöó B ïðè íåêîòîðîì t > 0, � ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà x∗
íåóñòîé÷èâà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ðåøåíèå x = ϕ(t) îñòà¼òñÿ âíóòðè B ïðè âñåõ t > 0. Òîãäà
îíî îñòà¼òñÿ âíóòðè D ∩ B. Â ñàìîì äåëå, W (ϕ(0)) > 0 è ïîêà ϕ(t) ∈ D ∩ B âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî W (ϕ(t)) > W (ϕ(0)) > 0, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ W (ϕ(t)) ïîëîæèòåëüíà ïî
óñëîâèþ. Çíà÷èò, íàøå ðåøåíèå íå ìîæåò ïîïàñòü íà ∂D ∩ B, ïîñêîëüêó òàì W = 0, è â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ W (ϕ(t)) èñïûòàëà áû ðàçðûâ.

Ïîñêîëüêó íàøå ðåøåíèå îñòà¼òñÿ â D ∩ B, íåðàâåíñòâî W (ϕ(t)) > W (ϕ(0)) > 0 âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t > 0. Çíà÷èò, íàøå ðåøåíèå ïðè t > 0 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó K
âñåõ òî÷åê èç D ∩ B, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè W íå ìåíüøå, ÷åì â íà÷àëüíîé òî÷êå
íàøåé òðàåêòîðèè:

K =
{

x ∈ D ∩B | W (x) > W (ϕ(0)) > 0
}
.

Ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî, ïîñêîëüêó íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà ãðàíèöå D, à ôóíêöèÿ
W íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó K � êîìïàêò. Ôóíêöèÿ LvW íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà íà K.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç β0 > 0 å¼ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà K. Òîãäà W (ϕ(t)) > W (ϕ(0)) + β0t,
òî åñòü ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è â íåêîòîðûé ìîìåíò ïðåâçîéäåò M , ÷òî
íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ðåøåíèå íå ìîæåò îñòàâàòü-
ñÿ âíóòðè B. �

Ëåêöèÿ 9

1. Îñîáûå òî÷êè íåëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè

Åñëè ôàçîâûé ïîðòðåò â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè íåëèíåéíîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ïîõîæ íà ôàçîâûé ïîðòðåò íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ, òî
ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò îäèí è òîò æå òèï.

Âñïîìíèì âñå âîçìîæíûå òèïû: ñåäëî, óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé (íåâûðîæäåííûé)
óçåë, óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé âûðîæäåííûé óçåë, óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé äèêðè-
òè÷åñêèé óçåë, óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ, öåíòð.

Òåîðåìà 10. Åñëè ëèíåéíàÿ ÷àñòü îñîáîé òî÷êè íåëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ óçëîì, ôîêóñîì èëè ñåäëîì, òî èñõîäíàÿ îñîáàÿ òî÷êà èìååò òîò æå òèï.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ öåíòðà ýòî íåâåðíî!!! Ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ öåíòð
ìîæåò ñòàòü êàê óñòîé÷èâûì, òàê è íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì, à ìîæåò îñòàòüñÿ öåíòðîì.
Åñòü è äðóãèå âîçìîæíîñòè. Êàêèå? (Ñì. âîïðîñ 39 íèæå.)

Òåîðåìà 11. Åñëè ëèíåéíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êè
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì, òî èñõîäíàÿ îñîáàÿ òî÷êà � óñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Åñëè ëèíåéíàÿ ÷àñòü íåóñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì, òî èñõîäíàÿ
îñîáàÿ òî÷êà � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Ïðè íàëè÷èè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ.



Òåîðåìà 12. Åñëè â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè åñòü ïåðâûé èíòåãðàë, îòëè÷íûé
îò ïîñòîÿííîé, òî îíà íå ìîæåò áûòü íè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, íè óçëîì, íè
ôîêóñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè ñîäåð-
æèòñÿ â îáúåäèíåíèè ôàçîâûõ êðèâûõ, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíîé. Íî ïåðâûé èíòåãðàë ïîñòîÿíåí âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ, ïîýòîìó ëþáîå åãî
çíà÷åíèå â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì â îñîáîé òî÷êå. Çíà÷èò,
îí ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. �

Òåîðåìà 13. Åñëè ëèíåéíàÿ ÷àñòü îñîáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì è â å¼ îêðåñò-
íîñòè âåêòîðíîå ïîëå èìååò ïåðâûé èíòåãðàë ñ èçîëèðîâàííîé êðèòè÷åñêîé

òî÷êîé, òî èñõîäíàÿ îñîáàÿ òî÷êà � öåíòð.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 10, 11 è 13, ïðèâåä¼ííûõ â ýòîì ïàðàãðàôå, â
íàñòîÿùåì êóðñå îòñóòñòâóþò.

2. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé

Ïóñòü x = ϕ(t), ϕ : I → Rn � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẋ = v(t, x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(t0) = x0. Çäåñü (t, x) ∈
U , U ⊂ R1+n � îáëàñòü â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, v : U → Rn � ïðàâàÿ ÷àñòü
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, (t0, x0) ∈ U , t0 ∈ I.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ v è å¼ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî çàâèñèìûì ïåðå-
ìåííûì x íåïðåðûâíû â U , K ⊂ U � êîìïàêò, (t0, x0) ∈ K. Òîãäà ëþáîå íåïðîäîëæàåìîå
ðåøåíèå ϕ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(t0) = x0 ïîêèäàåò K ïðè íåêîòîðûõ t− < t0 < t+:(

t−, ϕ(t−)
)
/∈ K,

(
t+, ϕ(t+)

)
/∈ K.

Çàìå÷àíèå. Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà: ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì èç êîìïàêòà â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîäîëæàåòñÿ âïåð¼ä (íàçàä)
äî âíåøíîñòè ýòîãî êîìïàêòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå t+ > t0 � ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(
t, ϕ(t)

)
∈ K

ïðè âñåõ t > t0, t ∈ I. Òîãäà èíòåðâàë I îãðàíè÷åí ñïðàâà, îáîçíà÷èì ÷åðåç t∗ åãî òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíü. Íàøå ðåøåíèå ïðè âñåõ t < t∗ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

ϕ(t) = x0 +

t∫
t0

v
(
τ, ϕ(τ)

)
dτ. (6)

Ôóíêöèÿ ïîä èíòåãðàëîì îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó èíòåãðàë èìååò ïðåäåë ïðè t→ t∗. Äîîïðå-
äåëèì íàøå ðåøåíèå ϕ â òî÷êå t∗ ïî íåïðåðûâíîñòè. Òîãäà

(
t∗, ϕ(t∗)

)
∈ K ⊂ U , ïîýòîìó

ôóíêöèÿ ïîä èíòåãðàëîì îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà âñ¼ì îòðåçêå [t0, t∗]. Ïåðåõîäÿ â
óðàâíåíèè (6) ê ïðåäåëó ïðè t → t∗ è èñïîëüçóÿ òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà ïî
âåðõíåìó ïðåäåëó, ïîëó÷èì:

ϕ(t∗) = x0 +

t∗∫
t0

v
(
τ, ϕ(τ)

)
dτ.



Òåì ñàìûì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ [t0, t∗].
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå x = ψ(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(t∗) = ϕ(t∗), îïðåäåë¼ííîå

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t∗. Îíî óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

ψ(t) = ϕ(t∗) +

t∫
t∗

v
(
τ, ψ(τ)

)
dτ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

ϕ̃(t) =

{
ϕ(t) t 6 t∗
ψ(t) t > t∗

.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

ϕ̃(t) = x0 +

t∫
t0

v
(
τ, ϕ̃(τ)

)
dτ.

ïðè âñåõ t 6 t∗, ïîñêîëüêó òîãäà îíà ñîâïàäàåò ñ ϕ. Ïðè t > t∗:

ϕ̃(t) = ψ(t) = ϕ(t∗) +

t∫
t∗

v
(
τ, ψ(τ)

)
dτ = x0 +

t∗∫
t0

v
(
τ, ϕ(τ)

)
dτ +

t∫
t∗

v
(
τ, ψ(τ)

)
dτ =

= x0 +

t∗∫
t0

v
(
τ, ϕ̃(τ)

)
dτ +

t∫
t∗

v
(
τ, ϕ̃(τ)

)
dτ = x0 +

t∫
t0

v
(
τ, ϕ̃(τ)

)
dτ.

Òåì ñàìûì ϕ̃ � ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ðå-
øåíèÿ ϕ. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå íå ìîæåò áûòü íåïðîäîëæàåìûì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå t+ > t0.

Ñóùåñòâîâàíèå t− < t0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14 ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì èç âíóòðåííîñòè êîìïàêòà â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîäîëæàåòñÿ
âïåð¼ä (íàçàä) äî ãðàíèöû ýòîãî êîìïàêòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ðåøåíèå ïîêèíóëî êîìïàêò, îíî äîëæíî ïîïàñòü íà åãî
ãðàíèöó. �

3. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

Òåîðåìà 15. Ïóñòü v : U ′ ⊂ Rn → Rn � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå
ïîëå, K ′ ⊂ U ′ � êîìïàêò, x0 ∈ K ′ \ ∂K ′ � íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè t = t0. Òîãäà ëþáîå
íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå x = ϕ(t) àâòîíîìíîé ñèñòåìû ẋ = v(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

• ëèáî ïðè âñåõ t > t0 ϕ(t) îïðåäåëåíî è ϕ(t) ∈ K ′ \ ∂K ′, ëèáî äëÿ íåêîòîðîãî t+ > t0
ϕ(t+) ∈ ∂K;

• ëèáî ïðè âñåõ t 6 t0 ϕ(t) îïðåäåëåíî è ϕ(t) ∈ K ′ \ ∂K ′, ëèáî ϕ(t−) ∈ ∂K äëÿ íåêîòî-
ðîãî t− < t0;



Çàìå÷àíèå. Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà: ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì èç âíóòðåííîñòè êîìïàêòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîäîëæàåòñÿ âïåð¼ä (íàçàä)
íåîãðàíè÷åííî ïî âðåìåíè èëè äî ãðàíèöû ýòîãî êîìïàêòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 14, å¼ äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî â
ó÷åáíèêå Â.È.Àðíîëüäà � ñì. � 7, ïóíêò 6, ¾Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 8¿. �

4. Ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè:

ẋ = A(t)x, A : I → EndRn, A ∈ C0(I), (7)

ãäå I ⊂ R � èíòåðâàë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé).

Òåîðåìà 16. Âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âåñü èíòåðâàë I
îïðåäåëåíèÿ å¼ êîýôôèöèåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 14, å¼ äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî â
ó÷åáíèêå Â.È.Àðíîëüäà � ñì. � 27, ïóíêò 2.

Âûêëàäêè, êîòîðûå ïðîïóùåíû â óêàçàííîì äîêàçàòåëüñòâå:

d

dτ
r2 =

d

dτ
‖ϕ(τ)‖2 =

d

dτ

(
ϕ(τ), ϕ(τ)

)
= 2
(
ϕ̇(τ), ϕ(τ)

)
6 2
∥∥ϕ̇(τ)

∥∥∥∥ϕ(τ)
∥∥ =

= 2
∥∥A(τ)ϕ(τ)

∥∥∥∥ϕ(τ)
∥∥ 6 2

∥∥A(τ)
∥∥∥∥ϕ(τ)

∥∥2
6 2C

∥∥ϕ(τ)
∥∥2

= 2Cr2,

îòêóäà ïîëó÷àåì

L̇ =
d

dτ
ln r2 =

1

r2

d

dτ
r2 6 2C.

�

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè:

ẋ = A(t)x + b(t), A : I → EndRn, b : I → Rn, A, b ∈ C0(I), (8)

ãäå I ⊂ R � èíòåðâàë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé).

Ñëåäñòâèå. Âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (8) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âåñü èíòåðâàë I
îïðåäåëåíèÿ å¼ êîýôôèöèåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå (16) ó îäíîðîäíîé ñèñòåìû íàéä¼òñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ìàòðèöà Φ(t), îïðåäåë¼ííàÿ äëÿ âñåõ t ∈ I. Ïðèìåíèì òåïåðü ìåòîä âàðèàöèè
ïîñòîÿííûõ. Ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ċ(t) = Φ−1(t)b(t) ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü
èíòåðâàë I. (Ïî÷åìó? Ñì. çàäà÷ó 28.) Çíà÷èò, è ëþáîå ðåøåíèå x = Φ(t)C(t) íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü èíòåðâàë I. �



Ëåêöèÿ 11

1. Ëåììà Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà2

Òåîðåìà 17. (Ëåììà Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà.) Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ
ôóíêöèÿ a : [t0, β)→ R, I ⊂ R óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

a(t) 6 a0 +

t∫
t0

(
ka(τ) + b

)
dτ (9)

ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè a0, b è k > 0 ïðè âñåõ t ∈ [t0, β). Òîãäà

a(t) 6

(
a0 +

b

k

)
ek(t−t0) − b

k
.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà y(t) =
(
a0 + b

k

)
ek(t−t0) − b

k
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ẏ = ky + b ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(t0) = a0, è ïîýòîìó

y(t) = a0 +

t∫
t0

(
ky(τ) + b

)
dτ. (10)

Çàìå÷àíèå. Åñëè ôóíêöèÿ a ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðà-
âåíñòâà ȧ 6 ka+ b ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì a(t0) = a0, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
íåðàâåíñòâó (9).

Çàìå÷àíèå. Ñ ïîìîùüþ ëåììû Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðî-
äîëæåíèè ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé áåç ïðèâëå÷åíèÿ ìåòîäà
âàðèàöèè ïîñòîÿííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷òåì ðàâåíñòâî (10) èç èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà (9). Ïîëó-
÷èì:

a(t)− y(t) 6

t∫
t0

k
(
a(τ)− y(τ)

)
dτ

è a(0)− y(0) = 0. Äîêàæåì, ÷òî a(t)− y(t) 6 0 ïðè âñåõ t > t0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå
òàê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1 òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü òåõ t, ïðè êîòîðûõ a(t)− y(t) > 0. Òîãäà
a(t)− y(t) 6 0 ïðè âñåõ t 6 t1. Ïóñòü 0 < ∆t 6 1

2k
è

M = max
t∈[t1,t1+∆t]

{
a(t)− y(t)

}
= a(t∗)− y(t∗), t∗ ∈ [t1, t1 + ∆t].

Òîãäà:

M = a(t∗)− y(t∗) 6

t∗∫
t0

k
(
a(τ)− y(τ)

)
dτ 6

t∗∫
t1

kM dτ = (t∗ − t1)kM, (t∗ − t1)k 6 ∆t k 6
1

2
.

Òàêîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè M 6 0. Òàêèì îáðàçîì, a(t) − y(t) 6 0 ïðè âñåõ t 6 t1 + ∆t,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó t1. �

2Ýòîò ïàðàãðàô îñíîâàí íà êîíñïåêòàõ ëåêöèé Â.Ì. Çàêàëþêèíà:
http://tds.math.msu.su/wiki/index.php/2009:%D0%9E%D0%94%D0%A3



2. Ëåììà Àäàìàðà

Òåîðåìà 18. 1) Ïóñòü f : E → R � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå
E ⊂ R ôóíêöèÿ, 0 ∈ E è f(0) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h : E → R
òàêàÿ, ÷òî f(ε) = εh(ε). (Ëåììà Àäàìàðà.)

2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U×E → R è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå ïî ε ïîðÿäêà 1, . . . , r íåïðåðûâíû,
0 ∈ E è f(t, 0) ≡ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h : U × E → R òàêàÿ, ÷òî
f(ε) = εh(t, ε), à âñå å¼ ïðîèçâîäíûå ïî ε ïîðÿäêà 1, . . . , r − 1 íåïðåðûâíû.

3) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U×E → R è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå ïî ε ïîðÿäêà 1, . . . , r íåïðåðûâíû,
0 ∈ E è f(t, ε) = o(εk−1) ïðè ε→ 0, ãäå 1 6 k 6 r. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
h : U × E → R òàêàÿ, ÷òî f(ε) = εkh(t, ε), à âñå å¼ ïðîèçâîäíûå ïî ε ïîðÿäêà 1, . . . , r − k
íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:

f(ε) = f(ε)− f(0) = f(sε)

∣∣∣∣s=1

s=0

=

1∫
0

df(sε)

ds
ds =

1∫
0

f ′(sε)ε ds = ε

1∫
0

f ′(sε) ds,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:

f(t, ε) = f(t, ε)− f(t, 0) = f(t, sε)

∣∣∣∣s=1

s=0

=

1∫
0

df(t, sε)

ds
ds =

1∫
0

fε(t, sε)ε ds = ε

1∫
0

fε(t, sε) ds.

Óòâåðæäåíèå 3) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) � íàäî åãî ïðèìåíèòü k ðàç. �

3. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé

Ïóñòü x = χ(t, ε) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà
(ε, ε′) ∈ Rk+n: {

ẋ = v(t, x, ε)
χ(t0, ε, ε

′) = ε′
.

Çäåñü (t, x) ∈ U , U ⊂ R1+n � îáëàñòü â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, v : U → R �
ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, t0 ∈ R � ôèêñèðîâàííûé íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òåîðåìà 19. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü v íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ïî ïåðåìåííûì x è ε, òî ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ D(χ) îòêðûòî è âåêòîð-ôóíêöèÿ χ
íåïðåðûâíà â D(χ).

Çàìå÷àíèå. Ðàíåå ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà 3 â îñëàáëåííîé ôîðìóëèðîâêå ñëåäóåò
èç òåîðåìû 19, åñëè ïîëîæèòü ε′ = x0(ε).

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå Ëèïøèöà ïî ïàðàìåòðó ε ëèøíåå, íî òîãäà äîêàçàòåëüñòâî ïî-
ëó÷àåòñÿ ñëîæíåå � îíî èçëîæåíî, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòêðûòîñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ìû íå äîêàçûâàåì. Äîêàæåì
íåïðåðûâíîñòü ïðè t > t0. Ñëó÷àé t 6 t0 ñâîäèòñÿ ê t > t0 çàìåíîé t 7→ t0 − t.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòðà ε âîîáùå íåò. Ïóñòü

ϕ1(t) = χ(t, ε′1), ϕ2(t) = χ(t, ε′2).



Çàäà÷à Êîøè (3) ðàâíîñèëüíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

χ(t, ε′) = ε′ +

t∫
t0

v
(
χ(τ, ε′), τ

)
dτ,

è ïîýòîìó

ϕ1(t) = ε′1 +

t∫
t0

v
(
ϕ1(τ), τ

)
dτ, ϕ2(t) = ε′2 +

t∫
t0

v
(
ϕ2(τ), τ

)
dτ.

Îòñþäà

‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥ε′1 − ε′2 +

t∫
t0

[
v
(
ϕ1(τ), τ

)
− v
(
ϕ2(τ), τ

)]
dτ

∥∥∥∥∥∥ 6
6 ‖ε′1 − ε′2‖+

t∫
t0

∥∥v
(
ϕ1(τ), τ

)
− v
(
ϕ2(τ), τ

)∥∥ dτ 6 ‖ε′1 − ε′2‖+K

t∫
t0

‖ϕ1(τ)− ϕ2(τ)‖ dτ,

ãäå K > 0 � ïîñòîÿííàÿ â óñëîâèè Ëèïøèöà. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ïî ëåììó Ãðîíóîëëà�
Áåëëìàíà, ïîëó÷àåì:

‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖ 6 ‖ε′1 − ε′2‖eK(t−t0),

Íåïðåðûâíîñòü ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ äîêàçàíà.
Â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü v ÿâíî çàâèñèò îò ε ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé òðþê. Âìåñòî

èñõîäíîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé çàâèñèìûìè ïåðåìåí-
íûìè îáúÿâëÿþòñÿ x è ε: 

ẋ = v(t, x, y)
ẏ = 0

x(t0) = ε′

y(t0) = ε

ðåøåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû, íî â ïðàâóþ
÷àñòü êîòîðîé ïàðàìåòðû óæå íå âõîäÿò, è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü óæå äîêàçàííóþ íåïðå-
ðûâíîñòü ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. �

4. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôàçîâîãî ïîòîêà

Â ïðîøëîì ñåìåñòðå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü v : W ⊂ Rn � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå,
âñå íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû ïðè âñåõ t ∈ R. Òîãäà ó âåêòîðíîãî
ïîëÿ v ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé ôàçîâûé ïîòîê g : R×W → W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñ¼ óæå áûëî äîêàçàíî, êðîìå äèôôåðåíöèðóåìîñòè, êîòîðàÿ ñëå-
äóåò èç òåîðåìû 4. Ïîëîæèì â å¼ óñëîâèÿõ U = R×W , E = W è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:{

ẋ = v(x)
χ(0, ε) = ε

.



Òîãäà gtε = χ(t, ε). Ïî òåîðåìå 4 âåêòîð-ôóíêöèÿ χ è å¼ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî ε íåïðå-
ðûâíû. Íî x = χ(t, ε) � ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = v(x), ïîýòîìó

∂χ

∂t
= v
(
χ(t, ε)

)
. (11)

Çíà÷èò, ïðîèçâîäíàÿ ïî t òîæå íåïðåðûâíà è χ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì t è ε. �

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôàçîâîãî ïîòîêà ïî âðåìåíè
òîæå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Èíà÷å ãîâîðÿ, χ, χt ∈ C1.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü v : W ⊂ Rn � âåêòîðíîå ïîëå êëàññà Cr, ãäå r > 1, âñå
íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû ïðè âñåõ t ∈ R. Òîãäà ôàçîâûé ïîòîê
g : R×W → W ïîëÿ v ïðèíàäëåæèò êëàññó Cr.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî χ ∈ Ck ïðè k 6 r èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 1
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïóñòü χ ∈ Ck è k < r. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà χ ∈ Ck+1. Â ñàìîì
äåëå, χε ∈ Ck, ïîñêîëüêó χε ∈ Cr−1 ïî òåîðåìå 4, à k 6 r − 1. Ôîðìóëà (11) ïîêàçûâàåò,
÷òî χt ∈ Ck ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Çíà÷èò, χ ∈ Ck+1 (ïîñêîëüêó χt, χε ∈ Ck). �

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôàçîâîãî ïîòîêà ïî âðåìåíè
òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Cr. Èíà÷å ãîâîðÿ, χ, χt ∈ Cr.

Ñëåäñòâèå. Âåêòîðíîå ïîëå êëàññà Cr â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè âûïðÿìëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì êëàññà Cr.

5. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå è ëåñòíèöà Ëàìåðåÿ

Ýòà ÷àñòü êóðñà èçëîæåíà â ïóíêòå 12 � 1 ó÷åáíèêà Â.È.Àðíîëüäà.

6. Ìàëûå âîçìóùåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû

Ýòà ÷àñòü êóðñà èçëîæåíà â ïóíêòå 10 � 12 ó÷åáíèêà Â.È.Àðíîëüäà.

×åãî íå áûëî â êóðñå

1. Óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê

Íåïðåðûâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà = âåêòîðíîå ïîëå. Äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà = áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå F : W → W , W ⊂ Rn. Îñü âðåìåíè = Z. Òðàåêòîðèÿ
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0) = x0: ϕ(m) = Fm(x0), m ∈ Z. (Çäåñü Fm = F ◦ . . . ◦ F è
F−m = F−1 ◦ . . . ◦ F−1, åñëè m > 0.) Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ = íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F ,
ò. å. äëÿ êîòîðîé F (x∗) = x∗. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 22. Ïóñòü F (x) = Bx+f(x), ãäå B � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà (Bx íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ÷àñòüþ îòîáðàæåíèÿ F ), è f � íåëèíåéíûé îñòàòîê, ñîñòîÿùèé èç ÷ëåíîâ
âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ò. å. ‖f(x)‖ = o

(
‖x‖
)
ïðè x → 0. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò �

íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ F è âåðíî ñëåäóþùåå:



1. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1, òî íà÷àëî êîîð-
äèíàò � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ F .

2. Åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû B ïî ìîäóëþ áîëüøå 1, òî
íà÷àëî êîîðäèíàò � íåóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ F .

2. Ñòðàííûå àòòðàêòîðû

Àòòðàêòîð = ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ó íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå àòòðàêòîðû: ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïðåäåëüíûé öèêë, ëîìàíàÿ èç îñîáûõ òî÷åê è íåçàìêíóòûõ ôàçîâûõ
êðèâûõ. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîÿâëÿþòñÿ ñòðàííûå àòòðàêòîðû, âáëèçè êîòîðûõ
íàáëþäàþòñÿ õàîòè÷åñêèå ðåæèìû ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé.

Ñòðàííûå àòòðàêòîðû ìîæíî íàáëþäàòü ó äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñ-
êîñòè.

Ïðèìåðû òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ

1. Íàéäèòå îáðàç âåêòîðà (1, 1, 1) ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà expA, ãäå

A =

 1 −1 1
1 1 −1
0 −1 2

 .

(Âû÷èñëÿòü expA íå òðåáóåòñÿ!)

2. Âû÷èñëèòå ýêñïîíåíòó ìàòðèöû ðàçìåðà n× n, ñîñòîÿùåé èç îäíèõ åäèíèö.

3. Çàäà÷è 867�875 èç çàäà÷íèêà Ôèëèïïîâà.

4. Íàéäèòå ýêñïîíåíòó ìàòðèöû: (
− ln 2 π/2
−π/2 − ln 2

)
.

5. à) Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ expX = −E îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî îïåðàòîðà
X : R2 → R2.

á) Äîêàæèòå, ÷òî â íå÷¼òíîìåðíîì Rn ýòî óðàâíåíèå íåðàçðåøèìî.

6. Íàéäèòå detA è expA, ãäå

A =


1 1 1 0
1 1 0 −1
−1 0 1 1

0 1 1 1

 .

7. Ëèíåéíûé îïåðàòîð èç C â ñåáÿ îâåùåñòâèëè è ïîëó÷èëè îïåðàòîð èç R2 â ñåáÿ,
êîòîðûé çàòåì çàïèñàëè 2× 2-ìàòðèöåé â íåêîòîðîì áàçèñå.



à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð âåùåñòâåííîé ìàòðèöû, êîòîðóþ íåëüçÿ ïîëó÷èòü îïèñàííûì
îáðàçîì.

á) Îõàðàêòåðèçóéòå âñå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàí-
íûì îáðàçîì (íàïðèìåð, âûïèñàâ ÿâíî óñëîâèÿ íà ýëåìåíòû ìàòðèöû).

8. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n ñ ýëåìåíòàìè ak` = max {k, `}. Íàéäèòå

d

dt
det (E + tA)

∣∣∣
t=0
.

9. Èìååò ëè ñèñòåìà {
ẋ = y
ẏ = x+ (2 sin t+ 1) y

,

íåîãðàíè÷åííûå íà R ðåøåíèÿ?

10. Èìååò ëè ñèñòåìà {
ẋ = cos t x + e−t y
ẏ = x + sin t y

,

ðåøåíèÿ, íå ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞?

11. Âåðíî ëè, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íàáîðà èç n ëèíåéíî çàâèñèìûõ íåïðåðûâíûõ
âåêòîð-ôóíêöèé R→ Rn òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ?

12. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé R →
R2, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî êîòîðûõ òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

13. Âåðíî ëè, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íàáîðà èç n ëèíåéíî çàâèñèìûõ ôóíêöèé
êëàññà Cn(R) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ?

14. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé êëàññà C1(R), îïðåäåëèòåëü
Âðîíñêîãî êîòîðûõ òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

15. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé êëàññà C∞(R), îïðåäåëèòåëü
Âðîíñêîãî êîòîðûõ òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

16. Ïóñòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íàáîðà èç n ôóíêöèé êëàññà Cn(R) òîæäåñòâåííî
ðàâåí íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî çàâèñèìû íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå.
(Ýòà çàäà÷à â ïðîãðàììó ýêçàìåíà íå âõîäèò.)

17. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëèíåéíîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òð¼õ
óòâåðæäåíèé:

• âñå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû àñèìïòîòè÷åñêè;

• âñå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè;

• âñå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû.

(Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî òîëüêî îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè.)

18. Ïóñòü âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Φ ðàçìåðà n×n íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ ÷èñëà c > 0.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé íîðìû ìàòðèöû Φ âûïîëíåíà îöåíêà
‖Φ‖ 6 nc.



19. Òî÷íà ëè îöåíêà çàäà÷è 18?

20. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• âñå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû íà [t0,+∞);

• ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç îãðàíè÷åííûõ íà [t0,+∞) ðåøåíèé;

• ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îãðàíè÷åíà íà [t0,+∞) (ïî ñòàíäàðòíîé åâ-
êëèäîâîé íîðìå);

• ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç îãðàíè÷åííûõ íà [t0,+∞)
ðåøåíèé;

• ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, îãðàíè÷åííàÿ íà [t0,+∞) (ïî ñòàíäàðò-
íîé åâêëèäîâîé íîðìå).

21. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞;

• ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïðè
t→ +∞;

• ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞ (ïî ñòàíäàðò-
íîé åâêëèäîâîé íîðìå);

• ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê
íóëþ ïðè t→ +∞;

• ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞ (ïî
ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé íîðìå).

22. Äîêàæèòå, ÷òî èç óòâåðæäåíèé çàäà÷è 21 ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 20.

23. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíåíû óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 21.

24. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó:{
ẋ = y
ẏ = 0

,

íå ïîëüçóÿñü êðèòåðèÿìè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàìå÷àíèå: èññëåäîâàòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó íà óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íàäî îáîñ-
íîâàííî âûáðàòü îäèí èç òð¼õ âàðèàíòîâ:

• ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà (ò. å. âñå å¼ ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâû);

• ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè (ò. å. âñå å¼ ðåøåíèÿ
óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè);

• ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà (ò. å. âñå å¼ ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû).



25. Íàéäèòå ìóëüòèïëèêàòîðû ñèñòåìû{
ẋ = y
ẏ = 0

,

ïîëàãàÿ, ÷òî å¼ ïåðèîä T = 1. ßâëÿþòñÿ ëè îíè õîðîøèìè? ßâëÿþòñÿ ëè îíè íåïëî-
õèìè?

26. Íàéäèòå îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ñèñòåìû{
ẋ = y
ẏ = −ω2 x

, ω = const,

ïîëàãàÿ, ÷òî å¼ ïåðèîä T = 2π.

27. Äîêàæèòå, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ëþáîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòå-
ìû ýêâèâàëåíòíà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû ñ òîé æå ìàòðèöåé.

28. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïðîäîëæàþòñÿ íà âåñü
èíòåðâàë I îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ.

Óêàçàíèå: ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïðèâåäåíî âûøå � îñòàëîñü òîëüêî
äîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû C ïðîäîëæàþòñÿ íà âåñü èíòåðâàë. Äðóãîé ñïîñîá �
ïðèìåíèòü ëåììó Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà.

29. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð gtt0 äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ àôôèí-
íûì, ò. å. ñóììîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà âåêòîð, çàâèñÿ-
ùèé îò t è t0.

Óêàçàíèå: àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè áûëî äîêàçàíî âû-
øå.

30. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåí-
òàìè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå ìóëüòèïëèêàòîðû ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ òîé æå ìàòðèöåé îòëè÷íû îò
1.

31. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êîîðäèíàòà íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ýëåìåíòàðíûõ
êâàçèìíîãî÷ëåíîâ, ïîêàçàòåëü êàæäîãî èç êîòîðûõ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû
ñèñòåìû, à ñòåïåíü ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé æîðäàíîâîé êëåòêè ñ ýòèì
÷èñëîì.

32. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè � êâàçèìíîãî÷ëåí. (Ýòà òåîðåìà íåÿâíî èñïîëüçîâà-
ëàñü â ïðîøëîì ñåìåñòðå, íî òàê è íå áûëà äîêàçàíà.)

Óêàçàíèå: òåïåðü óæå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëþáûìè òåîðåìàìè êóðñà.

33. Çàäà÷è 718�723 èç çàäà÷íèêà Ôèëèïïîâà.

34. Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè, âñå ðåøåíèÿ êîòîðîãî
ñòðåìÿòñÿ ê íåóñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êå.



35. Ïóñòü ó îñîáîé òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ åñòü ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðâûì
èíòåãðàëîì. Ìîæåò ëè òîãäà îñîáàÿ òî÷êà áûòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé?

36. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû:{
ẋ = −x+ xy2

ẏ = −2y + y3 .

37. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû:{
ẋ = −x+ ay
ẏ = −y ,

ãäå a ∈ R.

38. Óêàçàâ ÿâíî ôóíêöèþ ×åòàåâà, äîêàæèòå íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ñèñòåìû: {

ẋ = x− xy2

ẏ = −y + y2 .

39. Ïðèâåäèòå ïðèìåð óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿ öåíòðîì,
íî ëèíåéíàÿ ÷àñòü êîòîðîé � öåíòð. (Ýòà çàäà÷à â ïðîãðàììó îñíîâíîãî ýêçàìåíà
íå âõîäèò.)

40. Óêàçàâ ÿâíî ôóíêöèþ ×åòàåâà, äîêàæèòå íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ñèñòåìû: {

ẋ = x+ y3

ẏ = −y − x3 .

41. Âåðíî ëè, ÷òî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë àâòîíîìíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâ êàê ðåøåíèå?

42. Ïðèâåäèòå ïðèìåð âåêòîðíîãî ïîëÿ ïëîñêîñòè ñ îñîáîé òî÷êîé â íà÷àëå êîîðäèíàò,
âñå îñòàëüíûå ôàçîâûå êðèâûå êîòîðîãî � öèêëû, íåóñòîé÷èâûå êàê ðåøåíèÿ.

43. Ïðèâåäèòå ïðèìåð âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè ñ óñòîé÷èâûì öèêëîì, íåóñòîé÷è-
âûì êàê ðåøåíèå. (Ýòà çàäà÷à â ïðîãðàììó ýêçàìåíà íå âõîäèò.)

44. Ñêîëüêî öèêëîâ ó óðàâíåíèÿ ẍ = −x+εẋ(−1+5x2−2x4) ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ
ε ∈ R?

45. Äëÿ ñèñòåìû {
ẋ = −y − x3

ẏ = x+ x2y

èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è îïðåäåëèòå åãî òèï.
(Ýòà çàäà÷à â ïðîãðàììó îñíîâíîãî ýêçàìåíà íå âõîäèò.)

46. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîðÿäîê ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåë¼ííûìè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ñòàðøèì êîýôôèöè-
åíòîì 1, êîòîðîå èìååò ðåøåíèå

à) x = t3;

á) x = sin2 t.



47. Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòè îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíû 0. Óñòîé÷èâà ëè ýòà ñèñòåìà?

48. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó èç çàäà÷è 9.

49. Íàéòè ïëîùàäü åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè g3 èç ôàçîâîãî ïîòîêà
âåêòîðíîãî ïîëÿ: {

ẋ = 2x+ x cos y + ecos y

ẏ = ln (1 + x2)− sin y.

50. Åñòü ëè öèêëû ó âåêòîðíûõ ïîëåé{
ẋ = 2x+ x cos y + ecos y

ẏ = ln (1 + x2)− sin y
,

{
ẋ = exy(2x+ x cos y + ecos y)
ẏ = exy(ln (1 + x2)− sin y)

?

51. Ïóñòü X(ε) = exp (A+ εB), ãäå

A =

 0 1 1
0 0 1
0 0 0

 , B =

 0 0 0
0 0 0
1 0 0

 .

Íàéäèòå ìàòðèöó X ′(0). (Ýòà çàäà÷à â ïðîãðàììó îñíîâíîãî ýêçàìåíà íå âõîäèò.)

52. à) Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî íóëåé íà îòðåçêå äëèíû 10 ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ+ x th t = 0?

á) Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî íóëåé íà îòðåçêå äëèíû 10 ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ+ x th t = 0?

53. Ïóñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ïðÿìîé ôóíêöèÿ a óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ȧ 6 a+1
è a(0) = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî a(1) 6 2e− 1.

54. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ sin t/t äî íåïðåðûâíîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. ßâëÿåòñÿ
ëè ïîëó÷èâøàÿñÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé?


