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pREDISLOWIE

nIVE PRIWODQTSQ NEKOTORYE ZADA�I	 PREDLAGAW�IESQ STUDENTAM
MEHANIKO
MATEMATI�ESKOGO FAKULXTETA mgu NA PISXMENNYH

�KZAMENAH PO URAWNENIQM S �ASTNYMI PROIZWODNYMI I URAWNE�
NIQM MATEMATI�ESKOJ FIZIKI W ����
���� GODAH� pRI PODGOTOW�
KE DANNOGO SPISKA BYLO UMENX�ENO KOLI�ESTWO STANDARTNYH ZA�
DA�	 KOTORYE MOVNO NAJTI W SU�ESTWU��IH U�EBNIKAH I U�EB�
NYH POSOBIQH� kROME TOGO	 PRI NALI�II NESKOLXKIH BLIZKIH PO
FORMULIROWKAM ZADA� W SPISOK	 KAK PRAWILO	 WKL��ALASX LI�X
ODNA IZ NIH� w ZADA�NIK TAKVE NE WKL��ALISX TEORETI�ESKIE

WOPROSY IZ PROGRAMMY KURSA �OPREDELENIQ	 POSTANOWKI ZADA�	
FORMULIROWKI I DOKAZATELXSTWA TEOREM	 KOTORYE OBQZATELXNO
PRISUTSTWOWALI W L�BOM �KZAMENACIONNOM WARIANTE� dLQ TOGO	
�TOBY U �ITATELQ WOZNIKLO PREDSTAWLENIE OB �TIH �KZAMENAH	
W KONCE ZADA�NIKA PRIWEDENY NEKOTORYE WARIANTY S UKAZANIEM

USLOWIJ PROWEDENIQ �KZAMENA I KRITERIEW OCENOK�
w SOSTAWLENII WARIANTOW �KZAMENACIONNYH ZADANIJ U�AST�

WOWALI PREPODAWATELI KAFEDRY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

MEHANIKO
MATEMATI�ESKOGO FAKULXTETA mgu IM� m�w� lOMO�
NOSOWA� t�d� wENTCELX	 a��� gORICKIJ	 a�s� kALA�NIKOW	
w�a� kONDRATXEW	 s�n� kRUVKOW	 e�m� lANDIS	 e�w� rADKE�
WI�	 g�a� �E�KIN	 a�s� �AMAEW	 t�a� �APO�NIKOWA� oTBOR
ZADA� ����
���� GODOW I IH REDAKTIROWANIE WYPOLNENY a�s�kA�
LA�NIKOWYM� w OKON�ATELXNOM SOSTAWLENII SBORNIKA PRINIMA�
LI U�ASTIE t�d� wENTCELX	 a��� gORICKIJ	 t�o� kAPUSTINA	
o�s� rOZANOWA	 g�a� �E�KIN�

zADA�I RAZDELENY NA PQTX TEMATI�ESKIH RAZDELOW� w KAV�
DOM RAZDELE KRATKO PRIWEDENY OSNOWNYE FAKTY	 OTNOSQ�IESQ K
DANNOJ TEME� �ASTX ZADA� SNABVENA PODROBNYMI RE�ENIQMI	 I
WSE ZADA�I �KROME ZADA� NA DOKAZATELXSTWO � OTWETAMI�

kURS URAWNENIJ S �ASTNYMI PROIZWODNYMI	 KAK POKAZYWAET
PRAKTIKA	 QWLQETSQ TRADICIONNO ODNOJ IZ SAMYH TRUDNOWOSPRI�
NIMAEMYH MATEMATI�ESKIH DISCIPLIN NA MEH�MATE� nADEEMSQ	
�TO �TOT SBORNIK POMOVET STUDENTAM LU��E OSWOITX MATERIAL

KURSA�
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nEKOTORYE ISPOLXZUEMYE OBOZNA�ENIQ

N� MNOVESTWO WSEH NATURALXNYH �ISEL�
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R� � MNOVESTWO WSEH OTRICATELXNYH DEJSTWITELXNYH �ISEL�

Rn� n�MERNOE DEJSTWITELXNOE LINEJNOE PROSTRANSTWO�

�x�� � � � � xn � DEKARTOWY KOORDINATY W Rn�

��� � � POLQRNYE KOORDINATY W R��

� � OBLASTX �T� E� SWQZNOE	 OTKRYTOE MNOVESTWO W Rn	 OGRANI�
�ENNAQ	 ESLI NE OGOWORENO PROTIWNOE�
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� � EDINI�NAQ WNE�NQQ NORMALX K ���
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a �x
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Sna �x
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a �x
� � fx � Rn j jx� x�j � ag � SFERA RADIUSA a
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� � �� ��� T � � f�x� t � Rn�� j x � �� � � t � Tg �OBLASTX �
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MOVET BYTX NEOGRANI�ENNOJ�

�T � Rn� ��� T � � f�x� t � Rn�� j x � Rn� � � t � Tg�
�u � ux�x� � ux�x� � � � �� uxnxn � OPERATOR lAPLASA�

Lp�� � PROSTRANSTWO FUNKCIJ	 SUMMIRUEMYH S p�J STEPENX�
W OBLASTI ��

L��� � PROSTRANSTWO FUNKCIJ	 OGRANI�ENNYH I IZMERIMYH
W OBLASTI ��

Lp� loc�� � PROSTRANSTWO FUNKCIJ	 PRINADLEVA�IH Lp��� DLQ
L�BOJ OGRANI�ENNOJ PODOBLASTI ��	 TAKOJ �TO �� � ��
Lp� loc�R

n � PROSTRANSTWO FUNKCIJ	 PRINADLEVA�IH PROST�
RANSTWU Lp�Bn

a �� PRI L�BOM a � ��
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Cl�� � MNOVESTWO FUNKCIJ	 l RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRU�
EMYH W OBLASTI ��

Cb�� � C�� � L��� � MNOVESTWO OGRANI�ENNYH NEPRERYW�
NYH W OBLASTI � FUNKCIJ�

C��� � MNOVESTWO BESKONE�NO DIFFERENCIRUEMYH W OBLAS�
TI � FUNKCIJ�

D�� � C�
� �� � MNOVESTWO BESKONE�NO DIFFERENCIRUEMYH W
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D�Rn � C�
� �R

n � PROSTRANSTWO BESKONE�NO DIFFERENCIRUE�
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LE sOBOLEWA PERWOGO PORQDKA�
�
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� �� PO NORME H
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wWEDENIE

uKAVEM NEKOTORYE OPREDELENIQ I TEOREMY	 KOTORYE NEOBHODI�
MO ZNATX	 �TOBY RE�ATX ZADA�I NASTOQ�EGO SBORNIKA	 A TAKVE
U�EBNIKI	 W KOTORYH MOVNO NAJTI �TI FAKTY� nOMERA ZADA�	
PRIWODIMYE W POSLEDU��IH PUNKTAH	 PRIWEDENY DLQ PRIMERA

I MOGUT NE OHWATYWATX WSEH ZADA� NA DANNU� TEMU�

�� wSPOMOGATELXNYE SWEDENIQ IZ FUNKCIONALX�

NOGO ANALIZA

�	 oPREDELENIE OBOB�ENNYH FUNKCIJ	 OSNOWNYH OPERACIJ NAD
NIMI I FUNDAMENTALXNOGO RE�ENIQ DIFFERENCIALXNOGO OPERA�
TORA� ��	 gL� II	 xx �
�� �ZADA�I �	�
�	�� �	�� B

�	 oPREDELENIE PROSTRANSTW H� I
�
H�� ���	 gL� III	 x �� �ZADA�

�I �	�
�	��� �	��
�	��

�	 nERAWENSTWO fRIDRIHSA� ����	 ���� �ZADA�I �	��
�	��

�� oB�IE PONQTIQ TEORII URAWNENIJ S �ASTNY�

MI PROIZWODNYMI

�	 kLASSIFIKACIQ LINEJNYH URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA I PRI�
WEDENIE IH K KANONI�ESKOMU WIDU� ���	 gL� I	 x �� �ZADA�I �	�
�	��
�	�
�	�� �	��� �	��� �	�� A

�	 oPREDELENIE HARAKTERISTIK� ���	 gL� I	 x �� �ZADA�I �	�
�	��
�	��
�	��� �	�� �	�

�	 tEOREMA kO�I
kOWALEWSKOJ O SU�ESTWOWANII I EDINSTWEN�
NOSTI ANALITI�ESKOGO RE�ENIQ ZADA�I kO�I� ���	 gL� I	 xx ��	 ���
�ZADA�I �	��	 �	�� a

�	 kORREKTNOSTX POSTANOWKI ZADA� DLQ URAWNENIJ S �ASTNYMI
PROIZWODNYMI� ���	 gL� I	 x �� �ZADA�I �	��
�	��

�� uRAWNENIQ GIPERBOLI�ESKOGO TIPA

�	 pOSTANOWKA ZADA�I kO�I DLQ ODNOMERNOGO URAWNENIQ KOLE�
BANIJ� fORMULa dALAMBERA� oBLASTX ZAWISIMOSTI� ���	 gL� II	
xx ��
��� �ZADA�I �	�
�	�� �	�
�	��
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�	 zADA�A kO�I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ W SLU�AE DWUH I TREH
PROSTRANSTWENNYH IZMERENIJ� fORMULY pUASSONA I kIRHGOFA�
iSPOLXZOWANIE SIMMETRII W NA�ALXNYH USLOWIQH� oBLASTX ZA�
WISIMOSTI� ���	 gL� II	 xx ��	 ��� �ZADA�I �	��
�	��

�	 kRAEWYE ZADA�I DLQ POLUOGRANI�ENNOJ STRUNY� uSLOWIQ SO�
GLASOWANIQ DLQ NA�ALXNYH I GRANI�NYH ZNA�ENIJ� mETOD PRO�
DOLVENIQ NA�ALXNYH ZNA�ENIJ I SWEDENIE KRAEWOJ ZADA�I K ZA�
DA�E kO�I� ���	 gL� II	 xx �	 �� �ZADA�I �	��
�	��� �	��� �	��

�	 pOSTANOWKA OSNOWNYH KRAEWYH ZADA�� �NERGETI�ESKOE TOV�
DESTWO DLQ RE�ENIJ KRAEWYH ZADA�� ���	 gL� II	 x ��� �ZADA�
�I �	��
�	��

�	 rE�ENIE KRAEWYH ZADA� S POMO�X� METODA fURXE� pERIODI��
NOSTX RE�ENIJ KRAEWYH ZADA�� ���	 gL� III	 x ���	 ���	 gL� II	 x ��
�ZADA�I �	��
�	��

�� uRAWNENIQ PARABOLI�ESKOGO TIPA�

�	 pOSTANOWKA ZADA�I kO�I I OSNOWNYH KRAEWYH ZADA�� ���	
gL� IV	 xx ��	 ���	 ���	 x ����
�	 pRINCIP MAKSIMUMA W CILINDRE� eDINSTWENNOSTX RE�ENIQ
PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I ���	 gL� IV	 x ���	 ���	 x ���� �ZADA�I �	��
�	�� �	�� �	�� �	��� �	��

�	 rE�ENIE KRAEWYH ZADA� METODOM fURXE� ���	 gL� IV	 x ���
�ZADA�I �	�
�	��

�	 pRINCIP MAKSIMUMA W SLOE� ���	 gL� IV	 x ���	 ���	 x ���� �ZA�
DA�I �	��� �	��

�	 tEOREMY O STABILIZACII DLQ RE�ENIQ ZADA�I kO�I� �ZADA�
�I �	��
�	��

�� uRAWNENIQ �LLIPTI�ESKOGO TIPA�

�	 oPREDELENIE GARMONI�ESKIH FUNKCIJ� tEOREMY O SREDNEM�
tEOREMA lIUWILLQ� ���	 gL� III	 x ���	 ���	 xx ���	 ���� �ZADA�I �	�	
�	�	 �	�	 �	�	 �	�	 �	��	 �	��

�	 pRINCIP MAKSIMUMA�tEOREMA O NORMALXNOJ PROIZWODNOJ� ���	
gL� III	 x ��	 ���	 x ���� �ZADA�I �	�	 �	��	 �	��	 �	��	 �	��	 �	��	
�	��	 �	��
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�	 fORMULA gRINA� tEOREMA O POTOKE� ���	 xx ��	 ���	 ���	
xx ���	 ���� �ZADA�I �	��	 �	��	 �	��	 �	��	 �	��

�	 tEOREMA OB USTRANIMOJ OSOBENNOSTI� ���	 gL III	 x ���	 ���	
x ����� �ZADA�I �	��	 �	��	 �	��	 �	��

�	 tEORIQ POTENCIALOW� ���	 gL� III	 x ���	 ���	 x ����� �ZADA�
�I �	��	 �	��

�	 oBOB�ENNYE PROIZWODNYE W SMYSLE OBOB�ENNYH FUNKCIJ I
W SMYSLE sOBOLEWA� oBOB�ENNOE RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE� wA�
RIACIONNYJ METOD RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE� ���	 x ����	 ���	 gL�
IV	 x �� �ZADA�I �	��	 �	��	 �	��	 �	��	 �	��
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��� �UBIN m�a� lEKCII OB URAWNENIQH MATEMATI�ESKOJ FI�
ZIKI � m�� iZD�WO mcnmo	 ����� � ��� S�

��� �WANS l�k� uRAWNENIQ S �ASTNYMI PROIZWODNYMI � nO�
WOSIBIRSK�� iZD�WO tAMARA rOVKOWSKAQ	 �����

�



� wSPOMOGATELXNYE SWEDENIQ IZ FUNK�

CIONALXNOGO ANALIZA

oBOB�ENNYE FUNKCII I FUNDAMENTALXNYE RE�ENIQ

oBOB�ENNYMI FUNKCIQMI NAZYWA�TSQ �LEMENTY PROSTRAN�
STWA D��Rn �ILI D���	 T�E� PROSTRANSTWA LINEJNYH NEPRE�
RYWNYH FUNKCIONALOW NAD D�Rn � C�

� �R
n �SOOTWETSTWENNO	

NAD D�� � C�
� ��� dEJSTWIE FUNKCIONALA f � D� NA 	 � D

OBOZNA�AETSQ f�	 ILI �f� 	�
w PROSTRANSTWE OBOB�ENNYH FUNKCIJ WYDELQETSQ KLASS RE

GULQRNYH OBOB�ENNYH FUNKCIJ	 TO ESTX OBY�NYH FUNKCIJ

f�x � L�� loc�R
n �ILI f�x � L�� loc��	 DEJSTWIE KOTORYH OPRE�

DELQETSQ TAK�

�f� 	 �

Z
f�x	�xdx �	 � D

�INTEGRIROWANIE IDET PO PROSTRANSTWU Rn ILI PO OBLASTI �
SOOTWETSTWENNO� oBOB�ENNYE FUNKCII	 NE QWLQ��IESQ REGU�
LQRNYMI	 NAZYWA�TSQ SINGULQRNYMI�pRIMEROM SINGULQRNOJ
OBOB�ENNOJ FUNKCII QWLQETSQ �
FUNKCIQ�
pROIZWODNOJ OBOB�ENNOJ FUNKCII f � D� PO PEREMENNOJ xi

NAZYWAETSQ OBOB�ENNAQ FUNKCIQ	 OPREDELQEMAQ RAWENSTWOM

� �f
�xi

� 	
�
� �

�
f�

�	

�xi

�
�	 � D�

pO INDUKCII OPREDELQ�TSQ PROIZWODNYE OBOB�ENNOJ FUNKCII

PROIZWOLXNOGO PORQDKA�
fUNDAMENTALXNYM RE�ENIEM DIFFERENCIALXNOGO OPE�

RATORA L NAZYWAETSQ �WOOB�E GOWORQ	 OBOB�ENNAQ FUNKCIQ E
TAKAQ	 �TO L�E � �	 TO ESTX �L�E� 	 � 	�� �	 � D�

��



pRIWEDEM PRIMERY FUNDAMENTALXNYH RE�ENIJ NEKOTORYH

DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW�
fUNDAMENTALXNOE RE�ENIE OPERATORA lAPLASA L � � W PRO�

STRANSTWE RAZMERNOSTI n IMEET WID

En�x � �


n��� njxjn�� � n � ��

E��x � �

��
ln jxj� n � ��

dLQ OPERATORA TEPLOPROWODNOSTI L � �

�t
� a�� FUNDAMEN�

TALXNYM RE�ENIEM QWLQETSQ FUNKCIQ

E�x� t � ��t�
�a
p
�t
�n e

� jxj�
�a�t �

wOLNOWOJ OPERATOR L �
��

�t�
� a�� W ZAWISIMOSTI OT RAZ�

MERNOSTI n	 n � �� �� �	 PROSTRANSTWENNOJ PEREMENNOJ x IMEET

SLEDU��IE FUNDAMENTALXNYE RE�ENIQ

E��x� t � �

�a
��at � jxj� n � ��

E��x� t � ��at� jxj
��a

p
a�t� � jxj� � n � ��

E��x� t � �

��a�t
��jxj � at� n � ��

w OTLI�IE OT SLU�AEW ODNOJ ILI DWUH PROSTRANSTWENNYH PERE�
MENNYH	 E� QWLQETSQ SINGULQRNOJ OBOB�ENNOJ FUNKCIEJ	 DEJST�
WIE KOTOROJ NA OSNOWNYE FUNKCII OPREDELENO RAWENSTWOM

�E�� 	 �
Z
R

�

��a�t

�Z
jxj�at

	�x� t dSx
�
dt �	�x� t � D�R��

dSx � �LEMENT PLO�ADI NA SFERE S�
at���

��



�	�	 pUSTX u�x� y � HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ KWADRATA

���� � � ���� �� nAJTI ��u

�x �y
W SMYSLE TEORII OBOB��ENNYH

FUNKCIJ�

�	�	 pRI KAKIH ZNA�ENIQH PARAMETRA a � R� FUNKCIQ

u�x� t �

�
� PRI t � ax�

� PRI t � ax�
�x� t � R��

QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ ut � ux W SMYSLE TEORII OBOB�
�ENNYH FUNKCIJ�

�	�	 pUSTX FUNKCIQ y�x � D��R I UDOWLETWORQET URAWNENI�
y� � y KAK OBOB�ENNAQ FUNKCIQ� dOKAVITE	 �TO y�x ESTX REGU�
LQRNAQ OBOB�ENNAQ FUNKCIQ Cex	 C � const�

�	�	 nAJTI WSE FUNDAMENTALXNYE RE�ENIQ OPERATORA

Lu�x � d�u�x

dx�
�
du�x

dx
�

�	�	 nAJTI FUNDAMENTALXNOE RE�ENIE OPERATORA

Lu�x� y � uxx�x� y� uyy�x� y�

OBRA�A��EESQ W NULX PRI y � ��

�	�	 dOKAVITE	 �TO FUNKCIQ

E�x� x� � �cos�
p
c r

��r
� r � jx� x�j�

QWLQETSQ FUNDAMENTALXNYM RE�ENIEM OPERATORA

�� c� GDE c � const � �� n � ��

��



pROSTRANSTWA sOBOLEWA

oBOB�ENNOJ PROIZWODNOJ W SMYSLE sOBOLEWA FUNKCII u�x
PO PEREMENNOJ xi W OBLASTI � NAZYWAETSQ FUNKCIQ v�x �OBOZNA�
�ENIE� v�x � �u��xi	 UDOWLETWORQ��AQ INTEGRALXNOMU TOV�
DESTWU Z

�

v�x	�x dx � �
Z
�

u�x
�	�x

�xi
dx �	 � C�

� ���

pROSTRANSTWOM sOBOLEWA H��� NAZYWAETSQ PROSTRANST�
WO FUNKCIJ u�x	 PRINADLEVA�IH PROSTRANSTWU L��� WMESTE
SO SWOIMI OBOB�ENNYMI PROIZWODNYMI �u��xi	 i � �� � � � � n	 W
SMYSLE sOBOLEWA PERWOGO PORQDKA�

pROSTRANSTWO H��� QWLQETSQ BANAHOWYM �T� E� POLNYM NOR�
MIROWANNYM PROSTRANSTWOM� nORMA W NEM OPREDELQETSQ SLEDU�
��IM OBRAZOM�

kuk�H���	 � kuk�L���	 � kruk��L���		n �
Z
�

�
juj� �

nX
i��

��� �u
�xi

�����dx�

pROSTRANSTWOM sOBOLEWA
�
H��� NAZYWAETSQ ZAMYKANIE

PODPROSTRANSTWA C�
� �� W PROSTRANSTWE H

����
nERAWENSTWO fRIDRIHSA	 dLQ L�BOJ OGRANI�ENNOJ OB�

LASTI � SU�ESTWUET KONSTANTA C��	 TAKAQ �TO

Z
�

juj�dx � C��

Z
�

nX
i��

��� �u
�xi

����dx �u �
�
H����

w SILU NERAWENSTWA fRIDRIHSA SLEDU��IJ FUNKCIONAL W
�
H���

kuk��
H���	

� kruk��L���		n �
Z
�

nX
i��

��� �u
�xi

����dx
ZADAET NORMU	 �KWIWALENTNU� ISHODNOJ NORME PROSTRANSTWA

H����

��



pROSTRANSTWO
�
H��� QWLQETSQ GILXBERTOWYM OTNOSITELXNO

SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ

�u� v� � �ru�rv�L���		n �
Z
�

nX
i��

�u

�xi

�v

�xi
dx�

pROSTRANSTWO H��� TAKVE QWLQETSQ GILXBERTOWYM SO SKALQR�
NYM PROIZWEDENIEM

�u� vH���	 � �u� v � �u� v�� GDE �u� v �

Z
�

u�xv�x dx

� STANDARTNOE SKALQRNOE PROIZWEDENIE W L����

�	�	 pUSTX f�x � H���	 a�x � C���� dOKAZATX	 �TO FUNK�
CIQ f�xa�x QWLQETSQ DIFFERENCIRUEMOJ W SMYSLE sOBOLEWA	 I
DLQ NAHOVDENIQ EE PROIZWODNYH PERWOGO PORQDKA SPRAWEDLIWA

OBY�NAQ FORMULA lEJBNICA� wERNO LI	 �TO f�xa�x � H����

�	�	 pUSTX f � H��Bn
� ��� wOZMOVNO LI	 �TO f �� L��Bn

� ��
A PRI n � �� B PRI n � �� W PRI n � ��

�	�	 pUSTX u�x � OGRANI�ENNAQ W B�
��� FUNKCIQ	 GLADKAQ W

B�
��� n f�g� mOVNO LI UTWERVDATX	 �TO u � H��B�

����

�	��	 A dOKAVITE	 �TO WSQKAQ FUNKCIQ IZ
�
H�
�
��� �

�
QWLQETSQ

NEPRERYWNOJ�
B wSQKAQ LI NEPRERYWNAQ FUNKCIQ u�x NA OTREZKE ��� ��	

TAKAQ	 �TO u�� � u�� � �	 PRINADLEVIT
�
H�

�
��� �

�
�

�	��	 pUSTX u � C���H��� I u�x � � PRI x � ��� dOKAZATX	

�TO u �
�
H����

�	��	 pRI KAKIH  FUNKCIQ u�x� y �
�� ln�x� � y�

��� PRINADLE�
VIT PROSTRANSTWU H���	 ESLI

A � � B�
������

B � � B�
� ��nB�

������

��



�	��	 pRI KAKIH  FUNKCIQ u�x� y �
��ln�x� � xy � �y�

��� PRI�
NADLEVIT H���	 GDE � � ������ ���� ������ ����
�	��	 A pRI KAKIH  I n FUNKCIQ f�x � �ln jxj��jxj� PRINAD�
LEVIT PROSTRANSTWU H��Bn

������

B tOT VE WOPROS DLQ PROSTRANSTWA H��Bn
� ���

�	��	 pRI KAKIH � � FUNKCIQ f�x � jxj� cos �x PRINADLEVIT
PROSTRANSTWU

�
H�
�
���� ���

�	��	 pRI KAKIH � � � RFUNKCIQ f�x � ��ln jxj��� cos��jxj	 GDE
x � �x�� � � � � xn	 PRINADLEVIT PROSTRANSTWU

�
H��Bn

������

�	��	 pUSTX

D � f�x�� � � � � xn � Rn j x�� � � � �� x�n�� � ax�n� � � xn � ��g�
dOKAZATX	 �TO DLQ L�BOJ POSTOQNNOJ C � � NAJDUTSQ TAKAQ

OGRANI�ENNAQ OBLASTX � � D I TAKAQ FUNKCIQ f �
�
H���	 �TOZ

�

f��x dx � C

Z
�

jrf�xj�dx�

�	��	 sPRAWEDLIWO LI NERAWENSTWO fRIDRIHSA W POLOSE

� �
�
�x� y j � � x � �� �� � y � ��� � R��

�	��	 pUSTX Q � Bn
� ��� sPRAWEDLIWO LI SLEDU��EE UTWERV�

DENIE� SU�ESTWUET POSTOQNNAQ C � � TAKAQ	 �TO

ju��j � CkukH��Q	 �u�x � C��Q �

�	��	 rASSMOTRIM W PROSTRANSTWE
�
H�
�
���� �� MNOVESTWO A

GLADKIH FINITNYH FUNKCIJ 	�x	 UDOWLETWORQ��IH USLOWI�

	��� � 	�� � �	  � R� nAJDITE KORAZMERNOSTX ZAMYKANIQ A
MNOVESTWA A W

�
H�
�
���� ���

�	��	 pOSTROJTE PRIMER OGRANI�ENNOJ OBLASTI � NA PLOSKOS�
TIR�	 TAKOJ �TO FUNKCII C��� NE SOSTAWLQ�T WS�DU PLOTNOGO
MNOVESTWA W PROSTRANSTWE H���	 T� E� C��� 	� H����

��



� oB�IE PONQTIQ TEORII URAWNENIJ S

�ASTNYMI PROIZWODNYMI

kLASSIFIKACIQ URAWNENIJ	 hARAKTERISTIKI

lINEJNOE URAWNENIE WTOROGO PORQDKA IMEET WID

nX
i�j��

aijuxixj �
nX
i��

aiuxi � au � g�x� x � Rn� aij � aji� ��

wEKTOR � � ���� � � � � �n IMEET HARAKTERISTI�ESKOE NA�
PRAWLENIE	 ESLI

nX
i�j��

aij�i�j � ��

pOWERHNOSTX  �x � � NAZYWAETSQ HARAKTERISTIKOJ URAW�
NENIQ ��	 ESLI NORMALX K �TOJ POWERHNOSTI � � r IMEET HA�
RAKTERISTI�ESKOE NAPRAWLENIE W KAVDOJ TO�KE	 T�E�

nX
i�j��

aij
� 

�xi

� 

�xj
� ��

eSLI MATRICU
�
aij
�
PRIWESTI K DIAGONALXNOMU WIDU	 TO W

SOOTWETSTWII SO ZNAKAMI DIAGONALXNYH �LEMENTOW	 URAWNENIQ
PODRAZDELQ�TSQ NA �LLIPTI�ESKIE �KOGDA WSE �LEMENTY NENU�
LEWYE I ODNOGO ZNAKA	 GIPERBOLI�ESKIE �KOGDA WSE �LEMEN�
TY NENULEWYE I ROWNO ODIN OTLI�AETSQ PO ZNAKU OT OSTALX�
NYH	 PARABOLI�ESKIE �KOGDA SU�ESTWUET ROWNO ODIN NULEWOJ	
A OSTALXNYE �LEMENTY ODNOGO ZNAKA� oSTALXNYE TIPY MY NE

NAZYWAEM�

u URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA S DWUMQ NEZAWISIMYMI PERE�
MENNYMI

a��uxx � �a��uxy � a��uyy � b�ux � b�uy � cu � g�x� y

HARAKTERISTIKAMI QWLQ�TSQ KRIWYE	 KOTORYE NAHODQTSQ IZ

URAWNENIQ

a���dy
� � �a��dx dy � a���dx

� � ��

��



NAZYWAEMOGO HARAKTERISTI�ESKIM� eSLI a�� 	� �	 TO I�EM

RE�ENIE W WIDE y � y�x	 GDE

dy

dx
�

a�� 

p
D

a��
� D � a��� � a��a�� � DISKRIMINANT	

w ZAWISIMOSTI OT ZNAKA DISKRIMINANTA WOZNIKA�T TRI SLU�AQ�

gIPERBOLI�ESKIJ SLU�AJ� D � �	 DWA SEMEJSTWA HARAKTE�
RISTIK ��x� y � C I ��x� y � C� pRI ZAMENE�

� � ��x� y�
� � ��x� y�

URAWNENIE PRIWODITSQ KO WTOROJ KANONI�ESKOJ FORME

u�� � MLAD�IE �LENY � ��

w SLU�AE ZAMENY �
 � � � ��
� � � � �

URAWNENIE PRIWODITSQ K PERWOJ KANONI�ESKOJ FORME

u�� � u�� � MLAD�IE �LENY � ��

pARABOLI�ESKIJ SLU�AJ� D � �	 ODNO SEMEJSTWA HARAKTE�
RISTIK ��x� y � C� l�BOJ NEWYROVDENNOJ ZAMENOJ WIDA�

� � ��x� y�
� � ��x� y�

GDE ��x� y � NEKOTORAQ FUNKCIQ OT DWUH PEREMENNYH	 URAWNENIE
PRIWODITSQ K KANONI�ESKOJ FORME

u�� � MLAD�IE �LENY � ��

�LLIPTI�ESKIJ SLU�AJ� D � �	 DEJSTWITELXNYH HARAK�
TERISTIK NET	 NO ESTX DWA SEMEJSTWA KOMPLEKSNO SOPRQVENNYH
HARAKTERISTIK ��x� y
 i��x� y � C� dLQ PRIWEDENIQ K KANONI�
�ESKOJ FORME �TOLXKO K PERWOJ NEOBHODIMO SDELATX ZAMENU�

� � ��x� y�
� � ��x� y�

��



w �TOM SLU�AE URAWNENIQ PRIWODITSQ K WIDU

u�� � u�� � MLAD�IE �LENY � ��

�	�	 sU�ESTWUET LI URAWNENIE WIDA

nX
i�j��

aij�x�� � � � � xnuxixj � �� aij � C�Rn�

QWLQ��EESQ �LLIPTI�ESKIM NA NEPUSTOM MNOVESTWE D � Rn	
D 	� Rn	 I GIPERBOLI�ESKIM NA EGO DOPOLNENII RnnD�
�	�	 wERNY LI SLEDU��IE UTWERVDENIQ� ESLI URAWNENIE

nX
i�j��

aij�x�� � � � � xnuxixj � �� aij � C�Rn�

� GIPERBOLI�ESKOE ��LLIPTI�ESKOE	 PARABOLI�ESKOE W TO�KE

�x�� � � � � xn	 TO ONO QWLQETSQ GIPERBOLI�ESKIM �SOOTWETSTWENNO
�LLIPTI�ESKIM	 PARABOLI�ESKIM TAKVE W NEKOTOROJ OKRESTNOS�
TI �TOJ TO�KI�

�	�	 dLQ KAKIH IZ TR�EH URAWNENIJ NA PLOSKOSTI

ut � uxx� utt � uxx� utt � �uxx
SU�ESTWUET NEPOSTOQNNOE RE�ENIE S OGRANI�ENNYMI I ZAMKNU�
TYMI LINIQMI UROWNQ�

�	�	 pRI KAKIH �x� y� z � R� URAWNENIE
uxy � ��x� y � zuxz � ��x� y � zuyz � �

QWLQETSQ GIPERBOLI�ESKIM�

�	�	 nAJTI HARAKTERISTIKI URAWNENIQ uxx� y�uyy � �	 PROHO�
DQ�IE �EREZ�

A TO�KU ��� ��
B TO�KU ��� ��

��



�	�	 A nAJTI WSE HARAKTERISTIKI URAWNENIQ

uxy � uyy � ux � uy � ��

B nAJTI EGO OB�EE RE�ENIE�

�	�	 A oPREDELITX TIP URAWNENIQ �uxx � uxy � ��
B nAJTI EGO HARAKTERISTIKI�
W nAJTI EGO OB�EE RE�ENIE�

�	�	 A oPREDELITX TIP URAWNENIQ

uxx � �uxy � ��uyy � uy � ux � � ��

W ZAWISIMOSTI OT DEJSTWITELXNOGO PARAMETRA �
B pRIWESTI URAWNENIE �� K KANONI�ESKOJ FORME�
W nAJTI OB�EE RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ�

�	�	 A nAJTI WSE 	 PRI KOTORYH SU�ESTWUET LINEJNAQ ZAMENA
PEREMENNYH �x� y� �t� z	 PEREWODQ�AQ URAWNENIE

uxx � �uxy � uyy � � ��

� W URAWNENIE STRUNY utt � uzz�
� W URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI ut � uzz�

B tE VE WOPROSY OB URAWNENII

uxx � �uxy � uyy � ux � �uy � ��

W pUSTX FUNKCIQ u�x� y � C��B�
� �� UDOWLETWORQET URAW�

NENI� �� PRI NEKOTOROM ZNA�ENII  � ���� wOZMOVNO LI PRI
�TOM u �� C��B�

� ���
G tOT VE WOPROS DLQ  � ���

�	��	 pUSTX � � f�x� y � R� j x� � �y � �l� � l�g	 FUNKCIQ
u � C��� UDOWLETWORQET URAWNENI�

�uxx �
sign y

�
uyy � � W OBLASTI ��

A wOZMOVNO LI	 �TO u �� C��� W SLU�AE l � ��
B tOT VE WOPROS W SLU�AE l � ��

��



�	��	 nA PLOSKOSTI �x� t � R� RASSMATRIWA�TSQ URAWNENIQ

ut � ux � �� ��

�utt � �� ��utx � �uxx � �� ��

A nAJTI HARAKTERISTIKI URAWNENIQ ���
B pRI KAKIH  L�BOE BESKONE�NO DIFFERENCIRUEMOE RE�E�

NIE u�x� t URAWNENIQ �� QWLQETSQ TAKVE I RE�ENIEM URAWNE�
NIQ ���
dLQ KAVDOGO IZ NAJDENNYH W P� B ZNA�ENIJ PARAMETRA �

W NAJTI HARAKTERISTIKI URAWNENIQ ���
G UKAZATX NEKOTOROE RE�ENIE u�x� t URAWNENIQ ��	 KOTOROE

NE QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ ��	 ILI DOKAZATX	 �TO TAKOGO
RE�ENIQ NET�

D tOT VE WOPROS OB OGRANI�ENNOM RE�ENII�

�	��	 nAJTI HARAKTERISTI�ESKIE PLOSKOSTI URAWNENIQ

utt � uxx � uyy�

PROHODQ�IE �EREZ PRQMU� t � �	 y � x�

�	��	 nAJTI WSE HARAKTERISTIKI URAWNENIQ

uxx � �uyy � �uyz � �uzz � uz � u � �

PRI KAVDOM  � R�

�	��	 nAJTI OB�EE RE�ENIE URAWNENIQ

uxx � �uxy � �uxz � uyy � �uyz � uzz � u � ��

�	��	 A pRIWESTI K WIDU	 NE SODERVA�EMU NESME�ANNYH PRO�
IZWODNYH WTOROGO PORQDKA	 SLEDU��EE URAWNENIE�

uxx � uxy � �uyy � ��x� yux � ��x� yuy � �u � ��

B nAJTI OB�EE RE�ENIE ISHODNOGO URAWNENIQ�

��



�	��	 pRI KAKIH WE�ESTWENNYH  I � TEOREMA O SU�ESTWOWANII
I EDINSTWENNOSTI ANALITI�ESKOGO RE�ENIQ NEHARAKTERISTI�ES�
KOJ OBOB�ENNOJ ZADA�I kO�I PRIMENIMA K SLEDU��EJ ZADA�E�

uxy � �uyy � u � xy� u
��
S
� ux

��
S
� uy

��
S
� ��

GDE S ZADAETSQ URAWNENIEM x� �y � ��

�	��	 A nAJTI WSE ZNA�ENIQ 	 DLQ KOTORYH SU�ESTWUET FUNK�
CIQ u�x� y	 PRINADLEVA�AQ C��R��C��fx � �g�C��fx � �g	
UDOWLETWORQ��AQ URAWNENI�

uxx � uxy � uyy � � PRI x 	� �

I USLOWIQM

u
��
x��

� �� ux
��
x��

� ��

NO NE PRINADLEVA�AQ C��B�
a��� y� NI PRI KAKIH y� � RI a � ��
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FUNKCII v�x� t POLU�ITSQ ODNORODNOE URAWNENIE S NOWYMI NA�
�ALXNYMI I GRANI�NYMI DANNYMI�

�ASTNYE SLU�AI	
dLQ ODNORODNOGO GRANI�NOGO USLOWIQ PERWOGO RODA

u
��
x��

� �

��



OB�IJ METOD DAET TOT VE REZULXTAT	 �TO I METOD NE�ETNOGO

PRODOLVENIQ NA�ALXNYH USLOWIJ� fUNKCI� u�x� t MOVNO NAJTI
PO FORMULE dALAMBERA KAK RE�ENIE ZADA�I kO�I �x � R S
NE�ETNO PRODOLVENNYMI W OBLASTX x � � FUNKCIQMI 	 I �

!	�x �

�
	�x� x � ��

�	��x� x � ��
!��x �

�
��x� x � ��

����x� x � ��

POLU�ENNOE RE�ENIE SLEDUET RASSMATRIWATX TOLXKO PRI x � ��
w SLU�AE ODNORODNOGO GRANI�NOGO USLOWIQ WTOROGO RODA

ux
��
x��

� �

UDOBNO PRIMENITX METOD �ETNOGO PRODOLVENIQ NA�ALXNYH

USLOWIJ� fUNKCI� u�x� t MOVNO NAJTI PO FORMULE dALAMBE�
RA KAK RE�ENIE ZADA�I kO�I �x � R S �ETNO PRODOLVENNYMI
W OBLASTX x � � FUNKCIQMI 	 I �

!	�x �

�
	�x� x � ��
	��x� x � ��

!��x �

�
��x� x � ��
���x� x � ��

POLU�ENNOE RE�ENIE RASSMATRIWATX TOLXKO PRI x � ��
uSLOWIQ SOGLASOWANIQ ZDESX PEREPISYWA�TSQ W WIDE USLOWIJ

NA GLADKOSTX W NULE FUNKCIJ !	 � C��R I !� � C��R�

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W R� �R� ZADA�I�

utt � uxx� ux
��
x��

� ��

u
��
t��

�

�
� sin� x� � � x � ���

�� x �� ��� ��� ut
��
t��

� ��

A nAJTI MNOVESTWO f�x� t � R� �R� j u�x� t 	� �g�
B nARISOWATX �TO MNOVESTWO�
W nARISOWATX GRAFIKI u�x� �
� � u�x�

�

� �

��



�	��	 pRI KAKIH � � const I 	�x SU�ESTWUET FUNKCIQ u�x� t �
C��R� �R�� QWLQ��AQSQ RE�ENIEM W R� �R� SLEDU��EJ ZA�
DA�I�

utt � uxx� �ut � �ux
��
x��

� �� u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� � �

nAJTI �TU FUNKCI��

�	��	 pRI KAKIH 	 � C��R I � � C��R SU�ESTWUET RE�ENIE
u � C��R� W R� ZADA�I�

utt � uxx� u
��
t�x

� 	�x� ut
��
t�x

� ��x�

�	��	 pRI KAKIH A I 
 SU�ESTWUET RE�ENIE u � C��R� �R�
W R� �R� KRAEWOJ ZADA�I�

utt � uxx� u
��
x��

� cos 
t� u
��
t��

� Ae�x
�

� ut
��
t��

� � �

nAJTI �TO RE�ENIE�

�	��	 w �ETWERTI PLOSKOSTI R� �R� RASSMATRIWAETSQ ZADA�A

utt �
�

�
uxx� �ux � u

��
x��

� �t� u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��

A pUSTX 	�x I �t � ��
PERIODI�ESKIE FUNKCII	 RAWNYE
NUL� NA OTREZKE ����� ������ nAJTI I NARISOWATX MAKSIMALXNOE
MNOVESTWO	 NA KOTOROM FUNKCIQ u�x� t ZAWEDOMO RAWNA ��

B pUSTX 	�x �
�
cos��x

��
	
�
GDE f��x � max��� f�x

�
� nAJ�

TI NEOBHODIMOE I DOSTATO�NOE USLOWIE NA FUNKCI� �t I KON�
STANTU � � �	 PRI KOTORYH SU�ESTWUET KLASSI�ESKOE RE�ENIE

�TOJ ZADA�I�

�	��	 pRI KAKIH k	  I � SU�ESTWUET RE�ENIE u�x� t � C��D
W D � f�x� t j kt � x � ��� � � t � ��g SLEDU��EJ ZADA�I

utt � uxx� u
��
x�kt

� t�� u
��
t��

� ut
��
t��

� ��

eDINSTWENNO LI ONO�

��



�	��	 i�ETSQ RE�ENIE u�x� t ZADA�I

utt � uxx� u
��
t�x

� 	�x � C����� ��� � � x � ��

u
��
t��x

� ��x � C����� ����� � � x � ����

zDESX 	�k	�� � ��k	�� � � DLQ k � �� �� ��
A oPISATX S POMO�X� NERAWENSTW MNOVESTWO WSEH ZNA�ENIJ

�x� t � R�	 DLQ KOTORYH ODNOZNA�NO OPREDELENO RE�ENIE u�x� t
�TOJ ZADA�I�

B nARISOWATX �TO MNOVESTWO�
W nAJTI RE�ENIE u�x� t RASSMATRIWAEMOJ ZADA�I�

oGRANI�ENNAQ STRUNA	 mETOD fURXE

zADA�A �TURMA
lIUWILLQ

rASSMOTRIM SPEKTRALXNU� ZADA�U DLQ DIFFERENCIALXNOGO OPE�
RATORA �TURMA
lIUWILLQ

L ��
�

�x

�
p�x

�

�x

�
� q�xu�

GDE q � � NA ��� l� I p�x � p� � � NA ��� l�	 SLEDU��EGO WIDA��
�

L�u� � ��u� PRI x � ��� ��
ujx�� � �
ujx�l � ��

tEOREMA	
� oPERATOR L QWLQETSQ SIMMETRI�ESKIM OTRICATELXNO OPRE�
DEL�ENNYM	 T�E�

�L�u�� vL�����	 � �u� L�v�L�����	 � L�Xk� � ��kXk� �k � ��

pRI �TOM	 j�kj �� ��	 ESLI k � ���
� eSLI L�u� � �u� L�v� � �v	 TO u I v � LINEJNO ZAWISIMY�
ESLI L�u� � �u� L�v� � �v I � 	� �	 TO �u� vL�����	 � ��
� mNOVESTWO fXkg OBRAZUET POLNU� ORTOGONALXNU� SISTEMU W

L���� ��

��



mETOD fURXE

iZU�ENIE SOBSTWENNYH KOLEBANIJ OGRANI�ENNOJ STRUNY S ZA�
KREPLENNYMI KONCAMI PRIWODIT K ZADA�E

utt � uxx� x � ��� l� t � �� ujx�� � ujx�l � �� ��

u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x� ��

�TO TAK NAZYWAEMAQ SME�ANNAQ	 ILI NA�ALXNO
KRAEWAQ	 ZADA�A
DLQ URAWNENIQ STRUNY� rE�ENIE �TOJ ZADA�I I�ETSQ W KLASSE
FUNKCIJ u�x� t � C�

�
��� l�R�

� �C�
�
��� l��R�

�
�

kRAEWYE USLOWIQ W �� W KAVDOM IZ KONCOW x � � I x � l
MOGUT BYTX ZAMENENY �NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA NA USLOWIQ
ODNOGO IZ TREH WIDOW	 UKAZANNYH DLQ POLUOGRANI�ENNOJ STRU�
NY� sOOTWETSTWENNO	 DLQ SU�ESTWOWANIQ KLASSI�ESKOGO RE�ENIQ
ZADA�I ��
�� NEOBHODIMO WYPOLNENIE USLOWIJ SOGLASOWANIQ W

DWUH TO�KAH� ��� � I �l� ��
rE�ENIE NA�ALXNO
KRAEWOJ ZADA�I NA OTREZKE	 KAK PRAWI�

LO	 STROITSQ STANDARTNYM METODOM fURXE W WIDE RAZLOVENIQ W

RQD PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM Xk�x SOOTWETSTWU��EJ ZADA�I
�TURMA�lIUWILLQ� w SLU�AE ODNORODNYH KRAEWYH USLOWIJ I I
II RODA NA OBOIH KONCAH BAZISNYE FUNKCII Xk IME�T WID�

Xk�x � sin
�kx

l
�k � N W SLU�AE u

��
x��

� u
��
x�l

� ��

X��x � �� Xk�x � cos
�kx

l
W SLU�AE ux

��
x��

� ux
��
x�l

� ��

Xk�x � sin
�
�
k � �

�

�
x

l
W SLU�AE u

��
x��

� ux
��
x�l

� ��

Xk�x � cos
�
�
k � �

�

�
x

l
W SLU�AE ux

��
x��

� u
��
x�l

� ��

nAPRIMER	 RE�ENIE ZADA�I ��
�� DAETSQ FORMULOJ

u�x� t �
�X
k��

�
Ak cos

�kat

l
�Bk sin

�kat

l

�
sin

�kx

l
�

Ak �
�

l

Z l

�

	�x sin
�kx

l
dx� Bk �

�

��ka

Z l

�

��x sin
�kx

l
dx�

��



iNTEGRALOM �NERGII DLQ RASSMATRIWAEMOJ SME�ANNOJ ZA�
DA�I NAZYWAETSQ FUNKCIQ

E�t �

Z l

�

h�
�
u�t �x� t �

a�

�
u�x�x� t

i
dx�

w SLU�AE	 ESLI W OBOIH KONCAH x � � I x � l IME�TSQ ODNOROD�
NYE KRAEWYE USLOWIQ I ILI II RODA	 WYPOLNENO �NERGETI�ESKOE
TOVDESTWO�

E�t � const
DLQ L�BOGO KLASSI�ESKOGO RE�ENIQ u�x� t �TOJ ZADA�I�

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W R� �R� ZADA�I�

utt � uxx� ux
��
x��

� ��

u
��
t��

�

�
sin� x� � � x � ���

�� x �� ��� ��� ut
��
t��

� ��

A nARISOWATX GRAFIK u�x� ���
B tOT VE WOPROS DLQ SLU�AQ	 KOGDA URAWNENIE RASSMATRIWA�

ETSQ DLQ x � ��� ���	 t � R� I STAWITSQ DOPOLNITELXNOE USLOWIE

u
��
x��


� ��
W tOT VE WOPROS DLQ SLU�AQ	 KOGDA POSLEDNEE USLOWIE ZAME�

NQETSQ USLOWIEM ux
��
x��


� ��

�	��	 uKAZATX WSE ZNA�ENIQ POSTOQNNYH 	 � I �	 PRI KOTORYH
SU�ESTWUET RE�ENIE u � C��Q SME�ANNOJ ZADA�I

utt � uxx� u
��
x��

� u
��
x�


� ��

u
��
t��

� x� � �x� � sinx� ut
��
t��

� � cos x

W KWADRATE Q � ��� ��� ��� ��� nAJTI �TO RE�ENIE�

��



�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W ��� ���R� SME�ANNOJ ZADA�I

utt � �uxx� u
��
x��

� u
��
x��

� ��

u
��
t��

� � sin� �x� ut
��
t��

� ��x��� x�

A nAJTI f���	 GDE f�t �

Z �

�

�
u�t �x� t � �u

�
x�x� t

�
dx�

B nAJTI u�x� ��

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W ��� ���R� SME�ANNOJ ZADA�I

utt � uxx� u
��
x��

� u
��
x�


� �� u
��
t��

� sin��� x� ut
��
t��

� ��

wERNO LI	 �TO jut�x� 
� j � ��� NA MNOVESTWE	 MERA KOTOROGO

BOLX�E ��

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W ��� ���R� SME�ANNOJ ZADA�I

utt � uxx� u
��
x��

� u
��
x��

� �� u
��
t��

� �� ut
��
t��

� x���� x�

nAJTI lim
t���

Z �

�

�
u�t �x� t � u�x�x� t

�
dx�

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W ��� ���R� SME�ANNOJ ZADA�I

utt � uxx� u
��
x��

� u
��
x��

� �� u
��
t��

� �� ut
��
t��

� x����x��

nAJTI lim
t���

Z ���

�

�
u�t �x� t � u�x�x� t

�
dx�

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W ��� ���R� SME�ANNOJ ZADA�I

utt � uxx � sinx cos �x sin
t�

u
��
x��

� u
��
x�


� �� u
��
t��

� ut
��
t��

� ��

nAJTI WSE 
	 DLQ KOTORYH sup
Q

ju�x� tj� ���

��



�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W ��� ���R� SME�ANNOJ ZADA�I

utt � uxx� u
��
x��

� �� u
��
x��

� sint� u
��
t��

� �� ut
��
t��

� x�

nAJTI WSE 	 DLQ KOTORYH sup
Q

ju�x� tj � ���

�	��	 A nAJTI WSE k � �	 DLQ KOTORYH PRI NEKOTOROJ FUNKCII
	�x � C����� �� SU�ESTWUET NEOGRANI�ENNOE RE�ENIE W ��� ���
R� ZADA�I

utt � �uxx � u
��
x��

� �ux � ku
��
x�


� ��

u
��
t��

� �� ut
��
t��

� 	�x�

B dLQ k � � OPISATX WSE FUNKCII 	�x � C����� l�	 DLQ
KOTORYH RE�ENIE u�x� t �TOJ ZADA�I OGRANI�ENO�

�	��	 pUSTX u�x� t � C�
�
��� �� �������C�

�
��� ��� ������

� RE�ENIE W ��� ���R� KRAEWOJ ZADA�I�

utt � uxx� u
��
x��

� f�t� u
��
x�


� �� u
��
t��

� ut
��
t��

� ��

f�t � GLADKAQ FUNKCIQ I f�t � � PRI t � �� mOVET LI

RE�ENIE �TOJ ZADA�I NEOGRANI�ENNO WOZRASTATX PO WREMENI	 TO
ESTX PO PEREMENNOJ t�

��



� uRAWNENIQ PARABOLI�ESKOGO TIPA

kRAEWAQ ZADA�A

pERWOJ SME�ANNOJ	 ILI NA�ALXNO
KRAEWOJ	 ZADA�EJ DLQ URAW�
NENIQ TEPLOPROWODNOSTI W OGRANI�ENNOJ OBLASTI � NAZYWAETSQ

ZADA�A O NAHOVDENII FUNKCII u�x� t � C��QT
� �C�QT

�	 T � �
ILI T � ��	 UDOWLETWORQ��EJ USLOWIQM

ut � a��xu� u
��
x��� � �� u

��
t��

� 	�x � C���

GDE 	�x � ZADANNAQ FUNKCIQ� kRAEWOE USLOWIE MOVET BYTX I
NEODNORODNYM�

eSLI WMESTO USLOWIJ NA ZNA�ENIQ FUNKCII u PRI x � ��
ZADANY ZNA�ENIQ EE NORMALXNOJ PROIZWODNOJ ILI LINEJNOJ KOM�
BINACII SAMOJ FUNKCII I EE NORMALXNOJ PROIZWODNOJ	 ZADA�A
NAZYWAETSQ SOOTWETSTWENNO II I III KRAEWOJ�
pRINCIP MAKSIMUMA W CILINDRE� eSLI FUNKCIQ u�x� t �

C��QT
��C�QT

� UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI W

CILINDRE QT
�	 TO SWOE MAKSIMALXNOE �I MINIMALXNOE ZNA�ENIE

W QT
� ONA PRINIMAET LIBO NA NIVNEM OSNOWANII CILINDRA t � �	

LIBO NA EGO BOKOWOJ POWERHNOSTI x � ���
rE�ENIE DANNOJ ZADA�I	 KAK PRAWILO	 STROITSQMETODOM fU�

RXE� nAPRIMER	 RE�ENIE ODNOMERNOJ PO PROSTRANSTWENNOJ PERE�
MENNOJ x � ��� l ZADA�I

ut � a�uxx� u
��
x��

� u
��
x�l

� �� u
��
t��

� 	�x

DAETSQ FORMULOJ

u�x� t �
�X
k��

Cke
�
�

ka
l

��
t
sin

�kx

l
� Ck �

�

l

Z l

�
	�x sin

�kx

l
dx�

��



�	�	 mOVET LI OTLI�NOE OT POSTOQNNOJ RE�ENIE PERWOJ KRA�
EWOJ ZADA�I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI PRINIMATX NAI�
MENX�EE ZNA�ENIE WO WNUTRENNEJ TO�KE�

�	�	 pUSTX u � C���
x�t �Q � RE�ENIE W Q �� ��� ��� ��� �� ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��

� u
��
x��

� �� u
��
t��

� ��

mOVET LI FUNKCIQ f�t ��

Z �

�

u��x� t dx IMETX MAKSIMUM WNUT�

RI INTERWALA ��� ��

�	�	 pUSTX u � C���
x�t �Q�C�Q � RE�ENIE W Q �� ���� ����� ��

URAWNENIQ

ut � uxx � q�x� tu� GDE q � C�Q�

oBOZNA�IM M �� max
Q

u� m �� max
�

u	 GDE " �� Q nQ�
wOZMOVNO LI	 �TO M � m	 ESLI�

A q�x� t � �� B q�x� t � �� W q�x� t � �	 M � ��

�	�	 pUSTX Q �� ��� � � ��� ��� sU�ESTWUET LI FUNKCIQ u�x� t
SO SLEDU��IMI SWOJSTWAMI� u � C���

x�t �Q �C�Q�

ut � uxx� �x� t � Q�

u
��
t��

� � sin�x� u
��
t��

� � sin�x� � � x � ��

u
��
x��

� sin�t� u
��
x��

� sin�t� � sin�t� � � t � ��

�	�	 pUSTX Q � f�x� t � R� jx��t� � �g� sU�ESTWUET LI FUNK�
CIQ u � C��Q	 UDOWLETWORQ��AQ URAWNENI�

ut � uxx � � W Q I USLOWI� xux � tu NA �Q�

�	�	 pUSTX FUNKCIQ u�x� t � C���
x�t �Q � C��Q QWLQETSQ RE�E�

NIEM W Q �� ��� �� ��� �� KRAEWOJ ZADA�I
ut � uxx� u

��
x��

� e�t��� u
��
x��

� �e�t��� u
��
t��

�
p
x� ��

wERNO LI	 �TO u�x� t W Q UBYWAET PO t�

��



�	�	 pUSTX FUNKCII uk�x� t � C���
x�t �Qk�C�Qk	 k � �� �	 QWLQ�

�TSQ RE�ENIQMI W Qk �� QT
��k�k	 KRAEWYH ZADA�

�ukt � �ukxx� uk
��
x��k � �� uk

��
t��

� 	�x� jxj � k�

zDESX 	 � C������ ��� 	�x � � PRI jxj � � I 	�x � � PRI
� � jxj � �� 	 	� ��

dOKAZATX	 �TO u��x� t � u��x� t ��x� t � ���� ��� ��� T ��
�	�	 pUSTX u � C���

x�t �Q � C�Q � RE�ENIE W Q �� Q�
��
�
	

KRAEWOJ ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��
 � �� u

��
t��

� sin� x�

nAJTI lim
t���

Z 


�

u�x� t dx�

�	�	 pRI KAKIH USLOWIQH NA FUNKCI� 	 � C�
�

�
��� �

�
L�BOE

RE�ENIE u�x� t W POLUPOLOSE Q�
����	 ZADA�I

A ut � uxx� u
��
x��

� ux
��
x��

� �� u
��
t��

� 	�x�

B ut � uxx� ux
��
x��

� ux
��
x��

� �� u
��
t��

� 	�x

OBLADAET SWOJSTWOM u�x� t� � PRI t� ���
�	��	 pUSTX u � C���

x�t �Q�C�Q � RE�ENIE WQ �� Q�
����	 ZADA�I

ut � uxx � u� u
��
x��

� u
��
x��

� �� u
��
t��

� 	�x�

nAJTI WSE TAKIE  � R	 �TO DLQ L�BOJ NA�ALXNOJ FUNKCII 	 �
C���� ��	 	�� � 	�� � �	 WYPOLNENO

lim
t���u�x� t � � �x � ��� ���

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W Q�
���
	 KRAEWOJ ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��

� u
��
x�


� �� u
��
t��

� 	�x�

GDE 	 � C����� ��	 	�� � 	�� � �� uKAZATX KLASS WSEH TAKIH
FUNKCIJ 	�x	 DLQ KOTORYH

lim
t��� etu�x� t � � �x � ��� ���

��



�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W POLUPOLOSE Q�
����
	 ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��

� u
��
x��


� �� u
��
t��

� 	�x�

GDE 	 � C����� ���	 	�� � 	��� � �� uKAZATX KLASS WSEH TAKIH
FUNKCIJ 	�x� DLQ KOTORYH

A SU�ESTWUET KONE�NYJ lim
t��� e

p
tu�x� t�

B SU�ESTWUET KONE�NYJ lim
t��� etu�x� t�

W SU�ESTWUET KONE�NYJ lim
t��� et

�

u�x� t�

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W Q�
���
��	 KRAEWOJ ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��

� �� u
��
x�
��

� �� u�x� � � cos� x� � sin� x�

nAJTI lim
t���u�x� t�

�	��	 pUSTX u � C���
x�t �Q � C�Q � RE�ENIE W Q �� Q�

� 	 GDE
� � ��� �� ��� �	 ZADA�I

ut � ux�x� � ux�x� �

u
��
x���

� u
��
x���

� �� u
��
x���

� x�� u
��
x���

� x��

nAJTI lim
t���u�x�� x�� t�

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W POLUPOLOSE Q�
���l	 ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��

� u
��
x�l

� t� u
��
t��

� 	�x�

GDE 	 � C����� l�	 	�� � 	�l � ��
nAJTI lim

t��� t�� u�x� t�

�	��	 pUSTX FUNKCII u� I u� UDOWLETWORQ�T SOOTNO�ENIQM

�ukt � �ukxx� � � x � �� � � t � ���
uk
��
t��

� sin� x�  sin� x �k � �� ��

u�
��
x��

� u�
��
x�


� �� �u�x
��
x��

� �u�x
��
x�


� �� � � t � ���

pRI KAKIH  SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

lim
t���u��x� t � lim

t���u��x� t �x � ��� ���

��



�	��	 pUSTX FUNKCIQ u�x� t � RE�ENIE W Q�
����	 ZADA�I

ut � uxx� ux
��
x��

� ux
��
x��

� �� u
��
t��

� x� � �x� � �x�
nAJTI lim

t���u�x� t�

�	��	 pUSTX FUNKCIQ u�x� t � RE�ENIE W Q�
����	 ZADA�I

ut � uxx� ux
��
x��

� �� ux
��
x��

� ��� u
��
t��

� x� � x�

nAJTI lim
t���u�x� t�

�	��	 A nAJTI WSE l � �	 DLQ KOTORYH PRI NEKOTOROJ FUNKCII
	�x � C����� l� SU�ESTWUET NEOGRANI�ENNOE RE�ENIE W Q�

���l	
KRAEWOJ ZADA�I

ut � �uxx� u
��
x��

� �ux � �u
��
x�l

� �� u
��
t��

� 	�x�

B dLQ l � � OPISATX WSE FUNKCII 	�x � C����� l�	 DLQ
KOTORYH RE�ENIE �TOJ ZADA�I OGRANI�ENO�

�	��	 A fUNKCIQ u�x� t 	� const UDOWLETWORQET URAWNENI�
ut � uxx

W OBLASTI �T � f�x� t j � � t � T� � � x � �� exp��tg�
dOKAZATX	 �TO MAKSIMUM �TOJ FUNKCII NA �T NE MOVET DO�

STIGATXSQ NI WO WNUTRENNIH TO�KAH OBLASTI �T 	 NI PRI t � T �
B pUSTX u�x� t QWLQETSQ RE�ENIEM ZADA�I

ut � uxx W OBLASTI t � �� � � x � �� exp��t�
u
��
x��

� u
��
x���exp��t	 � �� u

��
t��

� 	�x� ��

GDE 	�x � C�
�

�
��� �

�
� dOKAZATX	 �TO ju�x� tj � Ce�t���

W pRIWESTI PRIMER FUNKCII 	�x � C�
�

�
��� �

�
TAKOJ	 �TO

DLQ RE�ENIQ u�x� t ZADA�I �� WYPOLNENO

max
x������exp��t		

u�x� t � e�t �t � �

W PREDPOLOVENII	 �TO TAKOE RE�ENIE SU�ESTWUET�

��



�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W Q�
���
	 ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��

� ux
��
x�


� �� u
��
t��

� 	�x�

GDE 	�� � 	��� � ��
A dOKAZATX	 �TO sup

��x�

ju�x� �j� sup

��x�

j	�xj�

B wERNO LI	 �TO sup
��x�


ju�x� �j � �

�
sup

��x�

j	�xj �

�	��	 pUSTX FUNKCIQ u�x� t � C��Q�C�Q QWLQETSQ RE�ENI�
EM W Q �� QT

� KRAEWOJ ZADA�I

ut � �u� f�x� u
��
x��� � �� u

��
t��

� ��

GDE f�x � � PRI x � �� dOKAZATX	 �TO PRI FIKSIROWANNOM x� �
� FUNKCIQ u�x�� t QWLQETSQ NEWOZRASTA��EJ PO t � ��� T �
�	��	 pUSTX u�x� t � C��Q�C�Q � KLASSI�ESKOE RE�ENIE W

Q �� Q�
����	 KRAEWOJ ZADA�I

ut � uxx�v�x� t� u
��
x��

� u
��
x��

� �� u
��
t��

� 	�x � C����� ����
v�x� t � OGRANI�ENNAQ IZMERIMAQ FUNKCIQ	 UDOWLETWORQ��AQ
OCENKE jvj � C	 C � � � ZADANNAQ POSTOQNNAQ�

mOVNO LI TAK WYBRATX FUNKCI� v�x� t� �TO u�x� t � � PRI
WSEH t � t�	 t� � NEKOTORAQ POLOVITELXNAQ POSTOQNNAQ�

�	��	 pUSTX u�x� t � C��Q �C��Q � KLASSI�ESKOE RE�ENIE

W Q �� Q�
����	 KRAEWOJ ZADA�I

ut � uxx � �u� u
��
x��

� u
��
x��

� ��

dOKAZATX	 �TO DLQ u�x� t IMEET MESTO NERAWENSTWO��u�x� t�� � Ce�t� C � const � ��

�	��	 pUSTX u�x� t � C��Q �C��Q � RE�ENIE W Q �� Q�
����	

KRAEWOJ ZADA�I

ut � uxx� ux
��
x��

� �� ux
��
x��

� ��� u
��
t��

� 	�x � C�
�

�
��� �

�
�

oGRANI�ENO LI �TO RE�ENIE NAQ� �T�E� RASTET LI TEMPERATURA�

��



�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W Q �� Q�
����	 ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��

� f�t� u
��
x��

� g�t� u
��
t��

� 	�x�

f� g� 	 � GLADKIE FUNKCII	 PRI�EM

f�t� a PRI t��� g�t� b PRI t���

kAKOJ PREDEL PRI t � � W PROSTRANSTWE C��� �� �ESLI TAKOWOJ
WOOB�E ESTX IMEET RE�ENIE u�x� t �TOJ ZADA�I�

zADA�A kO�I

kLASSI�ESKIM RE�ENIEM ZADA�I kO�I DLQ URAWNENIQ TEPLOPRO�
WODNOSTI NAZYWAETSQ FUNKCIQ u � C���

x�t ��T  � C��T 	 OPREDE�
LENNAQ W SLOE �T � f�x� t � Rn�� j x � Rn� � � t � Tg I

UDOWLETWORQ��AQ URAWNENI�

ut � a��xu� f�x� t �a � �� �x� t � �T
I KRAEWYM USLOWIQM

u
��
t��

� 	�x � Cb�R
n�

GDE 	�x� f�x� t � ZADANNYE NEPRERYWNYE OGRANI�ENNYE FUNK�
CII�

rE�ENIE ZADA�I kO�I W KLASSE OGRANI�ENNYH FUNKCIJ SU�
�ESTWUET	 EDINSTWENNO I WYRAVAETSQ INTEGRALOM pUASSONA

u�x� t �
��

�a
p
�t
�n
Z
Rn

exp

�
�jx� �j�

�a�t

�
	�� d� �

�

tZ
�

Z
Rn

��
�a
p
��t � � 

�n exp
�
� jx� �j�
�a��t� � 

�
f��� �  d� d��

zAME�ANIE	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE ZADA�I kO�I�
ut � �u W Rn�R��
u
��
t��

� 	��x� � � � 	n�xn� x � Rn�
��



	k�xk � C�R�L��R� k � �� � � � � n� tOGDA u�x� t �
nQ

k��
uk�x� t	

GDE uk�x� t � RE�ENIQ ZADA� kO�I�
�ukt � �ukxx W R�R��
uk
��
t��

� 	k�x� x � R� k � �� � � � � n�

dLQ OGRANI�ENNYH RE�ENIJ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

SPRAWEDLIW PRINCIP MAKSIMUMA W SLOE�
ESLI FUNKCIQ u�x� t � C���T  � Cb��T  UDOWLETWORQET W SLOE
�T ODNORODNOMU URAWNENI� TEPLOPROWODNOSTI ut � a�uxx	 TO

inf
x�Rn

u�x� � � u�x� t � sup
x�Rn

u�x� � ��x� t � �T �

dLQ OGRANI�ENNYH RE�ENIJ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

SPRAWEDLIWY TEOREMY O STABILIZACII�
pUSTX u�x� t � OGRANI�ENNOE RE�ENIE ZADA�I kO�I�

ut � uxx W R�R��
u
��
t��

� 	�x� x � R�

	�x � C�R� L��R� tOGDA

�	 eSLI lim
x���	�x � A�� TO lim

t���u�x� t �
A� �A�

�
�

�	 eSLI lim
l���

�

l

lZ
�l

	�xdx � A� TO lim
t���u�x� t �

A

�
�

�	 eSLI 	�x � PERIODI�ESKAQ FUNKCIQ	 TO lim
t��� u�x� t � 	��

GDE 	� � NULEWOJ KO�FFICIENT RAZLOVENIQ FUNKCII 	�x W RQD
fURXE	 PROSTRANSTWENNOE SREDNEE�

��



�	��	 sPRAWEDLIW LI PRINCIP MAKSIMUMA W SLOE DLQ URAWNENIQ
ut��xu � � W TOM VE WIDE	 W KAKOM ON SPRAWEDLIW DLQ URAWNENIQ
TEPLOPROWODNOSTI�

�	��	 dOKAZATX	 �TO RE�ENIE u�x� t ZADA�I kO�I DLQ URAWNE�
NIQ ut � uxx BUDET NE�ETNYM PO x	 ESLI NA�ALXNAQ FUNKCIQ

u�x� � � NE�ETNAQ�

�	��	 pRI KAKIH t � � SU�ESTWUET INTEGRAL	 WHODQ�IJ W FOR�
MULU	 KOTORAQ DAET RE�ENIE ZADA�I kO�I

ut � uxx� u
��
t��

� 	�x�

ESLI TREBOWANIE OGRANI�ENNOSTI 	�x ZAMENQETSQ PREDPOLOVE�
NIEM

j	�xj �MeKx� � M � �� K � ��

�	��	 dOKAVITE �ISPOLXZUQ INTEGRAL pUASSONA	 �TO SU�EST�
WUET RE�ENIE u�x� t � C��R�R� W R�R� SLEDU��EJ ZADA�I�

ut � uxx� u�x� t� 	�x W L��R PRI t� ��

GDE 	�x � ZADANNAQ FUNKCIQ IZ L��Rx �NE OBQZATELXNO NEPRE�
RYWNAQ#

�	��	 eDINSTWENNA LI FUNKCIQ u�x� t SO SLEDU��IMI SWOJST�
WAMI� u � C���

x�t �R� ��� h��
ut � uxx� �x� t � R� ��� h��

lim
t��

u�x� t � � �x � R� sup
x�R

ju�x� tj � �� �t � ��� h��

�	��	 pUSTX G � f�x� t j x � R� t � R�g� nAJTI WSE FUNKCII
u�x� t	 PRINADLEVA�IE C���

x�t �G� OGRANI�ENNYE W G I UDOWLETWO�

RQ��IE W G URAWNENI� ut � uxx�

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W R�R� ZADA�I kO�I

ut � �uxx� u
��
t��

�
x� � sinx

� � �x�
�

nAJTI lim
t���u�x� t�

��



�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W R�R� ZADA�I kO�I

ut � uxx� u
��
t��

� arcctg x�

nAJTI lim
t���u�x� t�

�	��	 pUSTX u�x� t � OGRANI�ENNOE RE�ENIE W R�R� ZADA�I
kO�I

ut � uxx� u
��
t��

� 	�x � C�R� L��R�

nAJTI lim
t���u��� t	 ESLI lim

l���
�

l

Z l

�l
	�x dx � A�

�	��	 nAJTI lim
t���u�x� y� t� GDE u�x� y� t � RE�ENIE W R��R�

ZADA�I kO�I

ut � uxx � uyy� u
��
t��

� 	�x� y

PRI SLEDU��IH NA�ALXNYH USLOWIQH�

A 	�x� y �
x�

� � �x�
� B 	�x� y � sin� y� W 	�x� y �

�x sin y�

� � �x�
�

�	��	 A rE�ITX ZADA�U kO�I W R��R�
ut � �u� �u� u

��
t��

� e��x��x��x�	�

B nAJTI lim
t��u�x� t�

�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W R�R� ZADA�I kO�I�

ut � uxx� u
��
t��

� e�x
�

�

nAJTI lim
t��

Z �

�
u�x� t dx�

��



�	��	 pUSTX u�x� t � RE�ENIE W R�R� ZADA�I kO�I URAWNE�
NIQ TEPLOPROWODNOSTI S �POTENCIALOM��

ut � uxx � u� u
��
t��

� sin� x�

dOKAZATX	 �TO SU�ESTWUET POSTOQNNAQ A	 TAKAQ	 �TO��u�x� t�Ae�t
�� � �te�t�

GDE FUNKCIQ �t� � PRI t��� nAJTI POSTOQNNU� A�

�	��	 pUSTX POLOVITELXNAQ OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ UDOWLETWO�
RQET URAWNENI�

ut � �u W SLOE R�� ��� � I

u � � W KUBE ��� �� ��� �� ��� �� ��� ��

wERNO LI	 �TO u � � W SLOE R�� ��� ��

�	��	 pUSTX u � C��QT
R
 �C�QT

R
 � RE�ENIE W POLOSE QT

R
ZA�

DA�I kO�I

ut � uxx� u
��
t��

� � I ju�x� tj� Cjxj�

dOKAZATX	 �TO u � � W QT
R
�

�	��	 pUSTX � �� R� R� n f��� �g � POLUPLOSKOSTX S ODNOJ

�WYKOLOTOJ� TO�KOJ� u�x� t � RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWOD�
NOSTI W � I ju�x� tj � M PRI �x� t � �� dOKAZATX	 �TO OSOBEN�
NOSTX W TO�KE ��� � USTRANIMA	 T�E� MOVNO TAK DOOPREDELITX

FUNKCI� u�x� t W �TOJ TO�KE	 �TO ONA BUDET RE�ENIEM URAWNE�
NIQ TEPLOPROWODNOSTI W R�R��

�	��	 nAJTI RE�ENIE u�x� t � C�R� �R ZADA�I�

ut � uxx� �x� t � R� �R� u
��
x��

� cos �t� t � R�
sup ju�x� tj ���

��



� uRAWNENIQ �LLIPTI�ESKOGO TIPA

gARMONI�ESKIE FUNKCII

fUNKCIQ u � C��� NAZYWAETSQ GARMONI�ESKOJ W OBLASTI �	
ESLI

�u � ��

tEOREMA O SREDNEM	 eSLI u� GARMONI�ESKAQ W OBLASTI �
FUNKCIQ	 TO

u�x� �
�

jSnR�x�j
Z

SnR�x�	

u�x ds�

u�x� �
�

jBn
R�x�j

Z
Bn
R�x�	

u�x dx�

pRINCIP MAKSIMUMA	 pUSTX u GARMONI�ESKAQ W � I NEPRE�
RYWNAQ W � FUNKCIQ I u�x� � M � max

�
	 x� � �	 TOGDA u � M

W ��

tEOREMA lIUWILLQ	 eSLI u � GARMONI�ESKAQ W Rn OGRA�
NI�ENNAQ FUNKCIQ	 TO u � const�
lEMMA hOPFA
oLEJNIK O NORMALXNOJ PROIZWODNOJ�

pUSTX GARMONI�ESKAQ W �ARE B FUNKCIQ u�x � OTLI�NA OT

POSTOQNNOJ	 u � C�B I PUSTX u PRINIMAET NAIMENX�EE �NAI�
BOLX�EE ZNA�ENIE W TO�KE b � �B� eSLI W TO�KE b SU�ESTWUET

PROIZWODNAQ �u
��
	 GDE � � NAPRAWLENIE	 OBRAZU��EE OSTRYJ UGOL

� S WNE�NEJ NORMALX� K GRANICE �ARA �B W TO�KE b	 TO

�u

��
� �

�
�u

��
� �

�
�

nERAWENSTWO hARNAKA	 pUSTX u� GARMONI�ESKAQ W �ARE

Bn
R�� I NEPRERYWNAQ W B

n
R�� NEOTRICATELXNAQ FUNKCIQ	 TOGDA

u��Rn�� R� jxj
�R� jxjn�� � u�x � u��Rn�� R� jxj

�R � jxjn�� �

��



tEOREMA OB USTRANIMOJ OSOBENNOSTI	 eSLI u� GARMO�
NI�ESKAQ FUNKCIQ W � n f�g I��u�x�� � �x

��En�x���
GDE �x � � PRI x � �	 A En � FUNDAMENTALXNOE RE�ENIE

OPERATORA lAPLASA	 TO FUNKCI� u MOVNO DOOPREDELITX W � TAK	
�TOBY u BYLA GARMONI�ESKOJ WEZDE W ��

tEOREMA O POTOKE	 eSLI u� GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ W ��
u � C���� TO Z

��

�u

��
dS � ��

GDE � � WEKTOR WNE�NEJ NORMALI K ���

�	�	 nAJTI WSE GARMONI�ESKIE W R� FUNKCII u�x� y� DLQ KOTO�
RYH

uy�x� y � �xy
� � x��

�	�	 nAJTI WSE GARMONI�ESKIE W Rn FUNKCII	 PRINADLEVA�IE
L��Rn�

�	�	 nAJTI WSE GARMONI�ESKIE W R� FUNKCII u�x� y� DLQ KOTO�
RYH

ux�x� y � uy�x� y � �x� y � R��

�	�	 pUSTX � �
�
�x� y � R� �� � � x � �� � � y � �

�
� u � C����

�u � � W �� u
��
y��

� u
��
y��

� � PRI � � x � ��

mOVET LI FUNKCIQ f�x ��

�Z
�

u��x� y dy IMETX TO�KU PEREGIBA

WNUTRI INTERWALA ��� ��

��



�	�	 pUSTX u�x 
 GARMONI�ESKAQ W Bn
a �� I NEPRERYWNAQ W

Bn
a �� FUNKCIQ	 u�� � �� nAJTI SWQZX MEVDU �ISLAMIZ

B�

u�x dx I

Z
B�

u�x dx�

GDE B� �
�
x � Bn

a ��
�� u�x � �

�
� B� �

�
x � Bn

a ��
�� u�x � �

�
�

�	�	 pUSTX u 
 GARMONI�ESKAQ W B�
��� FUNKCIQ� nAJTI

�
Z
�

u����� � d��

�	�	 pUSTX u�x � C��B�
��� �C�B�

����

�u�x � �� x �� �x�� x� � B�
����

u�x � x��� x � S�
���� x� � ��

u�x � x�� x � S�
���� x� � ��

nAJTI

Z
B�
���

��	

u�x dx�

�	�	 pUSTX �u�x � �� x � B�
���nB�

���� �TO BOLX�E�

Z
S�� ��	

�u

��
��� � ds ILI

Z
S�� ��	

�u

��
��� � ds�

�	�	 pUSTX �� � ��� uk � C���k �C��k�

�uk�x � �� x � �k� uk�x � fk�x� x � ��k �k � �� ��
f��x� � f��x� �x� � ���� �x� � ����

x� � �� 
 PROIZWOLXNAQ TO�KA� �TO BOLX�E� u��x� ILI u��x��

��



�	��	 pUSTX u � C��B�
��� �C�B�

����

ux�x� � ux�x� � ux�x� � �� x �� �x�� x� � B�
����

mOVET LI u�x IMETX WNUTRI B�
���

A MAKSIMUM�
B MINIMUM�

�	��	 pUSTX u � C��� � C��� q � C���

�u�x � q�xu�x � �� x � �� M � max
�

u�x� m � max
��

u�x�

wOZMOVNO LI	 �TO M � m	 ESLI
A q�x � ��
B q�x � ��
W q�x � �� M � ��
G q�x � �� M � ��

�	��	 pUSTX � �
�
�x� y � R� �� � � x� � �y� � �

�
� u � C����

�u�x� y � �� �x� y � ��
u�x� y � x� y� x� � �y� � ��

�u�x� y

��
� ��� xu�x� y � �� x� � �y� � ��

nAJTI max
�

��u�x� y���
�	��	 pUSTX �� �� R�nB�

���� uk � C���� �C����

�uk�x � �� x � �� �k � �� �� u��x � u��x �x � ����

sLEDUET LI OTS�DA	 �TO u��x � u��x �x � ���
�	��	 pUSTX u � C��� � C����

�u�x � �� x � �� �u�x

��
� ��x� x � ���

dOKAZATX	 �TO ��x OBRA�AETSQ W NULX NE MENEE �EM W DWUH TO��
KAH NA ���

��



�	��	 pUSTX B� ��
�
x � �x�� x�� x� � B�

���
�� x� � �

�
� FUNKCIQ

u�x OPREDELENA I NEPRERYWNA W B�	 RAWNA NUL� PRI x� � � I
QWLQETSQ GARMONI�ESKOJ W B�� wERNO LI	 �TO u�x MOVNO PRO�
DOLVITX DO FUNKCII	 GARMONI�ESKOJ WS�DU W B�

� ���

�	��	 A pUSTX � � R�� �� � R�n�� u � C���� � C��� �
L�����

�u�x � �� x � �x�� x� � ���
dOKAZATX	 �TO SU�ESTWUET lim

jxj��
u�x�

B nAJTI �TOT PREDEL W SLU�AE	 KOGDA � � B�
� �� I

�
Z
�

u�cos �� sin � d� � ��

�	��	 pUSTX Q ��
�
x � �x�� x�� x� � R�

��x�� � x�� � �� jx�j � �
�
�

L ��
�
��� �� x�

�� jx�j � �
�

�
� FUNKCIQ u�x QWLQETSQ GARMONI�ES�

KOJ I OGRANI�ENNOJ W QnL� dOKAZATX	 �TO FUNKCIQ u�x MOVET
BYTX PRODOLVENA DO FUNKCII	 GARMONI�ESKOJ WS�DU W Q�

�	��	 sPRAWEDLIW LI PRINCIP MAKSIMUMA DLQ URAWNENIQ

�u� ux � u � �� � �
��

�x�
�

��

�y�
�

W OGRANI�ENNOJ OBLASTI Q NA PLOSKOSTI W TOJ VE FORME	 KAK
DLQ URAWNENIQ lAPLASA�

�	��	 pUSTX u�x � GARMONI�ESKAQ W R� FUNKCIQ IZZ
R�

Z
u��x dx

�� � jxj� ���

wERNO LI	 �TO u�x � const W R��
�	��	 sU�ESTWUET LI POLOVITELXNAQ GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ
W �ARE B�

���� TAKAQ	 �TO

u��� �� � � �� u��� �� ��� � ���

��



�	��	 pUSTX FUNKCIQ u�x� ZADANNAQ W �ARE B�
� ��� UDOWLETWO�

RQET URAWNENI�

�u � �u �� � const � �

I u�x � � W �ARE B�
� �� RADIUSA �� � � const� � � � � ��

dOKAVITE	 �TO u � � W B�
����

�	��	 pUSTX K �
�
�r� 	j � � r � �� � � 	 � ���

�
� KRUGOWOJ

SEKTOR RASTWOROM ���� u�r� 	 � GARMONI�ESKAQ W K FUNKCIQ	
PRINADLEVA�AQ C��K� dOKAVITE	 �TO��u�r� 	�� � Cr� GDE C � const � ��

�	��	 pOSTROJTE PRIMER OGRANI�ENNOJ W �ARE B�
��� GARMONI�

�ESKOJ FUNKCII u�x� TAKOJ	 �TO jruj NEOGRANI�EN W B�
����

�	��	 pUSTX FUNKCIQ u�x� x � R�� UDOWLETWORQET URAWNENI�
�u � u�x W R��

A TAKVE OCENKE ��u�x�� � C� x � R��
dOKAVITE	 �TO u � � W R��
�	��	 pUSTX u�x� y � RE�ENIE URAWNENIQ lAPLASA W POLU�
POLOSE � � ��� � � R� NA PLOSKOSTI �x� y� R� � fy � �g�
u � C��� �C��� UDOWLETWORQ��EE GRANI�NYM USLOWIQM

u
��
x��

� u
��
x��

� �� y � ��

PRI�EM u�x� y � � PRI y � �� RAWNOMERNO PO x� dOKAVITE	
�TO ��u�x� y�� � Ce���� 	 y� GDE C � const � ��

�	��	 pUSTX u�x� y � GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ W POLUPLOSKOS�
TI P � fy � �g� u � C�P ���u�x� y�� � M� x � R� y � R� I

u
��
y��

� � �x � R�x�
GDE M � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ� dOKAVITE	 �TO u � � W P�

��



kLASSI�ESKAQ POSTANOWKA OSNOWNYH KRAEWYH ZADA�

fORMULY gRINA

eSLI u� v � C��� �C���	 TOZ
�

v�u dx �

Z
��

v
�u

��
ds�

Z
�

rurv dx�

Z
�

�v�u � u�v dx �

Z
��

�
v
�u

��
� u

�v

��

�
ds� ���

GDE � � WEKTOR EDINI�NOJ WNE�NEJ NORMALI K GRANICE OBLASTI

���

wNUTRENNQQ ZADA�A dIRIHLE

pUSTX � � Rn 
 OGRANI�ENNAQ OBLASTX	 �� 
 POWERHNOSTX KLASSA
C��

kLASSI�ESKOJ ZADA�EJ dIRIHLE NAZYWAETSQ ZADA�A O NAHOV�
DENII FUNKCII u�x � C��� �C�� ��

�u � f�x� x � ��
u
��
x��� � 	�x�

GDE f�x � C��� 	�x � C��� 
 ZADANNYE FUNKCII�
rE�ENIE WNUTRENNEJ ZADA�I dIRIHLE SU�ESTWUET I EDINST�

WENNO�

wNUTRENNQQ ZADA�A nEJMANA

kLASSI�ESKOJ ZADA�EJ nEJMANA W OGRANI�ENNOJ OBLASTI � NA�
ZYWAETSQ ZADA�A O NAHOVDENII FUNKCII u�x � C��� �C��� ��

�
�u � f�x� x � ��
�u

��

����
x���

� 	�x�
���

GDE f�x � C��� 	�x � C��� 
 ZADANNYE FUNKCII	 � � WEKTOR

WNE�NEJ NORMALI K ���

��



uSLOWIEM RAZRE�IMOSTI ZADA�I nEJMANA ��� QWLQETSQ RA�
WENSTWO NA FUNKCII f�x I 	�xZ

�

f�x dx �

Z
�

�u dx �

Z
��

�u

��
dS �

Z
��

	�x dS�

�KOTOROE SLEDUET IZ FORMULY gRINA ��� PRI v�x � �� rE�E�
NIE ZADA�I ��� NE EDINSTWENNO	 A OPREDELQETSQ S TO�NOSTX� DO

PROIZWOLXNOJ ADDITIWNOJ POSTOQNNOJ� ESLI u��x I u��x 
 RE�
�ENIQ ���	 TO u��x� u��x � const �

wNE�NQQ ZADA�A dIRIHLE

pUSTX � � Rn 
 OGRANI�ENNAQ OBLASTX S GRANICEJ �� KLASSA

C�� �� � Rn n ��
kLASSI�ESKOJ WNE�NEJ ZADA�EJ dIRIHLE W NEOGRANI�ENNOJ

OBLASTI �� NAZYWAETSQ ZADA�A O NAHOVDENII FUNKCII u�x �
C���� �C���� UDOWLETWORQ��EJ SISTEME

�u � f�x� x � ��� u
��
x���� � 	�x�

I USLOWI� NA BESKONE�NOSTI

u�x� � PRI jxj � � �n � ����u�x�� � C PRI jxj � � �n � ��
���

GDE f�x � C����L����� 	�x � C��� 
 ZADANNYE FUNKCII	
C 
 NEKOTORAQ POSTOQNNAQ�

rE�ENIE WNE�NEJ ZADA�I dIRIHLE SU�ESTWUET I EDINSTWEN�
NO�

wNE�NQQ ZADA�A nEJMANA

kLASSI�ESKOJ WNE�NEJ ZADA�EJ nEJMANA W NEOGRANI�ENNOJ OB�
LASTI �� NAZYWAETSQ ZADA�A O NAHOVDENII FUNKCII u�x �
C���� �C����� UDOWLETWORQ��EJ

�u � f�x� x � ��� �u

��

����
x����

� 	�x�

��



I USLOWI� ��� NA BESKONE�NOSTI� ZDESX f�x � C����L�����
	�x � C��� 
 ZADANNYE FUNKCII	 � � WEKTOR WNE�NEJ NORMA�
LI K ����

pRI n � � SU�ESTWUET EDINSTWENNOE RE�ENIE WNE�NEJ ZADA�
�I nEJMANA�

pRI n � � WNE�NQQ ZADA�A nEJMANA RAZRE�IMA TOLXKO PRI
DOPOLNITELXNOM USLOWIIZ

��

f�x dx �

Z
���

	�x dS�

EE RE�ENIE OPREDELQETSQ NEODNOZNA�NO	 S TO�NOSTX� DO PROIZ�
WOLXNOJ ADDITIWNOJ POSTOQNNOJ�

kRAEWYE ZADA�I NA PLOSKOSTI

rE�ENIE KRAEWYH ZADA� DLQ URAWNENIQ lAPLASA �u � � W KRUGE
ILI KOLXCE MOVNO POLU�ITX	 ESLI PEREJTI W POLQRNYE KOORDI�
NATY

�u��� � �
��u

���
�
�

�

�u

��
�
�

��
��u

���
� ��

I PRIMENITX METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH� oB�EE RE�ENIE

URAWNENIQ lAPLASA IMEET WID

u��� � � A� � B� ln � �
�X
n��

�
An�

n �
Bn

�n

�
cosn� �

�
�X
n��

�
Cn�

n �
Dn

�n

�
sinn��

tAK KAK FUNKCIQ u��� � DOLVNA BYTX OGRANI�ENA W RASSMATRI�
WAEMOJ OBLASTI	 TO
� DLQ ZADA�I W KOLXCE �R� � � � R� NENULEWYMI MOGUT BYTX
WSE KO�FFICIENTY	
� DLQ ZADA�I W KRUGE �� � R B� � Bn � Dn � � �n � �� �� ��� �
� DLQ ZADA�I WO WNE�NOSTI KRUGA �� � R B� � An � Cn � �
�n � �� �� ��� �

oSTAW�IESQ KO�FFICIENTY OPREDELQ�TSQ IZ GRANI�NOGO

USLOWIQ� nAPRIMER	 DLQ RE�ENIQ WNUTRENNEJ ZADA�I dIRIHLE

�u � �� � � R� u
��
��R

� f���

��



RAZLOVIW FUNKCI� f�� W RQD fURXE PO BAZISU�
�� cosn�� sinn��n � �� �� ���

�
� POLU�IM

A� �
�

��

�
Z
�

f�� d�� An �
�

�Rn

�
Z
�

f�� cos n� d��

Cn �
�

�Rn

�
Z
�

f�� sin n� d��

pOTENCIALY

rASSMOTRIM OBLASTX �� GRANICA KOTOROJ UDOWLETWORQET SLEDU�
��EMU USLOWI� lQPUNOWA �QWLQETSQ POWERHNOSTX� lQPUNOWA	
T�E��

� w KAVDOJ TO�KE GRANICY SU�ESTWUET OPREDEL�ENNAQ NORMALX
�KASATELXNAQ PLOSKOSTX�

� sU�ESTWUET TAKOE �ISLO d � �	 �TO PRQMYE	 PARALLELXNYE
NORMALI W KAKOJ�LIBO TO�KE P GRANICY	 PERESEKA�T NE BOLEE

ODNOGO RAZA �ASTX GRANICY	 LEVA�U� WNUTRI SFERY RADIUSA d
S CENTROM P �

� uGOL	 OBRAZOWANNYJ NORMALQMI W TO�KAH A I B	 UDOWLETWO�
RQET SLEDU��EMU USLOWI��

�na� nB � constjA� Bj� �

GDE jA� Bj � RASSTOQNIE OT A DO B	 � � � � ��

nX�TONOW POTENCIAL

u��x �

Z
�

En�x� yf�y dy�

tAKOJ POTENCIAL NAZYWA�T E��E PROSTRANSTWENNYM �n � � ILI
PLO�ADNYM �LOGARIFMI�ESKIM �n � ��

��



pOTENCIAL PROSTOGO SLOQ

u��x �

Z
��

En�x� yq�y dsy�

pOTENCIAL DWOJNOGO SLOQ

u��x �

Z
��

�En�x� y

��y
m�y dsy�

tEOREMA O TR�EH POTENCIALAH	 l�BAQ FUNKCIQ u �
C��� �C��� PREDSTAWLQETSQ W SUMMU

u�x � u��x � u��x � u��x�

GDE f�y � �u�y� q�y � ��u�y

��
� A m�y � u�y�

tEOREMA O POTENCIALE PROSTOGO SLOQ	 pOTENCIAL PROS�
TOGO SLOQ NEPRERYWEN W Rn�

tEOREMA O SKA�KE POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ	 sU�EST�
WU�T FUNKCII u�� � C�� I u�� � C�Rnn� TAKIE	 �TO

� u�� � u� W �� u�� � u� W Rnn�
�

u�� � u��
�

� u� NA ���

� u�� � u�� � ���m NA ���

aNALOGI�NOE UTWERVDENIE WERNO PRO NORMALXNU� PROIZWOD�
NU� POTENCIALA PROSTOGO SLOQ�

tEOREMA O SKA�KE NORMALXNOJ PROIZWODNOJ POTENCI
ALA PROSTOGO SLOQ	

�u��x�

��
x�
�

�u��x�

��x�

 �q�x��

zDESX

�u��x�

���x�
� lim

x��x���x��

x��x�����
x��x����xo

u��x
�� u��x

��
jx� � x��j � pRI �TOM x� � �x�� x���

�u��x�

���x�
� lim

x��x���x��

x��x���Rnn��
x��x����xo

u��x
� � u��x

��
jx� � x��j � pRI �TOM x�� � �x�� x��

��



fUNKCIQ gRINA

fUNKCIEJ gRINA PERWOJ KRAEWOJ ZADA�I W OBLASTI � NAZYWAETSQ
FUNKCIQ WIDA�

G�x� y � E�x� y � g�x� y�

GDE x � �	 y � �	 A g�x� y PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM x � �
QWLQETSQ RE�ENIEM SLEDU��EJ KRAEWOJ ZADA�I��

�yg�x� y � �� y � ��
g�x� y

���
y���

� �E�x� y�

tEOREMA	 fUNKCIQ gRINA UDOWLETWORQET SLEDU��IM SWOJ�
STWAM�
 G�x� y � G�y�x � PRINCIP WZAIMNOSTI�
 G�x� y � � DLQ WSEH x � �� y � � � NEPOLOVITELXNOSTX�

�	��	 nAPISATX FORMULU	 DA��U� RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE

DLQ URAWNENIQ lAPLASA W Bn
a ��	 I DOKAZATX	 �TO FUNKCIQ	 OPRE�

DELQEMAQ �TOJ FORMULOJ	 NEPRERYWNA NA Sna ���

�	��	 sU�ESTWUET LI FUNKCIQ G�x�x�	 OPREDELENIE KOTOROJ
OTLI�AETSQ OT OPREDELENIQ FUNKCII gRINA ZADA�I dIRIHLE DLQ

OBLASTI � � R� ZAMENOJ USLOWIQ

G�x�x� � � PRI x � ��

USLOWIEM
�G�x�x�

��
� � PRI x � ���

�	��	 pRI KAKIH  SU�ESTWUET RE�ENIE u��� � ZADA�I nEJMANA
DLQ URAWNENIQ lAPLASA W KRUGE B�

��� S GRANI�NYM USLOWIEM

�u

��

����
���

�  cos� � � � cos� ��

��



�	��	 pRI KAKIH � � SU�ESTWUET RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I DLQ
URAWNENIQ lAPLASA W KOLXCE B�

���nB�
��� S GRANI�NYMI USLOWI�

QMI
�u

��

����
���

� ��

�
�u

��
� u

�����
���

� ��

nAJTI RE�ENIE WO WSEH SLU�AQH	 KOGDA ONO SU�ESTWUET�

�	��	 sU�ESTWUET LI GARMONI�ESKAQ W B�
���nf�g FUNKCIQ

u�x� y	 UDOWLETWORQ��AQ USLOWI�

�u

��

����
���

� x� y��

�	��	 nAJTI RE�ENIE u�x� y SLEDU��EJ ZADA�I�

�u � �� � � ��
�u

��

����
���

� x��� y� inf
���

u�x� y � ��

�	��	 A eDINSTWENNO LI RE�ENIE SLEDU��EJ ZADA�I� u �
C���	 GDE � � B�

� ��nB�
����

�u�x � �� x � ��
�u�x

��
� �u�x � f��x� x � S�

� ���

�u�x

��
� �u�x � f��x� x � S�

� ���

k � const � � �k � �� ��
B tOT VE WOPROS PRI k � const � � �k � �� ��

�	��	 nAJTI WSE TAKIE  � �	 �TO RE�ENIE u�x� y ZADA�I dI�
RIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA W POLUPLOSKOSTI R��R� UDOWLE�
TWORQ��EE NERAWENSTWU��u�x� y�� �M

�
� � x� jyj���

GDE M � const � �	 EDINSTWENNO�

��



�	��	 nAJTI WSE TAKIE  � �	 �TO RE�ENIE u�x� y ZADA�I dI�
RIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA W OBLASTI

�
�x� y � R� �� jyj � xp

�

�
�

UDOWLETWORQ��EE NERAWENSTWU��u�x� y�� �M
�
� � x� � y�

��
�

GDE M � const � �� EDINSTWENNO�

�	��	 nAJTI ZNA�ENIQ W TO�KAH OTRICATELXNOJ POLUOSI Oy
LOGARIFMI�ESKOGO POTENCIALA PROSTOGO SLOQ u�x� y� RASPRE�
DEL�ENNOGO NA OTREZKE x � �� � � y � � S PLOTNOSTX�	 RAWNOJ
EDINICE�

�	��	 nAJTI lim
x��y���

Z
�������

�
�� � ���� ln ��x� �� � �y � ��

�
ds�

�	��	 pUSTX B � B�
���� sU�ESTWU�T LI DWE RAZLI�NYE FUNK�

CII ui�x� y co cLEDU��IMI SWOJSTWAMI� ui � C��B�

�ui � � W B�
�ui
�y

� ui � �x NA �B �i � �� ��

�	��	 A pUSTX K �
�
� � jxj � �

�
� �KOLXCEWAQ� OBLASTX W

R�� eDINSTWENNO LI RE�ENIE u � C��K � C��K SLEDU��EJ
KRAEWOJ ZADA�I�

�u � � W K�
�u

�n

����
jxj��

� 	��x�� x�� u
��
jxj�� � 	��x�� x��

	�� 	� 
 PROIZWOLXNYE NEPRERYWNYE FUNKCII NA OKRUVNOSTQH�jxj � �� I �jxj � �� SOOTWETSTWENNO�
B nAJDITE RE�ENIE POSTAWLENNOJ W P� �a ZADA�I	 ESLI

	� � cos �� 	� � sin �

�� � POLQRNYJ UGOL NA PLOSKOSTI�

��



�	��	 A dOKAVITE	 �TO RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE W POLOSE � ��
�x� y � � � x � �� �� � y � ���

�u � � W �� u
��
x��

� 	��y� u
��
x��

� 	��y�

	�� 	� � C�R�� NEEDINSTWENNO�
B eDINSTWENNO LI RE�ENIE PREDYDU�EJ ZADA�I S DOPOLNI�

TELXNYM USLOWIEM

u�x� y� � PRI jyj � ��

�	��	 pUSTX Q� OGRANI�ENNAQ OBLASTX S GRANICEJ �Q KLASSA

C�� mOVET LI RE�ENIE u � C��Q � C��Q KRAEWOJ ZADA�I

�u� u � � W Q�
�u

�n

����
�Q

� ��

��n� WNE�NQQ NORMALX K �Q BYTX STROGO POLOVITELXNYM W Q�

�	��	 pUSTX K � B�
���� u�x� y � RE�ENIE ZADA�I

�u � x�y� u
��
�K

� ��

nAJDITE u��� ��

�	��	 pRI KAVDOM LI  � R� ZADA�A
�u � � W K �

�
�r� 	

�� � � r � �
�
�

�u

�n

����
r��

� sin	�

�
�u

�n
� u

�����
r��

� sin� 	�

u � C��K�C��K� IMEET HOTQ BY ODNO RE�ENIE� ��n� WNE�NQQ

NORMALX K GRANICE KOLXCA K�

�	��	 pRI KAKIH a � R� KRAEWAQ ZADA�A

�u� �u � x� a W �� u
��
��
� ��

� �
�
��� �� ��� ��� IMEET HOTQ BY ODNO RE�ENIE�

��



�	��	 pUSTX � 
 OGRANI�ENNAQ OBLASTX NA PLOSKOSTI	 u�x �
C����

�u � � W ��

	�x � NEPRERYWNAQ FUNKCIQ NA �� I

lim
x�x�
x��

u�x � 	�x�

DLQ WSEH x� � �� KROME EDINSTWENNOJ TO�KI x� � ��� nA�
ZOWEM TAKU� FUNKCI� �RE�ENIEM ZADA�I dIRIHLE �u � ��
u
��
��

� 	�x KROME ODNOJ GRANI�NOJ TO�KI x��� eDINSTWENNO
LI RE�ENIE TAKOJ ZADA�I dIRIHLE�

�	��	 pUSTX � � R� � WNE�NOSTX EDINI�NOGO �ARA� eDINST�
WENNO LI RE�ENIE u�x � C����C�� WNE�NEJ ZADA�I dIRIHLE

�u�x � �� jxj � �� u
��
jxj�� � �

PRI DOPOLNITELXNOM USLOWII

A

Z
j��xj��

��u����� d� � O�� B

Z
j��xj��

��u����� d� � o��

PRI jxj � ���

�	��	 A nAJTI RE�ENIE u��� � ZADA�I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ
lAPLASA W B�

��� S GRANI�NYM USLOWIEM

u
��
���

�
�X
k��

k�p�� sin�kq��

GDE p I q 
 ZADANNYE NATURALXNYE �ISLA�

B pRI KAKIH p	 q �TO RE�ENIE PRINADLEVIT PROSTRANSTWU
H��B�

����

��



oBOB�ENNYE RE�ENIQ

zADA�A dIRIHLE

rASSMOTRIM ZADA�U dIRIHLE W OBLASTI � W KLASSI�ESKOJ POSTA�
NOWKE �

�u � f W ��
u � 	 NA ���

���

pUSTX f � L���� 	 � H����
fUNKCIQ u � H��� NAZYWAETSQ OBOB��ENNYM RE�ENIEM

KRAEWOJ ZADA�I ���	 ESLIZ
�

rurv dx � �
Z
�

fv dx

DLQ L�BOJ v �
�
H��� I u� 	 �

�
H����

wARIACIONNOJ POSTANOWKOJ ZADA�I ��� NAZYWAETSQ SLE�
DU��AQ MINIMIZACIONNAQ ZADA�A�

inf
w�H���	� w���

�

H���	

� Z
�

jrwj�dx� �
Z
�

fw dx

�

ILI

inf
w�

�

H���	

� Z
�

jrwj�dx� �
Z
�

fw dx� �
Z
�

r	rw dx

�
�

zADA�A nEJMANA

rASSMOTRIM ZADA�U nEJMANA W OBLASTI � W KLASSI�ESKOJ POSTA�
NOWKE �

�u � f W ��
�u

��
� � NA ���

���

pUSTX f � L���� � � L�����

��



fUNKCIQ u � H��� NAZYWAETSQ OBOB��ENNYM RE�ENIEM

KRAEWOJ ZADA�I nEJMANA ���	 ESLIZ
�

rurv dx �
Z
��

�v ds �
Z
�

fv dx

DLQ L�BOJ v � H����
wARIACIONNOJ POSTANOWKOJ ZADA�I ��� NAZYWAETSQ SLE�

DU��AQ MINIMIZACIONNAQ ZADA�A�

inf
w�H���	

� Z
�

jrwj�dx� �
Z
�

fw dx� �
Z
��

�w ds

�
�

tRETXQ KRAEWAQ ZADA�A �ZADA�A fURXE�

rASSMOTRIM TRETX� KRAEWU� ZADA�U W OBLASTI� W KLASSI�ESKOJ
POSTANOWKE �

�u � f W ��
�u

��
� u � � NA ���

���

pUSTX f � L���� � � L�����
fUNKCIQ u � H��� NAZYWAETSQ OBOB��ENNYM RE�ENIEM

TRETXEJ KRAEWOJ ZADA�I ���	 ESLIZ
�

rurv dx� 

Z
��

uv ds �

Z
��

�v ds�
Z
�

fv dx

DLQ L�BOJ v � H����
wARIACIONNOJ POSTANOWKOJ ZADA�I ��� NAZYWAETSQ SLE�

DU��AQ MINIMIZACIONNAQ ZADA�A�

inf
w�H���	

� Z
�

jrwj�dx� 

Z
��

w� ds � �
Z
��

�w ds� �

Z
�

fw dx

�
�

mINIMIZANT

pOSLEDOWATELXNOSTX fukg NAZYWAETSQ MINIMIZIRU��EJ DLQ

FUNKCIONALA F 	 ESLI F �uk �� m PRI k�� I m � inf F �v�

��



oTMETIM	 �TO ZADA�A nEJMANA IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE
S TO�NOSTX� DO ADDITIWNOJ POSTOQNNOJ� dLQ ODNOZNA�NOJ RAZ�
RE�IMOSTI ZADA�I �ASTO PREDPOLAGA�T	 �TO U RE�ENIQ NULE�
WOE SREDNEE PO OBLASTI� pRI TAKOM DOPU�ENII ZADA�A STANO�
WITSQ ODNOZNA�NO RAZRE�IMOJ I W �TOM SLU�AE MOVNO PRIME�
NQTX OB�U� SHEMU ISSLEDOWANIQ I KLASSI�ESKOJ POSTANOWKI	 I
OBOB��ENNOJ	 I WARIACIONNOJ�

eSLI POSLEDOWATELXNOSTX fukg QWLQETSQ MINIMIZIRU��EJ	
TO SU�ESTWUET TAKOE u � H���	 �TO uk �� u PRI k � � I

F �u � m�

mETOD rITCA

rASSMOTRIM WARIACIONNU� POSTANOWKU ZADA�I dIRIHLE� pUSTX

F �w �

Z
�

jrwj�dx� �
Z
�

fw dx� rASSMOTRIM LINEJNO NEZAWISI�

MU� SISTEMU ��� � � ��j� � � � 	 KONE�NYE LINEJNYE OBOLO�KI KOTO�

RYH PLOTNY W
�
H����

tOGDA fukg� uk �
kP
j��

j�j	 BUDET MINIMIZIRU��EJ POSLEDO�

WATELXNOSTX�	 k � �� �� � � � � ESLI j � RE�ENIQ SISTEMY LINEJ�
NYH URAWNENIJ

����������������
����������������

�

Z
�

r��r��dx� �

Z
�

r��r��dx � � � �� k

Z
�

r�kr��dx �

� �
Z
�

f�� dx

� � �
�

Z
�

r��r�kdx� �

Z
�

r��r�kdx � � � �� k

Z
�

r�kr�kdx �

� �
Z
�

f�k dx
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�	��	 pUSTX u � C
�
B�
���

�
� u�x� y � �� x� � y� � ��

W B�
��� SU�ESTWU�T OBOB��ENNYE PROIZWODNYE W SMYSLE sOBO�

LEWA uxx I uyy	 PRI��EM

uxx � uyy � � PO�TI WS�DU W B�
� ���

dOKAZATX	 �TO u�x� y � � ��x� y � B�
����

�	��	 pUSTX u � C
�
B�
���

�
� W B�

��� SU�ESTWU�T OBOB��ENNYE
PROIZWODNYE W SMYSLE sOBOLEWA uxx I uyy	 PRI��EM

uxx � uyy � � PO�TI WS�DU W B�
� ���

dOKAZATX	 �TO
��u�x� y�� � max

S�� ��	

��u�� ��x� y � B�
����

�	��	 A sFORMULIROWATX OPREDELENIE OBOB��ENNOGO RE�ENIQ

ZADA�I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ

�u � h W �

S USLOWIEM

u � f NA ���

B nAJTI OBOB��ENNOE RE�ENIE �TOJ ZADA�I W SLU�AE	 KOGDA

h�x � �� f�x � jxj�� � � Bn
� ��� n � ��

W tOT VE WOPROS W SLU�AE	 KOGDA � � Bn
� ��nf�g�

�	��	 pUSTX B � B�
���� � �

�
x � R� � x� � �� x� � �� x� � ��

� � x� � �
�

�

 OTREZOK W R�� Q � B n �� nAJDITE OBOB�ENNOE

RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE u�x �Z
Q

�ru�rv dx � � � v �
�
H��Q�

u� 	�x �
�
H��Q�

	�x � C�
� �B I 	�x � � PRI x � ��

��



�	��	 nAJTI

inf

Z
B�
�
��	

��gradw�x��� dx

NA MNOVESTWE
�
w � H��B�

���
�� w � f �

�
H��B�

���
�
� GDE

f�x�� x� � x���

�	��	 wY�ISLITX

inf
w��jxj��	� �

H���	

Z
�

�jrwj�� �w�dx�
ESLI � � fx � �x�� x� � � � jxj � �g�

�	��	 wY�ISLITX

inf
w�x��

�

H���	

Z
�

�jrwj�� ��x�� � x�w
�
dx�

ESLI � � B�
����

��



� rE�ENIQ OTDELXNYH ZADA�

zADA�A ����

nAJTI FUNDAMENTALXNOE RE�ENIE OPERATORA

Lu�x� y � uxx�x� y� uyy�x� y�

OBRA�A��EESQ W NULX PRI y � ��

rE�ENIE	 sNA�ALA RE�IM �W OBOB�ENNYH FUNKCIQH URAWNE�
NIE

LE�x� y � Exx � Eyy � ��x� y�

SDELAW ZAMENU PEREMENNYH �POWOROT NA ����

z �
x� yp
�
� w �

x� yp
�
�

tOGDA PROIZWODNYE PERES�ITYWA�TSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

�

�x
�

�p
�

�
�

�z
�

�

�w

�
�

�

�y
�

�p
�

�
�

�z
� �

�w

�
�

��

�x�
� ��

�y�
� �

��

�z�w
�

pRI ORTOGONALXNYH PREOBRAZOWANIQH ��FUNKCIQ OSTAETSQ ��
FUNKCIEJ	 I URAWNENIE W NOWYH KOORDINATAH PRIMET WID

��

�z�w
E�z� w � �

�
��z� w �

�

�
��z � ��w�

iNTEGRIRUQ SNA�ALA PO PEREMENNOJ z PRI FIKSIROWANNOM w	 A
POTOM NAOBOROT	 IMEEM

�

�w
E�z� w � �

�
���z �C���w�

E�z� w � �

�
���z �C����w � C��

tEPERX SREDI WSEH NAJDENNYH FUNDAMENTALXNYH RE�ENIJ

NADO WYBRATX TO �ILI TE	 KOTOROE PRI y � � OBRA�AETSQ W

NOLX� zAMETIM	 �TO OBOB�ENNAQ FUNKCIQ E�z� w � REGULQRNAQ	

��



KUSO�NO POSTOQNNAQ	 RAWNAQ W I	 II	 III I IV �ETWERTQH �OTNO�
SITELXNO KOORDINAT �z� w SOOTWETSTWENNO �C� � ��C� � ���	
�C���C���	 C��C����� I C�C���� pOLUPLOSKOSTX y � � PERE�
SEKAETSQ S TREMQ IZ �ETYREH �KROME II �TIH �ETWERTEJ� pO USLO�
WI� TAM E�z� w � �	 TO ESTX

�C� � ��C� � ��� � C��C� � ��� � C�C��� � �

�� C� � �� C� � ���
tAKIM OBRAZOM	 ISKOMOE RE�ENIE EDINSTWENNO I IMEET WID

E�z� w � �

�
��z���w � � � ��

�
��z���w�

wOZWRA�AQSX K STARYM KOORDINATAM	 IMEEM

E�x� y � ��
�
�
�x� yp

�

�
�
��x � yp

�

�
� ��

�
��x � y���x � y�

pROIZWEDENIE DWUH ��FUNKCIJ RAWNO NUL� WEZDE	 KROME MNOVES�
TWA

x� y � �� �x� y � � �� y � x � �y �� jxj � y�

GDE ONO RAWNO EDINICE� tAKIM OBRAZOM	 OTWET ZAPISYWAETSQ W
WIDE

E�x� y � ��
�
� �y � jxj �

zADA�A �����

pRI KAKIH  FUNKCIQ u�x� y �
�� ln�x��y���� PRINADLEVIT PRO�

STRANSTWU H���	 ESLI
A � � B�

������

B � � B�
� �� nB�

������

rE�ENIE	 A fUNKCIQ u �
�� ln�x� � y�

��� � j� ln rj�	 GDE
r �

p
x� � y�	 W OBLASTI � � B�

����� IMEET OSOBENNOSTX LI�X
W NA�ALE KOORDINAT� �TA FUNKCIQ PRINADLEVIT PROSTRANSTWU
L��� PRI L�BOM 	 TAK KAKZ

�

�� ln�x� � y�
����dxdy � �� Z ���

�

j� ln rj��rdr � ��

��



WWIDU TOGO	 �TO j ln rj��r � � PRI r � ���
dALEE IMEEM�

ru � j� ln rj����
r
rr� jruj � C

j ln rj���
r

�

fUNKCIQ u � H���	 ESLI SHODITSQ SLEDU��IJ INTEGRAL�Z
�

jruj�dxdy � ��C�

Z ���

�

� j ln rj���
r

��
rdr

� ��C�

Z ���

�

j ln rj�����	
r

dr�

sDELAW ZAMENU s � ��r	 dr � �ds�s�	 SWEDEM WOPROS K SHODIMOSTI
INTEGRALA Z ���

�

j ln rj�����	
r

dr �

Z ��

�

ln�����	 s
s

ds�

kAK IZWESTNO IZ KURSA MATEMATI�ESKOGO ANALIZA	 POSLEDNIJ
INTEGRAL SHODITSQ PRI ��� � � ��	 TO ESTX  � ���� �sTROGO
GOWORQ	 SLU�AJ  � �	 TO ESTX KOGDA C � �	 RASSMATRIWAETSQ
OTDELXNO�

B w OBLASTI � � B�
� ��nB�

����� U FUNKCII u � j� ln rj� I EE
PROIZWODNYH OSOBENNOSTI MOGUT BYTX LI�X NA MNOVESTWE r � �	
GDE LOGARIFM OBRA�AETSQ W NOLX�

tAK KAK ln r � ln����r�� � �r�� PRI r� �	 TO INTEGRALZ
�

�� ln�x� � y�
����dxdy � �� Z �

���

j� lnrj��rdr

SHODITSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA	 KOGDAZ �

���

jr � �j��dr � ���

TO ESTX PRI  � ����� w �TOM SLU�AE u � L����
iSSLEDUEM	 KOGDAZ

�
jruj�dxdy � ��C�

Z �

���

j ln rj�����	
r

dr � ���

��



pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ PRI r� � �KWIWALENTNA jr��j�����		
PO�TOMU INTEGRAL SHODITSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA	 KOGDA

��� � � ��� TO ESTX  � ����

�nA �TOT RAZ OTDELXNO RASSMATRIWAEMYJ SLU�AJ  � � �TOMU
NERAWENSTWU NE UDOWLETWORQET	 NO W OTWET DOLVEN BYTX WKL��
�EN�

oTWET� A  � ���� B  � ��� ILI  � ��

zADA�A �����

pRI KAKIH � � FUNKCIQ f�x � jxj� cos �x PRINADLEVIT PRO�

STRANSTWU
�
H�
�
���� ���

rE�ENIE	

iZWESTNO	 �TO
�
H��a� b SOSTOIT IZ FUNKCIJ f�x � H��a� b TA�

KIH	 �TO f�a � f�b � � �SM� ZADA�U ����� tAK KAK FUNKCII

IZ H��a� b NEPRERYWNY	 TO
�
H��a� b SOSTOIT IZ NEPRERYWNYH NA

�a� b FUNKCIJ	 TAKIH	 �TO f�a � f�b � �� DLQ KOTORYH KONE�NA
IH H�
NORMA�

� f�x NEPRERYWNA NA ��� � PRI  � ��
� uSLOWIQ NA � TOGO	 �TO f�
� � �� WYGLQDQT TAK�

� �
�

�
� �k� k �Z�

� w OKRESTNOSTI KAVDOJ TO�KI x� INTERWALA ���� �� ZA IS�
KL��ENIEM	 WOZMOVNO	 x� � �� f�x QWLQETSQ NEPRERYWNO DIF�
FERENCIRUEMOJ	 PO�TOMU EE H�
NORMA KONE�NA W OKRESTNOSTI

KAVDOJ TAKOJ TO�KI� oSTALOSX ISSLEDOWATX TO�KU x� � � I KON�
CEWYE TO�KI�

tAK KAK f�x � jxj� PRI x � �� TO f�x � H����� �� � � ��

� � �� ESLI SHODQTSQ INTEGRALY

Z �

�
jxj��dx I

Z �

�
jxj����dx� �TO

IMEET MESTO PRI  �
�

�
�

dALEE	 PRI x� ��� FUNKCIQ f�x � cos �x� sDELAEM ZAMENU

z � ��x� tOGDA PRI x� ��� �z � ���	 U�ITYWAQ NAJDENNYE

��



ZNA�ENIQ �� IMEEM	 �TO

f�z � cos���z � � � cos �z cos � � sin�z sin � �

� ���k sin
h��
�
� �k

�
z
i
� Ckz� Ck � ���k

��
�
� �k

�
�

tAKIM OBRAZOM	 f�x � H��� � �� � � � �� � � �� ESLI f�z �
H���� �� TO ESTX SHODQTSQ INTEGRALY C�

k

Z �

�

z�dz I C�
k

Z �

�

dz� iH

SHODIMOSTX IMEET MESTO PRI WSEH ZNA�ENIQH k�

pODWODQ ITOG	 POLU�IM	 �TO f�x �
�
H����� � PRI

 �
�

�
� � �

�

�

�
� � �k

�
� k �Z�

zADA�A �����

pUSTX Q � B�
���� sPRAWEDLIWO LI SLEDU��EE UTWERVDENIE� SU�

�ESTWUET POSTOQNNAQ C � � TAKAQ	 �TO

ju��j � CkukH��Q	 �u�x � C��Q �

rE�ENIE	 uTWERVDENIE NEWERNO� pUSTX u�x � PROIZWOLXNAQ

FUNKCIQ IZ C�
� �Q	 NE RAWNAQ � W NA�ALE KOORDINAT	 PRODOL�

VENNAQ NULEM WNE Q� tAKIM OBRAZOM	 u � C��R�	 u�x � � PRI
jxj � �	 u�� 	� ��

rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ un�x � u�nx�
iMEEM un � C��Q	 un�x � � PRI jxj � ��n	 un�� � u��	
run�x � nru�nx� iZ NERAWENSTWA fRIDRIHSA DLQ FUNKCII

un�x � C�
� �Q	 POLU�AEM

kunk�H��Q	 �

Z
Q

�jun�xj� � jrun�xj�dx

� �C�Q � �

Z
Q

jrun�xj�dx

� �C�Q � �n�
Z
jxj���n

jru�nxj�dx�

��



sDELAEM ZAMENU PEREMENNYH y � nx	 dx � dy�n� �TAK KAK RAZ�
MERNOSTX PROSTRANSTWA RAWNA TREM�

kunk�H��Q	 �
C�Q � �

n

Z
jyj��

jru�yj�dy � C�Q � �

n
kuk�H��Q	 �

tAKIM OBRAZOM	 POSTROENA POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ fung	
un � C��Q	 DLQ KOTORYH ZNA�ENIE W NULE POSTOQNNO I NE RAWNO
NUL�	 I PRI �TOM kunkH��Q	 � � PRI n � �� sLEDOWATELXNO	
NI PRI KAKOJ KONSTANTE C � � MY NE MOVEM UTWERVDATX	 �TO
ju��j � CkukH��Q	 DLQ WSEH FUNKCIJ u � C��Q�

zADA�A ����

A oPREDELITX TIP URAWNENIQ

uxx � �uxy � ��uyy � uy � ux � � ��

W ZAWISIMOSTI OT DEJSTWITELXNOGO PARAMETRA �

B pRIWESTI URAWNENIE �� K KANONI�ESKOJ FORME�

W nAJTI OB�EE RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ�

rE�ENIE	 A D � ��� uRAWNENIE GIPERBOLI�ESKOE PRI  	� �	
PARABOLI�ESKOE PRI  � ��

B eSLI  	� �� hARAKTERISTIKI� � � y � �x� � � y � x�
kANONI�ESKAQ FORMA� ���u�� � �u� � ��

eSLI  � �	 TO uxx � ux � ��

W eSLI  	� �� kANONI�ESKAQ FORMA� ���u�� � �u� � ��
iNTEGRIRUEM PO �� iMEEM �u� � u � C��� dALEE INTEGRIRUEM
PO � I PODSTAWLQEM WYRAVENIQ DLQ � I �� iMEEM

u�x� y � F �y � �xe
y��x
�� � G�y � x�

eSLI  � �	 TO

u�x� y � F �y �G�ye�x�

��



zADA�A ���	�

pUSTX � � f�x� y � R� j x�� �y� �l� � l�g	 FUNKCIQ u � C���
UDOWLETWORQET URAWNENI�

�uxx �
sign y

�
uyy � � W OBLASTI ��

A� wOZMOVNO LI	 �TO u �� C��� W SLU�AE l � �� oTWET OBOS�
NOWATX�
B� tOT VE WOPROS W SLU�AE l � ��

rE�ENIE	 A��pRI l � � KRUG� RADIUSA l I S CENTROM W ��� �l
LEVIT W POLUPLOSKOSTI y � �	 W KOTOROJ URAWNENIE QWLQETSQ
�LLIPTI�ESKIM I W PEREMENNYH �z� w � �x�

p
�� y

p
� STANOWITSQ

URAWNENIEM lAPLASA uzz � uww � �� tAKIM OBRAZOM	 FUNKCIQ
u�z� w QWLQETSQ GARMONI�ESKOJ	 I	 SLEDOWATELXNO	 BESKONE�NO
DIFFERENCIRUEMOJ KAK W PEREMENNYH �z� w	 TAK I W ISHODNYH
PEREMENNYH �x� y� oTWET� NEWOZMOVNO�
B�� eSLI l � �	 TO KRUG � LEVIT W POLUPLOSKOSTI y � �	 W

KOTOROJ URAWNENIE GIPERBOLI�ESKOE� ONO QWLQETSQ URAWNENIEM

STRUNY

uyy � �uxx�

pRIMEROM RE�ENIQ u � C���nC��� MOVET SLUVITX	 NAPRI�
MER	 u�t� x � f�y � �x ILI u � f�y � �x	 GDE FUNKCIQ ODNOGO
PEREMENNOGO f�� QWLQETSQ KLASSA C�	 NO NE C� W OKRESTNOSTI

TO�KI � � �l� sKAVEM	 f�� � j� � �lj��

zADA�A �����

nA PLOSKOSTI �t� x � R� RASSMATRIWA�TSQ URAWNENIQ
ut � ux � �� ��

�utt � �� ��utx � �uxx � �� ��

A nAJTI HARAKTERISTIKI URAWNENIQ ���
B pRI KAKIH  L�BOE BESKONE�NO DIFFERENCIRUEMOE RE�E�

NIE u�t� x URAWNENIQ �� QWLQETSQ TAKVE I RE�ENIEM URAWNE�
NIQ ���
dLQ KAVDOGO IZ NAJDENNYH W P� B ZNA�ENIJ PARAMETRA �

��



W NAJTI HARAKTERISTIKI URAWNENIQ ���
G UKAZATX NEKOTOROE RE�ENIE u�t� x URAWNENIQ ��	 KOTOROE

NE QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ ��	 ILI DOKAZATX	 �TO TAKOGO
RE�ENIQ NET�

D tOT VE WOPROS OB OGRANI�ENNOM RE�ENII�

rE�ENIE	 A nAJDEM HARAKTERISTIKI URAWNENIQ ���

dx� dt � � �� x� t � const �

oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ �� IMEET WID u�t� x � f�x � t� GDE
f�� � PROIZWOLXNAQ GLADKAQ FUNKCIQ ODNOJ PEREMENNOJ�

B pODSTAWIM OB�EE RE�ENIE URAWNENIQ �� W URAWNENIE ���
utt � utx � uxx � f ���x� t��

�� �� �� � ��f ���x� t � ��

uRAWNENIE �� DOLVNO WYPOLNQTXSQ DLQ L�BOJ BESKONE�NO DIF�
FERENCIRUEMOJ FUNKCII f�x � t� SLEDOWATELXNO	

�� �� �� � � � � ��  � 
��

�	 sLU�AJ  � �	
W pRI  � � URAWNENIE �� IMEET WID utt � �utx � uxx � ��

eGO HARAKTERISTIKAMI BUDUT LINII

dx� � � dx dt� dt� � � �� dx

dt
� �� �� x� t � const �

G uRAWNENIE �� IMEET ODNO SEMEJSTWO HARAKTERISTIK	 SLE�
DOWATELXNO	 �TO URAWNENIE PARABOLI�ESKOGO TIPA� zAMENOJ PE�
REMENNYH � � x � t	 � � t	 ONO PRIWODITSQ K KANONI�ESKOMU

WIDU

u�� � �� ���

oB�IM RE�ENIEM URAWNENIQ ��� QWLQETSQ FUNKCIQ u��� � �
f��� � g��� TOGDA OB�IM RE�ENIEM URAWNENIQ �� BUDET FUNK�
CIQ u�t� x � f�x�t�t g�x�t� rE�ENIE URAWNENIQ ��	 KOTOROE
NE QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ ��	 � �TO	 NAPRIMER	 FUNK�
CIQ u�t� x � t�x� t�

��



D fUNKCIQ u�t� x � f�x� t� t g�x� t BUDET OGRANI�ENNOJ	
TOLXKO ESLI g�x� t � �	 I f�x� t OGRANI�ENA� sLEDOWATELXNO	
L�BOE OGRANI�ENNOE RE�ENIE URAWNENIQ �� QWLQETSQ RE�ENIEM
URAWNENIQ ���

�	 sLU�AJ  � ��	
W pRI  � �� URAWNENIE �� PRINIMAET WID utt � uxx � ��

eGO HARAKTERISTIKAMI BUDUT LINII

dx� � dt� � � �� dx

dt
� 
� �� x
 t � const �

G uRAWNENIE �� IMEET DWA SEMEJSTWA HARAKTERISTIK	 SLEDO�
WATELXNO	 �TO URAWNENIE GIPERBOLI�ESKOGO TIPA� zAMENOJ PERE�
MENNYH � � x � t	 � � x � t	 ONO PRIWODITSQ K KANONI�ESKOMU
WIDU

u�� � �� ����

oB�IM RE�ENIEM URAWNENIQ ���� QWLQETSQ FUNKCIQ u��� � �
f���g��� TOGDA OB�IM RE�ENIEM URAWNENIQ �� BUDET FUNKCIQ
u�t� x � f�x� t� g�x� t� fUNKCIQ u�x� t � x� t QWLQETSQ RE�
�ENIEM URAWNENIQ ��	 NO NE QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ ���

D fUNKCIQ u�x� t � sin�x � t SLUVIT PRIMEROM OGRANI�
�ENNOGO RE�ENIQ URAWNENIQ ��	 KOTOROE NE QWLQETSQ RE�ENIEM
URAWNENIQ ���

zADA�A �����

rASSMOTRIM ZADA�U kO�I W POLOSE � � R�x���� y�� W R�x�y
�u� u � � W �� u � C��� �C����

u
��
y��

� 	�x� uy
��
y��

� ��x�

	�x� ��x � OGRANI�ENNYE NEPRERYWNYE FUNKCII NA R�x� kOR�
REKTNA LI �TA ZADA�A W PARE PROSTRANSTW u � E��  � �	� � �
E�� GDE

E� � C��� kukE�
� sup

�

ju�x� tj�

E� � C�R�x�C�R�x� k kE�
� sup
R

j	�xj� sup
R

j��xj�

��



rE�ENIE	dOKAVEM	 �TO ZADA�A NEKORREKTNA�dLQ �TOGO POSTRO�
IM PRIMER	 ANALOGI�NYJ PRIMERU aDAMARA� bUDEM ISKATX �AST�
NOE RE�ENIE URAWNENIQ W WIDE u�x� y � X�xY �y� GDE FUNKCIQ
Y �y DOLVNA BYTX NEOGRANI�ENNOJ PRI y � �� pODSTAWIM u�x� y
W URAWNENIE�

X���xY �y �X�xY ���y �X�xY �y � ��

Y ���y
Y �y

� �X ���x
X�x

� � � ��

dLQ FUNKCII Y �y POLU�IM URAWNENIE Y ���y � �Y �y � �� KO�

TOROE IMEET NEOGRANI�ENNOE RE�ENIE PRI � � � � Y �y � e
p
�y�

tOGDA RE�ENIEM URAWNENIQ X���x�����X�x � � BUDET FUNK�
CIQ X�x � A sin

�p
�� � x

�
�B cos

�p
� � � x

�
� wOZXMEM � � n��

n � N� I RASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ

un�x� y �
�

n�
eny sin

�p
n� � � x

�
�

fUNKCII un�x� y BUDUT RE�ENIQMI ZADA�

�un � un � �� x � R�� y � ��� y��
un�x� � � 	n�x �

�

n�
sin

�p
n� � � x

�
�

�un
�y

�x� � � �n�x �
�

n
sin

�p
n� � � x

�
�

pRI n � � POSLEDOWATELXNOSTX NA�ALXNYH FUNKCIJ STREMIT�
SQ K NUL� PO NORME PROSTRANSTWA C�R� � max

x�R
��	n�x�� � ��

max
x�R

���n�x�� � �� NO POSLEDOWATELXNOSTX RE�ENIJ un�x� y NE

STREMITSQ K NUL�� nARU�AETSQ USLOWIE NEPRERYWNOJ ZAWISI�
MOSTI RE�ENIQ OT NA�ALXNYH DANNYH IZ OPREDELENIQ KORREKT�
NOSTI	 SLEDOWATELXNO	 ZADA�A QWLQETSQ NEKORREKTNOJ�

zADA�A ����

pRIWESTI PRIMER FUNKCIJ 	� � � C��R TAKIH	 �TO ZADA�A kO�
�I

uxx � �uxy � �uyy � �� u
��
y�x

� 	�x� uy
��
y�x

� ��x

��



A IMELA BY RE�ENIE� eDINSTWENNO LI �TO RE�ENIE�
B NE IMELA BY RE�ENIJ�

rE�ENIE	

nAJDEM HARAKTERISTIKI URAWNENIQ uxx � �uxy � �uyy � � �
�dy� � � dy dx� ��dx� � �� y � x � C�� y � �x � C��

I ZAPI�EM EGO OB�EE RE�ENIE

u�x� y � f�y � x � g�y � �x�
GDE f��� g�� � C��R� PROIZWOLXNYE FUNKCII ODNOJ PEREMEN�
NOJ� pODSTAWIM OB�EE RE�ENIE W NA�ALXNYE USLOWIQ	 ZADANNYE
NA ODNOJ IZ HARAKTERISTIK�

u
��
y�x

� f��x � g�� � 	�x�

uy
��
y�x

� f ���x � g��� � ��x�
���

nEOBHODIMOE USLOWIE RAZRE�IMOSTI SISTEMY ��� IMEET WID

	��x � ���x � const�

PRI�EM IZ SISTEMY ��� NAJTI MOVNO TOLXKO FUNKCI� f��� A
FUNKCIQ g�� NE OPREDELQETSQ�
A� pRIMER NA�ALXNYH DANNYH	 PRI KOTORYH ZADA�A kO�I

IMEET RE�ENIE�

	�x � �x�� ��x � �x�

rE�ENIE ZADA�I NEEDINSTWENNO�

u�t� x �
�

�
�x� y� � g�y � �x�

GDE g�� � C��R� L�BAQ FUNKCIQ	 UDOWLETWORQ��AQ USLOWIQM
g�� � g��� � ��
B� pRIMER NA�ALXNYH USLOWIJ	 PRI KOTORYH ZADA�A kO�I

NE IMEET RE�ENIQ�

	�x � x�� ��x � �x�

w �TOM SLU�AE SISTEMA ��� PROTIWORE�IWA�

��



zADA�A �����

nAJTI RE�ENIE u�x� t	 x � �x�� x�� x�	 W R
��R� ZADA�I�

utt � �xu� u
��
t��

� �� ut
��
t��

� jxj��

rE�ENIE	 pEREJDEM W SFERI�ESKIE KOORDINATY� tAK KAK NA�
�ALXNYE USLOWIQ ZADA�I ZAWISQT TOLXKO OT jxj � r� TO I RE�ENIE	
W SILU EDINSTWENNOSTI	 QWLQETSQ FUNKCIEJ TOLXKO PEREMENNYH
r I t�

dLQ FUNKCIJ	 ZAWISQ�IH TOLXKO OT RADIUSA	 OPERATOR lAP�
LASA W PROSTRANSTWE x � Rn IMEET WID

�x �
��

�r�
�
n� �
r

�

�r
�

sLEDOWATELXNO	 ZADA�A DLQ FUNKCII u � u�r� t PEREPI�ETSQ TAK

utt � urr �
�

r
ur� r � �� t � �� u

��
t��

� �� ut
��
t��

� r��

dOMNOVIM URAWNENIE NA r �

rutt � rurr � �ur�

I SDELAEM ZAMENU v�r� t � ru�r� t� tOGDA vtt � rutt� vr � rur�u�
vrr � rurr � �ur� tAK KAK u��� t OGRANI�ENA	 TO v��� t � ��
pOLU�IM ZADA�U DLQ FUNKCII v�r� t

vtt � vrr � r � �� t � �� v
��
t��

� �� vt
��
t��

� r�� v
��
r��

� ��

pRIMENIM METOD D$aLAMBERA DLQ POLUOGRANI�ENNOJ STRUNY	
PRODOLVIW NA�ALXNYE USLOWIQ NE�ETNO W OBLASTX r � � �SM�
TEORI� K PARAGRAFU ��

v�r� t �

�������
�������

�

�

r�tZ
r�t

�� d� �
�

��

�
�r � t� � �r � t�

�
� r � t�

�

�

r�tZ
t�r

�� d� �
�

��

�
�r � t� � �t � r�

�
� r � t�

��



tOGDA

u�r� t �
�

r
v�r� t �

�

��r

�
�r � t� � jt� rj��� r 	� ��

nAJTI u��� t MOVNO LIBO KAK lim
r��

u�r� t� LIBO PO FORMULE kIR�

HGOFA

u��� t �
�

��t

Z
j�j�t

j�j� dS� � t�

��t

Z
j�j�t

dS� �
t�

��t
� ��t� � t��

oTWET�

u�x� t �
�

��jxj
��jxj� t

�� � ��t� jxj����� x 	� �� u��� t � t��

zADA�A ���
�

pRI KAKIHA I 
 SU�ESTWUET RE�ENIE u � C��R��R� WR��R�
KRAEWOJ ZADA�I�

utt � uxx� u
��
x��

� cos 
t� u
��
t��

� Ae�x
�

� ut
��
t��

� � �

nAJTI �TO RE�ENIE�

rE�ENIE	 oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ STRUNY IMEET WID

u�x� t � f�x � t � g�x� t�

pRI x � t RE�ENIE OPREDELQETSQ PO FORMULE dALAMBERA�

u�x� t � f�x� t � g�x� t �
A

�

�
e��x�t	

�

� e��x�t	
��
�

pRI x � t IMEEM

u�x� t � f�x � t � g�x� t � f�x � t �
A

�
e��x�t	

�

�

GDE PADA��AQ WOLNA g�� TA VE	 �TO PRI x � t	 A OTRAVENNAQ
WOLNA f��	 � � �	 NAHODITSQ IZ GRANI�NOGO USLOWIQ�

u
��
x��

� f��t � A

�
e�t

�

� cos 
t �� f�� � cos
� � A

�
e��

�

�

��



tOGDA PRI x � t

u�x� t �
A

�

�
e��x�t	

� � e��x�t	
��
� cos
�x � t�

fUNKCIQ u�x� t PRINADLEVIT KLASSU C��R��R�	 ESLI ONA IME�
ET DWE NEPRERYWNYE PROIZWODNYE NA UGLOWOJ HARAKTERISTIKE

x � t� dLQ �TOGO FUNKCIQ f��	 ZADAWAEMAQ f�� � Ae��
�

�� PRI

� � � I f�� � �Ae����� � cos 
� PRI � � �	 DOLVNA BYTX KLAS�
SA C� W NULE	 TO ESTX

f��� � f���� �� A

�
� �� A

�
� �� A � ��

f ���� � f ���� �WYPOLNENO WSEGDA	

f ����� � f ����� �� �� � �� 
� �� 
 � 

p
��

TAK KAK

f ���� � ��e���
���
���

� ��

f ���� �
�
�e��

� � 
 sin
t
����

���
� ��

f ����� �
�
� e��

�

� ���e��
�
����

���
� ���

f ����� �
�
e��

� � ���e��� � 
� cos 
�
����

���
� �� 
��

pRI NAJDENNYH ZNA�ENIQH A I 
 POLU�IM DWAVDY NEPRERYW�
NO DIFFERENCIRUEMOE RE�ENIE ZADA�I�

u�t� x �

��
e��x�t	

�

� e��x�t	
��
��� x � t��

e��x�t	
� � e��x�t	

��
�� � cos

�p
� �x� t

�
� x � t�

zADA�A �����

pUSTX u�x� t � RE�ENIE W ��� ���R� SME�ANNOJ ZADA�I

utt � �uxx� u
��
x��

� u
��
x��

� ��

u
��
t��

� � sin� �x� ut
��
t��

� ��x��� x�

��



A nAJTI f
�
�
�

�
	 GDE f�t �

Z �

�

�
u�t �x� t � �u

�
x�x� t

�
dx�

B nAJTI u�x� ��

rE�ENIE	 A

f ��t �
Z �

�

�
�ut�x� tutt�x� t � �ux�x� tutx�x� t

�
dx �

� f IZ URAWNENIQ utt � �uxx g �

� �

Z �

�

�
ut�x� tuxx�x� t � ux�x� tutx�x� t

�
dx �

� fPO �ASTQMg � �ut�x� tux�x� t
���x��
x��

�

� �
Z �

�

utx�x� tux�x� tdx� �

Z �

�

ux�x� tutx�x� tdx � ��

PODSTANOWKA RAWNA NUL� IZ GRANI�NYH USLOWIJ�

u
��
x��

� u
��
x��

� � �� ut
��
x��

� ut
��
x��

� ��

tAK KAK f ��t � �� TO f�t � const	 I

f
�
�
�

�
� f�� �

Z �

�

�
u�t �x� � � u�x�x� �

�
dx�

dLQ TOGO	 �TOBY NAJTI ux�x� �� PRODIFFERENCIRUEM NA�ALXNOE

USLOWIE u�x� � � � sin� �x PO x� pOLU�IM

f
�
�
�

�
�

Z �

�

�
���x���x������� sin� �x cos�x�

�
dx � ��������

B nAJDEM OB�EE RE�ENIE ZADA�I METODOM fURXE�

u�x� t �
�X
n��

�
An cos ��nt� Bn sin ��nt

�
sin�nx�

tOGDA RE�ENIE u�x� t �
PERIODI�NO PO WREMENI	 I

u�x� � �
�X
n��

�
An cos ��n� Bn sin ��n

�
sin�nx �

�
�X
n��

An sin�nx � u�x� � � � sin� �x�

��



zADA�A �����

A nAJTI WSE k � �	 DLQ KOTORYH PRI NEKOTOROJ FUNKCII

	�x � C����� � SU�ESTWUET NEOGRANI�ENNOE RE�ENIE W ��� ���
R� ZADA�I

utt � �uxx � u
��
x��

� �ux � ku
��
x�


� ��

u
��
t��

� �� ut
��
t��

� 	�x�

B dLQ k � � OPISATX WSE FUNKCII 	�x � C����� l	 DLQ
KOTORYH RE�ENIE u�t� x �TOJ ZADA�I OGRANI�ENO�

rE�ENIE	 A rAZDELQQ PEREMENNYE	 POLU�AEM	 �TO RE�ENIE ZA�
DA�I I�ETSQ W WIDE RQDA

u�t� x �
�X
j��

Tj�tXj �x

GDE SISTEMA FUNKCIJ Xj�x 	� � � RE�ENIE ZADA�I �TURMA

lIUWILLQ

X��
j �x � �jXj�x� Xj�� � �� X �

j�� � kXj�� � �� ���

A FUNKCII Tj�t � RE�ENIQ ZADA�I

T ��j � ��jTj � Tj�� � �� T
�
j�� �

Z 


�

	�xXj�xdx
�Z 


�

X�
j �xdx�

���

rASTU�IE PO t RE�ENIQ U ZADA�I ��� MOGUT BYTX LI�X W

SLU�AE �j � �	 PRI�EM OBQZATELXNO ONI I BUDUT	 ESLI TOLXKO

T �j�� 	� �� tAKIM OBRAZOM	 NEOBHODIMO PONQTX	 KOGDA U ZADA�I
�TURMA
lIUWILLQ ��� BYWA�T NEOTRICATELXNYE SOBSTWENNYE
ZNA�ENIQ �j �

nENULEWOE RE�ENIE Xj�x ZADA�I ��� S �j � � S TO�NOSTX�
DO UMNOVENIQ NA KONSTANTU IMEET WID Xj�x � x �KAK LINEJNAQ
FUNKCIQ S NULEWYM ZNA�ENIEM W NULE I SU�ESTWUET TOLXKO W

SLU�AE	 ESLI �TA FUNKCIQ UDOWLETWORQET GRANI�NOMU USLOWI� W

TO�KE �	 TO ESTX

�� k� � � �� k � ����

��



w SLU�AE �j � 
� � �	 
 � �	 WWIDU USLOWIQ Xj�� � �
�TO RE�ENIE IMEET WID Xj�x � sh
x �OPQTX�TAKI S TO�NOSTX�
DO UMNOVENIQ NA KONSTANTU	 I ONO SU�ESTWUET W SLU�AE	 ESLI
SLEDU��EE URAWNENIE OTNOSITELXNO 
 IMEET RE�ENIE


 ch 
� � k sh
� � � �� k th
� � 
� ���

�TO	 W SWO� O�EREDX	 BUDET	 ESLI PROIZWODNAQ FUNKCII f�
 �
k th
� W NULE MENX�E �	 TO ESTX k� � �� zAMETIM	 �TO W SI�
LU STROGOJ WYPUKLOSTI WWERH FUNKCII f�
 NA POLOVITELXNOJ
POLUOSI URAWNENIE ��� IMEET NE BOLEE ODNOGO RE�ENIQ 
 � ��

sLEDOWATELXNO	 NEOGRANI�ENNOE PO WREMENI RE�ENIE ISHOD�
NOJ ZADA�I SU�ESTWUET PRI k � ����

B� eSLI k � �	 TO	 KAK UKAZANO WY�E	 ZADA�A �TURMA

lIUWILLQ ��� IMEET ROWNO ODNO POLOVITELXNOE SOBSTWENNOE

ZNA�ENIE �� � �	 I RE�ENIE u�t� x BUDET OGRANI�ENO TOGDA

I TOLXKO TOGDA	 KOGDA SOOTWETSTWU��AQ SOBSTWENNAQ FUNKCIQ
X��x NE BUDET U�ASTWOWATX W RAZLOVENII �TOGO RE�ENIQ	 TO
ESTX T ���� � �� �TO OZNA�AET	 �TOZ 


�

	�xX��xdx � ��

zADA�A ����

pRI KAKIH USLOWIQH NA FUNKCI� 	 � C�
�

�
��� �

�
L�BOE RE�ENIE

u�t� x ZADA�I

A

�
�
ut � uxx� x � ��� �� t � �
u
��
x��

� ux
��
x��

� �
u
��
t��

� 	�x
B

�
�
ut � uxx� x � ��� �� t � �
ux
��
x��

� ux
��
x��

� �
u
��
t��

� 	�x

OBLADAET SWOJSTWOM u�t� x� � PRI t� ���

rE�ENIE	

A� nAJDEM RE�ENIE ZADA�I METODOM fURXE

u�t� x �
�X
n��

	n e
�
��n��

�
�
t
sin�

�
n�

�

�

�
x�

��



GDE 	n � KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ FUNKCII 	�x PO BAZISU�
sin�

�
n� �

�

�
x� n � �� �� ���

�
� sLEDOWATELXNO	 u�t� x���

t��� PRI
L�BOJ FUNKCII 	�x � C�

� ��� ��

B� pRI GRANI�NYH USLOWIQH WTOROGO RODA RE�ENIE IMEET WID

u�t� x � 	� �
�X
n��

	n e
�
�n�t cos��nx�

GDE 	n� KO�FFICIENTY fURXE RAZLOVENIQ FUNKCII 	�x PO BA�
ZISU

�
�� cos��nx� n��� �� ���

�
� sLEDOWATELXNO	 lim

t��u�t� x � 	��

A KO�FFICIENT	��� PRI SLEDU��EM USLOWII NA FUNKCI� 	�x �

�Z
�

	�x dx � ��

s TO�KI ZRENIQ FIZIKI �TO USLOWIE OZNA�AET	 �TO PREDELX�
NAQ TEMPERATURA STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNYMI KONCAMI RAW�
NA SREDNEMU ZNA�ENI� NA�ALXNOJ TEMPERATURY� tEMPERATURA
STERVNQ STREMITSQ K NUL� S TE�ENIEM WREMENI TOLXKO W TOM

SLU�AE	 ESLI SREDNEE ZNA�ENIE NA�ALXNOJ TEMPERATURY RAWNO

NUL��

zADA�A �����

pUSTX u�t� x � RE�ENIE W Q�
���
	 ZADA�I

ut � uxx� u
��
x��

� ux
��
x�


� �� u
��
t��

� 	�x�

GDE 	�� � 	��� � ��
A dOKAZATX	 �TO sup

��x�

ju��� xj� sup

��x�

j	�xj�

B wERNO LI	 �TO sup
��x�


ju��� xj � �

�
sup

��x�

j	�xj �

rE�ENIE	 A� pRODOLVIM FUNKCI� u�t� x �ETNYM OBRAZOM �E�
REZ TO�KU � NA MNOVESTWO x � ��� ��	 TO ESTX POLOVIM !u�t� x �
u�t� �� � x PRI x � ��� ��� pOSTROENNAQ FUNKCIQ !u�t� x QWLQ�
ETSQ RE�ENIEM KRAEWOJ ZADA�I

!ut � !uxx� x � ��� ��� t � ��

!ujx�� � !ujx��
 � �� !ujt�� � !	�x�

��



GDE FUNKCIQ !	�x QWLQETSQ ANALOGI�NYM PRODOLVENIEM 	�x NA
OTREZOK ��� ���� w SILU PRINCIPA MAKSIMUMA DLQ URAWNENIQ TEP�
LOPROWODNOSTI W OGRANI�ENNOJ OBLASTI	 RE�ENIE !u�t� x PRINI�
MAET MAKSIMALXNOE PO MODUL� ZNA�ENIE PRI t � � �TAK KAK !u
RAWNO � NA BOKOWOJ GRANICE x � � I x � ��� iTAK	

sup
��x�


ju��� xj � sup
��x��


j!u��� xj � sup
��x��


j !	�xj � sup
��x�


j	�xj�

B� nEWERNO� pRIMER� 	�x � sin�x��� SOOTWETSTWU��EE RE�
�ENIE u�t� x � e�t�� sin�x��	 TOGDA

sup
��x�


ju��� xj � e����� sup
��x�


j	�xj � ��

e���� � ���	 TAK KAK e � ���

zADA�A �����

pUSTX u�x� t � RE�ENIE W R�R� ZADA�I kO�I

ut � �uxx� u
��
t��

�
x� � sinx

� � �x�
�

nAJTI lim
t���u�x� t�

zADA�A �����

pUSTX u�x� t � RE�ENIE W R�R� ZADA�I kO�I

ut � uxx� u
��
t��

� arcctg x�

nAJTI lim
t���u�x� t�

zADA�A �����

pUSTX u�x� t � OGRANI�ENNOE RE�ENIE W R�R� ZADA�I kO�I
ut � uxx� u

��
t��

� 	�x � C�R� L��R�

nAJTI lim
t���u��� t	 ESLI lim

l���
�

l

Z l

�l
	�x dx � A�

��



rE�ENIE ZADA� ����
���� OSNOWANO NA TEOREMAH O STABILI
ZACII�

pUSTX u�x� t � OGRANI�ENNOE RE�ENIE ZADA�I kO�I��
ut � uxx W R�R��
u
��
t��

� 	�x� x � R�

	�x � C�R� L��R� tOGDA
�	 eSLI

lim
x���	�x � A� lim

x���	�x � B� ���

TO lim
t���u�x� t �

A� B

�
�

�	 eSLI

lim
l���

�

l

lZ
�l

	�xdx � A� ���

TO lim
t���u�x� t �

A

�
�

�	 eSLI 	�x � PERIODI�ESKAQ FUNKCIQ	 TO lim
t���

u�x� t � 	��

GDE 	� � NULEWOJ KO�FFICIENT RAZLOVENIQ FUNKCII 	�x W RQD
fURXE	 TO ESTX PROSTRANSTWENNOE SREDNEE FUNKCII 	�x�

dOKAZATELXSTWA	
�	 pREDSTAWIM 	 W WIDE SUMMY SWOEJ �ETNOJ I NE�ETNOJ SO�

STAWLQ��IH 	� �
	�x � 	��x

�
� 	� �

	�x � 	��x
�

� w SILU

FORMULY pUASSONA POLU�IM	 �TO

u�x� t �
�

�
p
�t

�Z
��

	��� exp

�
� �� � x�

�t

�
d��

�
�

�
p
�t

�Z
��

	��� exp
�
� �� � x�

�t

�
d� �

�
� �

� � x

�
p
t

�
�

��



�
�p
�t

�Z
��

	��x� �
p
t� exp����d��

�
�p
�t

�Z
��

	��x� �
p
t� exp����d� �

�
�p
�t

�Z
��

	���
p
t� exp����d�� �p

�t

�Z
��

	���
p
t� exp����d��

�
�p
�t

�Z
��

h
	��x� �

p
t� � 	���

p
t�
i
exp����d��

�
�p
�t

�Z
��

h
	��x� �

p
t� � 	���

p
t�
i
exp����d��

wTOROJ INTEGRAL RAWEN NUL�	 TAK KAK BERETSQ OT NE�ETNOJ

FUNKCII PO SIMMETRI�NOMU PROMEVUTKU� tRETIJ I �ETWERTYJ
DOPUSKA�T OCENKU PO MODUL� WELI�INAMI

�� ��
���	��x��pt ��	���pt ���� � ���	���pth�� x

�
p
t

i�
�	���

p
t �

����
eSLI FUNKCIQ f�x NEPRERYWNA	 TO !f �x � f�kx� k � const 	�
�� � TOVE NEPRERYWNA	 TO ESTX !f �x � �x � !f �x� �x � ��
wYBEREM W KA�ESTWE f�x L�BU� IZ FUNKCIJ 	��x	 W KA�ESTWE
k � WELI�INU �

p
t	 W KA�ESTWE �x � WELI�INU

x

�
p
t
� tAKIM

OBRAZOM	 �� � � PRI
x

�
p
t
� �� TO ESTX PRI t���

rASSMOTRIM OSTAW�IJSQ PERWYJ INTEGRAL� oN MOVET BYTX
PREOBRAZOWAN KAK

�p
�t

�Z
��

�
	��

p
t� � 	���pt�

�
� A� B

�

�
exp����d� � A� B

�
�

��



w �TOM WYRAVENII INTEGRAL STREMITSQ K NUL� W SILU ���
PRI t � �� tAKIM OBRAZOM	 OKON�ATELXNO POLU�IM	 �TO

lim
t���u�x� t �

A� B

�
�

�	 oBOZNA�IM F �x �

xZ
�

	��d�� uSLOWIE ��� OZNA�AET	 �TO

lim
l��

F �l� F ��l
l

� A� ����

oBOZNA�IM F��x I F��x �ETNU� I NE�ETNU� SOSTAWLQ��IE

FUNKCII F �x�
sOGLASNO FORMULE pUASSONA

u�x� t �
�

�
p
�t

�Z
��

	��� exp

�
�� � x�

�t

�
d��

�
�

�
p
�t

�Z
��

	��� exp
�
� �� � x�

�t

�
d� �

� lim
l��

�

�
p
�t
F �� exp

�
�� � x�

�t

�����
��l

���l
�

� �

�
p
�t

�Z
��

F���
x� �

�t
exp

�
�� � x�

�t

�
d��

� �

�
p
�t

�Z
��

F���
x � �

�t
exp

�
�� � x�

�t

�
d��

oBOZNA�IM �TI WYRAVENIQ L� I�� I�� I PREOBRAZUEM IH	 SDELAW

ZAMENU � �
� � x

�
p
t
�

L � lim
l��

�

�
p
�t
F �x� �

p
t � exp����

�����l
���l

�

��



� lim
l��

�

�
p
�t

h
F ��

p
t l� F ���

p
t l
i
exp��l��

� lim
l��

�

�
p
�t

h
F �x� �

p
t l� F ��

p
t l
i
exp��l��

� lim
l��

�

�
p
�t

h
F ��x� �pt l� F ���pt l

i
exp��l� �

� lim
l��

Alp
�
exp��l� � lim

l��
x

�
p
�t
	
�
�
p
t l � ��x

�
exp��l��

� lim
l��

x

�
p
�t
	
�� �pt l � ��x

�
exp��l��

��� �� � ��� �� �MY WOSPOLXZOWALISX ZDESX TEOREMOJ lAGRANVA�
eSLI WSPOMNITX	 �TO FUNKCIQ 	 OGRANI�ENA	 TO POLU�IM	 �TO
L � � DLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO x� dALEE	

I� �
�p
�t

�Z
��

F �x� �
p
t� � F ��x� �pt�

�
� exp����d� �

�
�p
�t

�Z
��

F ��
p
t� � F ���pt�

�
� exp����d��

�
�p
�t

�Z
��

F �x� �
p
t� � F ��

p
t�

�
� exp����d��

�
�p
�t

�Z
��

F ��x� �pt� � F ���pt�
�

� exp����d��

w PERWOM IZ INTEGRALOW PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ NE�ETNAQ	
PO�TOMU ON RAWEN NUL�� mODULI SLEDU��IH DWUH INTEGRALOW

MOGUT BYTX OCENENY S U�ETOM TEOREMY lAGRANVA KAK������
�p
�t

�Z
��

F �
x
 �pt� � F �
�pt�
�

� exp����d�
������ �

��



�
�p
�t

������
�Z
�


x	� 
 �pt� � �x
�
� exp����d�

������ �

�
�jxjp
�t

sup
��R

��	����
�
�exp���

�

�

����
��

�

�
�
�jxjp
�t

sup
��R

��	�����
� � ��� �� tAKIM OBRAZOM	 W SILU OGRANI�ENNOSTI 	 W KAVDOJ

FIKSIROWANNOJ TO�KE x INTEGRALY STREMQTSQ K NUL� PRI t �
���

dALEE	

I� �
�p
�t

�Z
��

F �x� �
p
t�� F ��x� �pt�

�
� exp����d� �

�
�p
��t

�Z
��

F ��
p
t�� F ���pt�

�
� exp����d��

�
�

�
p
�t

�Z
��

h
F �x� �

p
t� � F ��

p
t�
i
� exp����d��

� �

�
p
�t

�Z
��

h
F ��x� �pt�� F ���pt�

i
� exp����d��

pOSLEDNIE DWA INTEGRALA STREMQTSQ K NUL� PRI t � ��	 KAK
BYLO POKAZANO WY�E	 A PERWYJ MOVET BYTX PREOBRAZOWAN KAK

�p
��t

�Z
��

F ��
p
t�� F ���pt�
�
p
t�

�
p
t�� exp����d� �

�
�p
�

�Z
��

�
F ��

p
t� � F ���pt�
�
p
t�

�A

�
�� exp����d��

�
Ap
�

�Z
��

�� exp����d��

��



wTOROE SLAGAEMOE RAWNO NUL� W SILU TOGO	 �TO

�Z
��

�� exp����d� �
p
�

�
�

A PERWOE MOVET BYTX OCENENO PO MODUL� KAK

�p
�

������
�Z

��

�
F ��

p
t�� F ���pt�
�
p
t�

� A

�
�� exp����d�

������ �

�
�

�
sup
��R

����F ��
p
t�� F ���pt�
�
p
t�

�A

���� �
nO POSLEDNEE WYRAVENIE STREMITSQ K NUL� PRI t � � W SILU

USLOWIQ ����� sOBRAW WMESTE WSE OCENKI	 POLU�IM	 �TO u�x� t�
A

�
� t� ���

�	 oBOZNA�IM PERIOD FUNKCII 	�x ZA �l� TOGDA

	�x �
��X

k���
ck exp

h ik�x
l

i
�

rQD SHODITSQ RAWNOMERNO W SILU NEPRERYWNOSTI 	�x� �TO POZ�
WOLQET EGO PO�LENNO INTEGRIROWATX�

pREDSTAWIM RE�ENIE ZADA�I kO�I SOGLASNO FORMULE pUAS�
SONA�

u�x� t �
�

�
p
�t

�Z
��

	�� exp
h
� �� � x�

�t

i
d� �

�
c�

�
p
�t

�Z
��

exp
h
�� � x�

�t

i
d��

�
�

�
p
�t

��X
k���

ck

�Z
��

exp
hik�x

l

i
exp

h
� �� � x�

�t

i
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pERWYJ INTEGRAL RAWEN c�� pOKAVEM	 �TO WTOROJ STREMITSQ
K NUL� PRI t � ��� dEJSTWITELXNO	 WYDELQQ POLNYJ KWADRAT
POD ZNAKOM �KSPONENTY	 POLU�IM	 �TO

�

�
p
�t

�Z
��

exp
hik�x

l

i
exp

h
� �� � x�

�t

i
d� �

�
�

�
p
�t

�Z
��

exp
h�ik�t

l
� �k��t�

l�

i
exp

h
� �� �

�
x� �ik
t

l 
��

�t

i
d� �

� exp
h�ik�t

l
� �k��t�

l�

i
� �� t���

tAKIM OBRAZOM	 u�x� t� c� �
�

�l

lZ
�l

	�xdx�

zADA�A �����

nAJTI lim
t���u�x� y� t� GDE u�x� y� t � RE�ENIE W R��R� ZADA�I

kO�I

ut � uxx � uyy� u
��
t��

� 	�x� y

PRI SLEDU��IH NA�ALXNYH USLOWIQH�

A 	�x� y �
x�

� � �x�
� B 	�x� y � sin� y� W 	�x� y �

�x sin y�

� � �x�
�

rE�ENIE	 zDESX

	�x� y �
�x sin y�

� � �x�
� 	��x	��y�

	��x �
x�

� � �x�
� 	��y � sin

� y�

SLEDOWATELXNO	

lim
t��u�x� y� t � lim

t��u��x� t � lim
t��u�y� t�

��



nO

lim
t��u��x� t �

�

�
�TEOREMA �	

A lim
t��u��y� t �

�

��


Z
�


sin� ydy �
�

�
�TEOREMA ��

tAKIM OBRAZOM	 lim
t��u�x� y� t �

�

�
�

zADA�A ����

nAJTI WSE GARMONI�ESKIE W R� FUNKCII u�x� y� DLQ KOTORYH

ux�x� y � uy�x� y � �x� y � R��

rE�ENIE	 eSLI u�x� y � GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ W R�	 TO I EE
PROIZWODNYE � GARMONI�ESKIE FUNKCII� pO�TOMU v � ux � uy
� GARMONI�ESKAQ WO WSEJ PLOSKOSTI� pO TEOREME lIUWILLQ �
�TO KONSTANTA� tAKIM OBRAZOM	 ux � uy � C�

rE�AEM �TO LINEJNOE NEODNORODNOE URAWNENIE S �ASTNYMI

PROIZWODNYMI �
GO PORQDKA STANDARTNYM OBRAZOM� uRAWNENIQ
HARAKTERISTIK�

dx � �dy � du

C
�

�TA SISTEMA IMEET DWA NEZAWISIMYH PERWYH INTEGRALA

x� y � C�� u� Cx � C��

T�E� RE�ENIE IMEET WID u � Cx� 	�x � y S PROIZWOLXNOJ GAR�
MONI�ESKOJ FUNKCIEJ 	� tAKIM OBRAZOM	

� � 	xx � 	yy � �	
���

a �TO OZNA�AET	 �TO 	�x � y � K��x � y � K� ILI u�x� y �
M�x�M�y �M�� t�K� ux � uy	 TO M� � M��

��



zADA�A ����

pUSTX � �
�
�x� y � R� �� � � x � �� � � y � �

�
� u � C����

�u � � W �� u
��
y��

� u
��
y��

� � PRI � � x � ��

mOVET LI FUNKCIQ f�x ��

�Z
�

u��x� y dy IMETX TO�KU PEREGIBA

WNUTRI INTERWALA ��� ��

rE�ENIE	 fUNKCIQ u��x� y � C���	 PO�TOMU

�Z
�

u��x� y dy

MOVNO DWAVDY DIFFERENCIROWATX PO PEREMENNOJ x� tOGDA	 IS�
POLXZUQ GARMONI�NOSTX FUNKCII u	 IMEEM

f ���x � �

�Z
�

�
u�x � uuxx

�
dy � �

�Z
�

�
u�x � uuyy

�
dy�

iNTEGRIRUQ PO �ASTQM WTOROE SLAGAEMOE W PRAWOJ �ASTI	 S
U�ETOM KRAEWYH USLOWIJ POLU�AEM

f ���x � �

�Z
�

�
u�x � u�y

�
dy � �� x � ��� ���

�TO OZNA�AET	 �TO PEREGIBA BYTX NE MOVET�

zADA�A ��
�

pUSTX u�x � C��B�
��� � C�B�

����

�u�x � �� x �� �x�� x� � B�
����

u�x � x��� x � S�
���� x� � ��

u�x � x�� x � S�
���� x� � ��

nAJTI

Z
B�
���

��	

u�x dx�

��



rE�ENIE	 sOGLASNO TEOREME O POWERHNOSTNOM SREDNEM DLQ GAR�
MONI�ESKOJ FUNKCII PRI n � � IMEEM	 �TO

u�� �
�

��R

Z
S�R��	

u��d��

GDE �n � PLO�ADX EDINI�NOJ SFERY W Rn� �� � ��� pODSTAWLQQ
ZNA�ENIQ u�x NA OKRUVNOSTI S�

R�� �S U�ETOM TOGO	 �TO NA RAZ�
NYH EE �ASTQH �TI ZNA�ENIQ ZADA�TSQ RAZNYMI WYRAVENIQMI
I PEREHODQ K POLQRNYM KOORDINATAM	 POLU�IM	 �TO

u�� �
�

��

�
� 
Z
�

sin�	d	�

�
Z



sin	d	

�
� � �

�
� �

�
�

s DRUGOJ STORONY	 PO TEOREME O PROSTRANSTWENNOM SREDNEM

u�� �
�

��R�

Z
B�
R��	

u�xdx�

tAKIM OBRAZOM	

Z
B�
���

��	

u�xdx �
�

��
� �

�
�

zADA�A ����

pUSTX �u�x � �� x � B�
���nB�

���� �TO BOLX�E�Z
S�� ��	

�u

��
��� � ds ILI

Z
S�� ��	

�u

��
��� � ds�

rE�ENIE	 pRIMENIM FORMULU gAUSSA
oSTROGRADSKOGO	 IMEQ W
WIDU	 �TO

�u

��
�

�u

��
PRI s � S�

� ���
�u

��
� ��u

��
PRI s � S�

����

GDE � � WNE�NQQ NORMALX K GRANICE OBLASTI� iMEEM
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Z
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�
��	

� dxdy �

Z
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�
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�u dxdy �

Z
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�
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Z
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i	 SLEDOWATELXNO	Z
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�u
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ds �

Z
S�� ��	

�u

��
ds � �� �

Z
S�� ��	

�u

��
ds�

zADA�A �����

pUSTX u � C��� �C��� q � C���

�u�x � q�xu�x � �� x � �� M � max
�

u�x� m � max
��

u�x�

wOZMOVNO LI	 �TO M � m	 ESLI
A q�x � ��
B q�x � ��
W q�x � �� M � ��
G q�x � �� M � ��

rE�ENIE	 A NEWOZMOVNO �PRINCIP MAKSIMUMA�
B WOZMOVNO	 PRIMER �W SLU�AE n � �

u�� � u � � PRI x � ���

�
�
�

�
�

PRI �TOM FUNKCIQ u � cos x QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ	 DLQ
KOTOROJ WERNO UTWERVDENIE�

W NEWOZMOVNO	 T�K� ESLI WO WNUTRENNEJ TO�KE x� � � DOSTI�
GAETSQ MAKSIMUM �u�x� �M 	 TO �u � ��

G WOZMOVNO	 PRIMER �W SLU�AE n � �

u�� � u � � PRI x � ���� ��
PRI �TOM FUNKCIQ u � � chx QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ	 DLQ
KOTOROJ WERNO UTWERVDENIE�

zADA�A �����

pUSTX � �
�
�x� y � R� �� � � x� � �y� � �

�
� u � C����

�u�x� y � �� �x� y � ��
u�x� y � x� y� x� � �y� � ��

�u�x� y

��
� ��� xu�x� y � �� x� � �y� � ��

���



nAJTI max
�

��u�x� y���
rE�ENIE	 pO PRINCIPU MAKSIMUMA max

�
ju�x� yj DOSTIGAETSQ

NA GRANICE OBLASTI� sLEDOWATELXNO	 NEOBHODIMO SRAWNITX ZNA�
�ENIQ RE�ENIQ NA GRANICE�

pOKAVEM	 �TO NA U�ASTKE GRANICY x���y� � � WYPOLNQETSQ
TOVDESTWO u � �� pO LEMME hOPFA
oLEJNIK W TO�KE MAKSIMUMA
�max � �� �MINIMUMA �min � �� NA GRANICE

�u

��
��max � ���u

��
��min � �

�
� s U�ETOM TOGO	 �TO

�� � x � � PRI x� � �y� � �

ZAKL��AEM	 �TO W TO�KE MAKSIMUMA NA �TOM U�ASTKE GRANICY

ZNA�ENIE FUNKCII DOLVNO BYTX NEPOLOVITELXNYM	 A W TO�KE

MINIMUMA NEOTRICATELXNYM� �TO OZNA�AET	 �TO FUNKCIQ DOLV�
NA BYTX NULEWOJ KONSTANTOJ�

tEPERX NAJDEM MAKSIMUM RE�ENIQ NA WTOROJ �ASTI GRANICY	
T�E�

max
x���y���

x� y�

lEGKO WIDETX	 �TO MAKSIMUM DOSTIGAETSQ W PERWOM KWADRAN�
TE� �TO OZNA�AET	 �TO NADO ISKATX MAKSIMUM FUNKCII f�y �p
�� �y��y DLQ POLOVITELXNYH y� oN DOSTIGAETSQ PRI y � �p

�
I RAWEN

p
��

zADA�A ���	�

pRI KAKIH � � SU�ESTWUET RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I DLQ URAW�
NENIQ lAPLASA W KOLXCE B�

���nB�
��� S GRANI�NYMI USLOWIQMI

�u

��

����
���

� ��

�
�u

��
� u

�����
���

� ��

nAJTI RE�ENIE WO WSEH SLU�AQH	 KOGDA ONO SU�ESTWUET�

���



rE�ENIE	 oB�IJ WID RE�ENIQ URAWNENIQ lAPLASA W KOLXCE�

u��� � � A� �B� ln ��
�X
k��

�
Ak�

k �Bk�
�k� cos k� �

�
�X
k��

�
Ck�

k �Dk�
�k� sin k��

sOOTWETSTWENNO	

�u

��
��� � �

B�

�
�

�X
k��

�
kAk�

k�� � kBk�
�k��� cos k� �

�
�X
k��

�
kCk�

k�� � kDk�
�k��� sin k��

tOGDA W SILU GRANI�NYH USLOWIJ

B� �
�X
k��

�kAk � kBk cos k� �
�X
k��

�kCk � kDk sin k� � �

I

B�

�
�

�X
k��

�
kAk�

k�� � kBk�
�k��� cos k� �

�
�X
k��

�
kCk�

k�� � kDk�
�k��� sin k� �

� 

�
A� �B� ln � �

�X
k��

�
Ak�

k �Bk�
�k� cos k� �

�
�X
k��

�
Ck�

k �Dk�
�k� sin k�� � ��

oTS�DA NEPOSREDSTWENNO SLEDUET	 �TO������
������

B� � ��

B�

�
� A� � B� ln � � ��

Ak � Bk � �� k � N
���



tAKIM OBRAZOM	 ESLI  � �� TO � �
�

�
I RE�ENIE IMEET WID

u��� � � A�� ln� �T�E� S TO�NOSTX� DO ADDITIWNOJ KONSTANTY�

eSLI  	� �� TO A� �
� � �

�


� ln �	 PRI �TOM � � L�BOE I

u��� � �
�� � �
�

� ln
�

�
�

zADA�A �����

A eDINSTWENNO LI RE�ENIE SLEDU��EJ ZADA�I� u � C���	 GDE

� � B�
� ��nB�

����

�u�x � �� x � ��
�u�x

��
� �u�x � f��x� x � S�

� ���

�u�x

��
� �u�x � f��x� x � S�

� ���

k � const � � �k � �� ��
B tOT VE WOPROS PRI k � const � � �k � �� ��

rE�ENIE	 pUSTX u��x I u��x � DWA RE�ENIQ POSTAWLENNOJ

ZADA�I� rASSMOTRIM RAZNOSTX v�x � u��x � u��x	 KOTORAQ QW�
LQETSQ RE�ENIEM ANALOGI�NOJ ZADA�I S ODNORODNYMI KRAEWYMI

USLOWIQMI�
pRIMENIM PERWU� FORMULU gRINA DLQ FUNKCII v�x� iMEEM

� �

Z
�

v�v dx � �
Z

S�
�
��	

�v

��
v ds�

Z
S�
�
��	

�v

��
v ds�

Z
�

jrvj�dx�

s U�ETOM GRANI�NYH USLOWIJ

�

Z
S�
�
��	

v� ds� �

Z
S�
�
��	

v� ds �

Z
�

jrvj�dx � ��

tAKIM OBRAZOM	 PRI � � �� � � � �TO TOVDESTWO MOVET
WYPOLNQTXSQ TOLXKO DLQ v � ��

���



eSLI VE � � � I � � �	 TO RE�ENIEM ZADA�I S ODNORODNYMI

KRAEWYMI USLOWIQMI BUDET FUNKCIQ v�x � A� �
B�

�
	 PRI �TOM

�
�

B� � ��A� � B� � ��
B�

�
� �

�
A� �

B�

�

�
� �

���

i	 SLEDOWATELXNO	 KO�FFICIENTY � I � DOLVNY UDOWLETWORQTX

SOOTNO�ENI�

�

�
� � �

��

�
� �� ���

w �TOM SLU�AE RE�ENIE ISHODNOJ ZADA�I NEEDINSTWENNO�
lEGKO UWIDETX	 �TO W PROTIWNOM SLU�AE �ESLI NE WYPOLNQ�

ETSQ SOOTNO�ENIE ��� SISTEMA ��� IMEET TOLXKO ODNO NULEWOE
RE�ENIE	 �TO PRIWODIT K SOWPADENI� u� I u� �T�E� EDINSTWEN�
NOSTI RE�ENIQ�

zADA�A �����

nAJTI WSE TAKIE  � �	 �TO RE�ENIE u�x� y ZADA�I dIRIHLE DLQ
URAWNENIQ lAPLASA W POLUPLOSKOSTI R��R� UDOWLETWORQ��EE
NERAWENSTWU ��u�x� y�� �M

�
� � x� jyj���

GDE M � const � �	 EDINSTWENNO�

rE�ENIE	 pUSTX SU�ESTWUET DWA RE�ENIQ u� I u�� oBOZNA�IM
v�x� y � u��x� y � u��x� y� lEGKO WIDETX	 �TO v UDOWLETWORQ�
ET ODNORODNOJ ZADA�E dIRIHLE� oB�EE RE�ENIE TAKOJ ZADA�I W
POLUPLOSKOSTI IMEET WID

v��� � �
�X
k��

�
Ck�

k �Dk�
�k
�
sin k��

s U�ETOM USLOWIQ

jvj � ju�j� ju�j �M�

�
� � � cos � � j� sin �j�� �M��� � ��

���



ZAKL��AEM	 �TO RE�ENIE IMEET WID v��� � �
KP
k��

Ck�
k sin k��

zDESX KONSTANTA K RAWNA CELOJ �ASTI �
tAKIM OBRAZOM	 PRI  � � SU�ESTWUET NENULEWAQ FUNKCIQ v

I	 SLEDOWATELXNO	 RE�ENIE ISHODNOJ ZADA�I NEEDINSTWENNO� pRI
 � � SU�ESTWUET TOLXKO NULEWOE v	 PO�TOMU RE�ENIE ISHODNOJ
ZADA�I EDINSTWENNO�

zADA�A �����

nAJTI WSE TAKIE  � �	 �TO RE�ENIE u�x� y ZADA�I dIRIHLE DLQ

URAWNENIQ lAPLASA W OBLASTI
n
�x� y � R�

��� jyj � xp
�

o
� UDOWLE�

TWORQ��EE NERAWENSTWU��u�x� y�� �M
�
� � x� � y�

��
�

GDE M � const � �� EDINSTWENNO�

rE�ENIE	 pEREJDEM W POLQRNYE KOORDINATY� oBLASTX	 W KOTO�
ROJ RASSMATRIWAETSQ ZADA�A dIRIHLE	 PREDSTAWLQET SOBOJ UGLO�

WOJ SEKTOR j	j � �

�
	 NERAWENSTWO PEREPI�ETSQ W WIDE

ju�r� 	j � M �� � r��� ���

eSLI w�r� 	 � DRUGOE RE�ENIE DANNOJ ZADA�I dIRIHLE	 TO
v�r� 	 � u�r� 	 � w�r� 	 � GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ W DANNOJ

OBLASTI	 UDOWLETWORQ��AQ NULEWYM GRANI�NYM USLOWIQM� oNA
TOVE POD�INENA NERAWENSTWU ��� �WOZMOVNO	 S BOLX�EJ KON�
STANTOJ	 TAK KAK jvj � ju � wj � juj � jwj� tAKIM OBRAZOM	
NAM NADO NAJTI USLOWIQ	 PRI KOTORYH v � TOVDESTWENNYJ NULX�

fUNKCIQ v IMEET OB�IJ WID

v�r� 	 �
X
k��

�Akr
k �Bkr

�k cos k	�
X
k�

�Ckr
k �Dkr

�k sin k	�

tAK KAK W SILU NERAWENSTWA �� �TA FUNKCIQ OGRANI�ENA W NULE	
TO WSE KO�FFICIENTY Bi� i � �� ��� I Di� i � �� ��� RAWNY NUL��
�TOBY ISKL��ITX RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE S NULEWYMI GRA�
NI�NYMI USLOWIQMI	 OTLI�NYE OT TOVDESTWENNOGO NULQ	 NADO
POTREBOWATX	 �TOBY ROST jv�r� 	j NA BESKONE�NOSTI BYL STROGO
MENX�E	 �EM U r�� tAKIM OBRAZOM	  �

�

�
�

���



zADA�A �����

pUSTX � 
 OGRANI�ENNAQ OBLASTX NA PLOSKOSTI	 u�x � C����

�u � � W ��

	�x � NEPRERYWNAQ FUNKCIQ NA �� I

lim
x�x�
x��

u�x � 	�x�

DLQ WSEH x� � �� KROME EDINSTWENNOJ TO�KI x� � ��� nA�
ZOWEM TAKU� FUNKCI� �RE�ENIEM ZADA�I dIRIHLE �u � ��
u
��
��

� 	�x KROME ODNOJ GRANI�NOJ TO�KI x��� eDINSTWENNO
LI RE�ENIE TAKOJ ZADA�I dIRIHLE�

rE�ENIE	 rASSMOTRIM OBLASTX � � f� � r � �� � � 	 �
���g � R�� GDE �r� 	 � POLQRNYE KOORDINATY NA PLOSKOSTI	 I
GRANI�NU� TO�KU x� � � � ��� rASSMOTRIM ZADA�U dIRIHLE

�u � �� x � �� u�x
��
x���� x��� � ��

rE�ENIE DANNOJ ZADA�I NEEDINSTWENNO� u��r� 	 � �� u��r� 	 ��
r� � �

r�

�
sin �	�

zADA�A �����

pUSTX � � R� � WNE�NOSTX EDINI�NOGO �ARA� eDINSTWENNO LI
RE�ENIE u�x � C��� �C�� WNE�NEJ ZADA�I dIRIHLE

�u�x � �� jxj � �� u
��
jxj�� � �

PRI DOPOLNITELXNOM USLOWII

A

Z
j��xj��

��u����� d� � O�� B

Z
j��xj��

��u����� d� � o��

PRI jxj � ���

rE�ENIE	 iZWESTNO	 �TO RE�ENIE WNE�NEJ ZADA�I dIRIHLE W

R� EDINSTWENNO PRI DOPOLNITELXNOM USLOWII u�x � � PRI

���



jxj � ��� oCENIM u�x� pO TEOREME O SREDNEM DLQ GARMONI�
�ESKIH FUNKCIJ PO �ARU S CENTROM W TO�KE x RADIUSA �

��u�x��� � ���� �

����

Z
j��xj��

u�� d�

����
�

�

�
NERAWENSTWO kO�I
bUNQKOWSKOGO

�
�

�

������

Z
j��xj��

d� �
Z

j��xj��

��u����� d� � �

����

Z
j��xj��

��u����� d��
uSLOWIE �A �KWIWALENTNO USLOWI�

��u�x�� � O�� PRI jxj �
��� KOTOROGO NEDOSTATO�NO DLQ EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ W

R�� rE�ENIE TAKOJ ZADA�I NEEDINSTWENNO� pRIMER� u��x � ��
u��x � �� jxj���

��u��x�� � � PRI jxj � ��

�u��x � �� jxj � �� u�
��
jxj�� � ��Z

j��xj��

��u������ d� � Z
j��xj��

d� �
��

�
� O�� PRI jxj � ���

iZ USLOWIQ �B SLEDUET	 �TO u�x� � PRI jxj � ��� ZNA�IT	
RE�ENIE TAKOJ ZADA�I EDINSTWENNO�

zADA�A ���
�

A nAJTI RE�ENIE u��� � ZADA�I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ lAP�
LASA W B�

� �� S GRANI�NYM USLOWIEM

u
��
���

�
�X
k��

k�p�� sin�kq��

GDE p I q 
 ZADANNYE NATURALXNYE �ISLA�
B pRI KAKIH p	 q �TO RE�ENIE PRINADLEVIT PROSTRANSTWU

H��B�
����

rE�ENIE	 a oB�IJ WID RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE W KRUGE

u��� � � A� �
�X
n��

An�
n cos n� �

�X
n��

Cn�
n sinn��

���



iZ GRANI�NOGO USLOWIQ WYTEKAET	 �TO An � �	 n � �� �� � � � PRI
�TOM n � kq I Cn � k�p���

tAKIM OBRAZOM	 RE�ENIE

u��� � �
�X
k��

k�p���k
q

sin kq��

B lEGKO POS�ITATX KWADRAT GRADIENTA RE�ENIQ �PRI � 	� �

jru��� �j� �
�
�u

��

��

�
�

��

�
�u

��

��

�
�X
k��

k��p��q����k
q���

eSLI u � H��B�
���	 TO

Z
B�
�
��	

jruj�dx � �� wYBEREM � TAKOE	

�TO � � � � �	 TOGDA

�
Z
�

�Z
�

�X
k��

k��p��q����k
q��d� d� � ��

�X
k��

k��p��q��

�kq
��k

q

����
�

�

�

� �

�X
k��

k��p�q����k
q �� �

�X
k��

k��p�q�� PRI � � ��

rQD SHODITSQ	 ESLI ��p� q � � � ��� T�E�

q � � � �p�

tAKVE MOVNO PROWERITX	 �TO KLASSI�ESKIJ GRADIENT FUNKCII u
QWLQETSQ OBOB�ENNYM W �ARE B�

��� I �TO PRI POLU�ENNOM SOOT�
NO�ENII SAMA FUNKCIQ u PRINADLEVIT PROSTRANSTWU L��B

�
����

���



oTWETY�

�	�	 �����	 � �������	 � ������	 � ������	� �	�	 a � ���
�	�	 ��x�� � e�x �C� �C�e

�x� �	�	 ���y � jxj��� �	�� nET�
�	�� a dA� B DA� W NET� �	�	 nET	 PRIMER� u � sin���jxj�
�	��	 B nET	 PRIMER� u �

p
x� x��

�	��	 a  � ���� B  � ���	  � �� �	��	  � ����
�	��	 A  L�BOE	 ESLI n � ��  � ����	 ESLI n � ��
B  � ��� ILI  � �	 ESLI n � ��
�	��	  � ���	  � �� � � ��k � ����� k �Z�
�	��	 � � ��k � ��� k �Z�
 L�BOE	 ESLI n � ��  � ���	 ESLI n � ��  � �	 ESLI n � ��
�	��	 dA� �	��	 nET� �	��	 ��

�	�	 nET� �	�	 dA � DLQ GIPERBOLI�ESKOGO I �LLIPTI�ESKOGO�
NET � DLQ PARABOLI�ESKOGO� �	�	 tOLXKO U utt � uxx	
PRIMER� u � x��t�� �	�	 z 	� y
�x� �	� a y � �e��x��	� B y � ��
�	�	 a x � C�	 x� y � C�� B u � eyf�x � g�x� y�
�	�	 a gIPERBOLI�ESKOE� B x� �y � C�	 y � C��
W u � xy � f�x � �y � g�y�
�	�� A gIPERBOLI�ESKOE PRI  	� �	 PARABOLI�ESKOE PRI  � ��
B ���u�� � �u� � � PRI  	� �� uxx � ux � � PRI  � ��

W u�x� y � F �y � �x exp
�
y � x
�

�
�G�y � x PRI  	� ��

u�x� y � F �y � G�ye�x PRI  � ��� �	�	 A  � ���  � ��
B  � ��  � ��� W NET� G DA� �	��	 A x � t � C� B  � 
��
W x� t � C PRI  � �� x
 t � C PRI  � ���
G PRIMER� u � t�x� t PRI  � �� u � x� t PRI  � ���
D PRIMER� u � sin�x� t PRI  � ��� PRI  � � RE�ENIJ NET�
�	��	 x� y 
 t

p
� � �� �	��	 z � C PRI  � ��

PRI  	� � DEJSTWITELXNYH HARAKTERISTIK NET�
�	��	 u � exf�x � y� x� z � e�xg�x� y� x� z�
�	��	 a � � x� y	 � � �x� y� u�� � �u� � u � ��

B u � e�x�y	�y��x	
h
f�x � y �

Z �x�y

�
g�se��x�y	sds

i
�

�	��	 � � ��� 	� �� �	��	 a  � �� B  � ��� �	��	 nET�
�	��	 dA� �	��	 dA� �	��	 nET� �	��	 a dA� B NET�

kONTRPRIMER� u � um�x� t � Re expf�pm�im�t� � � ip
�

mxg �

���



expf�pm � mp
�
xg cos �m�t� mp

�
x
�
� �	��	  � ��

�	�� nET� pRIMER� un�x� y �
�

n�
eny sin

�p
n� � � x

�
�

�	�	 nET� �	�	 jx� 
 x�j �
p
�� �	�	 pRIMER� 	�x � �� ��x � x�

�	�	 A 	�x � �x�� ��x � �x� NET� B 	�x � x�� ��x � x�
�	�	 nET�
�	�	 � � �	  � L�BOE� � � �	  � �����
�	�	  � �	 � � L�BOE�  	� �	 � � ����� �	�	 ���
�	��	 t� �

� � jx�j
a

	 c �
�

�a

Z �

��
��x dx�

�	��	 ��a� �	��	 � � �� � �� �	��	 u�x� y� t �
�
e��x�t	

�

�

e��x�t	
�

� arctg�y � t � arctg�y � t � �cosx� sin y sin t
�
���

�	��	 u�x� t �
�

��jxj
�
�t� jxj� � ��t� jxj����	 jxj 	� �� u��� t � t��

�	��	u �
arctg�x� � x� � x� � t

p
�� arctg�x� � x� � x� � t

p
�

�
p
�

�

�	��	 A u�t� x� y� z � sinx cos �t� e�z ch �t�

B u�t� x� y� z � �yz� � �t��y� � z� �
��

�
t��

W u�t� x� y� z �
�

�

h
��x� y� z��

p
�� t exp��x�y� z��

p
�� t�

��x� y � z � �p�� t exp��x� y � z � �p�� t
i
�

�	��	 ���� �	��	 a x�� � x�� � �t � �
�� B ����

�	��� a � � t � minfx�� x�� �� x�� �� x�g�
�	��	 � � t � ����	 ��� � t � jxj � �� t�
��� � t � �	 jxj � min��� t� t� ���� �	��	 q � ��� �m�
�	��	 A n � �� �� KONTRPRIMER DLQ n � � SM� ZADA�U �	���
�	��	 nET� �	��	 a t � �� � x� �� � x	 � � x � ����
t � ��� � x�� �� � x � �� � x� �� � x	 ��� � x � �����
t � ��x� ���� x� � � �� � x� �� � x	 x � �����
�	��	 I � 	� �	 	 � C��R�	 	��� � �	 �	���� � ��

u�x� t �

�
�
� �	�x� t � 	�x� t�� x � t�
�
� �	�x� t � ���

���	�t� x� �
���	���� x � t�

II � � �	 	�x � K � const� u�x� t �

�
K� x � t�

K � f�t � x� x � t�

���



GDE f � C��R�	 f�� � f ��� � f ���� � ��
�	��	 	��x� ���x � C� �	��	 A � �	 
 � 
p��
u�x� t �

�
�
�

�
e��x�t	

�

� e��x�t	
��
� x � t�

�
�

�
e��x�t	

� � e��x�t	
��
� cos

p
��x� t� x � t�

�	��	 B � � �� �� � ���� ��� � �� �	���  � �	 �� k � L�BYE�
 	� �	 � � �	 k � �� RE�ENIE EDINSTWENNO PRI k � �� I NEEDIN�
STWENNO PRI k � ���
�	��	 a � � t� x � �	 � � t� x � ����
W u�x� t � 	��t � x��� 	���t� x�� � ��t � x�
�	��	  � � � � � �� u�x� t � sinx cos t�
�	��	 a �� � ����� B � sin� �x� �	��	 nET� �	��	 ������
�	��	 ������� �	��	 
 �� f
��
�g� �	��	  	� 
k�� k � N�
�	��	 A k � ���� B SM� RE�ENIE� �	��	 dA�

�	�	 dA� �	�	 nET� �	�	 a nET� B DA� W NET� �	�	 nET� �	�	 nET�

�	�	 dA� �	�	 �� �	�	 A pRI L�BOJ 	�x� B

Z �

�

	�xdx � ��

�	��	  � ��� �	��	

Z 


�
	�x sinx dx � ��

�	��	 a 	�x � L�BAQ� B

Z �


�
	�x sin

kx

�
dx � � PRI k � �� ��

W 	�x � �� �	��	 � � �x��� �	��	 x�x�� �	��	 �� �	��	  � ����

�	��	 �x��� �	��	 ��� �	��	 A l � ���� B

Z �

�

	�x sh�
xdx � ��

GDE 
 � � 
 RE�ENIE URAWNENIQ 
 � � th
�
�	��	 W ��� �	��	 B nET� �	��	 mOVNO�
�	��	 nEOGRANI�ENO� �	��	 a��� x � bx� �	��	 nET�
�	��	 t � ���K� �	��	 nET� �	��	 u�x� t � C� �	��	 ����
�	��	 ���� �	��	 A��� �	��	 A ���� B ���� W ����
�	��	 A	 B u�t� x � e��x��x��x�	 �	��	

p
�� �	��	 A � ����

�	��	 dA�

�	�	 u�x� y � xy� � x�y �C�x�C�� �	�	 u�x � ��
�	�	 u�x� y � C�x� C�y �C�	 GDE C� � C��
�	�	 nET� �	�	 sUMMA RAWNA NUL�� �	�	 �� �	�	 ����� ����
�	�	 wTOROJ INTEGRAL� �	�	 u��x�� �	��	 a nET� B DA�
�	��	 a nET� B DA� W NET� G DA�
�	��	

p
�� �	��	 nET� �	��	 dA� �	��	 �B� ��

�	��	 nET� pRIMER� Q � ���
p
���� ��� ����

���



u�x� y � exp��x�� sin�x�
p
� sin�y���

�	��	 wERNO	 u � �� �	��	 nET�
�	��	fUNKCIQ u�x� POLU�ENNAQ PO FORMULE DLQ RE�ENIQ ZADA�I
dIRIHLE S RAZRYWNOJ GRANI�NOJ FUNKCIEJ	 NAPRIMER�

�u � �� jxj � �� u
��
jxj�� �

�
�� x� � ��
�� x� � ��

�	��	 nET� �	��	  � f����� �g�
�	��	 I  	� �� ��� u � �� � �

� � ln �� �

II  � �� � � ���� u � ln� � C�

�	��	 dA� �	��	 u �
�
p
�

�
�
cos �

�
� sin ��

���
�

�	��	 a dA� B NET� �	��	  � �� �	��	  � ����
�	��	 u��� y � � � �y � � ln��� y � y ln��y�
�	��	 ��� �	��	 dA�
�	��	 A dA� B u�r� � � �

�

�
�
r � r

�
cos � � �

�

�
�
r � r

�
sin ��

�	��	 A pRIMER� u�x� y � sin��x exp��y� B dA�
�	��	 nET� �	��	 ������ �	��	 nET� �	�� a � ����
�	�� nET� �	��	 A nET� B dA�

�	��	 a u��� � �
�P
k��

k�p���k
q

sin�kq�� B q � �p� ��

�	��	 B u�x � �� W u�x � �� �	��	 u�x � ��
�	��	 ���� �	��	 ��� �	��	 ����������

���



�KZAMENACIONNYE WARIANTY

���� GOD� POTOK �KONOMISTOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
a	�	gORICKIJ

�	 A ���� nAJTI WSE �	 PRI KOTORYH SU�ESTWUET LINEJNAQ ZA�
MENA PEREMENNYH �x� y� �t� z	 PEREWODQ�AQ URAWNENIE

uxx � �uxy � �uyy � � ��

� W URAWNENIE STRUNY utt � uzz�
� W URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI ut � uzz�
B ���� tE VE WOPROSY OB URAWNENII

uxx � �uxy � �uyy � ��ux � ��uy � ��

W �� pUSTX OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ u�x� y � C��R� UDOWLETWO�
RQET URAWNENI� �� S NEKOTORYM � � �� mOVET LI PRI �TOM

u 	� const� oTWET OBOSNOWATX�
G �� tOT VE WOPROS DLQ � � ���
�	 A ���� oPISATX WSE ��PERIODI�ESKIE FUNKCII 	�x I ��x	
PRI KOTORYH RE�ENIE u�t� x ZADA�I kO�I

�utt � uxx� u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x ��

QWLQETSQ PERIODI�ESKOJ FUNKCIEJ PO t� nAJTI �TOT PERIOD�
B ���� tE VE WOPROSY DLQ ZADA�I

�utt � uxx � sin t� u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x�

W �� mOVET LI PERIOD PO t U RE�ENIQ u�t� x ZADA�I kO�I ��
BYTX MENX�E �� PRI USLOWII	 �TO 	 I � � ��PERIODI�NY I NE

IME�T MENX�IH PERIODOW�

�	 pUSTX u�t� x � RE�ENIE W POLUPOLOSE �t� x � ������ ��� �
KRAEWOJ ZADA�I

ut � uxx� ux
��
x��

� u
��
x�


� �� u
��
t��

� 	�x�

A �� dOKAZATX	 �TO sup
��x�


ju��� xj � sup
��x�


j	�xj�
B �� wERNO LI	 �TO DLQ L�BOGO NA�ALXNOGO USLOWIQ 	�x WY�
POLNENO

sup
��x�


ju��� xj � �

�
sup

��x�

j	�xj �

���



W �� nAJTI RE�ENIE u�t� x POSTAWLENNOJ ZADA�I S NA�ALXNOJ
FUNKCIEJ 	�x � �� � x�� � x�

�	 A ���� dATX OPREDELENIE PROIZWODNOJ W SMYSLE sOBOLEWA�

dATX OPREDELENIE PROSTRANSTWA
�
H����

B �� pRIWESTI PRIMER NIGDE NE DIFFERENCIRUEMOJ �W KLASSI�

�ESKOM SMYSLE FUNKCII	 PRINADLEVA�EJ PROSTRANSTWU
�
H���	

� � R�� dOKAZATX EE PRINADLEVNOSTX �TOMU PROSTRANSTWU� oT�
WET OBOSNOWATX�
W �� rASSMATRIWAETSQ FUNKCIQ f�x �

�jxj sin�
jxj�� W EDI�
NI�NOM �ARE B� � fx � R� j jxj � �g� pRI KAKIH  I 
 WYPOL�
NENO f�x � H��B��

kRITERII OCENOK� �OTLI�NO� � �� BALLOW� �HORO�O� �
�� BALLOW� �UDOWLETWORITELXNO� � � BALLOW PRI MAKSIMALXNO
WOZMOVNOJ SUMME �� BALLA� wREMQ NAPISANIQ � � ASTRONOMI�
�ESKIH �ASA�

���� GOD� POTOK MEHANIKOW� PERESDA�A� LEKTOR

a	�	gORICKIJ

pERWAQ �ASTX

�	 A �� oPREDELITX TIP URAWNENIQ

uxx � �uxy � uyy � �ux � ��� uy �
� �
�

u � � ��
W ZAWISIMOSTI OT PARAMETRA  � R�
B �� pRIWESTI URAWNENIE �� K KANONI�ESKOMU WIDU PRI  � ��
W �� tOT VE WOPROS DLQ  � ��
G �� nAJTI OB�EE RE�ENIE URAWNENIQ �� PRI  � ��
W �� tOT VE WOPROS DLQ  � ��

�	 A �� dATX OPREDELENIE FUNKCII gRINA ZADA�I dIRIHLE DLQ
URAWNENIQ lAPLASA W OGRANI�ENNOJ OBLASTI � � R��
B �� w PREDPOLOVENII	 �TO SU�ESTWUET KLASSI�ESKOE RE�ENIE
ZADA�I

�u�x � f�x� x � �� u
��
x��� � 	�x�

WYWESTI FORMULU	 DA��EE �TO RE�ENIE �EREZ FUNKCI� gRINA�
W �� nAPISATX FORMULU pUASSONA	 DA��EE RE�ENIE ZADA�I dI�
RIHLE DLQ URAWNENIQ lAPLASA W �ARE�

���



�	 A �� sFORMULIROWATX POSTANOWKU ZADA�I kO�I DLQ URAWNE�
NIQ TEPLOPROWODNOSTI�
B �� sFORMULIROWATX I DOKAZATX PRINCIP MAKSIMUMA DLQ

URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W SLOE I TEOREMU EDINSTWENNOSTI

DLQ POSTAWLENNOJ ZADA�I kO�I�

wTORAQ �ASTX

�	 nAJTI FUNKCI� u�x� y� z� t	 QWLQ��U�SQ RE�ENIEM ZADA�I

kO�I �
�

�u

�t
�

��u

�x�
�
��u

�y�
�
��u

�z�
�

u
��
t��

� e�x
�

cos��y � z�

�	 nAJTI	 PRI KAKIH a I b IMEET RE�ENIE SLEDU��AQ ZADA�A

�
�
�u � r��a� cos� �� u � u�r� �� r � ��

�u

�r

���
r��

� bj�j� �� � � � ��

uSLOWIQ PROWEDENIQ �KZAMENA	 wREMQ NAPISANIQ PERWOJ
�ASTI RABOTY��	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�dLQ POLU�ENIQ OCEN�
KI �UDOWLETWORITELXNO� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO NABRATX NE

MENEE � BALLOW IZ WOZMOVNYH ��� dLQ TOGO �TOBY PRETENDOWATX

NA OCENKI �HORO�O� I �OTLI�NO� NEOBHODIMO NABRATX NE MENEE
SOOTWETSTWENNO � I �� BALLOW	 I TEM SAMYM PROJTI NA WTORU�

�ASTX �KZAMENA�
dALEE	 DLQ POLU�ENIQ OCENKI �OTLI�NO� ILI �HORO�O� PO

REZULXTATAM WTOROJ �ASTI �KZAMENA NEOBHODIMO RE�ITX	 SOOT�
WETSTWENNO OBE ILI ODNU IZ PREDLOVENNYH ZADA��

���� GOD� POTOK MEHANIKOW� DOSRO�NYJ �KZAMEN� LEKTOR
g	a	�E�KIN

�	 A �� dATX OPREDELENIE AWTOMODELXNOGO RE�ENIQ I NAJTI

AWTOMODELXNYE RE�ENIQ URAWNENIQ

ut �

�
u

�

�
x

� � ��

���



B �� pOSTROITX KAKOE
NIBUDX NETRIWIALXNOE NE�NTROPIJNOE
OBOB��ENNOE RE�ENIE ZADA�I kO�I DLQ URAWNENIQ �� S N�U�

u
��
t��

� �

�	 A �� oPREDELITX TIP URAWNENIQ

uxx � �uxy � ��uyy � uy � ux � � ��

W ZAWISIMOSTI OT DEJSTWITELXNOGO PARAMETRA �
B �� pRIWESTI URAWNENIE �� K KANONI�ESKOJ FORME�
W �� nAJTI OB�EE RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ�
�	 A �� sFORMULIROWATX WARIACIONNU� POSTANOWKU ZADA�I dI�
RIHLE S NEODNORODNYMI KRAEWYMI USLOWIQMI�
B �� dOKAZATX OGRANI�ENNOSTX FUNKCIONALA SNIZU�
W �� wY�ISLITX

inf
w��jxj��	�

�

H���	

Z
�

�jrwj�� �w�dx�
ESLI � � fx � �x�� x� � � � jxj � �g�
kRITERII OCENOK� �OTLI�NO� � �� BALLOW� �HORO�O� �

� BALLOW� �UDOWLETWORITELXNO� � � BALLOW PRI MAKSIMALXNO

WOZMOVNOJ SUMME �� BALLOW� wREMQ NAPISANIQ � �	� ASTRONO�
MI�ESKIH �ASA�

���� GOD� POTOK MEHANIKOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
g	a	�E�KIN

pERWAQ �ASTX	
�	 A �� dAJTE OPREDELENIE OBOB��ENNOGO RE�ENIQ URAWNENIQ

ut �

�
u�

�

�
x

� �� ���

B �� pUSTX u�t� x � KUSO�NO GLADKOE FINITNOE OBOB��ENNOE
RE�ENIE URAWNENIQ ��� S LINIEJ RAZRYWA x � x�t� oBOZNA�IM

S�t �

�Z
��

u�t� x dx�

���



dOKAVITE	 �TO S�t NE ZAWISIT OT t�
�	 A �� dAJTE OPREDELENIE GARMONI�ESKOJ FUNKCII
B �� sFORMULIRUJTE TEOREMU lIUWILLQ DLQ GARMONI�ESKIH

FUNKCIJ�
W ��B nAJDITE WSE GARMONI�ESKIE W R� FUNKCII	 DLQ KOTORYH

uy�x� y � i xy � i e�x�iy	�

�	 A �� dAJTE OPREDELENIE KORREKTNOSTI POSTANOWKI ZADA�I�
B ��B kORREKTNA LI ZADA�A kO�I DLQ URAWNENIQ

ut � �uxx�

oTWET OBOSNOWATX�
kRITERIJ OCENOK�

pERWAQ �ASTX

�
� � �UDOWLETWORITELXNO�	

�
�� � �DOPUSK� KO WTOROJ �ASTI �KZAMENA�
wREMQ NAPISANIQ � �	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

wTORAQ �ASTX	

�	 �� pUSTX G�x� y � FUNKCIQ gRINA ZADA�I dIRIHLE DLQ OPE�
RATORA lAPLASA� dOKAVITE	 �TO G�x� y � G�y� x�
�	 rASSMOTRIM ZADA�U�

�u � f W ��
�u
�� � � NA ���

���

A �� dAJTE WARIACIONNU� POSTANOWKU ZADA�I ����
B �� dOKAVITE IMPLIKACI�

kLASSI�ESKOE RE�ENIE ���
�

oBOB��ENNOE RE�ENIE ���
m

rE�ENIE WARIACIONNOJ ZADA�I� SOOTWETSTWU��EJ ����

�	 pUSTX Q � ��� l� ��� T �
���



rASSMOTRIM KRAEWU� ZADA�U���
���

��u
�t� �

�
�x

�
�cos x� ��u�x

�� �sin 
x
l u W Q�

u � sin 
x
l PRI t � �� � � x � l�

ut � � PRI t � �� � � x � l�
u � � PRI x � �� l� � � t � T�

���

A �� nAPI�ITE SHEMU METODA fURXE DLQ TAKOJ ZADA�I
B �� dOKAVITE	 �TO

E�t �
lZ

�

h
�cosx� ��ux

� � �sin
�x

l
u� � �ut

�
i
dx

NE ZAWISIT OT WREMENI�
kRITERIJ OCENOK�
wTORAQ �ASTX

�
� � �UDOWLETWORITELXNO�	
�
� � �HORO�O�	
�
�� � �OTLI�NO�
wREMQ NAPISANIQ � �	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

���� GOD� POTOK MEHANIKOW� PERESDA�A� LEKTOR

g	a	�E�KIN

pERWAQ �ASTX	
�	 rASSMATRIWAETSQ ZADA�A kO�I�

ut � lnu ux � ��

u
���
t��

� u��x�
���

pOSTROITX RE�ENIE ���� BALLA	 PROWERITX WYPOLNENIE

USLOWIQ rANKINA�g�GONIO I USLOWIQ WOZRASTANIQ �NTROPII

���� BALL	 ESLI

a u��x �

�
� PRI x � ��
� PRI x � ��

B u��x �

�
� PRI x � ��
� PRI x � ��

�	 �� nARISOWATX GRAFIK RE�ENIQ u�t� x W MOMENT t � � DLQ

NA�ALXNOJ ZADA�I

utt �
�

�
uxx� u��� x � �� ut��� x �

�
sinx� x � ��� ����
�� x �� ��� ����

���



�	 pUSTX � � f�x� y � IR�
���� � x� � �y� � �g� "� � f�x� y �

IR�
���x� � �y� � �g� "� � f�x� y � IR�

���x� � �y� � �g� rASSMOTRIM
KRAEWU� ZADA�U W OBLASTI � ��

�
�u � � W ��

xux � �yuy �
p
x� � ��y�u � � NA "��

xux � �yuy �
p
x� � ��y�u � � NA "�

���

a �� eDINSTWENNO LI RE�ENIE ZADA�I ����
B �� nAJTI ZNA�ENIE RE�ENIQ W TO�KE ��� ��
W �� nAPISATX OPREDELENIE OBOB��ENNOGO RE�ENIQ ZADA�I ����
G �� BALLA nAPISATX WARIACIONNU� POSTANOWKU ZADA�I ����
kRITERIJ OCENOK�
pERWAQ �ASTX

�
�� � �UDOWLETWORITELXNO�	
��
�� � �DOPUSK� KO WTOROJ �ASTI �KZAMENA�
wREMQ NAPISANIQ � �	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

wTORAQ �ASTX	

�	 A �� nAJTI WSE HARAKTERISTIKI URAWNENIQ

uxy � uyy � ux � uy � ��

B �� nAJTI EGO OB�EE RE�ENIE�
�	 �� nAJTI max

x��y���
U �x� y	 GDE U �x� y � RE�ENIE ZADA�I kO�I

y
�u

�x
� x� � x

�u

�y
� y�� u��� y �

�

y�
�

�	 �� nAJTI RE�ENIE ZADA�I

uxx � utt � sinx� sin t� f� � x � �� t � �g�

u
���
x��

� �� u
���
x�


� �� u
���
t��

�
x

�
�
�u

�t

���
t��

� ��

�	 iMEETSQ ZADA�A �TURMA�lIUWILLQ�
p�xX�

��
� q�xX � �X � �� x � ��� l��

���



p � C�
�
��� l�

�
� q � C

�
��� l�

�
� p � p� � �� q � �� X � C�

�
��� l�

�
�

A �� pOKAZATX	 �TO � � �
B �� dOKAZATX	 �TO SOBSTWENNYE �ISLA STREMQTSQ K ���
kRITERIJ OCENOK�
wTORAQ �ASTX

�
� � �UDOWLETWORITELXNO�	
�
� � �HORO�O�	
��
�� � �OTLI�NO�
wREMQ NAPISANIQ � �	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
e	w	rADKEWI�

�	 A �� dATX OPREDELENIE SLABOGO RE�ENIQ �RE�ENIQ W SMYSLE
INTEGRALXNOGO TOVDESTWA URAWNENIQ hOPFA�
B �� pOSTROITX KUSO�NO
POSTOQNNOE RE�ENIE S ��TX� LINIQMI

RAZRYWA�
W �� dOKAZATX	 �TO NE SU�ESTWUET KUSO�NO
POSTOQNNOGO RE�E�
NIQ S ��MQ LINIQMI RAZRYWA�
�	 A �� dATX OPREDELENIE AWTOMODELXNOGO RE�ENIQ I NAJTI

AWTOMODELXNYE RE�ENIQ URAWNENIQ

ut � u�ux � �

B �� dOKAZATX EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ	 UDOWLETWORQ��EGO
USLOWI� NEWOZRASTANIQ �NTROPII	 W KLASSE AWTOMODELXNYH RE�
�ENIJ�
�	 A �� sFORMULIROWATX USLOWIE SU�ESTWOWANIQ KLASSI�ESKOGO
RE�ENIQ ZADA�I kO�I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ�
B �� pUSTX u � KLASSI�ESKOE RE�ENIE ZADA�I kO�I

utt � uxx� � � t � T� x � R��
u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��

A uN � KLASSI�ESKOE RE�ENIE SME�ANOJ ZADA�I

uNtt � uNxx� � � t � T� x � ��N�N ��

uN
��
t��

� 	N �x� uNt
��
t��

� ��
�uN

�x

����
x�N

� ��

���



pRI �TOM

	N � 	 PRI x � ��M � � M �  I

	N � � PRI x 	� ��N � �� N � �

DLQ DOSTATO�NO MALYH FIKSIROWANNYH  I � TAKIH	 �TOM� �
N � �� dOKAZATX	 �TO SU�ESTWUET TAKOE N�� �TO u � uN NA

OTREZKE ��M�M � PRI N � N��
�	 �� dLQ KAKIH IZ TR�EH URAWNENIJ NA PLOSKOSTI

ut � uxx� utt � uxx� utt � �uxx
SU�ESTWUET NETRIWIALXNOE RE�ENIE S OGRANI�ENNYMI I ZAMK�
NUTYMI LINIQMI UROWNQ�
�	 A �� sFORMULIROWATX LEMMU O NORMALXNOJ PROIZWODNOJ�
B �� dOKAZATX	 �TO GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ u � C����

�u

��
� � NA "�� u � � NA "��

"� � "� � ��� mesn��"� 	� �� TOVDESTWENNO RAWNA NUL��
�	 A �� sFORMULIROWATX TEOREMU O SREDNEM DLQ GARMONI�ES�
KIH FUNKCIJ�
B �� dOKAZATX	 �TO FUNKCIQ u � C���	 UDOWLETWORQ��AQ TEO�
REME O SREDNEM DLQ L�BOGO �ARA K � �	 QWLQETSQ GARMONI�ES�
KOJ�
�	 �� pUSTX C � KONUS

�
�x� y

��  � x
y � �

�
� dOKAZATX	 �TO

NE SU�ESTWUET OB�EJ KONSTANTY W NERAWENSTWE fRIDRIHSA DLQ

WSEH OGRANI�ENNYH � � C�
kRITERII OCENOK� �OTLI�NO� � �� BALLOW� �HORO�O� �

�� BALLOW� �UDOWLETWORITELXNO� � � BALLOW PRI MAKSIMALXNO
WOZMOVNOJ SUMME �� BALLOW� wREMQ NAPISANIQ � � ASTRONOMI�
�ESKIH �ASA�

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� DOSRO�NYJ �KZAMEN� LEK
TOR a	s	�AMAEW

�	 A �� nAPI�ITE FORMULU dALAMBERA DLQ RE�ENIQ URAWNENIQ
KOLEBANIJ STRUNY�
B �� pUSTX K �

�
�x� y � R� �� x� � y� � �

�
� EDINI�NYJ

���



KRUG W R�� kORREKTNA LI ZADA�A� NAJTI u�x� y � C��K�C�K�
TAKU� �TO

uxx � uyy � � W K� u
��
�K

� 	�x� y�

	�x� y � C��K � PROIZWOLXNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ�

�	 A �� dAJTE OPREDELENIE PROSTRANSTWA
�
H��Q�

B �� dOKAVITE POLNOTU PROSTRANSTWA H��Q�
W �� pUSTX Q �

�jxj � �� x � R��� sPRAWEDLIWO LI SLEDU��EE
UTWERVDENIE� SU�ESTWUET POSTOQNNAQ C � �� TAKAQ	 �TO DLQ

L�BOJ u�x � C��Q ��u���� � C
��u��

H��Q	
�

eSLI �DA� � DOKAVITE	 �NET� � PRIWEDITE OPROWERGA��IJ

PRIMER�
�	 A �� pUSTX K �

�
� � jxj � �

�
� �KOLXCEWAQ� OBLASTX W R��

eDINSTWENNO LI RE�ENIE SLEDU��EJ KRAEWOJ ZADA�I�

�u � � W K� u � C��K �C��K�

�u

�n

����
jxj��

� 	��x�� x�� u
��
jxj�� � 	��x�� x��

	�� 	� � PROIZWOLXNYE NEPRERYWNYE FUNKCII NA OKRUVNOSTQH�jxj � �� I �jxj � �� SOOTWETSTWENNO� oTWET OBOSNUJTE�
B �� nAJDITE RE�ENIE POSTAWLENNOJ W P� �a ZADA�I	 ESLI

	� � cos �� 	� � sin �

�� � POLQRNYJ UGOL NA PLOSKOSTI�
�	 A �� sFORMULIRUJTE PRINCIP MAKSIMUMA DLQ URAWNENIQ

lAPLASA�
B �� sPRAWEDLIW LI PRINCIP MAKSIMUMA DLQ URAWNENIQ

�u� ux � u � �� � �
��

�x�
�

��

�y�
�

W OGRANI�ENNOJ OBLASTI Q NA PLOSKOSTI W TOJ VE FORME	 KAK
DLQ URAWNENIQ lAPLASA� oTWET OBOSNUJTE�

���



�	 A �� sFORMULIRUJTE TEOREMU lIUWILLQ DLQ URAWNENIQ lAP�
LASA�
B �� pUSTX u�x � GARMONI�ESKAQ W R� FUNKCIQ IZZZ

R�

u��x dx

�� � jxj� ���

wERNO LI	 �TO u�x � const W R�� oTWET OBOSNUJTE�
�	 A �� dAJTE OPREDELENIE POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ�
B �� dOKAVITE	 �TO POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ	 SOZDAWAEMYJ
ZAMKNUTOJ POWERHNOSTX� lQPUNOWA S I IME��IJ EDINI�NU�

PLOTNOSTX	 RAWEN � WNE S I �� WNUTRI S�
�	 A �� nAPI�ITE FORMULU pUASSONA DLQ RE�ENIQ ZADA�I kO�
�I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI�
B �� pUSTX u�x� t � RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI S

�POTENCIALOM��

ut � uxx � u� t � �� x � R��
UDOWLETWORQ��EE NA�ALXNOMU USLOWI�

u
��
t��

� sin� x�

dOKAVITE	 �TO SU�ESTWUET POSTOQNNAQ A� TAKAQ	 �TO��u�t� x�Ae�t
�� � �te�t�

GDE FUNKCIQ �t� � PRI t��� nAJDITE POSTOQNNU� A�
wSEGO �� BALL

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
a	s	�AMAEW

�	 A �� sFORMULIRUJTE OPREDELENIE HARAKTERISTI�ESKOJ PO�
WERHNOSTI DLQ DIFFERENCIALXNOGO OPERATORA WTOROGO PORQDKA�
B �� rASSMOTRIM ZADA�U� NAJTI W SEKTORE

K �
�
�x� tj x � �� t � �� t � �x

�
FUNKCI� u�x� t � C��K�C�K� UDOWLETWORQ��U� URAWNENI�

utt � uxx

���



I NA�ALXNYM I GRANI�NYM USLOWIQM

u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x� u
��
t��x

� ��

	�x� ��x � C�������� iMEET LI �TA ZADA�A RE�ENIE I ESLI
�DA� � EDINSTWENNO LI ONO� oTWET OBOSNUJTE�
�	 A �� dOKAVITE NERAWENSTWO fRIDRIHSA�
B �� sPRAWEDLIWO LI NERAWENSTWO fRIDRIHSA W POLOSE

� �
�
�x� y � � � x � �� �� � y ����

eSLI �DA� � DOKAVITE	 �NET� � PRIWEDITE OPROWERGA��IJ

PRIMER�
�	 A �� pRIWEDITE KLASSI�ESKU� POSTANOWKU ZADA�I dIRIHLE W

OGRANI�ENNOJ OBLASTI Q I DOKAVITE EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ�
B �� dOKAVITE	 �TO RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE W POLOSE � ��
�x� y � � � x � �� �� � y � ���

�u � � W �� u
��
x��

� 	��y� u
��
x��

� 	��y�

	�� 	� � C�R� NEEDINSTWENNO�
W �� eDINSTWENNO LI RE�ENIE PREDYDU�EJ ZADA�I S DOPOLNI�
TELXNYM USLOWIEM

u�x� y� � PRI jyj � ��
oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pUSTX Q �

�
x � R�� jxj � �

�
� �AR W �ETYREHMERNOM

PROSTRANSTWE	 � �
�
x � R� � x� � �� x� � �� x� � �� � � x� � ���

�
� OTREZOK WR�� Q� � Qn�� nAJDITE OBOB�ENNOE RE�ENIE ZADA�I
dIRIHLE u�x � Z

Q�

�ru�rv dx � � �v � �
H��Q��

u� 	�x �
�
H��Q��

	�x � C�
� �Q I 	�x � � PRI x � ��

�	 �� sU�ESTWUET LI POLOVITELXNAQ GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ

W �ARE Q �
�jxj � �

�
� x � R�� TAKAQ	 �TO u��� �� � � ��

u��� �� ��� � ��� oTWET OBOSNUJTE�

���



�	 �� pUSTX u�t� x � C��� � C�� � KLASSI�ESKOE RE�ENIE

URAWNENIQ

ut � uxx � v�t� x�

GDE � � ��������� �� v�t� x � OGRANI�ENNAQ IZMERIMAQ FUNK�
CIQ	 UDOWLETWORQ��AQ OCENKE jvj � C� C � � � ZADANNAQ POSTO�
QNNAQ� pUSTX

u
��
t��

� 	�x� GDE 	�x � C����� ����
u
��
x��

� u
��
x��

� � �t � ��

mOVNO LI TAK WYBRATX FUNKCI� v�t� x� �TO u�t� x � � �t � t��
t� � NEKOTORAQ POLOVITELXNAQ POSTOQNNAQ� oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pRI KAKIH ZNA�ENIQH PARAMETRA a � R� FUNKCIQ u�t� x�
RAWNAQ NUL� PRI t � ax I EDINICE PRI t � ax� �t� x � R��
QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ

ut � ux

W SMYSLE TEORII OBOB�ENNYH FUNKCIJ� oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pUSTX u�t� x � C��� � C��� � KLASSI�ESKOE RE�ENIE

URAWNENIQ

ut � uxx � �u W POLOSE � � ������ ��� ��
UDOWLETWORQ��EE KRAEWYM USLOWIQM

u
��
x��

� u
��
x��

� �� t � ��

dOKAVITE	 �TO DLQ u�t� x IMEET MESTO NERAWENSTWO��u�t� x�� � Ce�t�

GDE C � � � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ�
wSEGO �� BALL

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� PERESDA�A� LEKTOR

a	s	�AMAEW

�	 A �� sFORMULIRUJTE TEOREMU kO�I�kOWALEWSKOJ�
B �� pRI KAKIH WE�ESTWENNYH  SU�ESTWUET RE�ENIE

u�x� t � C��K �C��K� K � ������ ������
���



SLEDU��EJ KRAEWOJ ZADA�I�

utt � uxx W K�

u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x� 	�x� ��x � C�
�

�
��������

ux � u
���
x��

� � DLQ t � ��

oTWET OBOSNUJTE�
�	 A �� pRIWEDITE FORMULIROWKU STROGOGO PRINCIPA MAKSIMU�
MA DLQ URAWNENIQ lAPLASA�
B �� sPRAWEDLIW LI PRINCIP MAKSIMUMA DLQ URAWNENIQ

utt � uxx�

eSLI �DA� � DOKAVITE	 �NET� � PRIWEDITE OPROWERGA��IJ

PRIMER�
�	 �� pUSTX u�x� t � RE�ENIE ZADA�I

utt � uxx W � � ��� �� ������

u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x� 	�x� ��x � C�
� ��� ��

u
��
x��

� u
��
x�


� � DLQ t � ��

u�x� t � C����C��� I u�x�� t � � DLQ WSEH t � t�� t� � const �
� I x�

� � IRRACIONALXNOE �ISLO� wERNO LI	 �TO u�x� t � � W ��
oTWET OBOSNUJTE�
�	 A �� nAPI�ITE FORMULU pUASSONA DLQ RE�ENIQ ZADA�I kO�
�I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ W SLU�AE DWUH PROSTRANSTWENNYH

PEREMENNYH�
B �� dOKAVITE	 �TO FUNKCIQ	 OPREDELQEMAQ FORMULOJ pUASSO�
NA	 UDOWLETWORQET NA�ALXNYM USLOWIQM PRI t � ��
�	 �� pUSTX FUNKCIQ u�x� ZADANNAQ W �ARE Q� �

�
x � R�� jxj �

�
�
� UDOWLETWORQET URAWNENI�

�u � �u �� � const � �

I u�x � � W �ARE RADIUSA �� Q� �
�
x � R�� jxj � �

�
� � � const�

� � � � �� dOKAVITE	 �TO u � � W Q��

���



�	 �� pUSTX Q � OGRANI�ENNAQ OBLASTX S GRANICEJ �Q KLASSA

C�� mOVET LI RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I�

�u� u � � W Q� u � C��Q �C��Q�
�u

�n

����
�Q

� ��

��n� WNE�NQQ NORMALX K �Q BYTX STROGO POLOVITELXNYM W Q�
oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pUSTX Q �

�
x � �x�� x� � R�� jxj � �

�
� EDINI�NYJ

KRUG	
Q� � Q � fx� � �g� Q� � Q � fx� � �g

I FUNKCIQ u�x � H��Q PRINADLEVIT KLASSAM C��Q� I

C��Q�� dOKAVITE	 �TO FUNKCIQ u�x NEPRERYWNA W Q�
�	 �� pUSTX POLOVITELXNAQ OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ UDOWLETWO�
RQET URAWNENI�

ut � �u W SLOE ��� ��R� I

u�t� x � � W KUBE ��� �� ��� �� ��� �� ��� ��

wERNO LI	 �TO u � � W SLOE ��� ��R�� oTWET OBOSNUJTE�
wSEGO �� BALLOW

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� PERESDA�A� LEKTOR

a	s	�AMAEW

�	 A �� sFORMULIRUJTE NERAWENSTWO fRIDRIHSA�
B �� sPRAWEDLIWO LI NERAWENSTWO fRIDRIHSA DLQ NEOGRANI�
�ENNOJ OBLASTI � �

�
�x� y � x � �� y � �

�
NA PLOSKOSTI� eSLI

�DA� � DOKAVITE	 �NET� � PRIWEDITE OPROWERGA��IJ PRIMER�
�	 �� rASSMOTRIM SLEDU��U� KRAEWU� ZADA�U W OBLASTI � ��
�x� y � � � x� � y� � �

�
NA PLOSKOSTI�

�u�x� y � � W ��

u�x� y � 	�x� y PRI x� � y� � ��

GDE 	�x� y � ZADANNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ	

lim
x��
y��

�x� � y�u�x� y � a�

���



GDE a � ZADANNOE WE�ESTWENNOE �ISLO� sU�ESTWUET LI RE�ENIE
TAKOJ ZADA�I� eSLI �DA�	 TO EDINSTWENNO LI ONO� oTWET OBOS�
NUJTE�
�	 �� pUSTX u�t� x � RE�ENIE ZADA�I�

utt � uxx

W POLOSE � � ������ ��� �� NA PLOSKOSTI	 x � ��� ��� t � ������
u � C����

u
��
x��

� 	�t� u
��
x��

� �� u
��
t��

� ut
��
t��

� � DLQ x � ��� ���
j	�tj � �� � � ZADANNOE �ISLO	 	�t � GLADKAQ FUNKCIQ� mOV�
NO LI TAK WYBRATX FUNKCI� 	�t� �TOBY RE�ENIE u�t� x DANNOJ
ZADA�I BYLO BY NEOGRANI�ENNOJ FUNKCIEJ NA �� oTWET OBOS�
NUJTE�
�	 �� pUSTX � � OGRANI�ENNAQ OBLASTX W Rn� u�x �FUNKCIQ

NA �� UDOWLETWORQ��AQ URAWNENI�

�u� u � � W �

IZ KLASSA C��� � C��� dOKAVITE	 �TO ESLI u � � NA ��� TO
u � � W ��
�	 A �� dOKAVITE	 �TO WSQKAQ FUNKCIQ IZ

�
H���� �� NEPRERYWNA�

B �� wSQKAQ LI NEPRERYWNAQ FUNKCIQ u�x NA OTREZKE ��� ���

TAKAQ	 �TO u�� � u�� � �� PRINADLEVIT
�
H���� ��� oTWET OBOS�

NUJTE�
�	 �� nAJDITE FUNDAMENTALXNOE RE�ENIE OPERATORA

L � d�

dx�
� �

d

dx
� ��

T�E� FUNKCI� u�x TAKU�	 �TO

u�� � �u� � u � ���x W R��

GDE ���x � �DELXTA
FUNKCIQ�	�
���x� 	

�
� 	�� �	�x � C�

� �R
��

eDINSTWENNO LI TAKOE RE�ENIE�

���



�	 �� pUSTX

T � �

�t
� ��

�x�

� OPERATOR URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI� dOKAVITE	 �TO FUNK�
CIQ

E�t� x � ��t

�
p
�t

e�
x�

�t �

GDE ��t � � PRI t � � I ��t � � PRI t � �� UDOWLETWORQET
URAWNENI�

TE�t� x � ���t� x

W SMYSLE TEORII OBOB�ENNYH FUNKCIJ�
wSEGO �� BALLA

�� GOD� POTOK MATEMATIKOW� DOSRO�NYJ �KZAMEN� LEKTOR
a	s	�AMAEW

�	 A �� dAJTE OPREDELENIE HARAKTERISTI�ESKOJ POWERHNOSTI

DLQ DIFFERENCIALXNOGO OPERATORA WTOROGO PORQDKA�
B ��pOSTROJTE MNOVESTWA HARAKTERISTI�ESKIH LINIJ NA PLOS�
KOSTI �x� t DLQ OPERATOROW

Lu � utt � �ux � �uxx� L � ut � �uxx � xux�

�	 A �� pUSTX u�t� x � RE�ENIE ZADA�I

utt � uxx� t � �� x � ��

u
��
x��

� �� u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��

supp	�x � ������ 	�x � C������iZWESTNO	 �TO SU�ESTWUET
T � �� TAKOE	 �TO PRI t � T� x � ���� u�t� x � BESKONE�NOGLAD�
KAQ FUNKCIQ� wERNO LI	 �TO 	�x � TAKVE BESKONE�NOGLADKAQ

FUNKCIQ� oTWET OBOSNUJTE�
B �� pUSTX u�t� x � RE�ENIE ZADA�I

ut � uxx� t � �� x � ��

u
��
x��

� �� u
��
t��

� 	�x�

���



FUNKCIQ 	�x � TA VE	 �TO W P� �a I j	j � M� iZWESTNO	 �TO
SU�ESTWUET T � �� TAKOE	 �TO PRI t � T� x � ���� u�t� x
� BESKONE�NOGLADKAQ FUNKCIQ� wERNO LI	 �TO 	�x � TAKVE

BESKONE�NOGLADKAQ FUNKCIQ� oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pUSTX K �

�
�x� y j x� � y� � �

�
� EDINI�NYJ KRUG NA

PLOSKOSTI �x� y� u�x� y � RE�ENIE ZADA�I

�u � x�y� u
��
�K

� ��

nAJDITE u��� ��
�	 �� dOKAVITE POLNOTU PROSTRANSTWA H����

�	 �� rASSMOTRIM W PROSTRANSTWE
�
H����� � MNOVESTWO A GLAD�

KIH FINITNYH FUNKCIJ 	�x� UDOWLETWORQ��IH USLOWI�

	��� � 	�� � ��

 � R� nAJDITE KORAZMERNOSTX ZAMYKANIQ A MNOVESTWA A W
�
H����� ��
�	 �� pUSTX �i�x� ui�x �i � �� �� � � �  � SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ

I SOBSTWENNYE FUNKCII ZADA�I �TURMA
lIUWILLQ�

Lui � �iui� ui�� � ui�� � �� kuikL�����	 � ��

L � d

dx

�
p�x

d

dx

�
� q�x�

p�x� q�x � GLADKIE FUNKCII	 UDOWLETWORQ��IE OCENKE

p�x� q�x �  � ��  � const � �� dOKAVITE NERAWENSTWO

sup
x�
����

��ui�x�� � �p


p
j�ij�

�	 �� pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX GARMONI�ESKIH W Rn FUNKCIJ�
un�x

�
SLABO SHODITSQ PRI n�� K FUNKCII u��x � L�

loc�R
n�

T�E� �	 � D�RnZ
Rn

un�x	�x dx ����
n��

Z
Rn

u��x	�x dx�

wERNO LI	 �TO u��x � GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ� oTWET OBOSNUJ�
TE�

���



�	 �� pUSTX 	�x � L��R� � C�R�� dOKAVITE	 �TO RE�ENIE
ZADA�I kO�I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

ut � uxx� t � �� u
��
t��

� 	�x�

x � ������ STREMITSQ K NUL� PRI t � � RAWNOMERNO PO

x � ������
wSEGO �� BALLOW

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
a	s	�AMAEW

�	 �� pUSTX u�t� x �x � R� � RE�ENIE ZADA�I kO�I DLQ WOL�
NOWOGO URAWNENIQ

ut � �u W ������R� I

u
��
t��

� �� ut
��
t��

� 	�x � C�
� �R

��

u � C�
�
������R�� �C�

�
������R�� � mOVET LI NOSITELX

FUNKCII u�t� x LEVATX W CILINDRE
�jxj � R

�� ������ ESLI
Z
R�

	�x dx 	� ��

�	 �� dOKAVITE	 �TO POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ S NEPRERYWNOJ
PLOTNOSTX�	 SOZDAWAEMYJ OGRANI�ENNOJ POWERHNOSTX� S � C��

UBYWAET NA BESKONE�NOSTI KAK �
r�
� GDE r � RASSTOQNIE DO NEKO�

TOROJ FIKSIROWANNOJ TO�KI O � S�
�	 �� pUSTX � �

�
�x� yj � � x � a� � � y � b

�
� PRQMOUGOLX�

NIK NA PLOSKOSTI I C � � � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ	 TAKAQ �TO

�u�x� y �
�
H��� SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO fRIDRIHSAZ

�

u�dx dy � C

Z
�

jruj�dx dy�

dOKAVITE	 �TO C �
a�b�

���a� � b�
�

���



�	 �� pUSTX

L � a
d�

dx�
� b

d

dx
� c

� DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR� pRI KAKIH a� b� c � R� SU�EST�
WUET NEPRERYWNOE NA R� RE�ENIE URAWNENIQ

Lu�x � ��x�

GDE ��x � �
FUNKCIQ �T�E� h�� 	i � 	�� �	 � C�
� �R

��
�	 ��pUSTX u�x � H�������� T�E� u�x � L��R

� I SU�ESTWU�
ET OBOB�ENNAQ PROIZWODNAQ PO sOBOLEWU ux�x � v�x � L��R

��
dOKAVITE	 �TO u�x � NEPRERYWNAQ FUNKCIQ I u�x � �� ESLI
jxj � ��
�	 �� pUSTX K �

�
�r� 	j � � r � �� � � 	 � ���

�
� KRUGOWOJ

SEKTOR RASTWOROM ���� u�r� 	 � GARMONI�ESKAQ W K FUNKCIQ	
PRINADLEVA�AQ C��K� dOKAVITE	 �TO��u�r� 	�� � Cr�

GDE C � � � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ�
�	 �� pRI KAVDOM LI  � R� ZADA�A

�u � � W K �
�
�r� 	j � � r � �

�
�

�u

�n

����
r��

� sin	�

�
�u

�n
� u

�����
r��

� sin�	�

u � C��K�C��K� IMEET HOTQ BY ODNO RE�ENIE� ��n� WNE�NQQ

NORMALX K GRANICE KOLXCA K�
�	 �� pOSTROJTE PRIMER OGRANI�ENNOJ W �ARE

�jxj � �
�
� x �

R�� GARMONI�ESKOJ FUNKCII u�x� TAKOJ	 �TO jruj NEOGRANI�EN
W
�jxj � �

�
�

�	 �� dOKAVITE �ISPOLXZUQ INTEGRAL pUASSONA	 �TO SU�ESTWU�
ET RE�ENIE SLEDU��EJ ZADA�I� u�t� x � C�

�ft � �g �R�x
�
�

ut � uxx W ft � �g �R�x I

u�t� x� 	�x W L��R
�
x PRI t� ��

GDE 	�x � ZADANNAQ FUNKCIQ IZ L��R
�
x �NE OBQZATELXNO NEPRE�

RYWNAQ#
wSEGO �� BALLOW

���



���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� PERESDA�A� LEKTOR

a	s	�AMAEW

�	 �� sTRUNA	 BESKONE�NAQ W OBE STORONY	 OTKLONENA W NA�ALX�
NYJ MOMENT WREMENI TAK	 �TO EE PROFILX IMEET WID

�

�

�
�
��J
J
JJ

� ��� �

�

x

u��	x

I NA�ALXNAQ SKOROSTX RAWNA �� fUNKCIQ u�t� x UDOWLETWORQET
URAWNENI�

utt � uxx�

nARISUJTE GRAFIK FUNKCII u
�
�
� � x

�
�

�	 �� dOKAVITE	 �TO ESLI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ	 SOZDAWA�
EMYJ ZAMKNUTOJ OGRANI�ENNOJ POWERHNOSTX� lQPUNOWA	 RAWEN
NUL� WNE �TOJ POWERHNOSTI	 TO PLOTNOSTX POTENCIALA � NULE�
WAQ �PLOTNOSTX PREDPOLAGAETSQ NEPRERYWNOJ�
�	 �� rASSMOTRIM ZADA�U kO�I W POLOSE � � ��� y���R�

x W R
�
x�y �

�u� u � � W �� u � C��� �C����

u
��
y��

� 	�x� uy
��
y��

� ��x�

	�x� ��x � OGRANI�ENNYE NEPRERYWNYE FUNKCII NA R�x� kOR�
REKTNA LI �TA ZADA�A W PARE PROSTRANSTW

E� � C�R�x �C�R�x� E� � C��� �	� � � E�� u � E��

eSLI �DA� � DOKAVITE	 �NET� � PRIWEDITE OPROWERGA��IJ

PRIMER�
�	 �� sPRAWEDLIW LI PRINCIP MAKSIMUMA DLQ GARMONI�ESKIH

FUNKCIJ	 ZADANNYH W POLOSE � IZ PREDYDU�EJ ZADA�I� eSLI
�DA� � DOKAVITE	 �NET� � PRIWEDITE OPROWERGA��IJ PRIMER�
�	 �� pRI KAKIH a � R� KRAEWAQ ZADA�A

�u� �u � x� a W �� u
��
��
� ��

���



� �
�
��� �� ��� �� IMEET HOTQ BY ODNO RE�ENIE� oTWET OBOS�

NUJTE�
�	 �� rASSMOTRIM KRAEWU� ZADA�U

utt � uxx W ��� ��� ������

u
��
x��

� �� ux
��
x��

� f�t� u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x�

	�x� ��x � GLADKIE FINITNYE FUNKCII� dOKAVITE	 �TO MOVNO
TAK WYBRATX GLADKU� FUNKCI� f�t� �TO RE�ENIE �TOJ ZADA�I
u�t� x BUDET NEOGRANI�ENNOJ FUNKCIEJ W POLOSE ��� ��� ������
�	 �� rASSMOTRIM KRAEWU� ZADA�U

ut � uxx W ��� ��� ������

u
��
x��

� f�t� u
��
x��

� g�t� u
��
t��

� 	�x�

f� g� 	 � GLADKIE FUNKCII	 PRI�EM

f�t� a PRI t��� g�t� b PRI t���

kAKOJ PREDEL PRI t � � W PROSTRANSTWE C��� �� �ESLI TAKOWOJ
WOOB�E ESTX IMEET RE�ENIE u�t� x �TOJ ZADA�I� oTWET OBOS�
NUJTE�
�	 �� pOSTROJTE PRIMER OBLASTI � NA PLOSKOSTI R�� TAKOJ �TO
FUNKCII C��� NE SOSTAWLQ�T WS�DU PLOTNOGO MNOVESTWA W

PROSTRANSTWE H���� T�E� C��� 	� H����
wSEGO �� BALLOW

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� PERESDA�A� LEKTOR

a	s	�AMAEW

�	 A �� sFORMULIRUJTE TEOREMU kOWALEWSKOJ O SU�ESTWOWANII
I EDINSTWENNOSTI ANALITI�ESKOGO RE�ENIQ�
B �� pUSTX � � Rn � OBLASTX W Rn I

��u � � W ��

u�x � C���� dOKAVITE	 �TO u�x � WE�ESTWENNOANALITI�ES�
KAQ FUNKCIQ�

���



�	 �� pUSTX

ut � uxx W POLOSE � � ��� T �R�x� u � C��� �C���

u
��
t��

� � �x � R�x I
��u�t� x�� � Cjxj�

dOKAVITE	 �TO u � � W ��
�	 A �� dAJTE OPREDELENIE PROSTRANSTWA H����
B ��pUSTX u�x � OGRANI�ENNAQ W EDINI�NOM �ARE � �

�jxj �
�
�
� x � R�� FUNKCIQ	 GLADKAQ W �n f�g�mOVNO LI UTWERVDATX	

�TO u � H���� eSLI �DA� � DOKAVITE	 �NET� � PRIWEDITE

OPROWERGA��IJ PRIMER�
�	 �� sU�ESTWUET LI RE�ENIE URAWNENIQ

utt � uxx � � W R��

TAKOE	 �TO u � C�����R�� NO u 	� C�����R��
�	 �� eDINI�NAQ SFERA W R� RAWNOMERNO ZARQVENA S POSTOQNNOJ
PLOTNOSTX� Q �POTENCIAL PROSTOGO SLOQ� nAJDITE POTENCIAL
WNUTRI I WNE SFERY�
�	 �� pUSTX FUNKCIQ u�x� x � R�� UDOWLETWORQET URAWNENI�

�u � u�x W R��

A TAKVE OCENKE ��u�x�� � C� x � R��
dOKAVITE	 �TO u � � W R��
�	 �� pUSTX FUNKCIQ y�x � D��R I UDOWLETWORQET URAWNENI�
y� � y KAK OBOB�ENNAQ FUNKCIQ� dOKAVITE	 �TO y�x ESTX REGU�
LQRNAQ OBOB�ENNAQ FUNKCIQ	 SOOTWETSTWU��AQ FUNKCII Cex�
C � const �
�	 �� pUSTX � � PROIZWOLXNAQ OBLASTX W R�� SODERVA�AQSQ W
POLOSE ��� ���R�� dOKAVITE DLQ � NERAWENSTWO fRIDRIHSAZ

�

u�dx dy �

Z
�

jruj� dx dy� u � �
H����

wSEGO �� BALLOW

���



�� GOD� POTOK MATEMATIKOW� �� �KZAMEN� LEKTOR

a	s	�AMAEW

�	 A �� dAJTE OPREDELENIE PROSTRANSTWA H����
B �� pRI KAKIH  � � FUNKCIQ sin� x PRINADLEVIT H���� ���
oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pUSTX u�x� t � RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI

ut � uxx W POLOSE � � ��� ���R��
R� � ft � �g� u � C��� � C���� UDOWLETWORQ��EE KRAEWYM
USLOWIQM

ux
��
x��

� �� ux
��
x��

� ��
I NA�ALXNYM USLOWIQM

u
��
t��

� 	�x� 	�x � C�
� ��� ��

oGRANI�ENO LI �TO RE�ENIE NA �� �T�E� RASTET LI TEMPERATURA�
oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pUSTX u�x� y � RE�ENIE URAWNENIQ lAPLASA W POLUPOLOSE

� � ��� ��R� NA PLOSKOSTI �x� y� R� � fy � �g� u � C��� �
C��� UDOWLETWORQ��EE GRANI�NYM USLOWIQM

u
��
x��

� u
��
x��

� �� y � ��

PRI�EM u�x� y � � PRI y � �� RAWNOMERNO PO x� dOKAVITE	
�TO ��u�x� y�� � Ce���� 	 y�

GDE C � � � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ�
�	 �� pUSTX u�x� y � GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ W POLUPLOSKOSTI

P � fy � �g���u�x� y�� �M� x � R� y � R� I u
��
y��

� � �x � R�x�

u � C�P � GDEM � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ� dOKAVITE	 �TO u � �
W P�
�	 �� rASSMOTRIM ZADA�U kO�I S DANNYMI NA HARAKTERISTIKE

ft � xg DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ
utt � uxx NA PLOSKOSTI �x� t�

���



u
��
t�x

� 	�x� ux
��
t�x

� ��x�

pRIDUMAJTE TAKIE GLADKIE FUNKCII 	�x� ��x� �TOBY DANNAQ

ZADA�A NE IMELA RE�ENIQ�
�	 �� kORREKTNA LI ZADA�A

ut � uxx W � � ��� ��R�x� u � C��� �C��� u
��
t��

� 	�x�

�	�x � ZADANNAQ FUNKCIQ W PARE PROSTRANSTW �E�� E�� GDE

E� � C�R�x �B�R�
x� E� � C��� �C�� �B��

S NORMAMI

k	kE�
� sup
R�x

j	�xj� kukE�
� sup

�x�t	��
ju�x� tj�

oTWET OBOSNUJTE�
�	 A �� dAJTE OPREDELENIE POTENCIALA PROSTOGO SLOQ�
B �� dOKAVITE	 �TO POTENCIAL PROSTOGO SLOQ UBYWAET PRI r�
� KAK C

r � GDE r� RASSTOQNIE OT TEKU�EJ TO�KI DO POWERHNOSTI

S� S � OGRANI�ENNAQ POWERHNOSTX�
wSEGO �� BALLA

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� �� �KZAMEN� LEKTOR

a	s	�AMAEW

wARIANT � �PERWAQ �ASTX�	

�	 �� rE�ITE KRAEWU� ZADA�U

utt � uxx � �� t � �x� x � ��

u
��
t��x

� sinx� x � �� u
��
t��

� �� ut
��
t��

� ��

�	 �� rE�ITE ZADA�U dIRIHLE W KOLXCE K �
�
� � jxj � �

�
�

�u � � W K�

�
�u

�r
� u

�����
r��

� ��
�u

�r

����
r��

� ��

r � RADIALXNAQ KOORDINATA�
�	 �� dANA ZADA�A kO�I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ

utt � �u�t� x� x � R�� t � ��

���



u
��
t��

�
�
� � jxj���� � ut

��
t��

� sin jxj�
nAJDITE WELI�INU u���� �� �� ��

wARIANT � �WTORAQ �ASTX�	

�	 A �� sFORMULIRUJTE PRINCIP MAKSIMUMA DLQ URAWNENIQ

TEPLOPROWODNOSTI�
B �� sFORMULIRUJTE TEOREMY O SREDNEM DLQ GARMONI�ESKIH

FUNKCIJ�
�	 �� nAJDITE HOTQ BY ODNO RE�ENIE URAWNENIQ

u�� � u � ���

W KLASSE OBOB�ENNYH FUNKCIJ�
�	 �� oPREDELITE POTENCIAL PROSTOGO SLOQ I DOKAVITE	 �TO ON

UBYWAET NA BESKONE�NOSTI KAK C
jxj �

�	 �� eDINSTWENNO LI RE�ENIE SLEDU��EJ WNE�NEJ ZADA�I dI�
RIHLE�

�u � � W R� n�� u
��
��
� 	�x� 	�x � C����Z

R�n�

�
� � jxj�u��x dx ���

oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� dOKAVITE NERAWENSTWO fRIDRIHSA� pUSTX �� I �� � DWE

OGRANI�ENNYE OBLASTI I OB	EM �� BOLX�E OB	EMA ���mOVNO LI
NA OSNOWANII �TOGO SRAWNITX POSTOQNNYE W NERAWENSTWAH fRID�
RIHSA DLQ DWUH OBLASTEJ� oTWET OBOSNUJTE�

wARIANT � �PERWAQ �ASTX�	

�	 �� rE�ITE KRAEWU� ZADA�U

utt � uxx � �� x � �� t � ���
�u

�x
� �u

�����
x��

� sin t� t � �� u
��
t��

� ut
��
t��

� ��

�	 �� rE�ITE KRAEWU� ZADA�U

ut � uxx PRI � � x � �� t � ��

���



�u

�x

����
x��

� ��
�u

�x

����
x�


� �� u
��
t��

� ��

�	 �� pUSTX u�t� x� x � R�� t � � � RE�ENIE ZADA�I kO�I

utt � �u� t � �� u
��
t��

� �� ut
��
t��

� 	�x�

GDE 	�x � � PRI � � jxj � �� I 	�x � � DLQ DRUGIH ZNA�E�
NIJ x � R�� pRI KAKIH ZNA�ENIQH PEREMENNOJ t � � WOZMOVNO
RAWENSTWO u�t� x � � DLQ NEKOTOROGO x � R�� oTWET OBOSNUJTE�

wARIANT � �WTORAQ �ASTX�	

�	 A �� dAJTE OPREDELENIE HARAKTERISTI�ESKOJ POWERHNOSTI

DLQ URAWNENIJ S �ASTNYMI PROIZWODNYMI WTOROGO PORQDKA�
B �� �TO TAKOE KORREKTNO POSTAWLENNAQ KRAEWAQ ZADA�A�
�	 �� nAJDITE HOTQ BY ODNO RE�ENIE URAWNENIQ

u��� � u � ��t

W KLASSE OBOB�ENNYH FUNKCIJ�
�	 �� dOKAVITE	 �TO POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ	 SOZDAWAEMYJ PO�
WERHNOSTX� S W TO�KE x I IME��IJ EDINI�NU� PLOTNOSTX	 RAWEN
TELESNOMU UGLU	 POD KOTORYM POWERHNOSTX S WIDNA IZ TO�KI x�
�	 �� sFORMULIRUJTE I DOKAVITE TEOREMU lIUWILLQ DLQ GAR�
MONI�ESKIH FUNKCIJ� wERNA LI �TA TEOREMA	 ESLI ISHODNAQ GAR�
MONI�ESKAQ FUNKCIQ ZADANA NE WO WSEM PROSTRANSTWE R�� A W
POLUPROSTRANSTWE fx� � �g� a ESLI E�E DOPOLNITELXNO IZWEST�
NO	 �TO u��� x�� x� � �� oTWETY OBOSNUJTE�

�	 �� dAJTE OPREDELENIE PROSTRANSTW H��� I
�
H���� dO�

KAVITE	 �TO �TI PROSTRANSTWA NE SOWPADA�T� pUSTX u�x �
C��� � C�� I u�x � � NA ��� wERNO LI	 �TO u �

�
H����

oTWET OBOSNUJTE�

wARIANT � �PERWAQ �ASTX�	

�	 �� rE�ITE KRAEWU� ZADA�U

utt � uxx � �� x � �� t � ��

u
��
t��

� ut
��
t��

� ��
�
ux � �sin tu

���
x��

� sin t� t � ��

���



�	 �� pUSTX u�t� x� x � R� � RE�ENIE ZADA�I kO�I

ut � �u�t� x� u
��
t��

�

�
�� jxj � L
�� jxj � L

� L � const � ��

nAJDITE u���� �� ��
�	 �� rE�ITE KRAEWU� ZADA�U

utt � uxx� � � x � �� t � ��

u
��
x��

� �� ux
��
x�


� sin t� u
��
t��

� ut
��
t��

� ��

wARIANT � �WTORAQ �ASTX�	

�	 A �� sFORMULIRUJTE STROGIJ PRINCIP MAKSIMUMA DLQ GAR�
MONI�ESKOJ FUNKCII W OBLASTI�
B �� sFORMULIRUJTE TEOREMU EDINSTWENNOSTI ZADA�I kO�I

DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI�
�	 �� nAJDITE HOTQ BY ODNO RE�ENIE URAWNENIQ

u� � sin t � u � ��

W KLASSE OBOB�ENNYH FUNKCIJ�
�	 �� dOKAVITE	 �TO POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ POWERHNOSTI S
OPREDELEN DLQ x � S� ESLI S � POWERHNOSTX lQPUNOWA�
�	 �� gARMONI�ESKAQ FUNKCIQ u�x�� x�� x� OPREDELENA W POLU�
CILINDRE

c � �
x�� � x�� � �

�� fx� � �g
I u � � PRI x�� � x�� � �� iZWESTNO TAKVE	 �TO u � C��c I
u�x � � PRI x� � �� RAWNOMERNO PO x� I x�� dOKAVITE	 �TO
TOGDA IMEET MESTO OCENKA

��u�x�� � C exp

�
� �p

�
x�

�
�

GDE C � � � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ�
�	 �� dAJTE OPREDELENIE PROSTRANSTW H��� I DOKAVITE EGO

POLNOTU� pUSTX � � OGRANI�ENNAQ OBLASTX W Rn� C��� �
MNOVESTWO GLADKIH W � FUNKCIJ	 IME��IH WSE PROIZWODNYE	
NEPRERYWNO PRODOLVA��IESQ NA �� wSEGDA LI �TO MNOVESTWO

FUNKCIJ PLOTNO W H���� oTWET OBOSNUJTE�

���



���� GOD� oLIMPIADA� LEKTOR a	s	�AMAEW

�	 �� dOKAVITE	 �TO

��
�jxj� � C� ��x

I NAJDITE POSTOQNNU� C�� zDESX x � �x�� x�� x� � R� I jxj� �
x�� � x�� � x���
�	 �� pUSTX u�x� t � RE�ENIE KRAEWOJ ZADA�I�

utt � uxx W ��� �� ������
u
��
x��

� f�t� u
��
x�


� �� u
��
t��

� ut
��
t��

� ��

f�t � GLADKAQ FUNKCIQ I f�t � � PRI t��� u � C�
�
��� ��

�������C�
�
��� ��� ������� mOVET LI RE�ENIE �TOJ ZADA�I

NEOGRANI�ENNO WOZRASTATX PO WREMENI	 TO ESTX PO PEREMENNOJ t�
oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pUSTX u�t� x � RE�ENIE ZADA�I kO�I DLQ URAWNENIQ TEP�
LOPROWODNOSTI

ut � uxx� u
��
t��

� 	�x�

	�x � C�R�B�R� qWLQETSQ LI FUNKCIQ u�t� x WE�ESTWENNO�
ANALITI�ESKOJ PO PEREMENNOJ x PRI FIKSIROWANNOM t� oTWET
OBOSNUJTE�
�	 �� dOKAVITE TOVDESTWO

�X
i��

�

�i
�

�Z
�

G�x� x dx�

GDE f�ig � POSLEDOWATELXNOSTX SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ ZADA�I

�TURMA
lIUWILLQ NA OTREZKE ��� ��� G�x� y � EE FUNKCIQ gRI�
NA�
�	 �� pUSTX � � OGRANI�ENNAQ OBLASTX NA PLOSKOSTI	 u�x �
C����

�u � � W ��

	�x � NEPRERYWNAQ FUNKCIQ NA �� I

lim
x�x�
x��

u�x � 	�x�

���



DLQ WSEH x� � �� KROME EDINSTWENNOJ TO�KI x� � ��� nA�
ZOWEM TAKU� FUNKCI� �RE�ENIEM ZADA�I dIRIHLE �u � ��
u
��
��

� 	�x KROME ODNOJ GRANI�NOJ TO�KI x��� eDINSTWENNO
LI RE�ENIE TAKOJ ZADA�I dIRIHLE� oTWET OBOSNUJTE�

�	 �� kORREKTNA LI ZADA�A kO�I NA PLOSKOSTI

�u�
�u

�x
� �� � �

��

�x�
�

��

�y�
� x � R� y � ��

u
��
y��

� 	�x� uy
��
y��

� ��x�

zDESX 	�x� ��x � NEPRERYWNYE OGRANI�ENNYE FUNKCII	 RE�E�
NIE u�x� y RASSMATRIWAETSQ W PROSTRANSTWE C

�
��� y�� � Rx

� �
B
�
��� y���Rx

�
� oTWET OBOSNUJTE�

�	 �� pUSTX u�t� x � RE�ENIE URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W

POLUPLOSKOSTI S ODNOJ �WYKOLOTOJ� TO�KOJ

� � ft � �g �Rx n f��� �g

I
��u�t� x�� � M W �� dOKAVITE	 �TO OSOBENNOSTX W TO�KE ��� �

USTRANIMA	 T�E� MOVNO TAK DOOPREDELITX FUNKCI� u�t� x W �TOJ
TO�KE	 �TO ONA BUDET RE�ENIEM URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI W

Rx� ft � �g�
wSEGO �� BALLOW

���� GOD� oLIMPIADA� LEKTOR a	s	�AMAEW

�	 �� rASSMOTRIM SME�ANNU� ZADA�U DLQ POLUOGRANI�ENNOJ

STRUNY

utt � uxx� t � �� x � ��

u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��

�ux � u
��
x��

� ��

�

�
�

�

	�x

� � � x
�
�

�
�

� � � � � � � � � �

��
��
�

iMEET LI OTRAVENNAQ WOLNA ZADNIJ FRONT	 TO ESTX BUDET LI RAS�
STOQNIE OT NOSITELQ RE�ENIQ DO PRQMOJ x � � NEOGRANI�ENNO
WOZRASTATX PRI t���
���



�	 �� rASSMOTRIM ZADA�U kO�I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ

utt�t� x � �u�t� x� t � �� x � R��
u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x� u�t� x 	� ��

mOVET LI supp u�t� x PRINADLEVATX CILINDRU f�t� x j t �
����� x � Dg� GDE D 
 OGRANI�ENNAQ OBLASTX PROSTRANSTWA
R��
�	 �� pUSTX u�x 
 GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ W OKRESTNOSTI TO�KI
f�g PROSTRANSTWA Rn�

u�x �
�X
i��

X
j�j�i

D�u

#

����
x��

x� �

RAZLOVENIE FUNKCII u�x W RQD tEJLORA W TO�KE f�g� wERNO LI	
�TO POLINOMY Pi�x �

X
j�j�i

D�u

#

����
x��

x� 
 GARMONI�ESKIE FUNK�

CII� oTWET OBOSNUJTE�
�	 �� pUSTX u�t� x 
 RE�ENIE ZADA�I kO�I DLQ URAWNENIQ TEP�
LOPROWODNOSTI

ut � uxx PRI t � ��

u�t� x � C���� �C���� �� � f�x� t� t � �g�
u
��
t��

� 	�x�

	�x 
 OGRANI�ENNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ	 NE RAWNAQ TOVDEST�
WENNO NUL�� dOKAVITE	 �TO NE SU�ESTWUET TAKOGO T � �� PRI
KOTOROM u�t� x � �� ESLI T � t� �iNA�E GOWORQ	 NAGRETYJ STER�
VENX NE MOVET POLNOSTX� �OSTYTX� ZA KONE�NOE WREMQ�
�	 �� pUSTX � 
 OGRANI�ENNAQ OBLASTX W R�� u�x 
 SOBSTWENNAQ
FUNKCIQ ZADA�I dIRIHLE	 TO ESTX

�u�x � �u�x � ��

u�x � � DLQ x � ��� � � const �

mOVET LI MNOVESTWO � � fx j u�x � �� x � �g BYTX OTREZKOM
� PRQMOJ LINII	 NE IME��IM OB�IH TO�EK S GRANICEJ OBLASTI

�� oTWET OBOSNUJTE�

���



�	 �� pUSTX K 
 EDINI�NYJ KRUG NA PLOSKOSTI S CENTROM W

TO�KE f�g�dOKAVITE	 �TO SU�ESTWUET TAKAQ POSLEDOWATELXNOSTX
GLADKIH FUNKCIJ f	n�xg� 	n�x � C��K� �TO����	n����H��K	

� � PRI n���

NO 	n�� � � DLQ L�BYH n � �� �� ��� �TO ESTX FUNKCII IZ H��K
NE IME�T �SLEDA� W TO�KE�
�	 �� pUSTX � 
 EDINI�NYJ �AR W R� S CENTROM W NULE	 �v�x 

TAKAQ WEKTOR
FUNKCIQ W �	 �TO

� �v�x � ru�x� u�x 
 GLADKAQ SKALQRNAQ FUNKCIQ W ��

� div�v�x � � W ��

� ESLI PRODOLVITX �v�x NULEM W R�� TO POLU�ENNAQ W RE�
ZULXTATE TAKOGO PRODOLVENIQ WEKTOR
FUNKCIQ �w�x TAK�
VE UDOWLETWORQET RAWENSTWU div �w�x � � W R� W SMYSLE
TEORII OBOB�ENNYH FUNKCIJ� nAJDITE �v�x�

�	 �� pUSTX u�t� x 
 RE�ENIE ZADA�I

utt � uxx W �� � � ��� ��� �����

u
��
x��

� u
��
x�


� � � t � �� u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x�

��x� 	�x � C�
� ��� ��� mY NABL�DAEM DWIVENIE STRUNY S ZA�

KREPLENNYMI KONCAMI W TO�KE �� TO ESTX NAM IZWESTNA FUNKCIQ
u�t� � PRI t � �� NO NE ABSOL�TNO TO�NO	 A S TO�NOSTX� �� GDE �

 L�BOE POLOVITELXNOE �NO NE RAWNOE NUL� �ISLO� mOVNO LI
PO TAKOMU NABL�DENI� WOSSTANOWITX S L�BOJ NAPERED ZADANNOJ

TO�NOSTX� � � � FUNKCII ��x� 	�x� oTWET OBOSNUJTE�

���� GOD� oLIMPIADA� LEKTOR a	s	�AMAEW

�	 � rASSMOTRIM ZADA�U kO�I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ W R�

utt � �u� u
��
t��

� 	�x� u�t
��
t��

� ��

GDE 	�x �

�
� PRI jxj � ��
� PRI jxj � ��

���



��AR �WZRYWAETSQ�� nARISUJTE u�t� r W MOMENTY WREMENI t �
�� t � � �RE�ENIE	 RAZUMEETSQ	 ZAWISIT TOLXKO OT r � jxj�
�	 � fUNKCIQ u�x� t QWLQETSQ RE�ENIEM KRAEWOJ ZADA�I

�u� %u � u�� NA ��� ��� �����
u
��
x��

� u
��
x�


� �� u
��
t��

� 	�x� u�t
��
t��

� ��x�

wERNO LI	 �TO
��u�x� t��� � PRI t��� oTWET OBOSNUJTE�

�	 � pUSTX u�x� t 
 GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ W CILINDRE c �
� � ����� � � OBLASTX W Rn� I u � � NA �� � ����� pUSTX
TAKVE

��u�x� t�� �M� dOKAVITE	 �TO
��u�x� t��� � PRI t���

�	 � pUSTX A� I A� � PODMNOVESTWA FUNKCIJ W C��K� K
� EDINI�NYJ KRUG NA PLOSKOSTI	 TAKIE	 �TO 	

��
x���

� � I

	�x�
��
x���

� � SOOTWETSTWENNO� nAJDITE KORAZMERNOSTI ZAMYKA�

NIJ A� I A� �TIH MNOVESTW W PROSTRANSTWE H
��K�

�	 � pUSTX K � EDINI�NYJ KRUG NA PLOS�
KOSTI �x�� x�� l� I l� � DWA OTREZKA GLAD�
KIH KRIWYH	 PERESEKA��IHSQ W TO�KE O POD

NENULEWYM UGLOM� mOVET LI KRIWAQ l� � l�
BYTX LINIEJ UROWNQ GARMONI�ESKOJ FUNK�
CII� oTWET OBOSNUJTE�

l�
l�

�	 � pUSTX � � OBLASTX NA PLOSKOSTI	 M � ZAMKNUTOE MNO�

VESTWO W � I PROSTRANSTWA
�
H��� I

�
H��� nM  SOWPADA�T NA

� nM� dOKAVITE	 �TO ��M  � ��

�	 � rASSMOTRIM KRAEWU� ZADA�U

�u � u�� � f�x� t W ��� ��� ����� ��f�x� t�� �M�

u
��
x��

� u
��
x�


� �� u
��
t��

� 	�x� u�t
��
t��

� ��x�

mOVNO LI WYBRATX f�x� t TAK	 �TOBY u�x� t � � DLQ WSEH t � T��
oTWET OBOSNUJTE�

uPRO�ENNYJ WARIANT� tOT VE WOPROS	 ESLI f�x� t � f�t�

�	 � pUSTX u�x 
 GARMONI�ESKAQ W �ARE � � �jxj � �
�
FUNK�

CIQ	
lim
x�x�

u�x � � �x� � �� n x��

���



x� � NEKOTORAQ FIKSIROWANNAQ TO�KA NA ��� I
��u�x�� � M W

�ARE �� wERNO LI	 �TO u�x � � W � � oTWET OBOSNUJTE�

�	 � mOVET LI RE�E�
NIE URAWNENIQ TEPLOPRO�
WODNOSTI ut � uxx IMETX
TAKU� LINI� UROWNQ� �

x

t�

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
t	a	�APO�NIKOWA

pERWAQ �ASTX ��	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

�	 a� �� nAJTI OB�EE RE�ENIE URAWNENIQ

�uxx � �uxy � uyy � �� ��

B� �� nAJTI RE�ENIE URAWNENIQ ��� UDOWLETWORQ��EE USLO�
WIQM

u�x� � � �x�� u
�
x�
x

�

�
� x��

�	 �� rE�ITE ZADA�U kO�I

utt � �u� jxj� x � R�� t � �� u
��
t��

� �� ut
��
t��

� sin jxj�

�	 �� w KRUGE Q �
�
x� � y� � �x � �

�
RE�ITE ZADA�U dIRIHLE

�u � � W Q� u
��
�Q
� �x� � �x� ��

�	 A� �� nAJDITE RE�ENIE ZADA�I kO�I

ut � �u� x � Rn� t � �� u
��
t��

� e�jxj
�

�

B� �� nAJTI lim
jxj��

u�x� t� oTWET OBOSNOWATX�

�	 A� �� nAJTI RE�ENIE ZADA�I

ut � uxx � �� x � ��� �� t � ��
u
��
x��

� �� ux
��
x�


� �� u
��
t��

� ��

���



B� �� nAJTI lim
t��u�x� t� oTWET OBOSNOWATX�

wTORAQ �ASTX ��	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

�	 �� pUSTX � �
�
�x� t

�� � � x � �� � � t � ���� u � C����

utt � a�uxx W ��
u
��
x��

� �� ux
��
x�


� f�t� u
��
t��

� ut
��
t��

� ��

f � C��������� f�� � �� sup

���	

��f�t�� � ��� wERNO LI	 �TO

sup
�

��u�x� t�� � ���
oTWET OBOSNOWATX�

�	 a� �� pOTENCIAL DWOJNOGO SLOQ S PLOTNOSTX� ���x RAWEN
NUL�	 KOGDA x LEVIT WNE ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI " � ��� TO
ESTX PRI x � Rn n �� wERNO LI	 �TO ���x � � NA "� oTWET
OBOSNOWATX�

B� �� pOTENCIAL PROSTOGO SLOQ S PLOTNOSTX� ���x RAWEN
NUL�	 KOGDA x LEVIT WNE ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI "� wERNO LI	
�TO ���x � � NA "�
�	 �� nAJTI KAKOE
NIBUDX RE�ENIE W D� � SISTEMY

%y � Ay � b��x� y �

�
y�
y�

�
� A �

�
� ���
� ���

�
� b �

�
�
�

�
�

�	 �� pUSTX u�x� y � OGRANI�ENNAQ	 GARMONI�ESKAQ NA POLU�
PLOSKOSTI � �

�
�x� y � R� �� y � �

�
FUNKCIQ	 u � C��� dOKA�

ZATX	 �TO

sup
�

u � sup
R�

u�x� ��

kRITERII OCENOK� �OTLI�NO� � � �� BALLA� �HORO�O� �
� �� BALLOW� �UDOWLETWORITELXNO� � � � BALLOW PRI MAKSI�
MALXNO WOZMOVNOJ SUMME �� BALLOW�

���



���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
t	a	�APO�NIKOWA

pERWAQ �ASTX ��	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

�	 �� nAJTI HARAKTERISTIKI URAWNENIQ

utt � uxx � uyy�

PERESEKA��IESQ S PLOSKOSTX� t � � PO PRQMOJ �l� x � �� GDE
l � �l�� l� 	� ��
�	 �� rE�ITE KRAEWU� ZADA�U DLQ URAWNENIQ lAPLASA W PRQMO�
UGOLXNIKE � � x � a� � � y � b SO SLEDU��IMI GRANI�NYMI

USLOWIQMI

u
���
x��

�
�u

�x

���
x�a

� �� u
���
y��

� �� u
���
y�b

� sin
�x � �
�a

�

�	 �� pUSTX u�t� x � RE�ENIE ZADA�I kO�I

utt � �u� x � �x�� x� � R�� t � ��
u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x�

fUNKCII 	 I � IZWESTNY TOLXKO W PRQMOUGOLXNIKE x� � ��� a��
x� � ��� b�� gDE MOVNO OPREDELITX u�t� x� t � �� nARISUJTE W
R�t�x��x� �TU OBLASTX�

�	 �� rE�ITE ZADA�U

ut � uxx� x � ��� l� t � ��
u
��
t��

� �� u
��
x��

� A� � const� u
��
x�l

� A� � const� t � ��

nAJDITE lim
t��u�t� x�

wTORAQ �ASTX ��	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

�	 �� pUSTX � �
�
�x�� x�

�� � � xj � �� j � �� �
�
� dOKAVITE	

�TO DLQ L�BOJ FUNKCII v �
�
H���� UDOWLETWORQ��EJ USLOWI�Z

�

sin�x� � sin�x� � v�x�� x� dx� dx� � ��

���



SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

��v���
L���	

�
�

���
��rv���

L���	
�

�	 �� nAJDITE POTENCIAL PROSTOGO SLOQ	 RASPREDELENNOGO S PO�
STOQNNOJ PLOTNOSTX� � NA CILINDRE

�
x���x

�
� � R�� � � x� � H

�
W TO�KAH	 LEVA�IH NA OSI x��

�	 �� fUNKCIQ u�x� t UDOWLETWORQET URAWNENI� TEPLOPROWOD�
NOSTI

ut � �u

W CILINDRE Q��������� x���Rn� t � �� �� �jxjj� �

�
�

j � �� ��� � n
�
�

u � � NA ��� �����
u � C����Q� �C�Q�� dOKAVITE	 �TO��u�� � C� e

��nt� C� � const � ��

�	 �� nAJDITE W D��R� KAKOE
NIBUDX RE�ENIE SISTEMY

%x � x� y� %y � y � �x� ���t�

kRITERII OCENOK� �OTLI�NO� � � �� BALLOW� �HORO�O� �
� �� BALLOW� �UDOWLETWORITELXNO� � � � BALLOW PRI MAKSI�
MALXNO WOZMOVNOJ SUMME �� BALLOW�

���� GOD� POTOK MATEMATIKOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
t	a	�APO�NIKOWA

pERWAQ �ASTX ��	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

�	 �� pRI KAKIH ZNA�ENIQH a � R� PLOSKOSTX y � z � C � const
QWLQETSQ HARAKTERISTIKOJ DLQ URAWNENIQ

uxx � �auxy � uyy � a�uzz � u � ��

�oTWET OBOSNOWATX�

���



�	 �� rE�ITE ZADA�U

utt � �u� � � x� y � �� t � ��
u
��
x��

� u
��
x��

� u
��
y��

� u
��
y��

� ��

u
��
t��

� sin ��x sin ��y� ut
��
t��

� �� sin�x sin ��y�

�	 �� pUSTX u�t� x � RE�ENIE ZADA�I kO�I

utt � �u� x � �x�� x�� x�� x � R�� t � ��
u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��x�

fUNKCII 	 I � IZWESTNY TOLXKO W �AROWOM SLOE � � jxj � ��
gDE IZWESTNO RE�ENIE u�t� x� �oTWET OBOSNOWATX�

�	 �� rE�ITE ZADA�U kO�I

ut �
�

�
uxx� x � R�� t � �� u

��
t��

� e�x
���x� x � R��

wTORAQ �ASTX ��	� ASTRONOMI�ESKIH �ASA�

�	 �� nAJDITE

inf
M

�Z
�

�jruj�� �u�dx� Z
jxj��

u� dS

�
�

GDE � �
�
� � jxj � �

�
� x � �x�� x�� x� � R�� M �

�
v �

H���
�� v � � PRI jxj � ���

�	 �� nAJTI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ	 RASPREDELENNOGO S PLOT�
NOSTX� � � sin�	 NA CILINDRE

�
x�� � x�� � R�� � � x� � H

�
W

TO�KE	 LEVA�EJ NA OSI x��

�	 �� pUSTX u�x� x � R�� UDOWLETWORQET URAWNENI�

�u � u W R��

A TAKVE OCENKE

juj � C� x � R��
dOKAVITE	 �TO u � � W R��
���



�	 �� nAJDITE KAKOE
NIBUDX RE�ENIE IZ D��R� URAWNENIQ
y�� � �y� � �y � ���x�

kRITERII OCENOK� �OTLI�NO� � � �� BALLOW� �HORO�O� �
� �� BALLOW� �UDOWLETWORITELXNO� � � � BALLOW PRI MAKSI�
MALXNO WOZMOVNOJ SUMME �� BALLOW�

GOD� POTOK MATEMATIKOW� OSNOWNOJ �KZAMEN� LEKTOR
w	a	kONDRATXEW

�	 A� sFORMULIROWATX TEOREMU kO�I
kOWALEWSKOJ�
B�dOKAZATX	 �TO WSQKOE LINEJNOE URAWNENIE WTOROGO PORQDKA

S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI MOVNO PRIWESTI K KANONI�ES�
KOMU WIDU�
W� w KAKOJ OBLASTI URAWNENIE

uxy � ��x� y � zuxz � ��x� y � zuyz � �

QWLQETSQ GIPERBOLI�ESKIM�

�	 A� kAK STAWITSQ WNE�NQQ ZADA�A dIRIHLE DLQ URAWNENIQ

lAPLASA�
B� dOKAZATX EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ WNE�NEJ ZADA�I nEJ�

MANA DLQ URAWNENIQ lAPLASA W R��
W� nAJTI RE�ENIE WNE�NEJ ZADA�I nEJMANA

�u � �� x� � y� � �� u
��
x��y���

� x��

�	 A� dATX OPREDELENIE INTEGRALA	 RAWNOMERNO SHODQ�EGOSQ W
TO�KE�
B� dOKAZATX	 �TO POTENCIAL PROSTOGO SLOQ � NEPRERYWNAQ

FUNKCIQ�
W� nAJTI

lim
�x�y	��

Z
�������

��� � ��� ln ��x� �� � �y � ��
�
dS��� �

�	 A� kAK STAWITSQ SME�ANNAQ KRAEWAQ ZADA�A DLQ URAWNENIQ
KOLEBANIJ STRUNY�

���



B� nAPISATX FORMULU kIRHGOFA RE�ENIQ ZADA�I kO�I DLQ
WOLNOWOGO URAWNENIQ� dOKAZATX	 �TO RE�ENIE	 POSTROENNOE PO
�TOJ FORMULE	 UDOWLETWORQET NA�ALXNYM USLOWIQM�
W� pUSTX u�x� y� z� t � RE�ENIE ZADA�I kO�I

utt � ��u� u
��
t��

� 	�x� ut
��
t��

� ��

GDE 	�x OTLI�NA OT NULQ TOLXKO WNUTRI PARALLELEPIPEDA
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