
1. Ïóñòü ξ, η, ζ � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íàéòè
E(ξη|ηζ).

2. Ïóñòü (ξ1, ξ2, ξ3) � ãàóññîâñêèé âåêòîð, Eξi = 0, Dξi = 1, Cov(ξi, ξj) = −1. Íàéòè E(ξ1ξ2|ξ3).
3. Ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêêóðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

ξn = aξn−1 + εn, ξ0 = 0

ãäå a � êîíñòàíòà è εn� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíîêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè 0, 1. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1, ξ2, ξ3.

4. Ïóñòü ε1, ε2� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè 0, 1.
Íàéòè êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñäó÷àéíîãî ïðîöåññà αt =

ε1+ε2
t , t > 0.

5. Ðàññìîòðèì öåïü Ìàðêîâà ξt ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé {1, 2, 3}. Åñëè
ðàçìåñòèòü ýòè ñîñòîÿíèÿ íà îêðóæíîñòè, òî ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ öåïü ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ i â
ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå; ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ � èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âûïèñàòü ìàòðèöó èíòåíñèâíîñòåé è íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
öåïè. Ïóñòü τ1 < τ2 < ... � ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà öåïü Ìàðêîâà èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå.
Íàéòè P (ξτ2 = 2|ξ0 = 1).

6. Çàäàíà öåïü Ìàðêîâà ξt ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé {1, 2, 3, 4}. Ñ âåðîÿò-
íîñòüþ λ = 1/3 öåïü ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ i â i + 1, (i = 2, 3), ñ âåðîÿòíîñòüþ µ = 2/3 � èç
ñîñòîÿíèÿ i â i−1 (i = 2, 3). Äëÿ êðàéíèõ ñîñòîÿíèé âîçìîæíû òîëüêî ïåðåõîäû èç 4 â 3 è èç 1 â 2 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé è íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Íàéòè P (ξ2 = 3|ξ0 = 1).

7. Íàéòè êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ξt = I(ω < t), çàäàííîãî íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå (Ω,F , P ), ãäå Ω = [0, 1], F � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ, P � ìåðà Ëåáåãà.

8. Ïóñòü ξi, i = 1, 2, ... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eξi = 0. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn = ξ1 + ...+
ξn � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè Fn = σ(ξ1, ..., ξn).

9. Ïóñòü ξi, i = 1, 2... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷íîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn = ξ1 + ...+ ξn � ñóáìàðòèíãàë
îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè Fn = σ(ξ1, ..., ξn).

10. Ïóñòü ξi, i = 1, 2, ... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, Eξi = 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn =

∏
n
i=1ξi � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè

Fn = σ(ξ1, ..., ξn).

11. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, E|ξ| < ∞, Fn � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ−àëãåáð. Ïóñòü
ξn = E(ξ|Fn). Äîêàçàòü, ÷òî (ξn,Fn) � ìàðòèíãàë.

12. Ïóñòü ξi, i ≥ 0 � ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, E|ξi| < ∞, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ñ çàäàííûì íåóáûâàþ-
ùèì ñåìåéñòâîì σ− àëãåáð Fi. Îïðåäåëèì êîìïåíñàòîð ïî ôîðìóëå

αn =

n−1∑

i=0

E(ξi+1 − ξi|Fi), n ≥ 1, α0 = 0

Äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü ξn − αn � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî Fn.

13. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äîêàçàòü, ÷òî exp(wt − t/2) � ìàðòèíãàë.

14. Ïóñòü Sn � ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. Íàéòè x ïðè êîòîðîì exp(Sn − xn) � ìàðòèíãàë.

15. Ïóñòü N(t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè λ. Íàéòè x ïðè êîòîðîì exp(N(t) − xt) � ìàð-
òèíãàë.
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16. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ w2
t .

17. Ïóñòü (ηn,Fn) � ìàðòèíãàë, Eη2n < ∞. Äîêàçàòü, ÷òî (η2n,Fn) � ñóáìàðòèíãàë. Íàéòè êîìïåíñà-
òîð αn ïîñëåäîâàòåëüíîñòè η2n. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn ñîãëàñîâàíà ñ íåóáûâàþùèì
ñåìåéñòâîì σ− àëãåáð Fn−1 (αn � Fn−1−èçìåðèìà) è ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn íå óáûâàåò (ï.í.).

18. Ïóñòü ξi, i = 1, 2... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì: Eξi = 0, Eξ2i < ∞. Íàéòè êîìïåíñàòîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
S2
n, ãäå S0 = 0, Sn = ξ1 + ...+ ξn.

19. Íàéòè êîìïåíñàòîð ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Sn = ξ0 + ...+ ξn(mod2),

ãäå ξi � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (ξi = 1) =
p, P (ξi = 0) = 1− p.

20. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà 2−óõ íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ åñòü ïóàññî-
íîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè èíòåíñèâíîñòü ñóììàðíîãî ïðîöåññà.

21. Ïóñòü µt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü

P (µt = n|µT = N)

ïðè n ≤ N, t ≤ T.

22. Ïóñòü µt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ è µT = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ1 < τ2 < ... ìîìåíòû ñêà÷êîâ
ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà. Íàéòè óñëîâíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ1 ïðè
óñëîâèè, ÷òî µT = 1.

23. Íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (t1 ≤ x|t2 > T ), ãäå t1 < t2 < ... � ìîìåíòû ñêà÷êîâ ïóàññîíîâñêîãî
ïðîöåññà.

24. Ïóñòü S0 = 0, Sn = ξ1+ ...+ ξn � ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Z; P (ξi = 1) = P (ξi = −1) =
1
2 . Íàéòè àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòè P (S2n = 0) ïðè n → ∞.

25. Ïóñòü Sx
0 = x, Sx

n = ξ1 + ...+ ξn � ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Z; P (ξi = 1) = p, P (ξi = −1) = q = 1− p.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü p(x) = P (∃n : Sx

n = 0) êîãäà-ëèáî âåðíóòüñÿ â 0, íà÷èíàÿ â x > 0.

26. Ïóñòü Sx
0 = x, Sx

n = ξ1 + ...+ ξn � ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Z; P (ξi = 1) = p, P (ξi = −1) = q = 1− p.
Ïóñòü τ(x) = min{n : Sx

n = 0} x > 0. Íàéòè Eτ(x).

27. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå Sk, ãäå S0 = 0.Íàéòè âåðîÿòíîñòü P (maxk∈[0,n] Sk >
a, Sn = b) ïðè a > 0 è a > b.

28. Ïóñòü ηt ∈ Z+, t = 0, 1, ... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð. ñ.â. è f(x, y) � íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ íà
Z+ × Z+. Áóäåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξt+1 = f(ξt, ηt), ξ0 = 1, öåïüþ Ìàðêîâà?

29. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà wt − tw1 ïðè 0 ≤ t ≤ 1.

30. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè óñëîâíóþ ïëîòíîñòü wt, ïðè óñëîâèè, ÷òî wt1 = a,wt2 = b,
t1 ≤ t ≤ t2.

31. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

P ( max
0<s<t

ws > a,wt < b)

ïðè a > 0 è a > b.

32. Ïóñòü τ(a) � ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà âèíåðîâñêèé ïðîöåññ âïåðâûå äîñòèãàåò çíà÷åíèå a. Äîêàçàòü,
÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ(a) è a2τ(1) èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå.
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33. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. ζt = exp(−t)wexp 2t. Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ ýòîãî ïðî-
öåññà.

34. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè E(wt|ws) ïðè t > s è ïðè t < s.

35. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè E(wtws|w1 = 0) ïðè s < t < 1.

36. Äîêàçàòü, ÷òî w2
t − t � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî Ft = F≤t = σ(ws, s ≤ t), ãäå wt � âèíåðîâñêèé

ïðîöåññ.

37. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè Eτ, ãäå τ = inf{t > 0 : |wt| = 1}.
38. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéòè E

∫ τ

0
wtdt, ãäå τ = inf{t > 0 : |wt| = 1}.

39. Ïóñòü wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, τ− ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà wt èç îòðåçêà [a, b]. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
w0 = x ∈ [a, b]. Íàéòè âåðîÿòíîñòü Px(wτ = a) è Exτ.

40. Ïóñòü ξt � äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ñ êîýôôèöèåíòàìè äèôôóçèè a > 0 è ñíîñà b. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ξt âûéäåò èç îòðåçêà [y, z] ÷åðåç òî÷êó y ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ0 = x ∈ [y, z].

41. Ïóñòü Sn � ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Sn âûéäåò èç îòðåçêà
[a, b] ÷åðåç ïðàâûé êîíåö è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè âûõîäà èç îòðåçêà [a, b] ïðè óñëîâèè,
÷òî S0 = x ∈ [a, b].

42. Ïóñòü Sn � íåñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñêà÷êîâ p (íàïðàâî) è q (íàëå-
âî). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Sn âûéäåò èç îòðåçêà [a, b] ÷åðåç ïðàâûé êîíåö è ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå âðåìåíè âûõîäà èç îòðåçêà [a, b] ïðè óñëîâèè, ÷òî S0 = x ∈ [a, b].
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