Финансовая математика без вероятности по Вовку-Шейферу: введение

(редакция 26 июня 2010 г.)
В любых приложениях теории вероятностей постулируется существование распределений вероятностей тех или иных объектов, например, ошибок измерений, скоростей движения каких-то частиц, цен финансовых активов и т.д. Пока речь идет о фундаментальной физике, этот постулат не является ограничительным (по крайней мере, насколько это известно современной науке: например, можно совершенно спокойно и не сталкиваясь с экспериментальными противоречиями рассуждать о вероятности распада ядра атома некоторого радиоактивного элемента за определенный интервал времени). Но как только мы выходим за пределы фундаментальной физики (например, в область ошибок физических экспериментов – ошибки экспериментов фундаментальной физики уже не являются фундаментальной физикой), постулирование существования тех или иных распределений вероятностей становится делом рискованным. Дело в том, что на самом деле постулируется не просто существование распределения вероятностей у каждого рассматриваемого объекта (скажем, у ошибки отдельного измерения), но совпадение этих распределений у многих объектов (т. е., например, для всех ошибок                                                                                                                                                                        измерений какой-то достаточно длинной серии). Это – так называемая «статистическая однородность», или «статистический ансамбль», существование которых не только не очевидно, но априори даже невозможно или хотя бы близко к невозможному. В самом деле, по мере осуществления длинной серии физических опытов состояние измерительной системы (и вообще условия проведения опытов) могут изменяться, что приведет и к изменению распределений вероятностей для ошибок отдельных измерений. Поскольку всякая измерительная система неизбежно включает и экспериментатора, т.е. является объектом практически бесконечной сложности, полный контроль стабильности состояния этой системы невозможен, так что в подавляющем большинстве случаев постулат статистической однородности непосредственно не проверяем. Проверять его можно лишь по его следствиям, важнейшим из которых являются доверительные интервалы для значений тех или иных физических констант. Надо сказать, что результат проверки часто бывает отрицательным: значения констант, определяемые новыми, более точными методами, обычно не укладываются в доверительные интервалы, построенные по старым наблюдениям. Впрочем, для частичного контроля стабильности результатов измерений на небольших промежутках времени доверительные интервалы годятся: если на основании наблюдений, сделанных в понедельник и вторник, получились резко различные доверительные интервалы, то экспериментатору следует поинтересоваться – что же произошло с измерительной системой в ночь с понедельника на вторник?
Но в физических измерениях все же обычно присутствует хоть какой-нибудь ансамбль экспериментов – пусть не статистически однородный, но все-таки экспериментов много или хотя бы несколько. Когда мы переходим в область экономики, этого во многих случаях нет. Например, когда речь идет о динамике во времени макроэкономических показателей какой-то страны (национальный доход, расходы населения на потребление, инфляция, безработица...), мы имеем единственную реализацию во времени значений того или иного показателя. Не запрещается сгладить эту реализацию линейной или какой иной функцией времени, списав отклонения от сглаживающей функции на случайные ошибки, чем старательно занимается эконометрика. Но только доверительные интервалы для значений параметров сглаживающей функции в данном случае являются чистым вздором.

В финансовой математике исходными данными является динамика рыночных цен тех или иных активов. Эта динамика, как и динамика макроэкономических показателей, существует (на данном интервале времени и для данного актива) в единственном экземпляре. Поэтому о распределении вероятностей, относящемся к этой динамике, даже и говорить неудобно. Наука выходит из положения, рассматривая локальные свойства траекторий цен, т.е. переходя к (логарифмическим) приращениям цен за какой-то небольшой отрезок времени (сутки, час, доля часа и т.д.). Эксперименты показывают, что некоторые вероятностные параметры (в частности, волатильность, да и эмпирические функции распределения для приращений) довольно устойчивы, т.е. не сильно зависят от того отрезка времени, на котором оцениваются эти параметры (по реальным данным о динамике цен на этом отрезке). Таким образом, приращения имеют примерно стабильные вероятностные свойства. Но эта стабильность неполная. Все это делает финансовые данные почти идеальным объектом для начального обучения прикладной математической статистике: в первом приближении они статистически однородны, но в них присутствует и то, чего всегда должен опасаться статистик: нарушение статистической однородности. Кроме того, если обучаться статистике, скажем, на данных физического эксперимента, то надо сначала разобраться в соответствующей физической теории и в возможных источниках ошибок, на что уйдет масса времени и сил, а результат будет носить частный характер: только для данного эксперимента. А для финансовых данных нет сложной теории, которую надо было бы долго изучать, а сами данные легко и в любом количестве доступны в Интернете. Простая теория, доступные данные – чего еще можно желать для начального обучения математической статистике?
В этом начальном обучении прежде всего делаются эксперименты для исследования возможности применения вероятностных методов с целью игры на бирже. Лишь положительное математическое ожидание логарифмических приращений цен какого-либо актива может служить (в условиях простейшей модели) индикатором для игры на повышение на этом активе. В экспериментах легко устанавливается ненадежность этого индикатора. Тогда возникает вопрос – для чего же нужны вероятностные методы? Известны два их приложения – вопрос о вычислении величины риска (VaR)  и вопрос о хеджировании опционов.
Понятие величины риска (Value at Risk, VaR) является чисто вероятностным. Под VaR понимается та граница, ниже которой капитал рыночного спекулянта может опуститься (через заданный срок) только с малой вероятностью: сейчас принимается значение вероятности 1%, а в качестве срока одни сутки. Контроль правильности вычисления VaR производится по частоте выходов капитала ниже заранее вычисленного VaR в течение года. (Наблюдаемая частота не должна противоречить гипотезе о том, что вероятность выхода не превосходит 1%.) На основании VaR вычисляются банковские резервы, что и определяет важность этой проблематики. Но этими вещами нельзя заниматься, не предполагая вероятностных свойств у динамики рыночных цен.
С хеджированием опционов дело иное. Эмитент опциона должен с помощью рыночных операций хеджировать свое обязательство, а пользуется он при этом вероятностными представлениями или не пользуется – его личное дело. Классическим способом хеджирования яявляется хеджирование по Блэку-Шоулсу.  Теоретически это хеджирование является точным в том смысле, что капитал хеджера в момент исполнения обязательства в точности равен той сумме, которую хеджер обязан выплатить покупателю опциона. Но в экспериментах получается, что это равенство капиталов выполняется довольно грубо (дисбаланс, т.е. различие между капиталом хеджера и той суммой, которую он обязан выплатить, часто достигает десятков процентов от начальной цены опциона). Это объясняется, главным образом, нарушением статистической однородности динамики цен основного актива. Понятно, что в такой ситуации всевозможные усовершенствования вероятностной модели для динамики цен вряд ли могут дать существенное улучшение точности хеджирования.
Поэтому представляет большой теоретический (а в принципе, возможно, что и практический) интерес предложение Вовка и Шейфера о введении на рынке ценных бумаг некоторого нового специального актива D (при отказе от каких-либо вероятностных предположений о динамике цен основных активов). Правда, при экспериментах, имитирующих хеджирование с помощью этого актива, сначала приходится имитировать динамику  цен его самого, как если бы он торговался на рынке. Поэтому эксперименты с ним не столь убедительны, как эксперименты с хеджированием по Блэку-Шоулсу, для которых берутся настоящие рыночные данные. Но проведенные эксперименты показывают, что применение (имитации) актива D для хеджирования улучшает точность хеджирования на порядок, т.е. вместо десятков процентов для дисбаланса получаются единицы процентов. Часть таких экспериментов выполнена даже на данных, отвечающих эпохе финансового кризиса 2008 года.
