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Оценка спектральной плотности

Редакция 03 января 2010 г.
Оценка корреляционной функции стационарного случайного процесса по единственной наблюдаемой (достаточно длинной) реализации, в принципе, возможна. Поскольку B(t)=E
[image: image1.wmf]-

-

-

-

-

+

)

(

)

(

s

t

s

x

x

, можно оценивать эту величину с помощью усреднения интеграла от величины, стоящей под знаком математического ожидания, т.е. взять в качестве оценки величину 
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. Но такие оценки имеют то неприятное свойство, что их значения при близких значениях t зависимы между собой. На графике это выражается тем, что оцененная корреляционная функция имеет много не убывающих при возрастании t волн (даже в том случае, когда истинная корреляционная функция быстро убывает). Оценки же спектральной плотности таковы, что их значения в соседних точках ( близки к статистически независимым (если только эти соседние точки заметно разнесены). Кроме того, как для задачи оценки ошибки среднего, так и для оценки величины решений дифференциальных уравнений нередко нужно оценивать спектральную плотность лишь в небольшом количестве точек.
Спектральную плотность иногда называют спектром мощности стационарного случайного процесса. В случае, если этот процесс реализуется, скажем, в виде электрического напряжения на постоянном сопротивлении, действительно получается так, что средняя мощность, содержащаяся в гармониках некоей полосы частот (т.е. интервала a<(<b), пропорциональна интегралу по отрезку [a,b] от спектральной плотности. Понимать это надо следующим образом. По реализации процесса 
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 можно вычислить реализацию процесса 
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. При этом Е
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. Процесс((t)понимается как результат фильтрации процесса ξ(t) с помощью полосового фильтра, оставляющего лишь частоты, лежащие в интервале [a,b]. Средняя мощность профильтрованного процесса пропорциональна интегралу от спектральной плотности по этому отрезку.
В принципе, осуществима любая фильтрация вида 
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. Она может осуществляться как аналоговыми приборами, так и вычислениями. Остановимся на вычислительном способе. Покажем, что для получения реализации процесса η(t) достаточно осуществить свертку реализации процесса ξ(t)  с некоторой функцией K(t). Именно, выберем эту функцию по формуле 
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 Получим (меняя порядок интегрирования) 
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Конечно, функцию 
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 нельзя выбирать совершенно произвольно. Следует позаботиться о том, чтобы ее обратное преобразование Фурье K(t) оказалось достаточно быстро убывающей функцией  при |t|((. Это гарантирует справедливость проведенных преобразований, а также (главное) позволяет вычислять с достаточной точностью случайный процесс ((t) по реализации процесса ξ(t), заданной на конечном отрезке времени (η(t) будет вычисляться на несколько меньшем внутреннем отрезке). Кроме того, дискретные значения процесса ξ(t) должны считываться достаточно часто, чтобы можно было с достаточной точностью вычислять значения используемых интегралов.
Что можно реально предложить в качестве функции 
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? По этому поводу существует целая наука, но принципиально можно поступить просто. Рассмотрим сначала оценку спектральной плотности в точке (=0. Пусть функция 
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 такова, что ее квадрат есть нормальная плотность с параметрами 0 и (. Тогда сама функция  лишь постоянным множителем отличается от нормальной плотности с параметрами 0 и ((2, так что функция K(u) легко вычисляется (с помощью известной формулы для характеристической функции нормального закона). Средняя мощность процесса ((t) будет равна спектральной плотности процесса ξ(t), проинтегрированной с весом, равным нормальной плотности 
[image: image13.wmf].
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 Если оцениваемая спектральная плотность меняется достаточно плавно, то при малом ( математическое ожидание мощности будет близко к значению спектральной плотности в нуле, но функция K(u) будет убывать медленно (потребуется наблюдать ξ(t) на более длинном отрезке времени, чтобы обеспечить приемлемую точность вычисления ((t) также на отрезке не слишком малой длины). Если же выбрать (  большим, то функция K(u) будет убывать быстро, но усреднение спектральной плотности произойдет с медленно убывающим весом, так что появится систематическое отклонение мощности процесса ((t) от значения спектральной плотности в нуле (это отклонение зависит от неизвестной спектральной плотности).
Если нужно оценить спектральную плотность в точке 
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, а процесс 
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вещественный, то естественно выбрать процесс 
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также вещественным. Для этого функция 
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должна быть четной, но в вещественном случае и спектральная плотность процесса 
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является четной. Поэтому можно выбрать в качестве 
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 полусумму двух нормальных законов со средними 
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и со столь малым (, что если плотность одного из этих законов заметно отличается от нуля, то плотность второго практически равна нулю. Тогда 
[image: image21.wmf])
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будет примерно полусуммой двух функций, каждая из которых лишь постоянным множителем отличается от нормальной плотности, и функция K(u) вновь легко вычисляется. Снова возникает проблема выбора между малостью (  и быстротой убывания функции K(u).
Чтобы разобраться в этой проблеме, нужно оценить, с какой точностью вычисляется Е(η(t))2 при усреднении квадрата процесса по заданному промежутку времени. Предположим, что процесс η(t) является гауссовским (так можно думать по той причине, что этот процесс получается сверткой процесса ξ(t) с некоторой достаточно медленно убывающей функцией, в то время как между значениями процесса ξ(t) в далеко разнесенные моменты времени теряется статистическая зависимость: получается что-то вроде суммы независимых случайных величин).
Как всегда, при оценке точности нахождения математического ожидания по среднему значению процесса ответ зависит от корреляционной функции усредняемого процесса, в данном случае процесса (((t))2. В гауссовском случае корреляционная функция квадрата процесса может быть выражена через корреляционную функцию самого процесса. Действительно, рассмотрим сначала две случайные величины (1 и (2, имеющие совместное нормальное распределение с нулевым вектором средних и с матрицей ковариаций 
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, где индексы принимают значения 1 и 2. Подсчитаем Е
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[image: image24.wmf]Для этого надо вычислить четвертую производную 
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 от двумерной характеристической функции, равной (как известно) 
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, в точке t=0. Разлагая экспоненту в ряд Тейлора, мы видим, что дело сводится к вычислению четвертой производной от выражения 
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, поскольку остальные члены разложения после дифференцирования и подстановки t=0 дают нуль. Учитывая, что скалярное произведение дифференцируется по тому же правилу, что и обычное, и что 
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от вектора t равно базисному вектору ei, получаем в конце концов, что Е
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. Следовательно, ковариация 
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. Поэтому для дисперсии интеграла от квадрата случайного процесса ((t) получаем выражение
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(последнее в силу равенства Парсеваля). Но так как 
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, то получается, что корень квадратный из дисперсии оценки спектральной плотности примерно равняется величине 
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. Таким образом, выбор в качестве (2(() узкой дельтаобразной (в точках ((0) функции увеличивает дисперсию оценки спектральной плотности за счет (4(().  Поскольку σf  пропорционально оцениваемой величине f((0), речь может идти об относительной погрешности оценки спектральной плотности, т.е., например, о коэффициенте вариации (f /f((0).
Численный пример. Рассмотрим следующий сценарий. Значения (вещественного) случайного процесса ((t) измеряются в вольтах (В), а единица времени – секунда (сек). Тогда значения корреляционной функции измеряются в В2, значения частоты ( - в сек-1, а поскольку B(t) равно интегралу от f(()d(, спектральная плотность должна иметь размерность В2сек. Функция (((), задающая фильтр в частотной области, должна обладать свойством 
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, а следовательно, размерность ((() есть сек1/2. Такова же и размерность ядра K(u), задающего фильтр во временной области. Пусть мы собираемся оценить спектральную плотность процесса в окрестности частоты 10Гц, т.е. точки (0=20(. На самом деле, говоря о 10 герцах, всегда имеют в виду сумму значений спектральной плотности в точках ((0. Чтобы продемонстрировать возникающие здесь возможности по порядку величины будем использовать такие функции, для которых нам хорошо известно преобразование Фурье, а именно,  нормальные плотности.
Следует оговориться, что при оценке спектральной плотности в окрестности 10Гц с помощью вычислительной техники нужно оцифровать значения исходного случайного процесса с шагом по времени на порядок меньше, чем 1/10 секунды, т.е. иметь, скажем, 100 отсчетов в секунду. (Или нужно воспользоваться аналоговым спектральным анализатором.) Не входя в подробности, будем считать, что это сделано. Будем считать также, что спектральная плотность исходного процесса незначительно меняется при изменении частоты на величину порядка 1Гц. В таком случае в качестве функции |((()|2 можно, например взять полусумму нормальных плотностей 
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 со стандартным отклонением (=0.5Гц=( и со средними ((0. В силу быстрого убывания нормальной плотности, с большой точностью будет выполняться соотношение (2(()=
[image: image38.wmf])
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, причем квадратный корень из последней суммы можно извлекать почленно. Квадратный корень из нормальной плотности с параметром ( с точностью до численного множителя  k равен нормальной плотности с параметром ((2. Подсчет показывает, что ядро K(u) имеет вид 
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. Формально для вычисления значений профильтрованного процесса ((t) нужно вычислять интегралы с ядром K(t-s) в пределах по s от (-() до (. Но ввиду того, что (=( (а (2(10) вполне достаточно интегрировать от t-1до t+1.Иными словами, если исходный процесс задан на отрезке [0,T], то фильтрованный процесс достаточно точно вычисляется на отрезке [1,T-1]. 
Для вычисления (4(() опять почленно  возводим в квадрат выражение для  (2(() и сводим вычисление интеграла от  (4(() к интегралам от нормальных плотностей. Этот интеграл равен 
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. Вычисление коэффициента вариации оценки плотности дает 0.24 при времени усреднения процесса  ((t), равном 10 сек (т.е. всего 12 секунд наблюдений) и соответственно 0.024 при времени усреднения 100 сек. (В последнем случае, считая, что процесс ((t) наблюдается 102 сек по 100 наблюдений в сек, имеем в общей сложности 10200 наблюдений. Обработка на самом обычном персональном компьютере такого количества наблюдений никаких сложностей не представляет.)
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