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Спектральное разложение стационарных случайных процессов
(в том числе обобщенных)

Редакция 03 января 2010 года.
1. Применение к исследованию среднего значения процесса.
  Применим спектральное разложение обыкновенного стационарного случайного процесса вида 
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 к исследованию среднего значения 
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 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]ò
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 Имеем 
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Допустим, что E((t)=0 и что этот процесс имеет непрерывную в нуле спектральную плотность f((). В силу известной формулы, имеем
E
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 Сделаем в последнем интеграле замену переменных T(=u.
Тогда получим

               E
[image: image6.wmf]du

T

u

f

iu

e

T

d

f

iT

e

iu

iT

T

)

/

(

1

1

)

(

1

2

2

2

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

-

=

-

=

l

l

l

x

l

.
Рассмотрим поведение последнего выражения при T((. Поскольку f(u/T)(f(0) и  предельный переход под знаком интеграла возможен, получаем, что E
[image: image7.wmf]2
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примерно равняется c/T, где  c=
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]).
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(Последнее в силу того, что функция 
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 является преобразованием Фурье индикатора отрезка [0, 1] и равенства Парсеваля.)

Дисперсия же самого интеграла 
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будет больше в T2 раз, т.е. примерно равняется 2(Tf(0).
2. Применение к процессу Орнштейна-Уленбека

В случае этого процесса корреляционная функция B(t)=B(0)e-a|t|, а спектральная плотность является обратным преобразованием Фурье от корреляционной функции, т.е.
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Таким образом, перемещение частицы за время от 0 до t, т.е.
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имеет при малых t дисперсию порядка величины t2, а при больших t порядок величины дисперсии есть t, точнее говоря 2(tf(0)=t(2/a2. Кроме того, перемещения частицы на непересекающихся (больших) отрезках времени могут считаться независимыми случайными величинами, имеющими нормальное распределение с нулевым средним и с дисперсией, пропорциональной величине отрезка времени. Оценивая дисперсию по сумме квадратов приращений и считая a и t известными, можно получить оценку для (.
3. Винеровский процесс

Математики рассматривают такой случайный процесс, для которого приращения за любые непересекающиеся промежутки времени суть независимые нормальные случайные величины с дисперсиями, пропорциональными длинам отрезков времени. Надо учесть, что в математике длина и время по умолчанию считаются обезразмеренными (путем деления на выбранные единицы длины и времени). С учетом этого возникает так называемый винеровский процесс ( в честь математика Н. Винера), который обычно обозначается W(t)и считается определенным для t(0, причем чаще всего полагается W(0)=0, D(W(t)-W(s))= t-s. Математики знают много удивительного о свойствах траекторий этого процесса, но не надо забывать и о том, что реальное броуновское движение описывается с помощью этого процесса лишь на достаточно больших интервалах времени. Именно, моделью является процесс x(t)=(W(t), где ( надо определять по наблюдениям.
Так вот, существует математическая теорема, состоящая в том, что наблюдая реализацию x(t) на каком-нибудь отрезке времени,скажем, [0, 1], можно определить ( совершенно точно. Для этого нужно взять разбиение отрезка [0, 1] точками t0=0, t1,…,tn=1 и составить сумму квадратов приращений
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 Нетрудно проверить, что математическое ожидание s2 равно как раз (2, а дисперсия стремится к нулю при измельчении разбиения. В силу неравенства Чебышева получаем, что оценка s2 сходится по вероятности к истинной величине  (2. В математике предельный переход – это законная операция. На практике чрезмерному измельчению отрезка времени препятствует даже не то, что для малого изменения времени модель винеровского процесса становится неточной, а скорее невозможность точного фиксирования изменения положения частицы, если это изменение мало.
4. Дифференциальные уравнения и спектральное разложение.
Случайность может различными способами входить в дифференциальные уравнения. В обязательном курсе случайных процессов изучаются лишь линейные уравнения с постоянными коэффициентами, в правую часть которых может входить случайный процесс. Фактически мы уже изучили такое простейшее уравнение вида 
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 решение которого имеет вид 
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где не зависящая от t величина ( может быть любой случайной величиной. При t(( и определенных дополнительных условиях, которые рассматривались ранее, дисперсия x(t) возрастает пропорционально t, а следовательно, решение x(t) не может быть стационарным случайным процессом. Из этого правила имеются некоторые исключения, связанные с нарушением упомянутых условий. Например, если процесс ((t) сам является производной некоторого другого стационарного процесса, т.е. 
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 В этом случае 
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 и решение x(t) имеет ограниченную дисперсию.
Как известно, линейное дифференциальное уравнение любого порядка может быть сведено к системе уравнений первого порядка. Если в правую часть еще добавлен некоторый случайный процесс, то получается система уравнений вида
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 частное решение которой можно записать в виде 
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eA(t-s)((s)ds (при этом безразлично, является ли ((s) случайной или неслучайной векторной функцией времени, лишь бы матрица А  не зависела от t). Впрочем, простота этой записи несколько обманчива, потому что вычисление экспоненты от матрицы может оказаться громоздким. Но принципиально речь идет о некоторых линейных функционалах от компонент векторного случайного процесса ((s), для которых могут быть вычислены математические ожидания и всевозможные ковариации, если указанные параметры известны для компонент ((s). 
Однако некоторые свойства можно усмотреть и из приведенной общей формулы для решения x(t). Как известно, система уравнений с матрицей А является устойчивой, если все собственные значения матрицы А имеют отрицательные вещественные части. В этом случае eA(t-s) близко к нулю, если t-s велико. Поэтому при больших t в интеграле для x(t) имеет смысл учитывать лишь такие s, которые не слишком далеко отстоят от t. Если процесс ((t) стационарен, то и решение x(t) выходит на стационарный режим при достаточно больших t. Исследование этого стационарного режима во многих случаях представляет существенный интерес. Качественно ситуацию можно описать, например, следующим образом. Имеется некоторый прибор, который после включения его дает через некоторое время достаточно точное значение измеряемой величины (или даже измеряемой функции времени). Но при наличии случайных помех возникает случайная ошибка в показании прибора, которая не исчезает со временем. Для исследования этой случайной ошибки уравнения, описывающие динамику прибора, линеаризуются в окрестности истинного значения, и конечно, должна получиться устойчивая система уравнений (иначе прибор никуда не годится). Внешние случайные воздействия пускай входят лишь в правые части этих уравнений (не в коэффициенты). Тогда получается ситуация, которую мы, в принципе, рассмотрели.
Однако в учебном курсе случайных процессов нет возможности рассмотреть какой-то реальный прибор, так как описывающие его уравнения неизбежно окажутся слишком громоздкими для упражнений. Мы рассмотрим несколько упрощенных примеров.

4.1. Белый шум

Ситуация, в которой случайные возмущения теряют статистическую зависимость между своими значениями за время, намного меньшее, чем то время, за которое заметно изменяется положение невозмущенной системы, моделируется с помощью понятия случайного процесса, значения которого ((s) и ((t) статистически независимы, если s ( t. Однако нет возможности допустить, что значения процесса ((t) имеют ограниченную дисперсию, погому что интеграл от такого процесса не может быть ничем, кроме нуля (если считать, что математическое ожидание Е((t)=0). Действительно, при понимании интеграла как предела римановых сумм, т.е.
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Поэтому используется понятие белого шума, который является обобщенным стационарным процессом. Напомним, что корреляционный функционал В обобщенного стационарного случайного процесса 
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 определяется соотношением
Е
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(где одна черта сверху обозначает комплексное сопряжение), а звездочка обозначает свертку функций. Процесс 
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 называется  белым шумом, если его корреляционный функционал имеет вид 
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[image: image31.wmf]
В теории стационарных случайных процессов определения устроены так, что корреляционная функция (или функционал в случае обобщенного процесса) является преобразованием Фурье от спектральной плотности. Следовательно, спектральная плотность является обратным преобразованием Фурье от корреляционного функционала. В случае белого шума получаем
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 т.е. спектральная плотность белого шума равна константе (не зависит от частоты (). 
Интересно, что само существование (в математическом смысле) белого шума, равно как и существование случайной ортогональной спектральной меры, не очевидно. (Под «существованием» в математике понимается возможность построить данный объект, исходя из других объектов, существование которых уже признано, с помощью математических рассуждений, законность которых тоже признана.) Но винеровский процесс, несомненно, существует в силу теоремы Колмогорова о продолжении меры (постулируемые свойства его приращений, как нетрудно видеть, задают согласованные конечномерные распределения значений процесса). Чаще всего винеровский процесс считается определенным на полуоси 0(t<(, но можно его определить и на всей прямой. Действительно, возьмем две независимые реализации винеровского процесса W1(t) и W2(t), определенные каждая на полупрямой, и положим W(t)=W1(-t)  для t<0 и W(t)=W2(t) для t>0. Процесс W(t) задает ортогональную случайную меру по следующему правилу. Мерой отрезка [a,b] считается приращение W(b)-W(a). Затем мера продолжается с отрезков на ограниченные борелевские подмножества.
Теперь покажем, что производная 
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 процесса W(t) (в смысле обобщенных функций) является белым шумом. Действительно, по определению производной от обобщенной (случайной или неслучайной) функции имеем 
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 Последний интеграл хочется записать в виде 
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и представить его в виде предела соответствующих интегральных сумм. Без труда проверяется, что для гладкой быстро убывающей на бесконечности функции 
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 Таким образом, корреляционный функционал процесса 
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4.2. Белый шум в правой части дифференциального уравнения

Стационарное решение дифференциального уравнения вида 
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, где Z – это спектральная мера процесса ((t). Условием существования интеграла в правой части является необращение в нуль знаменателя при вещественных (. (Если знаменатель обращается в нуль, то стационарное решение может не существовать, как например, для уравнения 
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 (Обобщенные случайные процессы в данном случае не помогают.) Спектральная плотность 
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т.е процесс ( является белым шумом, то процесс x имеет спектральную плотность вида константа, деленная на квадрат модуля многочлена. Если коэффициенты многочлена P вещественны, то квадрат модуля можно записать в виде P(i()P(-i()). Взятие производных от процесса x(t)  и их линейной комбинации приведет к спектральной плотности, равной отношению двух многочленов, т.е. к рациональной спектральной плотности. Такие случайные процессы популярны в приложениях.
Пример 1: получение процесса Орнштейна-Уленбека.
Подставим белый шум 
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 в правую часть уравнения, выражающего убывание скорости броуновской частицы за счет вязкости. Получим уравнение
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 Спектральная плотность решения будет равна 
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 т.е. получается такая же спектральная плотность, которую мы получили из дискретной модели. Но теперь масштабный множитель ( имеет неясный физический смысл: связь с макроскопическими параметрами вязкости и абсолютной температуры утеряна. (Это ( не то, что в п.2; впрочем, оценивать его по наблюдениям все равно надо так же.)
Пример2: резонанс.

Под резонансом понимается большая величина решения дифференциального уравнения с возмущающей «силой» в правой части в том случае, когда эта «сила» содержит гармонические колебания с частотами, близкими к собственным частотам, т.е. мнимым частям корней характеристического уравнения P(()=0. Если возмущающая «сила» задается детерминированной функцией времени, то не всегда ясен смысл слов «содержит гармонические колебания» с теми или иными частотами; обычно ограничиваются случаем, когда «сила» представляет собой конечную или счетную сумму гармоник. В случае же, когда «сила» является стационарным случайным процессом (в том числе обобщенным), величина резонанса определяется значениями спектральной плотности вблизи собственных частот.
Рассмотрим для простоты уравнение математического маятника. В случае, если рассматривается маятник без трения, под действием случайного стационарного возмущения обычно происходит рост решения со временем. В этом можно убедиться примерно таким же способом, какой использован в п.1 при исследовании интеграла от стационарного случайного процесса с помощью спектрального разложения. Но вычисления здесь несколько громоздки (нужно вычислить в явном виде 
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где А – матрица коэффициентов соответствующей системы двух уравнений первого порядка). Поэтому мы ограничимся случаем маятника с трением, когда имеется стационарное решение.
 Соответствующее уравнение имеет вид 
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 где а>0 – коэффициент трения, (0 - собственная частота колебаний маятника без трения и без возмущений и предполагается, что a<<(0. Характеристический многочлен имеет вид
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 и его корни равны примерно 
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0 с малой отрицательной вещественной добавкой. Поэтому спектральная плотность стационарного решения 
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 имеет в точке 
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0 малый знаменатель. Таким образом, дисперсия стационарного решения (равная 
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может зависеть, главным образом, от значения спектральной плотности возмущения 
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Приложение. Упражнение на вычисление корреляционной функции процесса x(t) в том случае, когда в качестве процесса ξ(t) подставлен белый шум ((t), оказалось необычайно душеспасительным. Имеет смысл включить его в задачи для студентов, а решение состоит в следующем.
Пусть спектральная плотность белого шума равне единице (безразмерна, как все величины в математике). Выпишем более внимательно корни характеристического уравнения 
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, где с=а/2>0. Теперь вычисляем интеграл 
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 с помощью вычетов, учитывая, что при t>0 нужно составить контур интегрирования из отрезка прямой и полуокружности в верхней полуплоскости (поскольку там ограничена функция eit(). При t<0 нужно поместить полуокружность в нижнюю полуплоскость, но при этом изменится направление обхода и сумму вычетов нужно взять с минусом. Записывая P(()=((-(1)((-(2), вставляя i( вместо( и вычисляя вычеты, в конце концов получаем такой ответ:

При t>0 корреляционная функция 
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При t<0 корреляционная функция 
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Таким образом, колебательный характер движения маятника проявляется в корреляционной функции, которая при условии c<<( примерно пропорциональна 
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 Последнее выражение также является корреляционной функцией, но добавка 
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имеет существенное значение: она делает корреляционную функцию дважды дифференцируемой в нуле. (Нетрудно проверить, что разложение B(t) в ряд Тейлора в нуле начинается с членов порядка t2.) Так и должно быть, потому что решение x(t) один раз дифференцируемо как обыкновенный случайный процесс (спектральная плотность 
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 интегрируема на всей прямой). Но вторая производная является обобщенным процессом, и только в этом смысле уравнение удовлетворяется.
Из полученных формул видно также, как растет 
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при убывании с и как убывает при росте (. Чем выше собственная частота маятника, тем слабее действует на него белый шум фиксированной интенсивности.
Но все эти рассуждения с корреляционной функцией позволяют только лишь оценить решение по порядку величины и ничего не говорят о том, как выглядит типичная реализация решения x(t). Чтобы прояснить этот вопрос, сделаем следующее. Во-первых, существование у решения  первой производной  позволяет сохранить понятие фазовой плоскости 
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: при известных значениях x(t) и 
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 EMBED Equation.3  [image: image70.wmf])
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 дальнейшее поведение решения описывается суммой решения невозмущенного уравнения с известными условиями в момент t и решения возмущенного уравнения с нулевыми условиями в этот момент, которое зависит лишь от будущего поведения белого шума. Таким образом, на фазовой плоскости получаем марковский процесс. Теперь спрашивается, можно ли применить для отыскания решения возмущенного уравнения формулу 
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, если процесс ((s) является белым шумом. (Здесь А – матрица коэффициентов соответствующей системы первого порядка.) Ответ положительный: поскольку для белого шума 
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, ясно, что функционал, задаваемый белым шумом, можно продолжить на функции, суммируемые с квадратом (по мере Лебега), в частности, на финитные ограниченные функции (хотя бы и разрывные). Интеграл же для x(t) можно понимать как интеграл по всей прямой, но от функции, отличной от нуля лишь при 0(s(t. Возникает, однако, вопрос, как вычислить экспоненту от матрицы, соответствующей уравнению маятника 
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 Кажется, это не совсем просто.
Во-первых, надо сделать замену переменных, которая превращает в нуль коэффициент при первой производной, а именно замену 
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 Тогда для y(t) получится уравнение 
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где 
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Для последнего уравнения без труда вычисляется, что 
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. После этого устанавливается, что для решения исходного уравнения справедлива формула
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, в которую можно вместо ξ(s) подставить белый шум ((s). Это выражение представляет собой то отклонение от невозмущенного решения, которое вызывается действием белого шума.
Введение в модель белого шума нередко означает, что гладкая динамическая система заменяется диффузионным процессом. В частности, это происходит в рассматриваемой модели математического маятника. В данном случае нет необходимости в замене времени и координат. Рассмотрим вычисление коэффициентов сноса и диффузии в этой модели.
Если в момент времени t система оказалась в точке фазовой плоскости 
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то приращение координат за время от t до t+(t будет равно приращению координат невозмущенной траектории плюс отклонение от невозмущенного движения под действием белого шума. Это даст следующие выражения:
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Поскольку считается, что Е((s)=0, коэффициенты сноса даются невозмущенными (первыми) слагаемыми в последних выражениях. Что касается матрицы коэффициентов диффузии, то при малом (t имеем: 
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 получаем, что математическое ожидание квадрата случайной добавки в выражении для (х имеет порядок величины ((t)3, т.е. соответствующий коэффициент жиффузии равен нулю. Произведение случайных добавок в (х и 
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имеет математическое ожидание, по порядку равное ((t)2, т.е. тоже приравнивается к нулю в матрице коэффициентов диффузии. Математическое ожидание квадрата случайной добавки в выражении для 
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равно (2(t, т.е. дает коэффициент диффузии, равный (2.
Теорема перехода Колмогорова дает нам основание считать эти случайные добавки гауссовскими. Что касается решения уравнений Колмогорова для нахождения переходной плотности, то в этом вряд ли есть необходимость. Будущее положение системы есть положение невозмущенной системы плюс добавка, имеющая двумерное гауссовское распределение с нулевым средним и матрицей ковариаций, которая может быть вычислена путем интегрирования некоторых произведений убывающей экспоненты на синус или косинус.
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