Глава 7. Функции от случайных величин. Непрерывный случайный вектор.

§ 7.1. Функции от случайных величин

Пусть задана функция плотности 
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Здесь 
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 –  функция, обратная к функции 
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Если плотность 
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 отлична от нуля на некотором промежутке (конечном или бесконечном), то границы соответствующего промежутка для 
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 находятся подстановкой исходных границ в функцию (. Заметим, что порядок следования границ может меняться,  когда ( – убывающая функция. 

Задача 1. Случайная величина ( равномерно распределена на отрезке [0, 2]. Найти плотность случайной величины 
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Решение.

 Из условия задачи следует, что 
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Далее, функция 
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 является монотонной и дифференцируемой функцией на отрезке [0, 2] и имеет обратную функцию 
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, производная которой равна 
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Значит, 
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    § 7.2. Совместное распределение непрерывных случайных величин
Пусть на вероятностном пространстве ( заданы две непрерывные случайные величины ( и (. Тогда упорядоченная пара ((, () определяет «случайную» точку на плоскости и называется случайной парой, двумерным случайным вектором или двумерной случайной величиной (так же, как в дискретном случае).
Совместной функцией  распределения вероятностей случайных величин  ( и η  или  случайного вектора ((,η)  называется функция F(x,y)= P((<x,η<y). C геометрической точки зрения, данная функция определяет вероятность попадания случайной точки ((,() в бесконечный угол на плоскости с вершиной в точке (x,y), лежащий ниже и левее этой точки (за исключением самих сторон угла).
Частными функциями распределения называются функции распределения составляющих ξ и η: Fξ(x)  и  Fη(x).
Совместные функции распределения обладают следующими свойствами:

1. 0(F(x,y)(1;

2. F(x,y) есть неубывающая функция по каждому из аргументов;

3. F(x,y) непрерывна слева по каждому из  аргументов;

4. F(x,y) удовлетворяет соотношениям: F(+(,+()=1 и F(x,–()=F(((,y)=0. 
5. Для любого прямоугольника (={(x,y):x([a1,b1), y([a2,b2)} верно
P[((,()((]=F(b1,b2)–F(b1,a2)–F(a1,b2)+F(a1,a2)(0.
Если один из аргументов обращается в +(, то функция распределения вектора превращается в функцию распределения случайной величины, соответствующей другому аргументу: F(x,+()=F((x), F(+(,y)=F((y). 

Из определения независимости случайных величин ( и η следует, что их совместная функция распределения равна произведению функций распределения составляющих: F(x,y)=F((x)F((y). Справедливо и обратное: если F(x,y)=F((x)F((y) верно для любых x и y, то случайные величины независимы. 

Случайный вектор называется непрерывным, если его совместная функция распределения непрерывна. Случайный вектор называется абсолютно непрерывным, если существует такая неотрицательная функция 
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, называемая совместной плотностью распределения случайных величин ( и ( (или вектора), что имеет место равенство
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Вероятность того, что случайная точка ((,() попадет в некоторую область 
[image: image20.wmf]2

R

B

Í

 на плоскости, вычисляется с помощью двойного интеграла:
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Совместная плотность распределения обладает следующими свойствами:

1.  
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3. 
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Простейшим примером совместного распределения двух случайных величин является двумерное равномерное распределение на множестве A. Пусть задано ограниченное множество A с площадью 
[image: image25.wmf]).
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 Тогда указанное распределение определяется как распределение пары ((,(), задаваемое с помощью следующей совместной плотности:
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Задача 2. Пусть двумерный случайный вектор ((, () равномерно распределен внутри треугольника 
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Решение. Площадь указанного треугольника 
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 (см. рис. 7.1). В силу определения двумерного равномерного распределения совместная плотность случайных величин (, ( равна
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Событие 
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 соответствует множеству 
[image: image32.wmf]{

}

y

x

y

x

B

>

=

:

)

,

(

 на плоскости, т.е. полуплоскости. Тогда вероятность 


[image: image33.wmf]{

}

òò

=

Î

=

B

dxdy

y

x

p

B

P

B

P

.

)

,

(

)

,

(

)

(

,

h

x

h

x


[image: image34.jpg]








Рис. 7.1.

На полуплоскости B совместная плотность 
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 равна нулю вне множества 
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 и 1/2 – внутри множества 
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. Таким образом, полуплоскость B разбивается на два множества: 
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. Следовательно, двойной интеграл по множеству B представляется в виде суммы интегралов по множествам 
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Если задана совместная плотность распределения 
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 случайной пары ((,(), то плотности 
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 составляющих ( и ( называются частными плотностями и вычисляются по формулам:
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Для непрерывно распределенных случайных величин с плотностями р((х), р((у) независимость означает, что при любых х и у выполнено равенство
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Задача 3. В условиях предыдущей задачи определить, независимы ли составляющие случайного вектора ( и (.

Решение. Вычислим частные плотности 
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Аналогично, 
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Очевидно, что в нашем случае 
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, и потому случайные величины ( и (  зависимы. 

Числовые характеристики для случайного вектора ((,() можно вычислять с помощью следующей общей формулы. Пусть 
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 —  совместная плотность величин ( и (, а ((х,у) — функция двух аргументов, тогда 
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В частности, 
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Задача 4. В условиях предыдущей задачи вычислить 
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Решение. Согласно указанной выше формуле имеем:
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Представив треугольник 
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 в виде 
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 двойной интеграл можно  вычислить как повторный:
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Важную роль в приложениях играет двумерное нормальное распределение. Пусть (1  и (2 – независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение. Тогда двумерная случайная величина (=((1,(2) имеет стандартное двумерное нормальное распределение. Его совместная плотность равна:
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По определению, случайная величина (=((1, (2) имеет двумерное нормальное распределение, если ее можно представить в виде 
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где a=(a1, a2) – вектор математических ожиданий, B – некоторая матрица. 


В случае, когда коэффициент корреляции (=(((1, (2) отличен по модулю от единицы, распределение имеет двумерную нормальную плотность:
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При этом составляющие имеют нормальные распределения: 
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Двумерное нормальное распределение обладает рядом полезных свойств, например:

1) если (=0, то (1 и (2 независимы;

2) любая линейная комбинация c1(1+c2(2 имеет нормальное распределение; 

3) условные распределения каждой составляющей по другой также нормальны;

4) функции регрессии составляющих линейны. 

Поэтому на практике, если рассматривается пара случайных величин, каждая из которых имеет нормальное распределение, то удобно предположить, что их совместное распределение является двумерным нормальным распределением.
§ 7.3. Плотность суммы двух непрерывных случайных величин

Пусть ( и ( — независимые случайные величины с плотностями 
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. Тогда плотность случайной величины (+( вычисляется по формуле свертки

[image: image68.wmf].

)

(

)

(

)

(

dy

y

p

y

x

p

x

p

h

x

h

x

-

=

ò

¥

¥

-

+



Разумеется, в силу симметрии справедлива также формула


[image: image69.wmf].

)

(

)

(

)

(

dx

x

y

p

x

p

y

p

-

=

ò

¥

¥

-

+

h

x

h

x


Задача 5. Пусть ( и ( — независимые случайные величины, распределенные по показательному закону с параметром 
[image: image70.wmf]2
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Решение. Поскольку ( и ( распределены по показательному закону с параметром 
[image: image72.wmf]2
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, то их плотности равны
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Следовательно, 

[image: image74.wmf]î

í

ì

<

³

=

-

-

-

.

,

0

,

,

2

)

(

)

(

2

y

x

y

x

e

y

x

p

y

x

x


Поэтому
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Если x<0, то в этой формуле аргумент функции 
[image: image76.wmf])
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отрицателен, и поэтому 
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Таким образом, мы получили ответ:
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§ 7.4. Условные распределения и  математические ожидания

(непрерывной случай)


Пусть на одном и том же пространстве элементарных исходов ( заданы две абсолютно непрерывные случайные величины ( и (. 


Условным законом распределения случайной величины ( при условии (=y , также как и для дискретных случайных величин, называется любое соотношение, ставящее в соответствие значениям случайной величины ( условные вероятности их принятия при условии (=y. 

В общем случае условную функцию распределения случайной величины ( при условии (=у также естественно было бы определить формулой 


[image: image82.wmf])

(

)

,

(

)

|

(

|

y

P

y

x

P

y

x

F

=

=

<

=

h

h

x

h

x

.

Однако это невозможно, так как для непрерывной случайной величины Р((=у)=0. Поэтому вместо события ((=y) рассматривают событие (y((<y+(y) и переходят к пределу по (у(0. Таким образом, получаем формулу 
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Наиболее важен для приложений случай, когда вектор ((,() представляет собой двумерную непрерывную случайную величину с совместной плотностью распределения p(,((x,y). Тогда 
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В данном случае условная функция распределения имеет производную по х, то есть существует условная плотность распределения ( при условии (=у, равная 
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Условное математическое ожидание непрерывной случайной величины ( при известном ( вычисляется по формуле:
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и называется функцией регрессии ξ по η: 
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. Функция регрессии  определена только в области возможных значений (, т. е. при 
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Задача 6. Двумерный случайный вектор ((, () равномерно распределен внутри треугольника 
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. Найти условное распределение ( при условии (=y  и функцию регрессии ((|((y).

Решение. Как было показано ранее (см. задачи 2 и 3), 
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Поделив первую плотность на вторую, получаем условную плотность:


[image: image92.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

Î

-

-

Ï

=

).

2

,

0

(

,

2

1

),

2

,

0

(

,

0

)

|

(

|

y

x

y

y

x

y

x

p

h

x


Таким образом, речь идет о равномерном распределении на промежутке (0, 2–y). Функцию регрессии вычисляем как математическое ожидание равномерного распределения. Получаем  ((|((y)=(2–y)/2, 0<y<2.  
В заключение отметим, что в таком важном для приложений случае, когда случайная пара (=((1, (2) имеет двумерное нормальное распределение (см. §7.2), функции регрессии оказываются линейными и имеют вид:
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что также можно вывести из представленных выше формул.
Задачи для самостоятельного решения

Теоретические задачи

1. Найти плотности распределения: а) суммы; б) разности; в) произведения; г) частного двух независимых случайных величин, имеющих равномерное распределение на (0; а(.

2. Случайные величины (1 и (2 независимы и имеют нормальные распределения с параметрами а1, 
[image: image94.wmf]2
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s

 и а2, 
[image: image95.wmf]2
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s

 соответственно. Доказать, что (1+(2 имеет нормальное распределение, и найти его параметры. 

3. Показать, что если ( имеет непрерывную функцию распределения F(x)=P(((x), то случайная величина (=F(() имеет равномерное распределение на отрезке (0, 1(.

Вычислительные задачи

4. Плотность распределения (  равна 
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Найти постоянную С, плотность распределения (=
[image: image97.wmf]x

1

 и Р(0,25((<0,64). (N4)
5. Случайная величина 
[image: image98.wmf]x

 имеет функцию распределения 
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Найти функцию распределения случайной величины 
[image: image100.wmf].

1

1

x

h

-

=

 (N10)

6. Случайная величина ( равномерно распределена на отрезке I. Найти плотность распределения случайной величины (, если: 

а) I=[1, 3], 
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б) I=[0, 3], 
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в) I=[1, 3], 
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г) I=[0, 2], 
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е) I=[1, 2], 
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ж) I=[(1, 2], 
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з) I=[1, 2], 
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и) I=[(1, 1], 
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к) I=[(1, 1], 
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7. Случайная величина ( имеет показательное распределение с параметром (=2. Найти плотность распределения случайной величины (, если:


а) 
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б) 
[image: image112.wmf]1

3

+

=

x

h

; 

в) 
[image: image113.wmf]x

h

3

1

+

=

; 

г) 
[image: image114.wmf]1

-

=

x

h

e

; 

д) 
[image: image115.wmf])

1

ln(

+

=

x

h

. 

8. Случайная величина ( имеет показательное распределение с параметром (. Найти функции плотности распределения случайных величин: 


а) (1= (( ; б) (2 =(2; в) (3= 
[image: image116.wmf];
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 г) 
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9. Случайная величина 
[image: image118.wmf]x

 распределена по нормальному закону с параметрами a и (2. Найти плотность распределения случайной величины (, если:


а) a=2, (=2, 
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б) a=(1, (=3, 
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10. Случайная величина ( имеет стандартное распределение Коши. Найти плотность распределения случайной величины (, если:


а) 
[image: image124.wmf]3
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11. Плотность распределения случайной величины ( равна p((x). Найти плотность распределения (, если:


а) 
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12. Плотность распределения случайной величины ( равна p((x). Найти плотность распределения (, если:


а) 
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13. Продавец прохладительных напитков установил, что его доход (за день) в летний период зависит от среднедневной температуры воздуха экспоненциальным образом и при повышении температуры от 20(С до 30(С растет от 1000 до 2000 денежных единиц. В предположении, что температура равномерно распределена от 20(С до 30(С, найти: а) вероятность того, что доход составит более 1500 денежных единиц; б) средний доход; в) среднее квадратическое отклонение дохода. 
14. Предприниматель взял кредит в 100 денежных единиц под сложные проценты (0,1% в день) на время реализации некоторого проекта. Определить, какую сумму в среднем ему придется выплатить, если время реализации проекта: а) равномерно распределено от 100 до 200 дней; б) показательно распределено со средним 150 дней. 

15. Прибыль X производителя зависит от рыночной цены p на выпускаемый товар по закону: X=90p2. В предположении, что возможная цена равномерно распределена от 10 до 12 (денежных единиц), найти: а) вероятность того, что прибыль составит более 10 тыс. денежных единиц; б) среднюю прибыль; в) среднее квадратическое отклонение прибыли. 
16. Прибыль X производителя зависит от рыночной цены p на расходуемое сырье по закону: X=106/p3. В предположении, что возможная цена равномерно распределена от 4 до 8 (денежных единиц), найти: а) вероятность того, что прибыль составит более 5 тыс. денежных единиц; б) среднюю прибыль. 
17. Найти плотность распределения суммы двух независимых величин ( и (, равномерно распределенных на отрезках  I и J соответственно, если:


а) I=(1, 3(, J=(0, 1(; 

б) I=[0, 2], J=[3, 4]; 

в) I=[0, 4], J=[1, 2]; 

г) I=[1, 3], J=[2, 4]; 

д) I=[0, 1], J=[0, 7]. 
18. Найти плотность распределения суммы независимых случайных величин ( и (, где ( имеет равномерное распределение на отрезке I, а ( имеет показательное распределение с параметром (, если:

а) I=[0, 1], (=2; 

б) I=[0, 3], (=2; 

в) I=[0, 2], (=5; 

г) I=[(1, 1], (=3; 

д) I=[1, 2], (=2. 
19. Найти плотность распределения суммы независимых показательно распределенных случайных величин ( и ( с параметрами ((  и  (( соответственно, если:

а) ((=2,  ((=3; 

б) ((=2,  ((=5; 

в) ((=4,  ((=6; 

г) ((=1,  ((=5; 

д) ((=4,  ((=5. 
20. Работа состоит из двух частей, которые выполняются независимо и последовательно. Время выполнения первой части равномерно распределено от 1 до 2 часов, второй – от 1 до 3 часов. Найти: а) среднее время выполнения работы; б) вероятность того, что работа будет выполнена за 4 часа. 

21. Работа состоит из двух частей, которые выполняются независимо и последовательно. Время выполнения первой части равномерно распределено от 1 до 3 часов, второй – от 2 до 4 часов. Найти: а) среднее время выполнения работы; б) вероятность того, что работа будет выполнена за 5 часов. 

22. Работа состоит из двух частей, которые выполняются независимо и последовательно. Время выполнения первой части показательно распределено со средним 1 час, второй – со средним 2 часа. Найти вероятность того, что работа будет выполнена за 4 часа. 

23. Работа состоит из двух частей, которые выполняются независимо и последовательно. Время выполнения первой части показательно распределено со средним 2 часа, второй – со средним 3 часа. Найти вероятность того, что работа будет выполнена за 6 часов. 

24. Двумерная случайная величина (ξ,η) равномерно распределена на множестве A.  Проверить величины ξ и η на зависимость, найти их плотности и F(C), если:


а) A={(x–1)2+y2(9, y(0}, C=(1,3); 

б) A={x2+(y–3)2 ≤ 64}, C=(0,3); 


в) А={(x–2)2+y2(25, y(0}, C=(2,5); 


г) А={x2+(y–5)2≤ 49}, C=(0,5); 

д) A={x2+(y–2)2≤ 9, x≥ 0}, C=(3,2). 

25. Двумерная случайная величина (ξ,η) равномерно распределена на множестве A.  Проверить величины ξ и η на зависимость, найти их плотности и F(C), если:


а) A={|x|+|y–3|≤ 10}, C=(5,8); 

б) A={|x|+|y–4|≤ 6}, C=(3,7); 

в) A={|x–1|+|y|≤ 4}, C=(0,–1); 


г) A={|x|+2|y|≤ 6}, C=(–1,–1); 


д) A={|x|≤ 3; 0≤ y≤ 3–|x|}, C=(1,1); 


е) A={0≤ x≤ y≤2}, C=(1,3/2); 


ж) A={–1(y(7–2|x–1|}, C=(2,5); 


з) A={|x|+2|y–3|≤ 6}, C=(4,4);


26. Двумерная случайная величина (ξ,η) равномерно распределена на четырехугольнике, ограниченном прямыми y=0, y=2, y=2x+2, y=14–2x. Проверить величины ξ и η на зависимость, найти их плотности и F(1,1). 
27. Двумерная случайная величина (ξ,η) равномерно распределена на множестве A, ограниченном параболой и осью абсцисс: A={0≤y≤4–(x–2)2}.  Проверить величины ξ и η на зависимость, найти их плотности и F(2,4). 
28. Двумерная случайная величина (ξ,η) равномерно распределена в квадрате 
К=((х,у): (х(+(у((2(. Найти вероятность
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29. Пара случайных величин ( и ( равномерно распределена внутри треугольника K=
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. Найти вероятность 
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30. Пара случайных величин ( и ( равномерно распределена внутри трапеции с вершинами в точках (–6, 0), (–3, 4), (3, 4), (6, 0). Найти совместную плотность распределения для этой пары случайных величин и плотности составляющих. Зависимы ли ( и (? 
31. Случайная пара ((,() равномерно распределена внутри 
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. Найти плотности ( и (, исследовать вопрос об их зависимости. Найти М(((). 
32. Совместная плотность двух случайных величин ( и ( равна
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Найти частные плотности (, (. Исследовать вопрос о зависимости ( и (. 
33. Дана совместная плотность случайных величин ξ и η:
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Найти: a) коэффициент A; б) совместную функцию распределения; в) частные плотности и функции распределения; г) условную плотность распределения ( при условии (=y. 

34. Функция совместного распределения случайного вектора ((, () имеет вид
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Найти: а) совместную и частные плотности распределения; б) при каких ( данная формула действительно задает функцию распределения; в) коэффициент корреляции; г) функцию регрессии ( по (. 

35. Случайная пара ((, () равномерно распределена в единичном квадрате 
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. Пусть ( – расстояние от точки ((, () до нуля. Найти функцию условного распределения ( при условии (=x, 0(x(1. 
36. Пара случайных величин ( и ( равномерно распределена в треугольнике с вершинами в точках (0, 0), (1, 1), (2, –1). Найти: а) функцию регрессии ( по (; б) функцию регрессии ( по (. 
37. Две независимые случайные величины (1 и (2 имеют показательное распределение с параметром (. Найти условное распределение (1 при условии, что (=(1+(2=t, t>0. 
38. Случайные приращения цен акций А и Б  (в процентах) имеют дисперсии 1 и 4 соответственно и нулевые средние, а их коэффициент корреляции  0,7.  Как в среднем должен измениться курс акции: а) Б, если курс акции А поднимется на 2%; б) А, если курс акции Б опустится на 4%. Решить задачу, используя приближение двумерным нормальным распределением. 
39. Случайный выпуск продукта в циклическом технологическом процессе на химическом производстве имеет среднее 50 и среднее квадратическое отклонение 12 (весовых единиц), причем выпуск в каждом цикле зависит от предыдущего с коэффициентом корреляции (0,4. Спрогнозировать выпуск в следующем цикле, если в текущем цикле выпуск составил: а) 45; б) 65 весовых единиц. Решить задачу, используя приближение двумерным нормальным распределением. 

40. Два экономических показателя, X и Y, имеют средние 10 и 20,  дисперсии 25 и 64 соответственно, а их коэффициент корреляции 0,5. Найти: а) среднее Y при условии X=15; б) среднее X при условии Y=28. Решить задачу, используя приближение двумерным нормальным распределением. 
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