

Глава  5. Дискретные случайные величины

§ 5.1. Случайная величина и ее закон распределения
Случайной величиной ( называется любая действительная функция* (=(((), (((, определенная на пространстве элементарных событий (. Если множество значений функции конечно или счетно, то такую случайную величину называют дискретной. 
В результате опыта случайная величина может принять то или иное значение, причем заранее неизвестно, какое именно. Примерами случайных величин являются: колебания курсов валют или цен товаров, прибыль или убытки фирмы, время выполнения работы, ожидания транспорта и т.д. 


Пример 1. При двукратном подбрасывании монеты возможны следующие исходы: 
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, т.е. пространство элементарных событий имеет вид 
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, причем каждый элементарный исход имеет вероятность 1/4. Пусть ((() – число выпадений герба при двукратном бросании монеты, тогда (((1)=0, (((2)=1, (((3)=1, (((4)=2. Зная вероятности элементарных исходов, можно вычислить вероятности для соответствующих значений случайной величины (:
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Полученные вероятности можно свести в таблицу (в первой строке перечислены значения случайной величины, а во второй – их вероятности):

	(
	0
	1
	2

	P
	1/4
	1/2
	1/4



Такая таблица уже не содержит информацию о том, на каком вероятностном пространстве определена случайная величина, в ней приведены лишь значения случайной величины (в первой строке) и их вероятности (во второй строке). 
Законом распределения случайной величины называется всякое соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями. 

Простейшей формой закона распределения дискретной случайной величины является ряд распределения. 

Рядом распределения дискретной случайной величины ( называется таблица, в которой перечислены все возможные значения x1, x2,…, xn этой случайной величины и соответствующие им вероятности 
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При этом 
[image: image5.wmf].
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 Если множество значений случайной величины счетно, то эта таблица является бесконечной справа, и суммой вероятностей является ряд 
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Задача 1. В связке из 3 ключей только один ключ подходит к двери. Ключи перебирают до тех пор, пока не отыщется подходящий ключ. Построить закон распределения для случайной величины ( – числа опробованных ключей. 

Решение. Число опробованных ключей может равняться 1, 2 или 3. Если испытали только один ключ, это означает, что этот первый ключ сразу подошел к двери, а вероятность такого события равна 1/3. Итак, 
[image: image7.wmf].
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 Далее, если опробованных ключей было 2, т.е. (=2, это значит, что первый ключ не подошел, а второй – подошел. Вероятность этого события равна 2/3×1/2=1/3. То есть, 
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 Аналогично вычисляется вероятность 
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3

/

1

)

3

(

=

=

x

P

 В результате получается следующий ряд распределения:

	(
	1
	2
	3

	P
	1/3
	1/3
	1/3


§ 5.2. Функция распределения 
Функцией распределения случайной величины ( называется функция F((x), определенная для любого действительного х  и выражающая  вероятность того, что  случайная величина (  примет значение, меньшее х: 

F((x)=P((<x).
Функция распределения обладает следующими свойствами:

1. Для любого 
[image: image10.wmf]R
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 справедливо неравенство 0(F((x)(1.

2. Функция распределения является неубывающей функцией, то есть, если  х1≤х2, то .F((x1) ≤ F((x2). 

3. Вероятность того, что случайная величина примет значение  из полуинтервала [x1,x2), равна разности значений функции распределения на концах интервала, т.е. P(x1(((x2)=F((x2)–F((x1).

4. Справедливо равенство: P(((x)=1–F((x).

5. Справедливы следующие предельные соотношения:
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6. Функция распределения непрерывна слева, т.е.
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Таким образом, каждая функция распределения является неубывающей, непрерывной слева и удовлетворяющей условиям F(–()=0 и F(+()=1 функцией. Верно и обратное( каждая функция, удовлетворяющая перечисленным условиям, может рассматриваться как функция распределения некоторой случайной величины.

Функция распределения является универсальным законом распределения случайной величины. Все изложенные выше свойства остаются верны, и когда множество значений случайной величины не является дискретным. 

Функция распределения любой дискретной величины разрывна, возрастает скачками при тех значениях х, которые являются возможными значениями (. Величина скачка функции F(x) в точке хi равна pi.

Задача 2. Построить функцию распределения F((x) для случайной величины (  из задачи 1.

Решение. Случайная величина ( имеет три значения 1, 2, 3, которые делят всю числовую ось на четыре промежутка: 
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. Если x≤1, то неравенство (<x невозможно (левее x нет значений случайной величины () и значит, для такого x функция F((x)=0. 

Если 1<x≤2, то неравенство (<x возможно только если (=1, а вероятность такого события равна 1/3, поэтому для таких x функция распределения F((x)=1/3. 

Если 2<x≤3, неравенство (<x означает, что или (=1, или (=2, поэтому в этом случае вероятность P((<x)=P((=1)+P((=2)=2/3, т.е. F((x)=2/3. 

И, наконец, в случае x>3 неравенство (<x выполняется для всех значений случайной величины (, поэтому P((<x)=P((=1)+P((=2)+P((=3)=1, т.е. F((x)=1.  

Итак, мы получили следующую функцию:
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§ 5.3. Дискретный случайный вектор
Пусть на вероятностном пространстве ( задано несколько случайных величин (1((), (2((),…,(n((), где (((. Такой упорядоченный набор  называется многомерным случайным вектором или n–мерной случайной величиной и обозначается ((()=((1,(2,...,(n).

 Рассмотрим случай n=2, когда на пространстве элементарных исходов  заданы две дискретные случайные величины ( и (, принимающие значения  хi (i=1, 2,...) и уj (j=1, 2,...), соответственно. Упорядоченная пара ((,() называется двумерным случайным вектором или двумерной случайной величиной. Сами величины ( и ( называются в этом случае составляющими (или компонентами) случайного вектора.

Геометрически совокупность двух случайных величин можно рассматривать как случайную точку  с координатами ((,η) на плоскости ХОY или как случайный вектор, направленный из начала координат в точку ((,η), составляющие которого случайные величины ( и η. Совокупность трех случайных величин изображается случайной точкой или случайным вектором в трехмерном пространстве, совокупность n случайных величин – случайной точкой или случайным вектором в пространстве n измерений.

Любое соотношение между возможными значениями случайного вектора и их вероятностями называется совместным законом распределения. 

Совместный закон распределения вероятностей дискретных величин ( и ( задается набором вероятностей 
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 одновременного осуществления событий ((=хi( и ((=уj(, т.е. 
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,  и представляется в виде таблицы:

	(              (

	y1
	y2
	…
	ym

	x1
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Первый столбец таблицы содержит все возможные значения составляющей (, а первая строка – все возможные значения составляющей η. В соответствующей клетке таблицы указана вероятность того, что двумерная случайная  величина приняла значение (хi,yj). Поскольку события {(: (1(()=xi, (2(()=yj} образуют полную группу событий, то сумма вероятностей, помещенных во всех клетках таблицы, равна единице: 
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. Такая таблица называется рядом распределения вектора ((,η).

Вероятность события типа {((,η)
[image: image28.wmf]Î

В} – «случайная точка (ξ,() попадает в область В» – вычисляется по формуле 
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, где суммирование происходит по всем возможным парам (хi,yj) значений случайных величин ( и η, для которых случайная точка  (xi,yj) входит в область В.

Частным законом распределения случайной величины ( называется набор вероятностей событий (( = хi(. Если задан совместный закон распределения, то частный закон распределения для ( можно получить с помощью формулы:
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Действительно, событие {ω: (=xi} может появиться с одним из событий                      {(=xi,η=y1}, {(=xi,η=y2},..., {(=xi,η=ym}, которые несовместны и их объединение равно событию {(=xi}, т.е. {(=xi}=
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{(=xi,(=yj}. Отсюда в силу теоремы сложения несовместных событий следует, что P((=xi)=
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. Аналогично, частным законом распределения ( называется набор вероятностей событий ((=yj(, которые также можно вычислить с помощью формулы:
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Таким образом, распределение каждой случайной величины восстанавливается с помощью  совместного закона распределения вероятностей. 

Пример 2. Совместное распределение пары ((,() задано таблицей. 

	η\ξ
	–1
	0
	1
	pξ

	–1
	1/16
	1/8
	1/16
	1/4

	1
	3/16
	3/8
	3/16
	3/4

	pη
	1/4
	1/2
	1/4
	1



Частные законы рассчитаны суммированием по строкам и по столбцам.


Случайные величины ( и ( называются независимыми, если для любых множеств A и В выполняется условие: 
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, то есть независимы события {((A} и {((B}. Справедлива следующая теорема.

Теорема. Дискретные случайные величины ( и η независимы тогда и только тогда, когда события {(=хi} и {(=уj} независимы для всех значений хi и уj .

Задача 3. Совместный закон распределения случайных величин ( и ( задан c помощью таблицы

	(               (
	1
	2

	–1
	1/16
	3/16

	0
	1/16
	3/16

	1
	1/8
	3/8


Вычислить частные законы распределения составляющих величин ( и (. Определить, зависимы ли они. Вычислить вероятность 
[image: image35.wmf](
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Решение. Частное распределение для ( получается суммированием вероятностей в строках:
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Аналогично получается частное распределение для (:
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Полученные вероятности можно записать в ту же таблицу напротив соответствующих значений случайных величин:

	(               (
	1
	2
	p(

	–1
	1/16
	3/16
	1/4

	0
	1/16
	3/16
	1/4

	1
	1/8
	3/8
	1/2

	p(
	1/4
	3/4
	1


Теперь ответим на вопрос о независимости случайных величин ( и (. С этой целью для каждой клетки совместного распределения вычислим произведение 
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 (т.е. сумм по соответствующей строке и столбцу) и сравним его со значением вероятности 
[image: image42.wmf](
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 в этой клетке. Например, в клетке для значений (=(1 и (=1 стоит вероятность 1/16, а произведение соответствующих частных вероятностей 1/4×1/4 равно 1/16, т.е. совпадает с совместной вероятностью. Это условие так же проверяется в оставшихся пяти клетках, и оно оказывается верным во всех. Следовательно, случайные величины  ( и ( независимы. 

Заметим, что если бы наше условие нарушалось хотя бы в одной клетке, то величины следовало бы признать зависимыми.

Для вычисления вероятности 
[image: image43.wmf](
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 отметим клетки, для которых выполнено условие 
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³

+

h

x

. Таких клеток всего три, и соответствующие вероятности в этих клетках равны 1/8, 3/16, 3/8. Их сумма равна 11/16, это и есть искомая вероятность. Вычисление этой вероятности можно записать так:
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§ 5.4. Числовые характеристики дискретных случайных величин

Пусть ( — дискретная случайная величина со значениями 
[image: image46.wmf]n
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 и их вероятностями рi = P((= 
[image: image47.wmf]),

i

x

i = 1, 2, ..., n. 

Математическим ожиданием (или средним значением) дискретной  случайной величины ( называется число
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Если множество значений случайной величины ( бесконечно (т.е. счетно), то математическое ожидание определяется как  бесконечный ряд
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в случае, когда он абсолютно сходится. 

Если ( – дискретная случайная величина и ((х) — некоторая функция, то математическое ожидание величины ( = ((() можно вычислить по формуле 
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в случае конечной суммы либо при условии, что ряд абсолютно сходится.

Если заданы совместное распределение вероятностей случайных величин ( и ( и функция ((x,y) двух аргументов, то 
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Математическое ожидание обладает следующими свойствами:

1) МC= C (C – константа);

2) М(C() = CМ( для любой константы C;

3) М((+() = М( + М(;

4) М((() = М((М(, если ( и  (  независимы.


Методом математической индукции можно доказать, что математическое ожидание суммы n случайных величин (1, (2,…, (n равно сумме их математических ожиданий:

M((1 +(2+…+(n)=M(1+M(2+…+M(n.

Дисперсией случайной величины ( называется число D(=М((–М()2. Величина 
[image: image52.wmf]x
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 называется средним квадратическим отклонением.
Из определения дисперсии вытекают формулы для вычисления дисперсии дискретной случайной величины: 
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если случайная величина принимает конечное число значений 
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при условии сходимости ряда. 
Дисперсию вычисляют также по другой (эквивалентной) формуле:
D(=М(2–(М()2

Для дисперсии справедливы следующие свойства.

1) DC=0 (дисперсия постоянной равна нулю);

2) D(C()=C2D(;

3) D((+C)=D(.

4) Если случайные величины ( и ( независимы, то D((+()=D(+D(.


Методом математической индукции можно доказать, что если (1, (2,…, (n попарно независимы, то дисперсия их суммы равна сумме дисперсий: 
D((1 +(2+…+(n)=D(1+D(2+…+D(n.


Модой дискретной случайной величины называется ее наиболее вероятное значение. В частности, наивероятнейшее значение числа успехов в схеме Бернулли – это мода биномиального распределения. 


Медианой случайной величины ( называется число Xmed такое, что Р((<Xmed)=Р((>Xmed)=1/2. Для дискретной случайной величины ξ это число может не совпадать ни с одним из значений ξ. Поэтому медиану дискретной случайной величины определяют как любое число, лежащее между двумя соседними возможными значениями хi  и xi+1 такими, что F(хi) <1/2;  F(хi+1)≥1/2.

Производящей функцией дискретной случайной величины ( со значениями во множестве неотрицательных целых чисел (0, 1, 2, …) называется функция 
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Производящая функция заведомо определена на отрезке [(1, 1], а вне него указанный ряд может расходиться.

Производящая функция обладает следующими полезными свойствами:

1) производящая функция суммы независимых случайных величин равна произведению производящих функций слагаемых: f(+((s)= f((s)f((s);

2) на отрезке [0, 1] производящая функция возрастает от f(0)=P((=0) до 1 и выпукла; 
3) M((((1)…(((n+1)=f(n)(1), где f(n)(s) – n-кратная производная (если она существует) производящей функции, n(1; в частности, M(=f '(1). 
Задача 4. Пусть случайная величина ξ имеет следующий закон распределения:
	(
	–1
	0
	2

	P
	1/4
	1/4
	1/2


Вычислить математическое ожидание M(, дисперсию D( и среднеквадратическое отклонение (.

Решение. По определению математическое ожидание ( равно
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Далее 
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а потому
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Среднее квадратическое отклонение 
[image: image60.wmf]4

/

19

=

=

x

s

D

.

Задача 5. Для пары случайных величин из задачи 3 вычислить 
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Решение. Воспользуемся формулой 
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. А именно, в каждой клетке таблицы выполняем умножение соответствующих значений 
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, результат умножаем на вероятность pij, и все это суммируем по всем клеткам таблицы. В итоге получаем:
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§ 5.5. Основные дискретные распределения и их характеристики

Распределение Бернулли (или биномиальное распределение) определяется как закон распределения случайной величины, равной числу успехов в n испытаниях Бернулли. Эта случайная величина ( может принять любое из значений 0, 1, 2, …, n, а их вероятности определяются формулой Бернулли: если p – вероятность успеха, q – вероятность неудачи, то 
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Для распределения Бернулли M(=np,  D(=npq, f(s)=(q+ps)n.
Распределение Пуассона. Случайная величина, распределенная по закону Пуассона, может принять любое из значений 0, 1, 2, … (счетное множество значений), а их вероятности задаются формулой 
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Для распределения Пуассона M(=(,  D(=(, f(s)=e((s(1).
Геометрическое распределение имеет случайная величина (, равная числу испытаний Бернулли до первого «успеха» (включительно) с вероятностью «успеха» в одном испытании, равной р. Такая случайная величина ( принимает значения 1, 2, 3,…, а их вероятности задаются формулой:
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[image: image72.wmf].
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Для геометрического распределения M(=1/p,  D(=q/p2, f(s)=p/(1(qs)n.
Гипергеометрическое распределение возникает, например, в задаче о выборке деталей. Пусть имеется N деталей, из которых M – стандартные. Делается выборка из n деталей. Случайная величина  ( определяется как число стандартных деталей в такой выборке. Оно может равняться любому числу от 0 до n, но, конечно, не больше, чем М. С другой стороны, число нестандартных деталей в выборке не больше, чем N(M, поэтому число стандартных не меньше n((N(M). Вероятности этих значений определяются гипергеометрической формулой
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[image: image74.wmf]).
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Для гипергеометрического распределения M(=np,  D(=(N–n)npq/(N–1), где p=M/N, q=1–p.
§ 5.6. Ковариация. Коэффициент корреляции
Ковариацией случайных величин ( и ( называется число



cov((,()=М[((–М()((–М()]
(в предположении существования всех  математических ожиданий).

Ковариацию можно вычислять по более простой (эквивалентной) формуле: 

cov((,()=М((()–(М()(М().


Из определения ковариации  вытекают следующие ее свойства: 

1. Если ( и (  –  независимые случайные величины, то 
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5. 
[image: image81.wmf].
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6. Если случайные величины (1 и (2 имеют конечные дисперсии D(1 и D(2, то дисперсия суммы этих случайных величин существует и равна

D((1+(2)=D(1+D(2+2cov((1,(2).

7. 
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8.  Равенство 
[image: image83.wmf]2

1

2

,

1

)

cov(

x

x

x

x

D

D

±

=

 достигается тогда и только тогда, когда случайные величины (1 и (2 линейно зависимы.

Cвойствами 1–5 удобно пользоваться при вычислении ковариации от сложных выражений. Например, 
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Коэффициентом корреляции случайных величин ( и ( (c положительными дисперсиями) называется число
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Коэффициент корреляции является одной из важных мер зависимости случайных величин. Как следует из свойств ковариации, он принимает значения от (1 до +1, отражая как силу зависимости случайных величин (по абсолютной величине), так и ее характер (положительная или отрицательная). 

Для независимых случайных величин коэффициент корреляции равен нулю. 
Если (=0, то случайные величины называются некоррелированными. Из независимости случайных величин следует их некоррелированность, но наоборот – не всегда. Для линейно зависимых величин, т.е. в случае 
[image: image86.wmf]b
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, где a и b – константы, коэффициент корреляции равен +1 при a>0 и (1 при a<0. В остальных случаях он находится в интервале –1(((1. 
Задача 6. Для пары случайных величин из задачи 3 вычислить ковариацию cov((,().

Решение. В предыдущей задаче уже было вычислено математическое ожидание 
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. Используя полученные в решении задачи 3 частные законы распределения, получаем
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и значит, 
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чего и следовало ожидать вследствие независимости случайных величин.

Задача 7. Случайный вектор ((,() принимает значения (0,0), (1,0), (–1,0), (0,1) и (0,–1) равновероятно.  Вычислить ковариацию случайных величин ( и (. Показать, что они зависимы. 

Решение. Поскольку Р((=0)=3/5, P((=1)=1/5, P((=–1)=1/5;  Р((=0)=3/5, P((=1)=1/5, P((=–1)=1/5, то М(=3/5(0+1/5(1+1/5((–1)=0 и М(=0; 
М((()=0(0(1/5+1(0(1/5–1(0(1/5+0(1(1/5–0(1(1/5=0.

Получаем cov((,()=М((()–М(М(=0, и случайные величины некоррелированны. Однако они зависимы. Пусть (=1, тогда условная вероятность события {(=0} равна Р((=0|(=1)=1 и не равна безусловной Р((=0)=3/5, или вероятность {ξ=0,η=0} не равна произведению вероятностей: Р((=0,(=0)=1(5(Р((=0)Р((=0)=9/25. Следовательно, ( и ( зависимы.
Задача 8. Случайные приращения цен акций двух компаний за день ( и ( имеют совместное распределение, заданное таблицей:
	(               (
	(1
	+1

	(1
	0,3
	0,2

	+1
	0,1
	0,4


Найти коэффициент корреляции.

Решение.Прежде всего вычисляем M((=0,3(0,2(0,1+0,4=0,4. Далее находим частные законы распределения ( и (:
	(               (
	(1
	+1
	p(

	(1
	0,3
	0,2
	0,5

	+1
	0,1
	0,4
	0,5

	p(
	0,4
	0,6
	


Определяем M(=0,5(0,5=0; M(=0,6(0,4=0,2; D(=1; D(=1–0,22=0,96; cov((,()=0,4. Получаем 
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Задача 9. Случайные приращения цен акций двух компаний за день имеют дисперсии D(=1 и D(=2, а коэффициент их корреляции (=0,7. Найти дисперсию приращения цены портфеля из 5 акций первой компании и 3 акций второй компании.

Решение. Используя свойства дисперсии, ковариации и определение коэффициента корреляции, получаем:
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Замечание.  Дисперсия приращений цены портфеля акций часто используется на практике как мера риска вложений: чем больше дисперсия, тем больше риск. Поэтому оценка данной величины имеет важное значение для инвесторов.  
§ 5.7. Условные распределения и математические ожидания
(дискретный случай)

Пусть на одном и том же пространстве элементарных исходов ( заданы две случайные величины ( и (. 

Условным законом распределения случайной величины ( при условии (=y называется любое соотношение, ставящее в соответствие значениям случайной величины ( условные вероятности их принятия при условии (=y. 


Рассмотрим здесь случай дискретных случайных величин ( и (,  принимающих значения хi (i = 1,2,...) и уj (j = 1, 2,...) соответственно. Тогда условное распределение ( при условии (=yj ставит в соответствие значениям xi вероятности
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При этом предполагается, что P((=yj)>0. 

Если случайные величины независимы, то их условные распределения совпадают с исходными, и значение одной величины не влияет на распределение другой.


Условной функцией распределения случайной величины ( при условии (=y называется функция, ставящая в соответствие любому числу x условную вероятность события {(<x} при условии (=y. В дискретном случае получаем:
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Условным математическим ожиданием случайной величины ( при условии (=y называется математическое ожидание условного распределения ( при условии (=y. В дискретном случае получаем:
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Аналогичным образом можно определить условную дисперсию.

Функцией регрессии случайной величины ( по ( называется функция,  ставящая в соответствие числу y условное математическое ожидание ( при условии (=y:
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Функция регрессии определена только на области возможных значений (.

На практике обычно невозможно точно предсказать значение одной случайной величины на основе знания другой, однако можно сделать это "в среднем". Функция регрессии как раз и характеризует среднее значение одной (неизвестной) величины при известном значении другой. В случае, если разброс возможных значений не очень велик, это может принести большую пользу.

Условным математическим ожиданием ( по ( называется случайная величина, равная  ((|(((), которая обозначается М((|(). 

Условное математическое ожидание обладает следующими свойствами:

1. М(с|()(с.

2. М(а(+b|()=aМ((|()+b.

3. М((1+(2|()=М((1|()+М((2|(). 
4. М(=М[М((|()].

5. М[f(()h(()|(]=h(()М[f(()|(], где f(x) и h(y) – произвольные функции.

6. М((|()(М((), если ( и ( независимы.

Задача 10. Распределение двумерной случайной величины задано таблицей: 

	(\(
	1
	3
	4
	8

	3
	0,15
	0,06
	0,25
	0,04

	6
	0,30
	0,10
	0,03
	0,07


Найти условное распределение и условное математическое ожидание (  при (=1. 

Решение. Условное математическое ожидание  равно 
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Из условия задачи найдем распределение составляющих (  и  ( (последний столбец и последняя строка таблицы).

	(\(
	1
	3
	4
	8
	P(

	3
	0,15
	0,06
	0,25
	0,04
	0,50

	6
	0,30
	0,10
	0,03
	0,07
	0,50

	P(
	0,45
	0,16
	0,28
	0,11
	1


Поскольку 
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, то условные вероятности находятся по формулам 
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а искомое условное математическое ожидание равно   
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Задачи для самостоятельного решения
Теоретические задачи.
1. Докажите, что для случайной величины (, распределенной по закону Пуассона с параметром (, математическое ожидание 
[image: image104.wmf]l
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2. Докажите, что для случайной величины (, распределенной по закону Бернулли с параметрами n и p, математическое ожидание 
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3. Докажите, что для случайной величины (, распределенной по геометрическому закону с параметром p, математическое ожидание 
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Вычислительные задачи

4. Монету подбросили 3 раза. Найти распределение числа появлений герба. 

5. Вероятность, что лотерейный билет окажется выигрышным, равна 0,1. Покупатель купил 5 билетов.  Найти распределение числа выигрышей у владельца этих 5 билетов. 
6. Три стрелка с вероятностями попадания в цель при отдельном выстреле 0,7, 0,8 и 0,9 соответственно делают по одному выстрелу. Найти распределение общего числа попаданий.
7. Два стрелка поражают мишень с вероятностями 0,8 и 0,9 соответственно (при одном выстреле). Найти распределение общего числа попаданий в мишень, если первый стрелок выстрелил один раз, а второй – два раза. 
8. Два станка выпускают детали с вероятностями брака 0,01 и 0,05 соответственно. В выборке одна деталь выпущена первым станком и две – вторым. Найти распределение числа бракованных деталей в выборке. 
9. Прибор комплектуется из двух деталей, вероятность брака для первой детали – 0,1, а для второй – 0,05. Выбрано 4 прибора. Прибор считается бракованным, если в нем есть хотя бы одна бракованная деталь. Найти распределение числа бракованных приборов среди выбранных. 
10. Стрелок поражает мишень с вероятностью 0,7 при одном выстреле. Стрелок стреляет до первого попадания, но делает не более 3 выстрелов.  Найти распределение числа выстрелов.

11. Монета подбрасывается до тех пор, пока герб не выпадет 2 раза, но при этом делается не более 4 бросаний. Найти распределение числа подбрасываний. 
12. С конвейера поступили N деталей. Вероятность брака для каждой детали равна p. Детали проверяют одну за другой, пока не наберут M годных или пока они не кончаются. Найти распределение числа проверенных деталей, если: а) N=4, p=0,1, M=2; б) N=5, p=0,1, M=3; в) N=6, p=0,05, M=3; г) N=6, p=0,2, M=2; д) N=6, p=0,1, M=2. 
13. Среди N деталей – M нужного размера. Детали извлекают поочередно, пока не найдут K деталей нужного размера или пока не будет сделано L проб. Найти распределение числа извлеченных деталей, если: a) N=10, M=3, K=2, L=4; б) N=12, M=6, K=2, L=5; в) N=13, M=6, K=3, L=5; г) N=12, M=7, K=2, L=5; д) N=8, M=3, K=2, L=5; е) N=10, M=4, K=2, L=5; ж) N=10, M=5, K=2, L=4.
14. Среди 5 ключей два подходят к двери. Ключи пробуют один за другим, пока не откроют дверь. Найти распределение числа опробованных ключей.
15. Среди 6 ключей три подходят к двери. Ключи подбираются до тех пор, пока дверь не будет открыта. Найти распределение числа опробованных ключей. 
16. Курс акции  в течение дня торгов может подняться или опуститься на один пункт, либо остаться неизменным (все три варианта равновероятны). Найти распределение изменения курса акции: а) за 2 дня; б) за 3 дня.
17. Курс акции в течение дня торгов может подняться на один пункт с вероятностью p, опуститься на один пункт с вероятностью r, либо остаться неизменным с вероятностью s. Найти распределение изменения цены акции за 2 дня.  Вычислить математическое ожидание. Решить задачу, если: а) p=0,6, r=0,3, s=0,1; б) p=0,5, r=0,4, s=0,1; в) p=0,7, r=0,2, s=0,1.
18. В телеигре игроку задают вопросы. Если игрок правильно отвечает на вопрос, ему задают следующий; если неправильно, то игрок выбывает из игры. Всего задается не более трех вопросов. Вероятность ответить на первый вопрос равна 0,9; на второй – 0,3; на третий – 0,1. Найти распределение числа правильных ответов и математическое ожидание выигрыша, если за один правильный ответ платят 100 руб., за два – 400 руб и за три – 1000 руб.
19. На викторине задаются 3 вопроса. Вероятность правильно ответить на первый – p, на второй – r, на третий – s. После неправильного ответа игрок выбывает из игры. Найти распределение числа правильных ответов. Вычислить математическое ожидание. Решить задачу, если: а) p=0,7, r=0,6, s=0,3; б) p=0,8, r=0,4, s=0,1. 
20. На викторине задаются 3 вопроса. Вероятность правильно ответить на первый – 0,7, на второй – 0,5, на третий – 0,2. После неправильного ответа игрок выбывает из игры. Найти распределение числа заданных вопросов. Вычислить математическое ожидание. 

21. На викторине задаются 4 вопроса. Вероятность правильно ответить на первый – p, на второй – r, на третий – s, на четвертый – w. После неправильного ответа игрок выбывает из игры. Найти распределение числа правильных ответов. Вычислить математическое ожидание. Решить задачу, если: а) p=0,9, r=0,8, s=0,4, w=0,2; б) p=0,9, r=0,8, s=0,3, w=0,2; в) p=0,9, r=0,7, s=0,4, w=0,2. 
22. В офисе проводится собеседование с N кандидатами на некоторую должность (по очереди). Если подходящий человек найден (принято решение о приеме его на работу), то с оставшимися кандидатами собеседование не проводится. Вероятность того, что кандидат подходит, равна p. Найти распределение числа кандидатов, с которыми беседовали, и его математическое ожидание, если: а) N=4, p=0,2; б) N=5, p=0,3; в) N=6, p=0,2.
23. В игровом автомате три окошка, в которых случайным образом появляются цифры от 0 до 9, равновероятно и независимо друг от друга. Если две цифры совпали, игрок получает 10 руб., если все три –  100 руб. Чтобы начать игру, он платит 5 руб. Найти распределение выигрыша игрока и его математическое ожидание. 
24. В игровом автомате три окошка, в которых случайным образом появляются 7 цветов, равновероятно и независимо друг от друга. Если два цвета совпали, игрок получает 20 руб., если три – 100 руб. Чтобы начать игру, он платит 10 руб. Найти распределение выигрыша игрока. Вычислить математическое ожидание. 
25. В экзаменационном билете три задачи. Вероятность правильного решения студентом первой задачи равна p, второй – r  и третьей – s. Найти распределение числа правильно решенных задач и найти его математическое ожидание, если: а) p=0,8, r=0,7, s=0,3; б) p=0,9, r=0,5, s=0,3; в) p=0,8, r=0,6, s=0,3. 
26. Фирма участвует в трех независимых проектах. Вероятность успешного завершения первого равна p, второго – r, третьего – s. Найти распределение числа успешных проектов. Вычислить математическое ожидание. Решить задачу, если: а) p=0,9, r=0,7, s=0,6; б) p=0,8, r=0,7, s=0,5.
27. Фирма участвует в четырех независимых проектах. Вероятность успешного завершения первого и второго равна 0,8, а третьего и четвертого – 0,7. Найти распределение числа успешных проектов. Вычислить математическое ожидание. 
28. В папке находятся 4 документа: два заявления и две анкеты. В заявлении могут быть ошибки с вероятностью 0,1. В анкете могут быть ошибки с вероятностью 0,2. Найти распределение числа документов с ошибками в папке и его математическое ожидание.
29. Стрелок стреляет по движущейся мишени до первого попадания в нее, причем успевает сделать не более 4 выстрелов. Найти математическое ожидание и дисперсию числа сделанных выстрелов, если вероятность попадания при каждом выстреле равна 0,6. 
30. Найти математическое ожидание и дисперсию суммы выпавших очков при бросании четырех игральных костей. 
31. На станцию обслуживания поступают заявки в соответствии с распределением Пуассона с параметром 
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 (в единицу времени). Мощность станции позволяет обслуживать не более 2 заявок в единицу времени. Найти вероятность того, что в течение данной единицы времени: а) станция не справится с потоком заказов и образуется очередь; б) станция обслуживания будет простаивать или работать не на полную мощность; в) на станции обслуживания не образуется очередь. Решить задачу без учета заявок, возможно, оставшихся с прошлой единицы времени. 
32. В процессе производства изделие высшего качества удается получить только с вероятностью 0,2. С конвейера берутся наугад детали до тех пор, пока не будет взято изделие высшего качества. Найти математическое ожидание числа проверенных изделий. 
33. Сдача экзамена по математике производится до получения положительного результата. Шансы сдать экзамен остаются неизменными и составляют 25%. Найти математическое ожидание числа попыток сдачи экзамена. 
34. ОТК должен проверить 100 комплектов, состоящих из 4 изделий каждый. Найти математическое ожидание числа комплектов, состоящих только из стандартных деталей, если каждая деталь стандартна с вероятностью 0,8. 
35. Игральная кость подбрасывается до а) второго; б) третьего появления грани с номером «три». Найти среднее число подбрасываний. 
36. В каждой упаковке товара имеется одна из N различных наклеек (равновероятно). Вычислить математическое ожидание и дисперсию числа упаковок, сколько понадобится купить, чтобы собрать все наклейки. Решить задачу, если: а) N=3; б) N=4; в) N=5. 
37. Закон распределения случайной величины ( имеет вид:

	(
	0
	1
	2
	3

	P
	1/8
	3/8
	3/8
	1/8


Найти функцию распределения случайной величины (, вычислить ее математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение. Вычислить вероятность 
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38.  Закон распределения случайной величины ( имеет вид:

	(
	–1
	2
	3
	5

	P
	1/4
	1/2
	1/8
	1/8


Найти функцию распределения случайной величины (, вычислить ее математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение. Вычислить вероятность 
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39. Закон распределения случайной величины ( имеет вид:

	(
	0
	1
	3
	4

	P
	1/9
	2/9
	1/6
	1/2


Найти функцию распределения случайной величины (, вычислить ее математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение. Вычислить вероятность 
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40. Закон распределения случайной величины ( имеет вид:

	(
	–2
	–1
	1
	3

	P
	1/7
	3/7
	2/7
	1/7


Найти функцию распределения случайной величины (, вычислить ее математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение. Вычислить вероятность 
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41. Совместное распределение ( и ( задано следующей таблицей:

	ξ
	η

	
	0
	1

	0
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Найти С, при котором случайные величины независимы. 
       42. Совместное распределение ( и ( задано следующей таблицей:

	ξ
	η

	
	–1
	1

	0
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Найти С, при котором случайные величины независимы. 
      43. Совместное распределение ( и ( задано следующей таблицей:

	ξ
	η

	
	–1
	1

	–1
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Найти С, при которых случайные величины независимы. 
      44. Совместное распределение ( и ( задано следующей таблицей:

	ξ
	η

	
	0
	1

	1
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Найти С, при которых случайные величины независимы. 
45. Совместный закон распределения пары ((,() задан таблицей
	           (          

(               
	–1
	0
	1

	0
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Найти распределение вероятностей случайной величины ((( и вычислить 
[image: image135.wmf]).
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 Исследовать вопрос о зависимости случайных величин ( и (. 
46. Совместный закон распределения пары (((() задан таблицей

	           (                    (
	–1
	0
	1

	(1
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Найти закон распределения вероятностей случайной величины (( и вычислить cov(2((3(,(+2(). Исследовать вопрос о зависимости случайных величин ( и (. 
47. Совместный закон распределения пары (((() задан таблицей

	           (                    (
	0
	1
	2

	(1
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Найти закон распределения вероятностей случайной величины (+( и вычислить cov(2(+(,(+(). Исследовать вопрос о зависимости случайных величин ( и (. 
48. Совместный закон распределения пары (((() задан таблицей

	           (                    (
	–1
	0
	2

	0
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Найти закон распределения вероятностей случайной величины (+( и вычислить cov((((,2(+(). Исследовать вопрос о зависимости случайных величин ( и (. 
49. Совместный закон распределения пары (((() задан таблицей

	           (                    (
	–1
	1
	2

	(1
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Найти закон распределения вероятностей случайной величины (( и вычислить cov(2(+(,3(–(). Исследовать вопрос о зависимости случайных величин ( и (. 
  50. Совместное распределение случайных величин ξ и η задано таблицей

	ξ
	η

	
	–2
	0
	3

	 0
	0,1
	0,2
	0,2 

	 1
	0,1
	0,1
	0,3



Зависимы ли эти случайные величины? Найти распределение их суммы. 
Вычислить cov(η, η+4ξ). 
     51. Совместный закон распределения пары ξ, η задан таблицей

	ξ
	η

	
	–2
	–1
	0

	–1
	0,15
	0,1
	   0,05

	 2
	0,4
	0,2
	0,1



Зависимы ли ξ и η? Найти распределение их разности. 

Вычислить cov(ξ+ 5η,2ξ–7η). 

     52. Совместный закон распределения пары ξ, η задан таблицей

	ξ
	η

	
	–1
	0
	2

	 0
	1/7
	2/7
	    1/7

	 1
	1/7
	1/7
	1/7



Зависимы ли ξ и η? Найти распределение их разности. 

Вычислить cov(ξ–3η, η +6ξ). 
      53. Совместный закон распределения пары ξ, η задан таблицей

	ξ
	η

	
	–1
	0
	2

	–2
	2/15
	1/5
	   2/15

	 1
	4/15
	1/15
	1/5



Зависимы ли ξ и η? Найти распределение их суммы. 

Вычислить cov(4ξ–η, 2η+ξ). 
      54. Совместный закон распределения пары ξ, η задан таблицей

	ξ
	η

	
	1
	2
	4

	 0
	1/6
	1/6
	   1/12

	 1
	1/4
	1/12
	1/4



Зависимы ли ξ и η? Найти распределение их разности. 

Вычислить cov(2ξ–η, η–3ξ). 

55. Случайные приращения цен акций двух компаний за день ( и ( имеют совместное распределение, заданное таблицей:

	(               (
	(1
	+1

	(1
	0,2
	0,1

	+1
	0,2
	0,5


Найти коэффициент корреляции. 
56. Случайные приращения цен акций двух компаний за день ( и ( имеют совместное распределение, заданное таблицей:

	(               (
	(1
	+1

	(1
	0,4
	0,1

	+1
	0,1
	0,4


Найти коэффициент корреляции. 
57. Случайные приращения цен акций двух компаний за день имеют дисперсии D(=1,21 и D(=2,56, а коэффициент их корреляции (=0,5. Найти дисперсию приращения цены портфеля из: а) 4 акций первой компании и 6 акций второй компании; б) 7 акций первой компании и 3 акций второй компании; в) 9 акций первой компании и 1 акции второй компании. 
58. Случайные приращения цен акций двух компаний за день имеют дисперсии D(=2 и D(=3, причем они некоррелированы. Инвестор намеревается приобрести 10 акций. Сколько акций каждой компании он должен купить, чтобы минимизировать риск вложений (т.е. дисперсию приращения цены портфеля)?
59. Случайные приращения цен акций двух компаний за день имеют дисперсии D(=1 и D(=3, причем они некоррелированы. Инвестор намеревается приобрести 12 акций. Сколько акций каждой компании он должен купить, чтобы минимизировать риск вложений? 

60. Случайные приращения цен акций двух компаний за день имеют дисперсии D(=4 и D(=9, а их коэффициент корреляции 0,5. В каких долях следует разделить капитал при вложении в акции, чтобы минимизировать риск? 

61. Случайные приращения цен акций двух компаний за день имеют дисперсии D(=1 и D(=4, а их коэффициент корреляции 0,7. В каких долях следует разделить капитал при вложении в акции, чтобы минимизировать риск? 

62. По таблице совместного распределения из задачи 45: а) найти условное распределение ( при условии (=0; б) найти условное распределение ( при условии (=0; в) функцию регрессии ( по (; б) функцию регрессии ( по (. 
63. По таблице совместного распределения из задачи 46: а) найти условное распределение ( при условии (=–1; б) найти условное распределение ( при условии (=1; в) функцию регрессии ( по (; б) функцию регрессии ( по (. 
64. По таблице совместного распределения из задачи 47: а) найти условное распределение ( при условии (=2; б) найти условное распределение ( при условии (=–1; в) функцию регрессии ( по (; б) функцию регрессии ( по (. 
65. Две независимые случайные величины (1 и (2 имеют распределения Пуассона с параметрами (1  и (2 соответственно. Найти условное распределение (1 при условии, что (=(1+(2=n, n>0, и функцию регрессии (1 по (. 






* В аксиоматике А.Н.Колмогорова требуется также, чтобы функция была измеримой, т.е. все события вида {(<t} принадлежали σ-алгебре ( вероятностного пространства ((,(,Р). Далее будем считать это условие выполненным по умолчанию.
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