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СТОХАСТИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
Лектор: профессор А.Н.Ширяев, ассистент А.В.Селиванов

Статус курса: спецкурс по выбору студента, 3-5 курс

Продолжительность курса: год

Курс читался в 2005/2006 учебном году
Часть первая

1. Процессы с независимыми приращениями. Основные процессы: броуновское движение, пуассоновский процесс. [6] (Лекция 5); [5] (Глава II).

2. Конструкции броуновского движения I: посредством представления рядами. [6] (Лекция 6); [5] (Глава II).

3. Конструкции броуновского движения II: с использованием теоремы Колмогорова о согласованных распределениях и критерия о существовании непрерывных модификаций. [6] (Лекция 7); [5] (Глава I, Приложение 1); [1] (Глава II, §9).

4. Броуновское движение и броуновский мост. Разнообразные свойства (автомодельность, сохранение свойств при преобразованиях). Свойства траекторий (недифференцируемость, вариация и квадратическая вариация). [6] (Лекция 8); [5] (Глава III); [9] (Глава 3, §3a, 3b).
5. Строго марковское свойство броуновского движения. Закон "нуля и единицы" Блюменталя. [6] (Лекция 9); [5] (Приложение 6).
6. Принцип отражения для броуновского движения. [5] (Глава III).

7. Закон повторного логарифма. [6] (Лекция 8); [5] (Глава III).

8. Распределения вероятностей для моментов
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где B –  броуновское движение. [9] (Глава III, §3b); Лекции.

9. Формула 
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 [9] (Глава III, §3b); Лекции.

10. Распределение 
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 (распределение Колмогорова), где B0 –  броуновский мост. Лекции.

11. Фрактальное броуновское движение. [9] (Глава III, §2c, 2d).

12. Преобразования вероятностных мер I. Формулы для производной Радона-Никодима для гауссовских распределений. [6] (Лекция 1); Лекции.

13. Преобразования вероятностных мер II. Конструкция мартингальных мер с помощью преобразования Эшера. [9] (Глава V, §2c, 2d).

14. Преобразования вероятностных мер III. Дискретная версия теоремы Гирсанова. [9] (Глава V, §3b).

15. Преобразования вероятностных мер IV. Теорема Гирсанова для процессов Ито. [9] (Глава VII, §3b); [7] (Глава 6, §3).

16. Основные понятия общей теории случайных процессов (стохастический базис, моменты остановки, предсказуемая и опциональная (-алгебры, мартингалы и локальные мартингалы. [4] (Глава I).
17. Разложения Дуба и Дуба-Мейера. [9] (Глава II, §1b); [7] (Глава 3, §3 и Глава 5, §1).

18. Разложения локальных мартингалов (первое и второе). [4] (Глава I, §4b).

19. Семимартингалы. Основные определения. [4] (Глава I, §4c).

20. Построение стохастического интеграла по локальным квадратично-интегрируемым мартингалам (включая три леммы об аппроксимации). [7] (Глава 5, §4).

21. Фундаментальные теоремы теории мартингалов (преобразование свободного выбора, о сходимости, максимальные неравенства). [7] (Глава 3, §2).

Литература

1. Ширяев А.Н. Вероятность-1, 2004.

2. Ширяев А.Н. Вероятность-2, 2004.

3. Жакод Ж., Ширяев А.Н. Предельные теоремы для случайных процессов, том 1, 1994.

4. Жакод Ж., Ширяев А.Н. Предельные теоремы для случайных процессов, том 2, 1994.

5. Булинский А.В., Ширяев А.Н. Теория случайных процессов, 2003.

6. Ширяев А.Н. Случайные процессы, 1972.

7. Липцер Р.Ш., Ширяев А.Н. Статистика случайных процессов, 1974.

8. Липцер Р.Ш., Ширяев А.Н. Теория мартингалов, 1986.

9. Ширяев А.Н. Основы стохастической финансовой математики, 1998, 2004.
Часть вторая

I. Процессы с дискретным вмешательством случая
1. Пуассоновский процесс, его свойства.

2. Составной пуассоновский процесс, модель Крамера–Лундберга.

3. Дробовой шум, его свойства.

II. Процессы Леви
1. Определение процессов Леви и аддитивных процессов.

2. Безгранично делимые распределения и их свойства.

3. Связь безгранично делимых распределений и процессов Леви.

4. Формула Леви–Хинчина, триплет характеристик.

5. Построение процессов Леви.

6. Субординаторы и их свойства.

7. Пуассоновские случайные меры, существование.

8. Свойства интегралов по пуассоновским случайным мерам.

9. Разложение Леви–Ито.

10. Свойства траекторий процессов Леви.

11. Свойства одномерных распределений процессов Леви: носители.

12. Свойства одномерных распределений процессов Леви: моменты.

13. Замена меры для процессов Леви.

14. Замена времени для процессов Леви.

15. Представление процесса Леви в виде броуновского движения с заменой времени.

16. Фильтрация непрерывной замены времени для процессов Леви.

17. Фундаментальная теорема теории арбитража для экспоненциальных моделей Леви.

Основной источник

Sato K.-I. Lévy processes and infinitely divisible distributions. Cambridge, 1999.

Дополнительная литература
1. Cont R., Tankov P. Financial modeling with jump processes. Chapman & Hall, 2004.

2. Mikosch T. Non-life insurance mathematics: an introduction with stochastic processes. 
Springer, 2004.

3. Ширяев А.Н. Основы стохастической финансовой математики. 2-е изд. М.: Фазис, 2004.

ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ

Лектор: профессор Л.Г.Афанасьева

Статус курса: основной для экономического потока, 5 курс

Продолжительность: полгода (осень)

Курс читался осенью 2005 года
Вводная часть
1. Этапы   операционного   исследования.   Контролируемые   и неконтролируемые факторы.
2. Критерий эффективности операций. Примеры.
3. Основные классы процессов и задач.
4. Процессы управления запасами и производством. Общее описание. Пример.
5. Модели распределения. Пример.
6. Процессы замены оборудования. Пример.
7. Процессы массового обслуживания. Пример.
8. Состязательные процессы. Пример.
Процессы управления запасами
1. Общее описание. Примеры.
2. Одношаговая модель закупки в течение короткого торгового сезона.
3. Модель Уилсона для наиболее экономичного размера партии.
4. Детерминированная модель с возможностью дефицита.
5. Модели с двумя уровнями цен.
6. Непрерывный выпуск товаров. Дефицит не допускается.
7. Задача фирмы "Надежный поставщик".
8. Детерминированный    процесс    динамического программирования.    Принцип оптимальности. Метод функциональных уравнений.  Построение оптимального уравнения.
9. Стохастический   процесс   динамического   программирования.   Функциональные уравнения.
10.   Задача о составлении коммерческого прогноза.
11. Однородные процессы ДП. Бесконечно-шаговые процессы. Процессы 1-го и 2-го типов.
12. Задача о золотых приисках.
13. Многошаговый процесс распределения ресурсов.
14. Постановка задачи об управлении запасами. Функциональные уравнения.
15. Однородный бесконечно-шаговый процесс управления запасами. Функциональное уравнение. Теорема о существовании решения. Структура уравнения в случае линейных издержек.
Теория массового обслуживания
1. Рекуррентный поток. Поток Эрланга.
2. Основное свойство показательного распределения.
3. Три определения пуассоновского потока. Их эквивалентность.
4. Символика Кендалла. Система М|М|1|(. Нестационарное распределение числа требований в системе.
5. Цепи Маркова с непрерывным временем. Система прямых уравнений Колмогорова
6. Процессы   размножения   и   гибели.   Достаточное   условие   существования и единственности решения прямых уравнений Колмогорова.
7. Эргодичность, вид стационарного распределения для процессов размножения и гибели.
8. Операционные характеристик для системы М | М | n | (.
9. Системы с  ограниченным временем  ожидания или  пребывания.  Вероятность отказа.
10. Система с групповым поступлением
11. Система с приоритетом
12. Формулы Эрланга.
13. Система G | G | 1| (.
14.    Экспоненциальная    сеть   Джексона.    Условие    существования   стационарного распределения. Его вид.
Литература
1) Букан, Кенигсберг. "Научное управление запасами"
2) Вагнер "Исследование операций"
3) Гнеденко, Коваленко "Введение в теорию массового обслуживания"
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

Лектор: доцент М.В.Болдин

Статус курса: основной для 3 курса

Продолжительность: полгода (осень)

Курс читался осенью 2005 года
I. Начала теории оценивания.

1. Статистическая модель. Примеры: независимые одинаково распределенные наблюдения; наблюдения, порождаемые линейной авторегрессией и линейной гауссовской регрессией.

2. Теорема Гливенко – Кантелли. Эмпирические моменты как функционалы от эмпирической функции распределения.

3. Задача параметрического оценивания. Статистики, оценки, среднеквадратический риск. Оптимальные оценки скалярного параметра. Теорема единственности.

4. Неравенство Крамера – Рао в случае независимых наблюдений и скалярного параметра. Эффективные оценки, критерий эффективности, экспоненциальные семейства распределений. Неравенство Рао – Крамера для, быть может, зависимых наблюдений (формулировка).

5. Оптимальное оценивание векторного параметра. Векторное неравенство Рао – Крамера.

II Условные математические ожидания и условные распределения.

6. У.м.о. относительно дискретной сигма-алгебры – два эквивалентных распределения. Определение у.м.о. в общей ситуации. Теорема существования.

7. Простейшие свойства у.м.о.: п.н. 

E(cξ|U)=cE(ξ|U);

E(ξ1+ξ2|U)=E(ξ1|U)+E(ξ2|U);

E(ξ1|U)
[image: image4.wmf]£

E(ξ2|U) при ξ1
[image: image5.wmf]£

ξ2 п.н.;

E(ξ|U)=Eξ если ξ и U независимы;

E(ξn|U)↑E(ξ|U) при 0
[image: image6.wmf]£

ξn↑ξ;

E(ξ|U)=EE(ξ|U);

E(ξ|U)=E(E(ξ|U1)|U) при U
[image: image7.wmf]Í

U1
[image: image8.wmf]Í

F;

8. Утверждение о том, что если η скалярна и U -измерима, то E(ηξ|U)=ηE(ξ|U) п.н.

9. Утверждение о том, что E(ξ-a(ω))2 при a(ω)=E(ξ|U) достигает минимума среди всех U -измеримых функций a(ω). Построение оптимального с.к. прогноза величины Xn+1 по наблюдениям X1,…Xn в линейной авторегрессии 1-го порядка Xt+1=θXt+ξt, θ
[image: image9.wmf]Î

R, X0=0, {ξt} – н.о.р.

10. Условная вероятность P(C|y) и регулярное условное распределение P(ξ
[image: image10.wmf]Î

B|y). Теорема о вычислении E(φ(ξ)|η) через регулярное условное распределение.

11. Условная плотность вероятности и теорема о ее вычислении.

III. Достаточные статистики и оптимальные оценки.

12. Достаточные статистики. Теорема факторизации. Примеры.

13. Теорема Блекуэла – Рао об улучшении несмещенной оценки усреднением по достаточной статистике.

14. Полные семейства достаточных статистик – определение и примеры для выборок из дискретных и непрерывных распределений.

15. Полные достаточные статистики и оптимальные оценки (теорема Лемана – Шеффе).

IV. Оценивание в линейной модели.

16. Линейная гауссовская модель. Регрессионные и факторные модели.

17. Достаточные статистики в линейной гауссовской модели.

18. Лемма об ортогональных разложениях случайного гауссовского вектора

Распределения хи – квадрат (центральное и нецентральное).

19. Наилучшие несмещенные (оптимальные) оценки параметров в линейной гауссовской модели, их распределения.

20. Вычисление оценок наименьших квадратов в гауссовской линейной регрессии. Их распределения.

21. Оптимальность оценок наименьших квадратов  в гауссовской линейной регрессии.

V. Введение в доверительное оценивание.

22. Интервальные оценки параметров нормальной выборки. Распределения Стьюдента (центральное и нецентральное).

23. Построение доверительных интервалов с помощью центральных статистик. Примеры.

24. Лемма Слуцкого. Асимптотические доверительные интервалы.

25. Теорема Бахадура (формулировка). Асимптотически эффективные оценки и соответствующие доверительные интервалы.

26. Доверительные эллипсоиды для параметров линейной гауссовской модели. F – отношения и F – распределения.

VI. Метод максимального правдоподобия.

27. Теорема об экстремальном свойстве правдоподобия для истинного значения параметра.

28. Теорема о существовании и состоятельности решений уравнения правдоподобия.

29. Существование и состоятельность решений уравнения правдоподобия, случай нескольких корней.

30. Асимптотическая эффективность решений уравнения правдоподобия.

31. Оценки максимального правдоподобия векторного параметра – состоятельность и асимптотическая эффективность. Результат Бахадура для асимптотически нормальных оценок векторного параметра.

VII. Проверка статистических гипотез.

32. Проверка параметрических гипотез, основные понятия: критическое множество (критерий), уровень значимости, ошибки 1-го и 2-го родов, мощность, РНМ критерии.

33. Лемма Неймана – Пирсона.

34. Наиболее мощные критерии проверки H0 : θ=θ0 против H1:θ=θ1 для выборок из N((,σ2) и P(().

35. РНМ критерий для проверки H0 : θ≤θ0 против H1:θ>θ0 для выборки из N((,σ2).

36. Теорема о связи доверительного оценивания и проверки гипотез. Пример – проверка H0 : θ=θ0 против H1:θ≠θ0 для гауссовской выборки.

37. Лемма о распределении случайной величины ξTΣ-1ξ для гауссовского вектора ξ~N(a,Σ). F – критерий для проверки линейной гипотезы H0 : Aθ=β0 в гауссовской регрессии X=Fθ+Σ.
38. Примеры применения F – критерия: проверка однородности двух гауссовских выборок; проверка гипотез о порядке гауссовской регрессии.

39. Теорема Пирсона для проверки простой гипотезы в схеме испытаний Бернулли. Поведение статистики Xn2 при альтернативе. Пример – проверка простой гипотезы о виде функции распределения критерием хи – квадрат.

40. Теорема Фишера. Проверка независимости признаков.

41. Ранги наблюдений. Статистика Уилкоксона Wmn для проверки однородности двух выборок. Вычисление среднего и дисперсии Wmn  при гипотезе.

42. Теорема об асимптотической нормальности двухвыборочных U – статистик.

43. Статистика Манна – Уитни Umn и ее связь с Wmn . Асимптотическое распределение при гипотезе статистики Wmn. Асимптотическое поведение при альтернативе.

Литература.

1.Боровков А.А. Математическая статистика. Оценка параметров. Проверка гипотез. М., Наука, 1984.

2. Ширяев А.Н. Вероятность. М., Наука, 1980.

3. Ивченко Г.И., Медведев Ю.И. Математическая статистика. М., Высшая школа, 1992.

4. Тюрин Ю.Н. Математическая статистика. Записки лекций. М., МГУ, 2003.

ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Лектор: профессор Е.В.Булинская

Статус курса: основной для экономического потока, 3 курс

Продолжительность: полгода (осень)

Курс читался осенью 2005 года.

1. Понятие случайного элемента со значениями в измеримом пространстве. Распределение случайного элемента. (-алгебра BT. Два определения случайного процесса, их эквивалентность. Конечномерные распределения, условия симметрии и согласованности. Траектории (выборочные функции) случайного процесса. Однозначность определения меры любого борелевского множества выборочного пространства RT конечномерными распределениями. Теорема Колмогорова о существовании случайного процесса с заданным семейством конечномерных распределений.

2. Различные классы случайных процессов. Процессы с независимыми значениями. Процессы с независимыми приращениями. Гауссовские процессы. Теорема существования гауссовского процесса с заданным средним и ковариационной функцией. Винеровский процесс. Эквивалентные случайные процессы. Непрерывность траекторий.

3. Связь между различными определениями непрерывности случайного процесса. Необходимые и достаточные условия существования эквивалентного процесса с непрерывными траекториями. Теорема Колмогорова (достаточное условие существования непрерывной модификации). Достаточное условие для гауссовского процесса. Существование винеровского процесса на отрезке [0,1]. Эквивалентность двух определений винеровского процесса. Конструкция винеровского процесса в виде ряда (идея доказательства).
4. Пуассоновский процесс как процесс с независимыми приращениями. Конструкция пуассоновского процесса по независимым экспоненциально распределенным случайным величинам. Цепи Маркова с непрерывным временем. Определение. Существование цепи Маркова с заданным начальным распределением и матрицей вероятностей перехода. 
5. Стандартность матриц перехода. Равномерная непрерывность переходных вероятностей, их дифференцируемость в нуле. Инфинитезимальная матрица Q=(qij), ее консервативность. Цепи Маркова с конечным числом состояний консервативны. Системы прямых и обратных уравнений Колмогорова. Процессы с независимыми приращениями (со счетным числом состояний) – цепи Маркова. Инфинитезимальная матрица процесса Пуассона. Вероятностная интерпретация величин qij в случае консервативной матрицы Q. Свойства показательного распределения.

6. Сепарабельность, полная сепарабельность. Существование эквивалентного сепарабельного процесса в случае стохастически непрерывного процесса (без док-ва).  Из стандартности матриц перехода следует существование сепарабельной измеримой цепи Маркова. Стационарность в узком и широком смысле, связь этих понятий. Классификация состояний цепи Маркова. Вывод формулы для времени пребывания в состоянии. Моделирование цепи Маркова по ее инфинитезимальной матрице.
7. Q-процессы. Решение систем уравнений Колмогорова в виде полустохастических матриц. Теорема о существовании минимального решения (идея док-ва). Если минимальное решение собственно, то оно единственно. Минимальное решение как предел вероятностей перехода с числом скачков не более n, при n((. 
8. Эргодическая теорема для цепей Маркова со счетным числом состояний. Нахождение стационарного распределения как собственного вектора транспонированной матрицы вероятностей перехода. Связь стационарного распределения и инфинитезимальной матрицы. Системы массового обслуживания, классификация Кендалла. Система M|M|n|0 как частный случай процесса размножения и гибели. Соответствующая инфинитезимальная матрица. Формулы Эрланга.
9. Процессы восстановления, чистые и с запаздыванием. Марковские моменты. Момент первого перескока через уровень t. Тождество Вальда. Число восстановлений N(t) на отрезке [0,t). Функция восстановления U(t). Теорема Стейна о существовании производящей функции моментов у N(t). Связь между функциями восстановления, соответствующими распределениям F cо скачком в нуле и без него. Элементарная теорема восстановления.
10. Уравнения восстановления, существование его решения и единственность. Элементарная теорема восстановления для процесса с запаздыванием. Процессы перескока (t и недоскока. Стационарный процесс восстановления. Доказательство стационарности процесса, у которого распределение запаздывания имеет вид
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лемма о независимости (-алгебр, описывающих поведение процесса до момента перескока и после него, и распределение (t.

11. Закон "0 или 1" Хьюитта-Сэвиджа. Теорема Блекуэлла. Основная теорема восстановления в форме Смита. 

12. Непосредственная интегрируемость по Риману, достаточные условия. Основная теорема восстановления для функций интегрируемых по Риману. Предельное (при t(() поведение распределения перескока (t.. Уточнение элементарной теоремы восстановления в случае существования дисперсии. Закон больших чисел и центральная предельная теорема для процессов восстановления.

13. Мартингалы, субмартингалы, супермартингалы с дискретным и непрерывным временем. Связь с безобидными, благоприятными и неблагоприятными играми. Вероятность разорения. Выпуклые функции от мартингалов и субмартингалов. Теорема Дуба о разложении субмартингала с дискретным временем. Субмартингал в марковские моменты времени.

14. Максимальные неравенства для субмартингалов. Число пересечений полосы мартингалом сверху вниз и снизу вверх. Теоремы о сходимости мартингалов. Интеграл Ито, определение и свойства. Стохастический дифференциал. Формула замены переменных Ито. Стохастические дифференциальные уравнения. Теорема существования и единственности сильного решения.
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ-1

Лектор: профессор А.В.Булинский 

Статус курса: спецкурс по выбору кафедры, 3 курс

Продолжительность курса: полгода (осень)

Курс читался осенью 2004 года. 

1. Безгранично делимые распределения.   Примеры.   Обобщенное пуассоновское распределение.
2. Доказательство того, что характеристическая функция безгранично делимого распределения не обращается в нуль. Замкнутость класса безгранично делимых распределений относительно сверток и слабых пределов. 
3. Доказательство эквивалентности формул 
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4. Наводящие соображения, приводящие к формуле Колмогорова, описывающей характеристические функции безгранично делимых распределений с конечной дис​персией.
5. Теорема Леви (доказательство канонического представления характеристиче​ской функции безгранично делимого закона).
6. Единственность канонического представления Леви. Представление Хинчина. 
7. Формула интегрирования по частям в интеграле Лебега-Стилтьеса. 
8. Медиана. Симметризация. Неравенства Леви.
9. Теорема Хинчина (необходимые и достаточные условия слабого закона боль​ших чисел для последовательности независимых одинаково распределенных вели​чин)
10. Условия пренебрежимой малости слагаемых в схеме серий (доказательство эквивалентности некоторых условий).
11. Неравенство Колмогорова для максимумов сумм независимых слагаемых.
12. Теорема Хартмана-Винтнера (доказательство закона повторного лога​рифма): 

1) симметричные слагаемые (метод расширения исходного вероятностного про​странства), 

2) общий случай,  экспоненциальные неравенства для сумм случайных величин.
13. Теорема Колмогорова (закон повторного логарифма, формулировка), Пример Марцинкевича - Зигмунда (без доказательства).   Теорема Егорова (формулировка). Теорема Штрассена (функциональный закон повторного логарифма) без доказательства.
14. Лемма о произведении чисел, образующих массив {cnj, j = 1,... , kn, n(N}.
15. Критерий справедливости центральной предельной теоремы для серий неза​висимых симметричных слагаемых.
16. Критерий сходимости к нормальному закону N(a,(2) в схеме серий незави​симых слагаемых.
17. Медленно меняющиеся функции. Лемма Карамата.
18. Теорема Леви - Хинчина - Феллера (описание области притяжения стан​дартного нормального закона в схеме последовательности независимых одинаково распределенных слагаемых).
19. Теорема Линдеберга (многомерная центральная предельная теорема для слу​чайных векторов со значениями в пространстве Rk ).
20. Следствия теоремы Линдеберга (для независимых одинаково распределен​ных векторов с конечным вторым моментом нормы, теорема Ляпунова). Теорема Феллера (многомерная) без доказательства.
21. Слабая сходимость мер в метрических пространствах.  Единственность слабого предела.
22. Теорема, дающая условия сходимости ковариационных матриц в схеме серий независимых случайных векторов. 
23. Случайные процессы, их траектории. Процессы с независимыми прираще​ниями. Гауссовские (действительные) процессы. Теорема Дуба (о непрерывных про​цессах с независимыми приращениями).
24. Устойчивые распределения. Доказательство того, что лишь устойчивые рас​пределения возникают как предельные для нормированных сумм независимых одина​ково распределенных слагаемых (схема последовательностей). Каноническое пред​ставление характеристических функций устойчивых законов (без доказательства).
ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Лектор: профессор Булинский А.В.

Статус курса: основной, для студентов 3 курса, 6 семестр

Продолжительность: полгода (весна)

Форма отчетности: зачет, экзамен

Программа на 2005/2006 учебный год.

1. Случайные элементы и их распределения. Случайный процес как семейство случайных элементов и как одно измеримое отображение.

2. Построение последовательности независимых действительных случайных величин, имеющих заданные функции распределения.

3. Примеры случайных процессов (случайные блуждания, процесс восстановления, модель Крамера-Лундберга, эмпирические меры).

4. Конечномерные распределения процесса. Формулировка теоремы Колмогорова о согласованных распределениях (доказательство необходимости условий). Условия согласованности мер на пространствах (Rn, B(Rn)) в терминах характеристических функций.

5. Критерий существования процесса с независимыми приращениями в терминах характеристических функций приращений. Пуассоновский и винеровский процессы.

6. Гауссовские процессы. Построение действительного гауссовского процесса, имеющего заданные функцию среднего и ковариационную функцию.

7. Построение броуновского движения по функциям Шаудера и последовательности независимых гауссовских величин:

а) две леммы; б) построение на [0,1]; в) построение на [0,().

8. Недифференцируемость (с вероятностью 1) траекторий броуновского движения в каждой точке t (0.

9. Построение пуассоновского случайного поля.

10. Фильтрация. Марковские моменты, момент остановки. Примеры.

11. Марковское и строго марковское свойства броуновского движения.

12. Принцип отражения.  Теорема Башелье (нахождение распределения supt([0,T]w(t)). 
13. Доказательство закона повторного логарифма (теорема Хинчина).

14. Слабая сходимость вероятностных мер.  Сохранение слабой сходимости под действием непрерывных отображений. Принцип инвариантности (формулировка теоремы Донскера).  Формулировка теоремы Штрассена.

15. Условное математическое ожидание, его свойства.

16. Мартингалы, субмартингалы, супермартингалы. Примеры. Разложение Дуба.

17. Дискретный вариант формулы Танака. Доказательство соотношения

ELn(0)((2n/()1/2, n((.

18. Теорема Дуба о свободном выборе (доказать в качестве обязательного упражнения).

19. Основная теорема страховой математики (модель Крамера-Лундберга).

20. Марковские процессы с дискретным и непрерывным временем. Различные определения. Примеры.  

21. Доказательство того, что действительный процесс с независимыми приращениями является марковским.

22. Построение марковской цепи по начальному распределению и

переходным вероятностям. Пуассоновский процесс как цепь Маркова.

Однородные марковские процессы.

23. Эргодическая теорема для цепей Маркова с непрерывным временем.

24. Стационарное распределение. Формулы Эрланга (описание модели).

25. Дифференциальные уравнения Колмогорова (прямые и обратные – в качестве обязательного упражнения).

26. Интеграл по ортогональной случайной мере (cлучаи конечной и (-конечной структурной меры).

27. Теорема Карунена.

28. Формулировки теорем Герглотца,  Бохнера-Хинчина. Стационарные в широком смысле процессы, их спектральное представление. Спектральная плотность. Эргодичность в L2(().

29. Уравнение Ланжевена. Процесс Орнштейна-Уленбека.

30. Интеграл Ито и его свойства. Понятие о стохастических дифференциальных уравнениях и сильных решениях.
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[20] Тутубалин В.Н. Теория вероятностей и случайные процессы. Изд-во МГУ, 1992.

[21] Ширяев А.Н. Вероятность. М.: Наука, 1990 (второе издание).

[22] Ширяев А.Н. Случайные процессы (лекции для студентов 3 курса). Изд-во МГУ, 1972.

[23] Хида Т. Броуновское движение. М.: Наука, 1988.

[24] Булинский А.В., Ширяев А.Н. Теория случайных процессов. М.: Физматлит, 2005 
Примечание: знаком * отмечена дополнительная литература.

ДИСКРЕТНЫЕ ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

Лектор: доцент Б.В.Гладков

Статус курса: по выбору студента, для 3-5 курса

Продолжительность: полгода (весна)

Курс читался весной 2006 года
1. Введение в теорию графов

1.1. Граф. Простой граф. Подграф. Орграф. Мультиграф. Примеры. Лемма о сумме степеней вершин графа (лемма "о рукопожатиях"). Число нечетных вершин произвольного графа.

1.2.
Изоморфизм графов.  Геометрическая реализация графа. Укладка графа. Теорема об укладке произвольного конечного графа в R3. Плоские и планарные графы. Пример графа, не являющегося планарным.

1.3.
Пустой, полный графы. Объединение графов. Маршруты, цепи, циклы. Связанность вершин графа. Два определения связности графа и их эквивалентность. Разбиение графа на компоненты связности.

1.4.
Числовые функции на ребрах и вершинах графа и экономические задачи с ними связанные. Примеры. Понятие алгоритма на графе. Пример.

1.5.
Различные способы задания графов. Матрица смежности. Использование матрицы смежности для нахождения числа маршрутов за данной длины между двумя вершинами графа. Матрица инциденций. Матрица стоимостей.

2. Экономические задачи, сводящиеся к задаче 

нахождения кратчайшего маршрута между вершинами графа

2.1.
Числовая функция на вершинах графа. Срезка функции вдоль ребра графа.

2.2.
Экономические задачи, сводящиеся к задачам нахождения кратчайшего маршрута между вершинами графа. Алгоритм Форда для нахождения кратчайшего маршрута между двумя вершинами графа. Лемма "о предшественнице".

3. Экономические задачи, сводящиеся к задаче 
нахождения максимального потока в транспортной сети

3.1. Орграфы. Изоморфизм орграфов. Основание орграфа. Связность и сильная связность орграфа. Необходимые и достаточные условия ориентируемости графа (без док-ва). Полустепень исхода, полустепень захода. Лемма "о рукопожатиях" для орграфов. Основное тождество для числовой функции на дугах орграфа.

3.2.
Транспортная сеть. Разрез. Пропускная способность дуги к разреза. Минимальный разрез. Поток в транспортной сети. Величина потока. Пополнение потока. Максимальный поток. Экономические за дачи, сводящиеся к задаче нахождения максимального потока в транспортной сети.

3.3.
Лемма, задающая соотношения, связывающие величину потока с суммами потоков по дугам, входящим и исходящим из множества вершин, содержащего источник или сток. Связь между величиной любого потока (максимального потока) и пропускной способностью любого разреза (минимального разреза).

3.4.
Теорема Форда-Фалкерсона (формулировка) как следствие равенства ((()=Q(A) для некоторого потока ( и некоторого разреза А. Две леммы о пополнении потока. Формулировка леммы, задающей необходимые и достаточные условия максимальности потока.

3.5.
Доказательство теоремы Форда-Фалкерсона с помощью леммы, задающей необходимые и достаточные условия максимальности потока. Изложение алгоритма Форда-Фалкерсона.

4. Экономические задачи, сводящиеся к задаче 
поиска минимального остовного дерева

4.1.
Деревья и леса. Характеристические свойства дерева (без док-ва). Остовное дерево. Число остовных деревьев полного графа с n вершинами (без док-ва).

4.2.
Экономические задачи, сводящиеся к задаче поиска минимального остовного дерева. Алгоритм поиска минимального остовного дерева произвольного графа (алгоритм Краскала - без доказательства).

5. Эйлеровы и гамильтоновы графы. 
Задача почтальона. Задача коммивояжера

5.1.
Эйлеровы и полуэйлеровы графы. Необходимые и достаточные

условия существования эйлеровой (полуэйлеровой) цепи.

5.2.
Алгоритм нахождения эйлеровой цепи в эйлеровом графе (алгоритм Флери - без доказательства).

5.3.
Задача почтальона. Независимость суммарной длины оптимального маршрута почтальона от выбора начальной вершины маршрута.

5.4.
Гамильтоновы и полугамильтоновы графы. Гамильтоновы циклы и полугамильтоновы цепи. Достаточное условие существования гамильтонова цикла (без док-ва).

5.5. Задача о нахождении гамильтонова цикла наименьшей длины (задача коммивояжера) и общая задача коммивояжера. Их связь.

6. Сетевые графики

6.1.
Сетевые графики. Операции и события. Примеры. Полный, свободный и независимый резервы времени. Критические операции.

6.2.
Стоимость выполнения операции. Оптимизационная задача.
Литература
1. Берж К., Теория графов и ее применения, М., Ш, 1962.

2. Кофман А., Введение в прикладную комбинаторику, М., Наука, 1975.

3. Майника Э., Алгоритмы оптимизации на сетях и графах, М., Мир, 1981.

4. Оре О., Графы и их применение, М., Мир, 1965.

5. Оре О., Теория графов, М., Наука, 1980.

6. Робертс Ф.С., Дискретные математические модели с приложениями к социальным, биологическим и экологическим задачам. М., Наука, 1986.

7. Уилсон Р., Введение в теорию графов., М., Мир, 1977.

Дополнение

Постановка и решение с помощью аппарата теории графов некоторых специальных экономических задач, а также задач, имеющих приложения в области социологии и экологии. 
1.
Понятие знакового графа. Программа баланса в малых группах. Формулировка теоремы о структуре. Задача определения сбалансированности коллектива предприятия малого бизнеса. Решение задач на реальных данных: заданы должностные и личные (симпатия-антипатия) отношения должностных лиц в малой фирме; построить знаковый граф; определить - является ли коллектив сбалансированным, какова степень напряженности; прогноз распада, критические точки улучшения ситуации.

2.
Понятие турнира. Задача определения победителя турнира, формулировка теоремы Ландау. Задачи на графическое изображение турнира с определенной последовательностью очков. Решение задачи определения наиболее предпочтительного места работы по графу относительных предпочтений. 
3.
Понятие ориентированного графа. Задача планирования транспортных потоков. Понятие моста, формулировка теоремы Роббинса. Решение задачи нахождения мостов в графах, описывающих транспортные потоки посреднической организации.

4.
Понятие уязвимости графа. Транзитивная ориентируемость. Теорема о степени, уязвимости. Решение задач на нахождение степени дуговой уязвимости графов и установления свойства транзитивности графа.

5.
Постановка задачи о сети питания. Размерность экологического фазового пространства. Экономическая формулировка принципа конкурентного исключения. Понятие конкурентного рынка. Построение графа конкуренции. Решение задач на построение графа конкуренции для конкретных сетей питания (экономически конкурентных рынков поставщики-покупатели).

6.
Понятие трофического статуса. Экономический вариант: статус личности в организации. Теорема Кэмени-Снелла. Решение задач на определение статуса вида (фирмы) в сети питания (конкурентном рынке) и задачи нахождения оптимальной структуры организации из пяти членов для максимизации статуса Президента. 
ТЕОРИЯ  СЛУЧАЙНЫХ  ПРОЦЕССОВ

Лектор: доцент Д.Б.Гнеденко

Статус курса: основной для инженерного потока мехмата, 4 курс

Продолжительность: полгода (весна)

Курс читается с 2004/2005 года
Общее понятие случайного процесса. Типы случайных процессов.
Цепи Маркова. Простая цепь Маркова. Примеры (одномерное случайное блуждание, капитал игрока, диффузия частиц). Однородная цепь Маркова. Вероятности перехода. Матрица перехода. Классификация возможных состояний цепи Маркова. Теорема о предельных вероятностях. Задачи.
Процесс Пуассона. Понятие потока однородных событий. Условия, определяющие простейший поток. Вывод дополнительного предположения из трех основных. Вывод и решение уравнений простейшего потока. Распределение длительности интервала между появлениями двух последовательных событий простейшего потока. Интенсивность и параметр потока. Одно свойство простейшего потока (случайность в индивидуальном смысле).
Процессы гибели и размножения. Дифференциальные уравнения процесса. Условия существования решений. Процесс чистого размножения. Теорема Феллера. Обслуживание с потерями. Формулы Эрланга. Обслуживание с ожиданием. Работа большого грузового порта. Свойство показательного распределения. Процесс обслуживания как марковский случайный процесс. Составление уравнений. Определение стационарного решения. Пример использования полученных результатов. Достаточное условие существования стационарного решения в случае нестационарных интенсивностей поступления и обслуживания требований.
Винеровский процесс (процесс броуновского движения). Определение. Принцип отражения. Знакомство с принципом отражения на примере проверки гипотезы о совпадении распределений двух генеральных совокупностей. Получение с помощью принципа отражения нескольких вероятностных характеристик броуновского движения.
Диффузионные процессы. Получение дифференциального уравнения диффузии из рассмотрения схематической модели блуждания по прямой. Уравнение Колмогорова-Чепмена. Вывод прямого и обратного уравнений Колмогорова.
Ветвящиеся процессы. Соотношения для производящей функции, описывающей ветвящийся процесс. Выживание фамилии. Рассмотрение числовых примеров. Приближение ветвящихся процессов процессами диффузионного типа.
Стационарные процессы (с.п.). Стационарные процессы в узком и широком смысле. Математическое ожидание, дисперсия, корреляционная функция с.п.. Непрерывность корреляционной функции в случае непрерывного в среднем квадратичном с.п.. Теорема Хинчина о представлении корреляционной функции непрерывного с.п.. Два примера с.п. в широком смысле (гармонические колебания). Теорема Слуцкого о представлении с.п. с дискретным спектром (формулировка). Свойство эргодичности. Теорема Биркгофа-Хинчина. Модель электронного потока в кинескопе.
ЛИТЕРАТУРА
1.  Б.В.Гнеденко «Курс теории вероятностей»
2.  Б.В.Гнеденко, И.Н.Коваленко «Введение в теорию массового обслуживания».
3.  С.Карлин «Основы теории случайных процессов». М.: Мир, 1971.
4.  Баруча-Рид «Элементы теории марковских процессов и их приложения». М.: Наука, 1969.
5.  Е.С.Вентцель, Л.А.Овчаров «Теория случайных процессов и её инженерные приложения». М.: Наука, 1991.
СТОХАСТИЧЕСКАЯ ФИНАНСОВАЯ МАТЕМАТИКА

Лектор: доцент С.В.Жуленев

Статус курса: спецкурс по выбору кафедры для актуариев, 3 курс

Продолжительность: полгода (осень)
Курс читался осенью 2005 года

Элементы дискретного стохастического анализа
1. Три типа обобщений мартингала. Их эквивалентность. 
2. О разнице локального мартингала и мартингала. 
3. Конструкция мартингальных мер. Простейшая ситуация. 
4. Процесс плотности, некоторые его свойства. Лемма о пересчете. 
5. Дискретный вариант теоремы Гирсанова. Гауссовский случай. 
6. Дискретный вариант теоремы Гирсанова. Общий случай.
Стохастическая модель рынка. Арбитраж и полнота
7. Модель (B, S)-рынка и некоторые ее детали.
8. Стратегия - портфель, ее капитал, самофинансируемый портфель.
9. Две концепции арбитража и его отсутствия.
10. Первая фундаментальная теорема. Первый вариант арбитража. 
11. Первая фундаментальная теорема. Второй вариант арбитража. 
12. Понятия справедливой цены, (x, fN) -хеджа и полноты рынка. 
13. Критерий полноты в терминах S/B-представимости. 

14. Две характеристики ситуации, в которой S/B-базисный мартингал. 

15. Вторая фундаментальная теорема. Первый вариант арбитража.
Теория расчетов на безарбитражных рынках
16.  Некоторые элементы теории опционов.
Хеджирование европейского типа
17.Основные результаты для полных рынков.
18. Расширение понятия портфеля: стратегия с потреблением.
19. Центральные результаты для неполных рынков.
20. Модель Кокса-Росса-Рубинштейна.
21. Случай марковской платежной функции. Основные результаты.
22. Стандартный опцион покупателя. Паритет пут-колл.
23. Пример практического использования теории. Выводы.
Хеджирование американского типа
24. Задача об оптимальной остановке. Общий результат.
25. Супермартингальная характеризация.
26. Оптимальная остановка марковских последовательностей.
27. Следствие 3. Интерпретация момента остановки.
28. Основные формулы на полных рынках.
29. Специфика расчета опционов американского типа.
30. Цена стандартного опциона покупателя и момент остановки.
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ИНВЕСТИЦИЙ

Лектор: доцент С.В.Жуленев

Статус курса: оcновной для экономического потока, 4 курс

Продолжительность: полгода (осень)
Курс читался осенью 2005 года
Современная портфельная теория
1. Пример конкретного портфеля из ценных бумаг.
2. Основные элементы портфельной теории.
3. Различные понятия портфельной теории.
4. Представление допустимых портфелей в модели Блэка. Два актива.
5. Частные случаи этого представления и его свойства.
6. Представление портфелей в модели Марковича. Неизвестное «ро».
7. Почему часто образом допустимых портфелей служит «ежик»?
8. Общий случай представления портфелей. Две основные задачи.
9. Поиск оптимального портфеля на конкретном примере из 3-х активов.
10. Общая схема действий и цель в СПТ Марковича.
Модели определения доходности финансовых активов
11. Основная и простейшая версия САРМ.
12. Модификация САРМ на случай отсутствия безрискового актива.
13. Многофакторная модель APT и пример ее использования.
Доходность облигаций с учетом налогов и волатильность их цен
14. Терминология, обозначения, три варианта обязательств двух сторон.
15. Доходность за период до погашения с учетом ПН, оценки снизу и сверху.
16. Формула Макэхама, алгебраический и качественный выводы.
17. Влияние неточной даты погашения на доходность.
18. Случай, когда распределение момента погашения известно.
19. Учет НДС при определении доходности.
20. Волатильность и дюрация. Иммунизация и выпуклость.
Опционы. Введение в общую теорию
21. Определение опциона, основные его характеристики. Эффект рычага
22. Стратегии на опционах. Представление прибыли от их использования.
23. Биномиальная модель, один период. Коэффициент хеджирования.
24. Риск-нейтральная оценка стоимости и вероятность.
25. Биномиальная модель, общий случай. Формула для цены опциона.
26. Модель Блэка-Шоулса и обоснование их формулы в ней.
27. Логнормальная модель. Вывод формулы Блэка-Шоулса в ней.
28. Что полезного теория дает практике? Численный пример.
Стохастическое хеджирование опционов и VaR
29. «Бэ-Эс»- рынок, и связанные с ним другие понятия.
30. Арбитраж и полнота. Две фундаментальные теоремы.
31. Модель CRR. Теорема о хеджировании опциона европейского типа.
32. Стоимость под риском (VaR). Пример использования.
Уточнения к некоторым вопросам
2. 1) Меры доходности и риска у доходности актива, т.е. оценки или управляющие параметры актива. 2) Понятие портфеля и его оценки. Два типа критериальной плоскости. Допустимые классы портфелей. Двойная интерпретация портфеля.
3. 1) Эффективное множество. Кривые безразличия. Оптимальный портфель. 2) Короткие продажи. Безрисковый актив. Безрисковое кредитование и заимствование. 3) Рыночная модель. Связь риска отдельного актива с рыночным индексом. 4) Рыночная модель. Портфель. Расчет его оценок. 5) Типы риска. Два основных способа уменьшения собственного риска.
4. Рассмотреть общий случай и два типа риска, т.е.: 1) вывести систему
параметрических уравнений для образа допустимых портфелей, затем
2) каноническое уравнение для этого образа и 3) объяснить параболу в
одной критериальной плоскости и гиперболу со сдвоенным лучом в другой.
7. Рассмотреть примеры в случае трех активов, опираясь на случай двух.
9. Упомянуть понятие угловых портфелей.
11. 1) Две группы предположений, лежащих в основе модели. 2) Теорема разделения. 3) Рыночные линии CML и SML (три типа). 4) Оценка стоимости ценной бумаги с помощью SML. Примеры.
12. 1) Три свойства эффективных портфелей (предположения модели). 2) Рыночная линия - аналог SML. Ее вывод. 3) Обоснование существования сопровождающего портфеля.
13. 1) Определение модели и объяснение подхода. 2) Пример его практического использования.
14-20. Требуется уметь решать примеры, рассмотренные на семинаре.
21.  А также два простых способа определения цены опциона.
22.  Три типа стратегий, их определение. Прибыль как функция цены акции в момент исполнения опциона для следующих 7 опционных стратегий:
1. Защитный пут = дл. акция + дл.пут.
2. Покрытый колл = дл. акция + кор. пут.
3. Пут, обеспеченный наличными = кор. пут - ПЗ(Х).
4. Хедж с коэффициентом = дл. акция + 2 кор. колла.
5. Бычий спрэд-колл = дл. ХL колл + кор. ХH колл.
6. Спрэд-бабочка = 1 дл. XL колл + 1 дл. ХH колл + 2 кор. Хм колла.
7. Стрэнгл = дл.  ХH колл + дл.  XL пут.
Литература (покрывает 70-75 % курса).
1. У.Шарп, Г.Александер, Дж. Бэйли. Инвестиции, М.: Инфра-М, 1997, 1024 с.
2. С.В.Жуленев. Финансовая математика, М.: МГУ, 2001, 480 с.
3. С.В.Жуленев. Стохастическая финансовая математика, М.: мех-мат фак-т МГУ, 2004, 100 с.
ФИНАНСОВАЯ МАТЕМАТИКА
Лектор: доцент С.В.Жуленев

Статус курса: спецкурс по выбору кафедры для актуариев, основной для экономического потока, 4 курс

Продолжительность: полгода (весна)
Курс читался весной 2005 года
Ставки
1. Первый подход к определению понятия ставки: ставки - это
различные и эквивалентные формы оплаты «канонической операции».
2. Второй подход: ставка - это характеристика процесса накопления.
3. Об отличии реальных ставок от рассмотренных теоретических.
4. Семь типов эквивалентных ставок. Их взаимоотношения.
Стоимость простейших потоков платежей
5. Основные дискретные варианты стоимости ППП.
6. Стоимость частых и редких рент (п.2.1 и 2.2), пример 2.2.
7. Стоимость непрерывных канонических рент (п.3.1, 3.2).
8. Стоимость возрастающих, убывающих и арифметических рент.
9. Алгебраическая и геометрическая интерпретации стоимости.
Погашение кредита
10. Элементы классического погашения.
11. Различные варианты возвращения ссуды постоянными выплатами.
12. Сложный вариант ступенчатых выплат с двумя типами ставок.
13. Непрерывное погашение кредита (п.2.3).
14. Некоторые проблемы погашения (с. 145-149).
15. Погашение кредита в реальной жизни (с. 155-160).
Эффективность капиталовложений
16. Денежный поток и связанные с его выбором соображения.
17. Средняя доходность и ее роль при выяснении ВД.
18. Определение и использование двух основных показателей: ПП и ВД.
19. Теорема существования внутренней доходности.
20. Пример использования правила ЭКВЕР. Скрытое использование ВД.
21. Пример действий в случае, когда ВД не может быть определена.
22. Другие особенности, связанные с использованием ВД (п.3.2, 3.3).
23. Индекс рентабельности и период окупаемости (п.4.1, 4.2).
Простые проценты
24. Простые и сложные проценты: НЗ и ПЗ, КН и КП.
25. Расчет простых процентов на практике.
26. Учет векселей.
27. Коммерческий расчетный счет.
28. Ломбардный кредит.
Особые случаи возвращения ссуды
29. Погасительный и амортизационный фонды.
30. Потребительский кредит. Нюансы примера 3.5.
31. Льготные займы и кредиты.
32. Сдвоенные ссуды и пример 3.9 «с экзотикой».
33. Ступенчатое начисление процентов за кредит (N 7, с. 163). 
34. Пример изменения условий кредита (N 16, с.164).
Литература
4. С.В.Жуленев. Финансовая математика, М.: МГУ, 2001, 480 с.
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ-2

Лектор: доцент А.В.Лебедев

Статус курса: спецкурс по выбору кафедры, 3 курс

Продолжительность: полгода (весна)

Курс читался весной 2005 года.
1. Обратные функции и теорема Хинчина [1, 1.2].

2. Максимум-устойчивые распределения [1, 1.3]. Теорема об экстремальных типах [1, 1.4].

3. Сходимость вероятностей P(Mn ≤un) [1, 1.5]. Условие Б.В.Гнеденко [1, 1.7]. Примеры.

4. Критерии принадлежности к областям притяжения экстремальных типов [1, 1.5-1.6]. Примеры.

5. Превышения и k-ые максимумы [1, 2.1-2.2]. Сходимость к пуассоновскому процессу. Центральные и промежуточные ранги [1, 2.5-2.7].

6. Законы больших чисел для максимумов, аддитивные и мультипликативные [2, 4.1]. Их взаимосвязь. Случай дискретных распределений. Примеры. 

7. Усиленные законы больших чисел для максимумов. Верхние и нижние пределы почти наверное [2, 4.2-4.4.]. Примеры.

8. Условия перемешивания D, D(un), D'(un) и их значение [1, 3.2-3.7].

9. Сходимость вероятностей P(Mn ≤un) при условии D(un). Экстремальный индекс [1, 3.5-3.7] и его интерпретации. Кластеры. Сходимость к обобщенному пуассоновскому процессу. Примеры.

10. Максимум-авторегрессия первого порядка и ее свойства. Приложения.

11. Субэкспоненциальные распределения: определения. Скорость убывания хвостов. Признаки субэкспоненциальности в терминах функции среднего превышения и функции риска. Принадлежность к областям притяжения экстремальных типов. Примеры. 
12. Субэкспоненциальные распределения: общие свойства. Асимптотическое сложение правильно меняющихся хвостов.

13. Субэкспоненциальные распределения: теорема о сумме случайного числа слагаемых и теоремы о рядах. Приложения. 

14. Положительная зависимость (ассоциированность) случайных величин и ее значение для экстремумов. 
15. Максимумы в нестационарном случае. Модель Горовица [1, 6.2, 15].
16. Минимум-устойчивые распределения. Приложения в теории прочности [1, 14]. 

17. Статистика экстремумов. Вероятностные бумаги экстремальных типов [1, 14-15; 3]. Оценка Хилла для правильно меняющихся хвостов.
ЛИТЕРАТУРА

1. Лидбеттер М., Линдгрен Г., Ротсен Х. Экстремумы случайных последовательностей и процессов. М.: Мир, 1989.

2. Галамбош Я.И. Асимптотическая теория экстремальных порядковых статистик. М.: Наука, 1984.

3. Гумбель Э. Статистическая теория экстремальных значений / Введение в теорию порядковых статистик. М.: Статистика, 1970.
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ
ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Лектор: профессор В.И.Оселедец

Статус: спецкурс по выбору кафедры, 4 курс, группа теории вероятностей

Продолжительность: полгода (весна)

Форма отчетности: экзамен

Курс читался весной 2006 года

1. Преобразования, сохраняющие меру и стационарные процессы. Мар​ковские полугруппы с инвариантной мерой. Эволюция мер. Необратимые преобразования, сохраняющие меру и полугруппы Перрона-Фробениуса. Эргодичность преобразований и марковских полугрупп.( [1;1.7], [2],[3;8].)
2. Теорема Пуанкаре о возвращении. Теорема Каца о среднем времени возвращения. ([3]).
3. Эргодичность, слабое перемешивание, перемешивание, кратное пе​ремешивание. Дискретный спектр автоморфизма, непрерывный спектр. Критерий слабого перемешивания. Спектр поворота окружности. При​мер слабо перемешивающего, но неперемешивающего преобразования.([3; 1.6, 1.7, 2.8, 14.2]).
4. Эргодическая теорема фон Неймана для марковской полугруппы. До​казать. ([3; 1.7], лекции).
5. Эргодическая терема Биркгофа. ([3; приложение 3]).
6. Измеримые разбиения и (-алгебры. Система условных мер относи​тельно измеримого разбиения. Условное математическое ожидание от​носительно разбиения. Теоремы Дуба и Леви о сходимости условных ожиданий. Оператор Перрона-Фробениуса для символической динами​ки, оператор условного ожидания и унитарный оператор, отвечающий двустороннему сдвигу.([3; приложение 1],[1; 1.1-1.8]).
7. Энтропия стационарного процесса. Теорема Шеннона - Макмиллана - Бреймана.([1;2.10]).
8. Функция h(T,(). Энтропия преобразования. Формула для вычисле​ния энтропии стационарного процесса. Энтропия автоморфизма Бернулли. Энтропия автоморфизма Маркова любого порядка. Энтропия пово​рота окружности.([1; 2.1- 2.8,2.12],[2],[3;10.6]).
9. Образующее разбиение(одностороннее и двустороннее) и энтропия. Теорема о существовании образующего разбиения. ([2; 4.3 стр. 207]).
10. Свойства энтропии разбиения, функции h(T,(), энтропии h(T). ([l;2.8],[2],[3;10.6]). Регулярные стационарные процессы и точные эндоморфизмы ([3; 10.8]).
11. К-автоморфизмы и К-разбиения. Теорема о совпадении К-свойства и свойства вполне положительности энтропии ([3;10.8]).
12. Разбиение Пинскера. Свойства этого разбиения. ([1],[3]). Эргодичность автоморфизма Бернулли. К-свойство для автоморфизма Бернулли. ([3;8.2, 10.8],[2],лекции).
11. Эргодичность автоморфизма Маркова. К-свойство для автомор​физм Маркова [3; 8.2],[2],лекции).
12. Гауссовские стационарные процессы, гауссовские динамические си​стемы, отвечающая гауссовскому стационарному процессу. Эргодичность. Перемешивание. Спектр.
13. Унитарность оператора обратимой динамической системы Uf(x)= f(Tx). Простой спектр. Спектральная мера элемента. Теорема о счетно-кратном лебеговском спектре для К-автоморфизмов.([3;13.1]).
14. Пример преобразования с простым непрерывным спектром, отвеча​ющий гауссовскому стационарному процессу.([3; 14.4]).
15. Фактор-автоморфизм, фактор-эндоморфизм автоморфизма. Инвари​антные и возрастающие разбиения. Пример: символическая динамика, прошлое, будущее и возрастающие разбиения. Естественное расширение эндоморфизма. Пример: преобразование пекаря, преобразование Фибо​наччи. Теорема о связи К-свойства для автоморфизма и свойства точ​ности для эндоморфизма.([1],2],3]).
16. Общая теория марковских операторов. Детерминистская (-алгебра для Р. Ее характеризация. Характеризация пересечения детерминист​ских (-алгебр для Р и для Р*. Энтропия преобразования тора, заданного умножением на целочисленную матрицу. Устойчивые и неустойчивые слоения. Эргодичность слоений и К-свойство ([3],[2]).
17. Показатели Ляпунова и формула Лесина для энтропии гладкого об​ратимого преобразования. Формула Рохлина для энтропии одномерного преобразования. Формула для энтропии гладкого преобразования в мно​гомерном случае. Неравенство Маргулиса - Рюэлля.
18. Динамические системы с непрерывным временем (потоки и полупотоки)и стационарные процессы с непрерывным временем. Эргодичность, перемешивание, спектральные меры для функций. ([3]).
19. Энтропия динамической системы с непрерывным временем. Энтро​пия стационарного процесса с непрерывным временем. Пример стацио​нарного процесса с непрерывным временем и конечной энтропией.([3],лекции).
20. Специальный потоки и полупотоки. Интегральный автоморфизм. Производный автоморфизм. ([3]).
21. Процессы восстановления и специальные потоки. Полумарковские про​цессы, марковские процессы и специальные потоки.
22. Формулы Абрамова для энтропии потока, специального потока, ин​тегрального автоморфизма. Формула Абрамова - Рохлина для энтропии косого произведения. ([1],[3]). Формула для энтропии прямого произведе​ния преобразований. ([1],[2],[3]).
23. Косое произведение. Смешанная энтропия слоев. Формула Абрамова - Рохлина для энтропии косого произведения.([1],[3]).
24. Понятие о топологической энтропии. Примеры. Вариационный прин​цип. Меры Гиббса в символическом случае. Вариационный принцип и меры Гиббса. ([1]). Двусторонняя остаточная (-алгебра на пространстве двусторонних последовательностей с конечным алфавитом и гомоклиническое отношение эквивалентности.

Литература
1. Н. Мартин, Дж. Ингленд Математическая теория энтропии. М.:
Мир, 1988.
2. Биллингслей П. Эргодическая теория и теория информации. М.:
Мир, 1969.
3. Корнфельд И.П., Синай Я.Г., Фомин СВ. Эргодическую теория.
М.: Наука, 1980.
СТАТИСТИКА СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Лектор: доцент С.А.Пирогов

Статус курса: спецкурс по выбору кафедры, 5 курс, актуарии

Продолжительность: полгода (весна)

Курс читался весной 2006 года

1. Задача оптимальной
 остановки (на ограниченных интервалах времени) – марковский случай.

2. Max-оператор.
3. Оценка цены игры сверху.

4. Достижимость оценки. Оптимальная стратегия. Уравнение Беллмана.

5. Задача оптимальной остановки (на бесконечном интервале). Вычисление цены игры. 

6. Эксцессивные функции. Цена игры (на бесконечном интервале) как минимальная эксцессивная мажоранта.

7. Существование и несуществование оптимальной стратегии на бесконечном интервале (примеры). Массивные множества. 

8. Построение минимальной эксцессивной мажоранты.

9. Оптимальная остановка для платы, измеримой относительно фильтрации (марковский случай).

10. Оптимальная остановка для платы, измеримой относительно фильтрации (общий случай). Уравнение Беллмана.

11. Задача о секретаре.

ОСНОВЫ ФИНАНСОВОЙ МАТЕМАТИКИ

Лектор: доцент А.С.Черный

Статус курса: спецкурс по выбору студента, для 3-5 курса

Продолжительность: год

Курс читался в 2003/2004 учебном году

Целью данного спецкурса является изложение (на возможно более простых моделях) основных задач современной финансовой матема​тики и методов их решения. При этом рассмотрены все три основные "колонны" теории финансов: 
I. Размещение ресурсов. 
II. Нахождение справедливой цены. 
III. Управление риском. 
Список тем:
1. Введение в финансы и финансовую систему.
2. Диверсификация и смежные вопросы.
3. Общая теория предпочтений.
4. Теория САРМ и ее применения к корпоративным финансам.
5. Максимизация полезности.
6. Равновесие Эрроу-Дебре.
7. Основные производные: форварды, фьючерсы, опционы.
8. Цены опционов: свойства и численные методы их нахождения.
9. Теория арбитража.
10. Извлечение информации из цен опционов и облигаций.
11. Модели с операционными издержками.
12. Возможностный подход к теории арбитража.
13. Хеджирование.
14. Модели кредитного риска.
15. Меры рыночного риска.
ФИНАНСОВЫЙ РИСК И ЕГО ИЗМЕРЕНИЕ
Лектор: доцент А.С.Черный

Статус курса: спецкурс по выбору студента, для 3-5 курса

Продолжительность: год

Курс читался в 2004/2005 учебном году.
1. Основные финансовые активы.

2. Кривые доходности. Цены облигаций.

3. Форвардные и фьючерсные цены.

4. Нахождение цен свопов на процентную ставку и на обменные курсы.

5. Нахождение цен европейских опционов. Колл-пут паритет.

6. Нахождение цен американских опционов.

7. Нахождение цен европейских и американских опционов в одношаговой биномиальной модели.

8. Нахождение цен европейских и американских опционов в многошаговой биномиальной модели.

9. Формула Ито и процессы Ито.
10. Стратегии в дискретном и непрерывном времени.

11. Формула Блэка-Шоулса-Мертона. Коэффициенты чувствительности для опционов.

12. Диверсификация Марковица.

13. Модель CAPM. Бета-соотношение.

14. Отношение Шарпа. Полезность. V@R.

15. Гауссовские случайные векторы.

16. Вычисление V@R в гауссовском случае. Коэффициенты чувствительности. Анализ главных компонент.

17. Исторический V@R. Модель GARCH(1,1). Обратное тестирование.

18. Нормальные обратно-гауссовские распределения. Гиперболические распределения. Устойчивые распределения. Безгранично делимые распределения.

21. Вклад V@R.

22. Вычисление экономического капитала.

23. Когерентные меры риска. Теорема о представлении для конечного ( (с доказательством).

24. Теорема о представлении для бесконечного ( (без доказательства).

25. Взвешенное среднее, минимум, и свертка когерентных мер риска.

26. Хвостовой V@R.

27. Взвешенный V@R. Строгая диверсификация. Теорема о представлении инвариантных по распределению когерентных мер риска.
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