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Формулировки задач к зачету по курсу «Математическая статистика

и случайные процессы

(поток механиков, 4-ый курс, 8-ой семестр, лектор В.Н. Тутубалин)

Редакция 8 июля 2009 г.

Тема 1: корреляционная и спектральная теория

Пояснение. Эта тема курса имеет в виду два приложения: 1) обработка наблюдений, испорченных зависимыми случайными ошибками, 2) исследование решений линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, в правой части которых стоит случайное возмущение. В первой части курса (теория вероятностей) первое приложение рассматривалось для независимых ошибок наблюдений. Изучаемый эффект состоит во взаимном погашении случайных ошибок при усреднении и рассматривался он с помощью понятия дисперсии. Как только способ оценки дисперсии по наблюдениям был указан (с помощью обычной статистики s2), теория вероятностей становилась наукой практической. Для зависимых случайных ошибок аналогом дисперсии является корреляционная функция, но этот объект с трудом поддается оценке. Выход состоит в том, что для стационарных случайных процессов ответ переписывается через значение спектральной плотности в нуле, а затем указывается способ оценки спектральной плотности.
Аналогов второго приложения в курсе теории вероятностей нет. Сами уравнения с постоянными коэффициентами и со случайной правой частью возникают, например, следующим образом. Рассмотрим некий измерительный прибор, который после некоторого времени установления дал бы точное значение измеряемой величины, если бы на него не действовали какие-то случайные возмущения («внешние силы»). Спрашивается, как он будет вести себя при наличии случайных возмущений, если эти возмущения малы. Уравнения движения разных составных частей прибора линеаризуются в окрестности «положения равновесия» (т.е. точного значения измеряемой величины), и нередко бывает так, что случайные возмущения входят только в правые части линеаризованных уравнений. Решение линейных дифференциальных уравнений вообще часто удобнее производить с помощью преобразования Фурье, аналогом которого является спектральное разложение стационарного процесса. Если интересоваться лишь оценкой величины резонанса, то наиболее важными являются значения спектральной плотности на частотах, близких к резонансным частотам невозмущенного уравнения. Эти значения оцениваются так же, как и значение в нуле.

Формулировки задач.

Раздел 1: обработка наблюдений. Рассматривается модель наблюдений вида 
[image: image1.wmf])

(

)

(

t

a

t

x

x

+

=

, где 0(t(T, ((t) – вещественный случайный процесс (помеха) такой, что Е((t)=0, а корреляционная функция B(s.t)=E((s)((t) для начала считается известной. В качестве оценки для а принимается интегральное среднее 
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. Эта оценка будет несмещенной и есть основания надеяться на ее нормальное распределение, если Т достаточно велико и между далекими (во времени) значениями помехи ((t) исчезает статистическая зависимость. Вопрос только в том, чтобы подсчитать дисперсию оценки.
Задача1. Выразить эту дисперсию через корреляционную функцию B(s.t)=E((s)((t).

Задача 2. Упростить полученный двойной интеграл для случая стационарного случайного процесса, когда B(s.t)=В(s-t).
Задача 3. Найти асимптотику дисперсии при T((.
Задача 4. Выразить предыдущий ответ через спектральную плотность f(().

Раздел 2: линейные функционалы, определяемые случайным процессом. Теперь пусть ((t) – вообще говоря, комплексный случайный процесс, Е((t)=m(t), 
[image: image3.wmf])

(

)

(

)

,

(

t

s

t

s

B

x

x

E

=

, и для неслучайной функции ((t) (которая достаточно быстро убывает на бесконечности) определен функционал по формуле 
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Задача 5. Найти Е(((), Е|((()|2 и для двух функций (  и (  найти Е
[image: image5.wmf]_____

)

(

)

(

y

x

j

x

.
Задача 6. Упростить предыдущий ответ в стационарном случае.

Раздел 3: общие формулы для дифференциальных уравнений. Рассматривается уравнение вида 
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, где Р – полином с постоянными коэффициентами, ((t) – случайный процесс.

Задача 7. Перейдя к системе уравнений первого порядка, выписать частное решение этого уравнения в терминах экспоненты от матрицы коэффициентов системы.
Задача 8. Показать, что корреляционная функция полученного решения выражается (в принципе) через корреляционную функцию процесса ((t).
Задача 9. Выразить корреляционную функцию производной 
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 через B(s.t).

Задача 10. В случае стационарного процесса ((t) выразить стационарное решение через спектральное разложение (по случайной спектральной мере). Найти его спектральную плотность и дисперсию.

Раздел 3: конкретные примеры случайных процессов. Для скорости v(t) броуновской частицы рассматривается дискретный аналог модели Орнштейна-Уленбека следующего вида: для достаточно малого временного шага h выполняется равенство:

(v(t)=v(t+h)-v(t)=-ahv(t)+(h(t), где t=0,h,2h,…, а случайные величины (h(t) независимы при различных t, Е(h(t)=0, E((h(t))2=(2(h) и распределение этих величин нормальное.

Задача 11. Выяснить зависимость (2(h) от h, используя стационарность процесса v(t).
Задача 12. Найти дисперсию, корреляционную функцию и спектральную плотность процесса v(t).
Задача 13. Показать, что тот же самый процесс получится как решение уравнения 
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, где ((t) – белый шум (уравнение Ланжевена).
Далее рассматривается приращение положения частицы 
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Задача14. Показать, что при большом значении t приращения x(t)-x(0) и x(2t)-x(t) близки к независимым случайным величинам.

Задача 15. Предложить оценку параметра (2 дискретной модели на основании наблюдений приращений x(ti+1)-x(ti) для моментов времени 0<t1<t2<…<tn. (Использовать спектральную плотность процесса v(t).)

Винеровским процессом w(t) называется процесс с независимыми и нормальными приращениями (на любом, в том числе сколь угодно малом промежутке времени). Обычно считается, что w(0)=0 и дисперсия приращения w(t)-w(s) равна t-s (следует напомнить, что в математике все физические величины по умолчанию безразмерны.) Броуновским мостом называется процесс w(t)-tw(1).
Задача 16. Найти корреляционную функцию винеровского процесса и броуновского моста.

Рассмотрим разность 
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 (где F(x)=x – теоретическая функция распределения равномерного закона на отрезке [0, 1], Fn(x)- эмпирическая функция распределения) как случайный процесс, в котором роль времени играет x([0, 1].

Задача 17. Доказать, что корреляционная функция этого процесса совпадает с корреляционной функцией броуновского моста.

Замечание. Так как эмпирическая функция распределения является суммой независимых случайных величин, то в пределе при n
[image: image11.wmf]¥
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 конечномерные распределения этого процесса стремятся к гауссовским, т.е. к распределениям броуновского моста. Отсюда можно вывести, что и распределение статистики Колмогорова (sup модуля процесса) сходится к распределению максимума модуля броуновского моста. Таким образом, то распределение Колмогорова, которое рассматривалось в курсе теории вероятностей, оказывается распределением максимума модуля броуновского моста.
Задача18. Наблюдения имеют вид x(t)=(w(t), 0<t<T. Предложить оценку параметра ( по наблюдениям и подсчитать ее дисперсию. Верно ли, что не увеличивая времени наблюдения Т,  можно оценить ( сколь угодно точно?
Белым шумом ((t) называется обобщенный стационарный процесс, корреляционный функционал которого B=(2(, где (2 – некоторая константа, а символ ( обзначает (- функцию. Этот процесс моделирует такие случайные воздействия, которые статистически независимы в любые различные моменты времени.
Задача 19. Найти спектральную плотность белого шума.

Задача 20. Пусть w1(t) и w2(t)- две независимые реализации винеровского процесса (обе равны 0 при t=0), Определим процесс x(t), -(<t<(, следующим образом: при t>0 x(t)=(w1(t), а при t<0  x(t)=(w2(t). Показать, что производная (в смысле обобщенных функций) 
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 является белым шумом.
Раздел 4: резонанс под действием случайных возмущений. Рассматривается уравнение колебаний математического маятника с небольшим трением и со случайным процессом в правой части, т.е. уравнение 
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, в котором 0<a<<ω0. Обозначим через (1,2 корни характеристического уравнения 
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Задача 21. Записать стационарное решение x(t) уравнения маятника в виде интеграла по случайной спектральной мере Z процесса ξ(t). Найти его спектральную плотность и средний квадрат модуля. От чего зависит величина резонанса?
Задача 22. В случае, когда в предыдущей задаче процесс x(t)=((t) является белым шумом, найти корреляционную функцию стационарного решения x(t).
Раздел 5: оценка спектральной плотности. Рассматривается оценка значения спектральной плотности в некоторой точке f((0), имеющая вид интегрального среднего от квадрата некоторого стационарного случайного процесса ((t). Последний процесс имеет вид 
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. Как исходный процесс ((t), так и процесс ((t) считаются вещественными. Тогда и спектральная плотность исходного процесса, и функция ((() должны быть четными. Как известно, Е(2(t)=
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. Поэтому функцию ((() выбирают так, чтобы функция |((()|2 была (при (0(0) похожа на полусумму дельта-функций 
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.(При (0=0 на одну дельта-функцию ((().) Дальнейшие задачи исследуют осуществление и достижимую точность таких оценок спектральной плотности.
Задача 23. Выразить случайный процесс ((t) в виде свертки исходного сдучайного процесса ξ(t) с некоторой функцией K(t).
Задача 24 («лемма»). Пусть случайный вектор ξ=(ξ1,ξ2) имеет двумерное нормальное распределение с нулевым средним и матрицей ковариаций C=||cij||. Найти Е
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. (Указание: найти соответствующую четвертую производную от двумерной характеристической функции путем разложения ее в ряд Тейлора.)
Задача 25. Пусть ξ(t)-вещественный гауссовский стационарный случайный процесс со спектральной плотностью f((). Найти дисперсию выражения 
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Задача 26. Пусть функция (2(() равна полусумме двух нормальных плотностей со средними ((0 и стандартными отклонениями ((((0. Найти (при достаточно больших Т) коэффициент вариации оценки спектральной плотности вида 
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Тема 2: условные математические ожидания по Колмогорову
Пояснение. Предлагаемые задачи предназначены для овладения основными понятиями: понятием условного математического ожидания по Колмогорову и понятием условной плотности распределения, которая служит для вычисления условного математического ожидания. Следует иметь в виду, что дискретные распределения могут рассматриваться как частный случай распределений, имеющих плотность: например, та мера, относительно которой берется плотность распределения, может быть сосредоточена на целочисленных точках прямой и давать каждой точке меру, равную 1. Тогда вероятность того, что случайная величина примет то или иное целочисленное значение может считаться и плотностью относительно этой меры.
Задача1. Пусть множество элементарных событий – это единичный квадрат, основная сигма-алгебра – борелевские подмножества квадрата, вероятностная мера – мера Лебега (продолжение обычной площали на борелевские подмножества). Найти условное математическое ожидание случайной величины (=(((1,ω2) относительно сигма-алгебры полосок (т.е. подмножеств квадрата вида В1([0. 1], где В1-  одномерное борелевское подмножество отрезка [0. 1].
Задача 2. Доказать справедливость следующего правила: «измеримую случайную величину можно выносить из-под знака условного математического ожидания». Указание. Начать со случая, когда эта измеримая случайная величина является индикатором некоторого события.
Задача 3. Доказать справедливость правила: «дисперсия случайной величины равна сумме условной дисперсии и дисперсии условного математического ожидания».
Задача 4. При количественном учете фитопланктона гидробиологи стремятся определить среднее число клеток того или иного вида в единице объема воды. С этой целью берется проба воды и после продолжительной обработки в конце концов пересчитывается число клеток, видимых под микроскопом в некотором небольшом объеме воды. Если бы клетки фитопланктона плавали одиночными экземплярами, то дисперсия числа клеток, попавших под микроскоп, определялась бы законом Пуассона, т.е. равнялась бы его математическому ожиданию. Точность определения среднего оценивалась бы корнем квадратным из числа просчитанных клеток. Но клетки фитопланктона плавают колониями. Пусть распределение колоний по числу клеток известно, а закону Пуассона подчиняется число колоний, попавших под микроскоп. Опираясь на предыдущую задачу 3, найти оценку для дисперсии числа просчитанных клеток.
Задача 5. Показать, что правило вычисления условного математического ожидания через интеграл по условной плотности в самом деле дает условное математическое ожидание по Колмогорову. Объяснить, почему это правило нельзя принять в качестве определения условного математического ожидания.

Задача 6. Пусть несколько случайных величин имеют совместное нормальное распределение. Найти условное математическое ожидание одной из них при условии, что остальные известны. Зависит ли условная дисперсия этой величины от известных значений остальных?

Задача 7.  Две случайные величины независимы и одинаково распределены. Найти условное математическое ожидание одной из них при условии, что их сумма известна.

Задача 8. Пусть (1,(2,..,(n – независимые случайные величины, имеющие показательное распределение с параметром (, (1=(1,(2=(1+(2, ...,ξn=(1+(2+…+(n. Найти совместную плотность распределения величин ξ1,ξ2,...,ξn. Найти условную плотность распределения  первых (n-1) величин при условии {ξn-1<1, ξn>1}.
Задача 9. Пусть x1, x2,…, xn – выборка из равномерного распределения на отрезке [0. 1],

x(1<, x(2)<…< x(n) – соответствующий вариационный ряд. Найти совместную плотность распределения членов вариационного ряда.
Задача 10. Пусть на отрезке времени [0, 1] пуассоновский процесс сделал ровно n скачков. Показать, что моменты скачков образуют вариационный ряд для выборки объема n из равномерного распределения. Какой способ проверки модели пуассоновского процесса с помощью критерия Колмогорова вытекает отсюда? (Привести пример альтернативы, против которой будет действовать этот критерий.)
Тема 3: цепи Маркова

Пояснение. Марковская зависимость в теории случайных процессов в некотором смысле переносит на случайные процессы понятие фазового пространства динамической системы. В терминах фазового пространства движение описывавется таким образом, что знание точки фазового пространства в настоящий момент времени однозначно определяет будущую траекторию системы. (Например, для материальной точки нужно задать координаты и вектор скорости.) В теории вероятностей однозначно определяются не будущие положения, а будущие распределения вероятностей для этих положений. В вероятностных моделях фазовое пространство и время могут быть дискретными или непрерывными. Если один (или оба) из этих объектов дискретен, то говорят о цепях Маркова. Если оба непрерывны, то  говорят о марковском процессе. Обычно при построении моделей физических явлений начинают со случая дискретного времени (пример: процесс Орнштейна-Уленбека). Марковский процесс возникает в результате некоторого предельного перехода.
Марковскую цепь x(n) с дискретным временем n=0,1,2,…можно определить не только через условные вероятности (как это обычно делается), но и следующим образом. Пусть {(n}, n=1,2,…  – последовательность независимых случайных величин, Fn{.,.}- некоторая (неслучайная) функция. Следующее состояние цепи x(n+1) получается из предыдущего состояния x(n) по формуле x(n+1)=Fn{x(n),(n+1}, т.е. является функцией от предыдущего состояния и от новой независимой случайности. Например, сумма нарастающего числа независимых случайных величин, когда новое состояние получается прибавлением новой случайной величины.
Задача 1. Рассматривается следующий сценарий. Нужно пройти лесом 10 км в восточном направлении по возможности точно (потому что там на дороге, идущей с севера на юг, находится автобусная остановка). Средством навигации является магнитный компас с ценой деления шкалы 50, а само движение состоит в том, что примерно на расстоянии 100 м в восточном направлении замечается ориентир. По достижении одного ориентира замечается следующий, и так примерно 100 раз. Спрашивается, с ошибкой какого порядка величины возможен выход в заданную точку на дорогу, а в частности, - надо ли учитывать магнитное склонение, которое составляет величину тоже порядка 50. Цепь Маркова (для величины отклонения от теоретического пути в момент достижения очередного ориентира) возникнет, если предположить, что ошибка в определении каждого ориентира представляет собой случайную величину с нулевым средним (при учете магнитного склонения) и стандартным отклонением около тех же 50 (для удобства 1/10 радиана). (И для разных ориентиров ошибки независимы.) Как повлияет неучет магнитного склонения?
Задача 2. Тот же самый сценарий, но вместо магнитного компаса используется гирокомпас, ошибка которого (из-за ускорений при движении) нарастает, как сумма независимых случайных величин (а ориентиры пусть замечаются точно по этому компасу, т.е. с ошибкой, равной ошибке компаса). Каким должно быть стандартное отклонение для нарастания этой ошибки (за время перехода от одного ориентира к следующему), чтобы результат был не хуже, чем для магнитного компаса?

Задача 3. Будем измерять ошибку компаса с точностью до 10. Тогда состояниями цепи будут вершины правильного 360-угольника, вписанного в окружность. Допустим, что за единицу времени можно из одной вершины перейти в одну из соседних с одной и той же вероятностью 1/2. Будет ли такая цепь эргодичной?
Задача 4. Допустим, что за единицу времени можно перейти в одну из соседних вершин с вероятностью 1/3 и с той же вероятностью остаться на месте. Будет ли такая цепь эргодичной? Найти ее стационарное распределение. Есть ли какая-нибудь польза от эргодической теоремы для оценки точности навигации по гирокомпасу?
Задача 5. Как найти приближение для распределения вероятностей ошибки компаса из задач 3 и 4 после данного числа переходов? (В начальный момент ошибка равна нулю.) В чем состоит аналогия с броуновским движением?
Задача 6. Некий прибор может находиться в двух состояниях : 1 (исправен) и 2 (неисправен). Если прибор находится в состоянии 1, то через единицу времени он остается исправным с вероятностью р1, а выходит из строя с вероятностью q1=1-p1. Если же прибор неисправен, то за единицу времени его успевают починить с вероятностью р2, а с вероятностью q2=1-p2 он остается неисправным (например, по той причине, что из-за изобилия заказов на починку до него очередь не дошла). Предполагая, что переходы между состояниями образуют цепь Маркова, найти какую долю времени прибор будет исправен при его длительной эксплуатации.

Замечание. Для правильного решения задачи требуется обосновать закон больших чисел для сумм вида
[image: image22.wmf]å

=

n

i

i

x

f

1

))

(

(

, где x(i) – эргодическая цепь Маркова, f – некоторая функция, определенная на множестве состояний этой цепи. Такие суммы называются «суммами случайных величин, связанных в цепь Маркова», хотя лучше было бы сказать «…связанных с цепью Маркова» (поскольку сами случайные величины вида f(x(i)) цепи Маркова, вообще говоря, не образуют). Обосновать этот закон нетрудно с помощью корреляционной теории.
Тема 4: марковские случайные процессы с непрерывным временем
В курсе рассматриваются два вида таких процессов: чисто скачкообразный процесс Пуассона и диффузионные процессы. Особенностью курса является наличие так называемой «теоремы перехода» Колмогорова, в которой совершается предельный переход от последовательности цепей Маркова с дискретным временем к диффузионному процессу ( в смысле сходимости переходных вероятностей). Именно так обычно возникают диффузионные процессы в физических приложениях: сначала положение какой-то системы рассматривается в редкие моменты времени, чтобы зависимость между случайными возмущениями на отрезках времени между этими моментами успела потеряться, что гарантирует марковское свойство движения. Затем делается замена времени, которая большие интервалы времени превращает в маленькие, а также замена пространственных координат, и в случае удачи определяются коэффициенты сноса и диффузии (удача состоит в том, что математические ожидания приращений координат и квадратов этих приращений оказываются величинами одного порядка малости). Сами же диффузионные процессы исследуются с помощью уравнений типа уравнения теплопроводности.
Задача 1. Показать, что интервалы времени между скачками пуассоновского процесса имеют показательное распределение вероятностей. Перейти отсюда к задачам 8, 9, и 10 темы 2.
Задача 2. Вычислить коэффициенты сноса и диффузии для винеровского процесса. Решить соответствующее уравнение теплопроводности с помощью преобразования Фурье. Найти переходную плотность винеровского процесса.
Задача3. Вычислить коэффициенты сноса и диффузии для процесса Орнштейна-Уленбека. Найти его переходную плотность и стационарное распределение.
Задача 4. Мальчишки стреляют горошинами в качающийся математический маятник без трения. Пусть массы горошин намного меньше массы груза. Сделать такой предельный переход к диффузионному процессу, чтобы этот процесс описывал изменение энергии маятника (одна переменная вместо двух переменных на фазовой плоскости маятника).
Задача 5. Будем понимать стохастический дифференциал 
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 в том смысле, что диффузионный процесс x(t) является предельным для последовательности марковских цепей, которые строятся по следующему правилу: 
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, где w(t) – винеровский процесс. Обосновать в таком понимании следующую формулу Ито: 
[image: image25.wmf])

(

))]

),

(

(

2

1

[

))

(

,

(

2

t

dx

x

F

dt

t

t

x

t

F

t

x

t

dF

¶

¶

+

+

¶

¶

=

s

, где F(x,t )- достаточно гладкая функция.
Задача 6. В финансовой математике принята модель, согласно которой логарифм биржевой цены того или иного актива совершает броуновское движение с постоянным сносом а и постоянной диффузией (2. Какими будут в таком случае коэффициенты сноса и диффузии для самой цены актива?
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