Некоторые предложения по задачам для упражнений по курсу

«Случайные процессы»

Мне кажется, что можно принять в качестве аксиомы такое требование, чтобы упражнения по вероятностным курсам были (в значительной степени) ориентированы на то, чтобы показать прикладные возможности вероятностных методов. В отношении курса теории вероятностей эта проблема (как мне кажется) решается задачником Л.Д. Мешалкина (1963 г.): там есть полный набор задач на приложения простейших вероятностно-статистических методов, которые уместно изучать в курсе теории вероятностей.

Не берусь сказать что-либо об упражнениях по курсу математической статистики, но что касается упражнений по случайным процессам, то данная проблема не решена как по курсу для математиков, так и по курсу для механиков. Нижеследующий текст содержит некоторые (неполные) предложения возможной тематики задач. 
1. Нельзя отрицать, что к числу важнейших приложений вероятностных методов относится обработка результатов эксперимента: с какой точностью можно определить по тем или иным наблюдениям такие величины, которые желает знать экспериментатор. Например, примерно сто лет назад основные константы молекулярной физики (число Авогадро, постоянная Больцмана…) определялись (в том числе) по наблюдениям броуновского движения. Вот в связи с темой «винеровский процесс» и возникают задачи примерно следующего рода. Наблюдаемый процесс Xt имеет вид Xt = (Wt. С какой точностью можно определить коэффициент диффузии (2 (если, конечно, шаг во времени между моментами отдельных наблюдений не может быть меньше некоторой заданной величины). Студентам объясняется, что точность определения коэффициента диффузии напрямую связана с точностью определения числа Авогадро.
 Тот же вопрос можно поставить относительно определения параметров модели Xt = at +(Wt. 
(Неплохо было бы, если бы студенты еще знали, что коэффициент диффузии пропорционален первой степени абсолютной температуры той жидкости, в которой плавает броуновская частица. Если пойти по этому пути, то можно построить серию задач, приводящих к процессу Орнштейна-Уленбека для скорости броуновской частицы.)
Имея в виду броуновское движение, было бы странно упустить из виду такую задачу: вычислить корреляционную функцию случайного процесса, значение которого в точке x есть разность между эмпирической и теоретической функцией распределения. Т.е. асимптотически (в силу асимптотической гауссовости конечномерных распределений) получается сходимость к броуновскому мосту.
2. Если модель выборки для отдельных определений физической константы уже рассмотрена (в курсе ли теории вероятностей, в соответствии с задачником Мешалкина, либо в курсе математической статистики), то в курсе случайных процессов нельзя уклониться от модели наблюдений вида Xt = a + (t, где  (е – случайный процесс (который неизбежно придется объявить стационарным). Разница между точным значением a и усредненными наблюдениями оценится с помощью корреляционной функции процесса  (е. (Более эстетично выглядит ответ в случае непрерывного времени.)  Для начала можно считать эту корреляционную функцию известной (уже неплохо, если студенты поняли, что ответ зависит от корреляционной функции). Но неизбежно встает вопрос об ее оценке, если она неизвестна. И вот тут уместно появление параметрических моделей случайных процессов, например, в виде авторегрессии. (Соответствующие задачи – на оценку параметров этих моделей.)
Другой вариант мог бы состоять в том, чтобы переписать дисперсию оценки через спектральную плотность ошибки наблюдения  (е и затем порассуждать об оценке спектральной плотности (потому что оценки корреляционной функции обладают нежелательными свойствами). Но этот вариант вряд ли исполним в упражнениях по полугодовому курсу случайных процессов.
3. Марковские цепи в физике обычно возникают при рассмотрении каких-то движений (в фазовом пространстве той или иной системы), на которые накладываются случайные возмущения. Если положение точки в фазовом пространстве рассматривать достаточно редко во времени, то можно предположить, что случайные помехи полностью обновляются (теряется статистическая зависимость на разных промежутках времени), так что следующее положение системы зависит лишь от ее предыдущего положения и новой независимой случайности. Это и есть марковская цепь. Мне нравится, например, такая задача. Человек идет по компасу через лес. Его движение складывается из ряда отдельных переходов, в начале каждого из которых он замечает на небольшом расстоянии ориентир в нужном направлении (со случайной ошибкой), а затем его достигает и замечает следующий. Как велико будет его отклонение от намеченного прямолинейного пути после многих таких переходов? Между прочим, оценки показывают, что обязательно надо учитывать магнитное склонение, потому что в противном случае возникает систематическая ошибка, которая значительно больше, чем сумма случайных ошибок отдельных переходов. (Последняя растет как n1/2, где n – число переходов.) А вот если магнитный компас заменить на инерциальный, ошибка которого накапливается как сумма независимых случайных величин, то отклонение от намеченного пути будет расти как n3/2.
4. Недавно начальство потребовало от кафедры представления некоторых бюрократических документов. При знакомстве с частью из них я увидел с ужасом, что  в упражнениях как для математиков, так и для механиков вовсе отсутствуют марковские диффузионные процессы и соответствующие уравнения Колмогорова: нет вообще понятий коэффициентов сноса и диффузии (и как они преобразуются при замене переменных, естественно, тоже нет). По-моему, их надо восстановить, хотя бы в виде процесса Орнштейна-Уленбека, экспоненты от броуновского движения (важной в финансовой математике) и т.п. Более деликатная проблема состоит в том, что в известных мне примерах диффузионные процессы в физике возникают после предельного перехода от марковских цепей (откуда берутся цепи – сказано выше). Например, математический маятник, испытывающий короткие случайные толчки (модель: при толчке получает малое случайное приращение скорость, но не положение маятника) можно довести с помощью некоторых правдоподобных рассуждений до одномерного диффузионного процесса (для суммарной, т.е. потенциальной +кинетической) энергии маятника. Но это скорее пригодно для механиков, а не для математиков.
                                                                        В.Н. Тутубалин
