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Основные понятия корреляционной и спектральной
теории случайных процессов

Редакция 03 января 2010 г.

1. Общие понятия

В первой части курса («теория вероятностей», 7-ой семестр) основной акцент делался на обработке наблюдений, испорченных независимыми случайными ошибками. С помощью понятия дисперсии и способа ее оценки устанавливалось, насколько среднее арифметическое результатов наблюдений может отличаться от истинного значения измеряемой величины. В курсе случайных процессов, конечно, следует продолжить эту тему, но теперь для зависимых случайных ошибок (удобнее в случае непрерывного времени, когда ошибка представляет собой случайный процесс). Кроме того, возникает новая задача – исследование дифференциальных уравнений, в которые каким-то образом входят случайные процессы. Здесь приходится ограничиваться обыкновенными дифференциальными уравнениями с постоянными коэффициентами, для которых случайность входит только в правую часть (наглядный образ: маятник, на который действует случайная сила, например, мальчишки стреляют горошинами в колеблющийся грузик, подвешенный на веревке). В этой задаче делается некий концептуальный ход. Предлагается считать, что решение уравнения является случайным процессом, который удовлетворяет этому уравнению в следующем смысле: под производными понимаются производные в среднем квадратичном. (А в дальнейшем предполагается и возможность понимать производные в смысле обобщенных функций.) Казалось бы, сами уравнения выводятся в предположении, что ни случайности, ни обобщенных функций нет, так причем же здесь такие решения, которые понимаются в некотором расширенном смысле? Но дело в том, что вывод тех или иных уравнений в математической физике вообще не может быть строго обоснован: их применимость проверяется по следствиям из принятой модели, которые доступны проверке в эксперименте. При понимании производных в среднеквадратическом и/или обобщенном смысле возможность проверки в эксперименте до известной степени сохраняется. Но эту диалектику с изменением понятия производной не следует упускать из виду, иначе интересующися студент (если такой найдется) не поймет до конца, что именно происходит.
Случайный процесс
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 (комплексное сопряжение именно в таком порядке). Вводится риманов интеграл 
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, где T – конечный отрезок (при доказательстве сходимости интегральных сумм Римана используется непрерыность
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Е
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 случайного процесса 
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на неслучайных и достаточно быстро убывающих на бесконечности функциях 
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 (комплексное сопряжение поставлено так, как это принято в теории обобщенных функций). Подсчитывается, что Е
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А после этого оказывается, что на оба поставленные вопроса (обработка наблюдений и решение дифференциальных уравнений) можно дать некоторые ответы (пока в предположении, что математическое ожидание и корреляционная функция процесса 
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 каким-то образом известны).
1.1. Обработка наблюдений

Пусть модель наблюдений имеет вид 
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. Дисперсия ошибки оценки (т.е. второго слагаемого в последней формуле) равна (1/Т2)Е
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. Обычно предполагается, что зависимость между значениями случайного процесса 
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. Пусть, например, корреляционная функция ограничена, а стремление к нулю в последнем соотношении происходит равномерно по s и t. Тогда корреляционная функция B(s,t) имеет заметно отличающиеся от нуля значения лишь на конечном расстоянии от диагонали квадрата 
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. Но вычисление этой дисперсии требует знания корреляционной функции.
1.2. Решение дифференциальных уравнений.

Как известно, дифференциальное уравнение может быть записано в виде системы уравнений первого порядка (путем рассмотрения производных от решения в качестве новых неизвестных). Рассмотрим неоднородную систему уравнений с постоянными коэффициентами вида
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, где f(t) – некоторая (пока неслучайная) непрерывная функция. Нетрудно проверить, что частное решение этой системы можно представить в виде 
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 (Для этого надо выяснить, как дифференцируется по t матричная функция 
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) случайный процесс и дифференцирование понимать в среднем квадратическом. Таким образом, в случае системы 
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 где ((t) – (векторный) случайный процесс решение в конечном счете запишется в виде некоторых интегралов от компонент процесса  ((t) (если он многомерный), умноженных на некоторые неслучайные функции времени. Вопрос о вычислении дисперсий таких интегралов (а также их ковариаций) был уже рассмотрен. Следовательно, возникает возможность оценить решение дифференциального уравнения по порядку величины (квадратный корень из математического ожидания квадрата модуля). Если же решение дифференциального уравнения поступает потом на другой прибор в качестве правой части другого дифференциального уравнения, то нужно знать корреляционную функцию решения, которая тоже (в принципе) может быть вычислена (если корреляционная функция процесса ((t) известна).
1.3.Задачи для упражнений.

В качестве задач следует рассмотреть вывод формул для Е
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; доказательство закона больших чисел для интеграла от случайного процесса (с нулевым математическим ожиданием), доказательство выражения для частного решения дифференциального уравнения. Конкретно можно рассмотреть уравнение
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при положительном и отрицательном а: в первом случае зависимость решения от прошлых возмущений теряется, а во втором – нарастает.
Однако не следует скрывать, что все ответы выражаются через корреляционную функцию случайного процесса, которая плохо оценивается по наблюдениям. Дальнейшее изучение будет устроено примерно так, как солдат варил суп из топора: будет выясняться, в каких случаях из наблюдений в самом деле можно извлечь корреляционную функцию или хоть какую-нибудь информацию о ней. Основной ситуацией является ситуация стационарного случайного процесса, когда все, что можно узнать о процессе, оценивается по его единственной реализации.
2.Стационарные случайные процессы

Первое занятие по стационарным случайным процессам естественно посвятить процессу Орнштейна-Уленбека (вывод выражения для корреляционной функции скорости частицы, исходя из дискретной модели; перемещение частицы, как процесс с независимыми приращениями в определенном масштабе времени; винеровский процесс и его корреляционная функция...). Этот материал не требует какой-либо теории (все сводится к линейным комбинациям независимых случайных величин). Для дальнейшего нужна теория.
 Поскольку в случае стационарного случайного процесса имеется некая инвариантность относительно сдвигов времени, естественным подходом является разложение по гармоникам, т.е. преобразование Фурье. Дело, кстати, кончится тем, что оценке по экспериментальным данным будет подлежать не корреляционная функция (которая оценивается плохо), а спектральная плотность, которая оценивается лучше, так что теоретическая посылка инвариантности относительно сдвигов времени приносит некоторый практический результат.
Замечание. Существуют разложения нестационарных случайных процессов по собственным функциям интегрального оператора (на конечном отрезке), ядром которого является корреляционная функция (это называется в одних источниках «разложением Карунена-Лоэва», а в других – «каноническим разложением» В.С. Пугачева). Несмотря на теоретический посыл (связь с теорией интегральных операторов), от этих разложений, кажется, нет никакого толку.
Понимание того, что происходит при разложении периодической (неслучайной) функции в ряд Фурье, возникает в терминах пространства L2 функций на отрезке. Но в случае интеграла Фурье пространство L2 бесполезно (поскольку гармоники 
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не принадлежат этому пространству на всей прямой), так что настоящее понимание того, что происходит, приходит лишь в терминах обобщенных функций. Впрочем, никакой глубокой теории обобщенных функций для приложений к случайным процессам не требуется: используются лишь основные определения. Нужно выписать основные формулы, потому что есть несколько различные системы обозначений.
Есть два понятия «частоты» гармоники: просто частота f, измеряемая, например в герцах (1 герц= 1сек-1, т.е. одно полное колебание в секунду) и круговая частота (, входящая в обозначение гармоники 
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 Преобразование Фурье можно писать либо в терминах f, либо в терминах ω. Далее используется второй способ, но в теории вероятностей символ ω занят под обозначение элементарного события, и поэтому вместо ω пишем (.
Для гладкой и достаточно быстро убывающей на бесконечности функции ((t) преобразованием Фурье 
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(Кстати, можно напомнить студентам вывод этой формулы обращения, но вопрос сведется к тому, чему равен интеграл 
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Правая часть предпоследнего соотношения называется обратным преобразованием Фурье. Оно применено к функции от (, но можно его применять и к функциям от t: получится функция 
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Локально суммируемая функция F(t) задает на гладких и достаточно быстро убывающих на бесконечности функциях ((t)  линейный
функционал по формуле
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. Подставляя в последнюю формулу выражение ((t) через обратное преобразование Фурье и меняя порядок интегрирования (допуская, что это возможно), получим соотношение 
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После этого для любой обощенной функции F (т.е. линейного и непрерывного функционала на том или ином пространстве основных функций) определяются  прямое и обратное преобразование Фурье с помощью предыдущих формул. В качестве пространств основных функций чаще всего используются два: пространство К гладких финитных функций и пространство S гладких функций, которые на бесконечности убывают быстрее любой степени аргумента. Поскольку 
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Обобщенным случайным процессом в корреляционной теории естественно называть такой (линейный и непрерывный) функционал, значениями которого являются случайные величины (и непрерывность понимается в смысле 
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). Оказывается, что стационарные случайные процессы над К могут быть продолжены до процессов над S, и потому понятие обобщенного стационарного процесса в учебных целях можно строить прямо над S, что делается достаточно просто. (Напомним, что сходимость в пространстве S понимается как равномерная сходимость последовательности функций и любых их производных, которая не исчезает после умножения на любую степень аргумента.)
При определении обобщенного стационарного процесса существенно используется тот факт, что корреляционная функция обыкновенного стационарного процесса зависит лишь от разности аргументов, т.е. фактически является функцией одного переменного. Переписывая выражение для Е
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 для случая B(s,t)=B(s-t) получаем после замены переменной, что для обыкновенного стационарного случайного процесса выполняется соотношение                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             Е
[image: image50.wmf])

,

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

j

j

j

j

j

x

*

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

-

-

-

-

-

B

du

ds

u

s

s

u

B

, где звездочка обозначает свертку и функция 
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для некоторого линейного функционала B, который называется корреляционным функционалом.
Исходным понятием при данном изложении является обобщенный стационарный процесс и его корреляционный функционал. Естественно было бы строить от них прямое преобразование Фурье. Однако в классических формулах Бохнера-Хинчина
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 для корреляционной функции и Колмогорова 
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 для самого процесса эти объекты выступают как прямые преобразования Фурье, соответственно, неслучайной спектральной меры F и случайной ортогональной меры Z. Чтобы не изменять классических формул, приходится в случае обобщенных процессов строить аналогичные объекты как обратные преобразования Фурье.
При (прямом или обратном) преобразовании Фурье пространство S переходит опять в S (только функций не от t, а от (). Обратное преобразование Фурье определяется формулой 
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf])
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 подставить свертку 
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, то предыдущее выражение будет неотрицательным. Но при этом вместо 
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и мы получаем, что (обратное) преобразование Фурье от корреляционного функционала дает неотрицательное число после применения его к квадрату модуля любой основной функции. Отсюда довольно просто выводится (подробности см. в учебнике В.Н. Тутубалина), что 
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является интегралом по некоторой мере F, которая конечна для ограниченных  борелевских подмножеств оси (, а кроме того, при некотором натуральном к удовлетворяет соотношению 
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 Кратко мера F называется мерой степенного роста. Более подробно это означает, что
Е
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Краткая формулировка теоремы о спектральном разложении корреляционного функционала: обратное преобразование Фурье корреляционного функционала является мерой степенного роста.

Для обыкновенного случайного процесса корреляционный фугкционал задается корреляционной функцией B(u) и в силу неравенства |B(u)|(B(0) имеет место оценка 
Е
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Подставляя вместо (  нормальную плотность с нулевым средним и малой дисперсией (для которой последний интеграл равен 1 и обратное преобразование Фурье близко к константе), получаем, что в случае обыкновенного случайного процесса мера всей прямой F{(-(,()} ограничена. Отсюда получается формула Бохнера-Хинчина (подробности см. в учебнике В.Н. Тутубалина).
Что касается спектрального разложения самого обобщенного стационарного процесса, то легко доказывается следующая теорема: обратное преобразование Фурье обобщенного стационарного процесса является ортогональной случайной мерой Z. При этом для любого ограниченного борелевского множества А выполняется соотношение Е|Z(A)|2=F(A).
 Более подробно это означает, что
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. С учетом конечности меры F от всей прямой выводится формула Колмогорова для спектрального разложения обыкновенного стационарного процесса.

Замечание 1. Колмогоров получил эту формулу, рассматривая в подпространстве 
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 замкнутое подпространство, порожденное линейными комбинациями значений случайного процесса ((t) при различных t, и однопараметрическую группу унитарных операторов, которые отвечают сдвигам по времени. Использовалась теорема о спектральном разложении операторов этой группы. Подход с преобразованиями Фурье более элементарен, а кроме того, дает возможность относительно явного построения меры Z. Именно, для построения меры Z(A) через значения процесса ((t) нужно взять 
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с такой функцией (, что 
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Замечание 2. При изучении закона больших чисел для интегрального среднего 
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. В результате замены переменной s-t=u, s=w получится, что переменная u изменяется от (-T) до T, а при фиксированном u переменная w=s-t меняется следующим образом: при u>0 от u до T, а при u<0 от 0 до T-|u|.  (На стр. 208 учебника В.Н. Тутубалина при такой замене переменных допущена ошибка.) Поэтому (1/Т2)Е
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. Если предположить, что 
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<(, то при больших Т дисперсия среднего (1/T2)E|I|2 примерно равна 
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. Таким образом, для приближенной оценки дисперсии среднего достаточно знать лишь значение спектральной плотности в точке 0, Всю корреляционную функцию оценивать не нужно.
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