PAGE  
12

Комментарий

к курсам «Теория вероятностей» и «Математическая статистика и случайные процессы», которые читаются для потока механиков 4-го курса
(лектор В. Н. Тутубалин)

Редакция 03 января  2010 г.
Часть 1: курс теории вероятностей

Данный комментарий написан, прежде всего, для преподавателей, ведущих упражнения по указанным в заголовке курсам, с целью частью унифицировать, а частью – разработать вновь систему упражнений по указанным курсам. В учебном плане для студентов-механиков приняты именно такие наименования курсов (на каждый курс отводится 2 часа лекций + 2 часа упражнений еженедельно, а в конце семестра зачет+экзамен). Может быть, более естественно было бы курс 7-го семестра назвать «Теория вероятностей и математическая статистика», а курс 8-го семестра – «Случайные процессы», но производить бюрократическую процедуру переименования курсов не стоит, так как часть тех приложений, о которых надо говорить на упражнениях по случайным процессам, несомненно, относится к математической статистике.
С другой стороны, ясно и то, что преподавать механикам теорию вероятностей (т.е. курс 7-го семестра), не обращаясь к ее типичным приложениям, было бы неправильно. А эти приложения (как например, «теория ошибок наблюдений», т.е. метод наименьших квадратов) считаются частью математической статистики. Таким образом, кроме основных понятий и методов теории вероятностей, в 7-ом семестре должны быть и основы математической статистики. Но начинать надо не с обработки наблюдений, так как необходимая для этого математическая основа появляется отчасти с законом больших чисел, но вполне -  лишь с центральной предельной теоремой (т.е. в середине курса). Удобным для изучения в начале курса представляется понятие проверки статистических гипотез. Иными словами, пусть студенты изучают комбинаторные задачи не просто из их чисто математического интереса, а ориентируясь на проверку статистических гипотез (для начала на проверку гипотезы полной случайности, которая понимается как «классическая вероятность», т.е. как модель равной вероятности всех элементарных событий). Это, конечно, надо поместить в квазимеханический контекст, например, следующим образом.
Задача 1. Нужно узнать, какой из двух материалов А или Б более прочен на сжатие. Из этих материалов были изготовлены 10 пар кубических образцов, затем каждую пару кубиков складывали вместе и сжимали в тисках до разрушения одного из кубиков. Оказалось, что в 7 случаях раньше разрушился кубик из материала Б (соответственно в 3 случаях – из материала А). Можно ли сделать обоснованный вывод о том, что материал А прочнее?
Решение. Результат каждого из 10 экспериментов неоднозначен. Поэтому дать какой-то ответ на поставленный вопрос можно только путем подмены его некоторым другим вопросом, сформулированным в вероятностных терминах. Студент должен понять, что при этом вводятся дополнительные (непроверяемые) предположения. Важнейшее из них состоит в том, что вообще можно говорить о вероятности исхода таких опытов (статистическая однородность). Предполагается далее, что исходы отдельных опытов независимы (в вероятностном смысле). В результате получается, что вопрос о реальном отсутствии преимущества у материала А переформулируется в следующую статистическую гипотезу Н: результаты опытов являются испытаниями Бернулли; успехом отдельного испытания считается более раннее разрушение кубика из материала Б, а вероятность такого успеха равна ½. Теперь спрашивается, достаточно ли 7  (или более!) успехов в 10 испытаниях, чтобы можно было обоснованно отвергнуть гипотезу Н?
Таким образом, предлагается для анализа процедура, согласно которой тот из материалов А или Б, который одерживает не менее 7 «побед» в 10 опытах, признается лучшим. Заранее мы не знаем, какой лучше, а следовательно, при такой процедуре и при верной гипотезе Н мы не будем принимать никакого решения о сравнительном качестве материалов лишь в том случае, когда число успехов (т.е. «побед» А над Б) лежит в пределах от 4 до 6. Наконец, подсчитываем вероятность последнего события, и она оказывается около 2/3. Иными словами, если гипотеза Н верна, то мы с вероятностью около 1/3 будем принимать ошибочное решение о превосходстве одного из материалов. Таким образом, 7 «побед» из 10 – это еще недостаточно убедительно. Такой получился вывод из подсчета вероятностей, исходящего из гипотезы Н. 
 В заключение нужно, конечно, испытать другие «пороги» для принятия решения, т.е. 8, 9, и 10. (Не забыть отметить, что в последнем случае, т.е. в случае 10 «побед» из 10 опытов вероятностный подход может оказаться излишним.)
После рассмотрения задачи 1 (или ей подобной) для студентов, возможно, окажется понятной общая схема проверки статистических гипотез на заданном уровне значимости. (Не забыть только подчеркнуть, что уровень значимости не имеет ничего общего с вероятностью того, что та или иная гипотеза верна или неверна. Чаще всего  вероятность справедливости гипотезы вообще не имеет смысла; бывают, впрочем, исключения, например, в медицине, когда речь идет о дифференциальной диагностике сходных эаболеваний.)
Простейшая задача 1 дает повод для обширного «философского» комментария, который не надо сразу целиком излагать студентам, потому что в общем виде он не будет понят, а надо дать его постепенно прочувствовать на конкретных примерах приложений вероятностных методов. Кстати, при наличии времени и возможности преподавателям теории вероятностей хорошо было бы прочитать «Философский очерк» Лапласа, который является введением в его «Аналитическую теорию вероятностей». Его русский перевод перепечатан со старого издания 1908 года в энциклопедии «Вероятность и математическая статистика», гл. ред. Ю.В. Прохоров (Москва, 1999). Там же на стр. 864 имеется «Заключение» В.Я. Буняковского, из которого видно, насколько сильно обманывались в середине XIX века в оценке прикладных возможностей теории вероятностей. Что касается самой «Аналитической теории вероятностей» Лапласа, то он настолько странным образом пользуется в этом сочинении математическим анализом, что его математику почти невозможно понять. Лишь покойный профессор А.Д. Соловьев научился разбираться в этом сочинении в такой степени, что мог оценить, что у Лапласа правильно, а что нет.
Философия, связанная с задачей 1, следующая. Во-первых, как уже отмечалось, происходит подмена простого вопроса «лучше ли материал А, чем материал Б» вопросом о возможности отклонить некую вероятностную гипотезу Н. Вывод получается всего лишь такой, что проведенных 10 экспериментов мало (для надежного отклонения этой гипотезы). И вот тут студенты должны в конце концов понять, что обычно задаваемый вопрос «сколько нужно сделать экспериментов, чтобы обоснованно получить тот или иной вывод?» ответа априори не имеет. Все зависит от результатов будущих экспериментов. Например, если бы материал А одержал не 7, а 10 « побед» из 10, то этого было бы, пожалуй, достаточно – как при вероятностном подходе, так и без него.
Во-вторых, при проверке статистических гипотез экспериментальная информация анализируется всегда не полностью: дело сводится к какой-либо тестовой статистике (в задаче 1 это общее число «побед» А над Б). Могло бы, например, случиться так, что в первых (по времени) семи экспериментах были только «победы», а в остальных трех – «поражения». Такой результат ставит под сомнение как статистическую однородность экспериментов вообще, так и модель испытаний Бернулли в частности. Но в таком случае и вся процедура проверки гипотезы теряет смысл.
В учебниках по теории вероятностей различные процедуры (как-то: проверка гипотез, построение доверительных интервалов, вычисление регрессий …) рассматриваются как одноразовые. Каждый такой отдельный шаг и в самом деле нередко имеет мало смысла (не дает надежного вывода). Но если та или иная статистическая обработка повторяется многократно, на новом фактическом материале, то часто  всякие сомнения в выводах исчезают. Спор о материалах А и Б нужно вложить в контекст опытно-конструкторской разработки технологии изготовления материала с нужными свойствами. На каком-то шаге этой работы сравниваются две технологии А и Б, потому что были сделаны два различные предложения об изменении технологии, и их испытывают на опыте. Если получился только такой вывод, что 10 экспериментов мало, то можно сделать несколько раз по 10 экспериментов (заодно и вынести более обоснованное суждение о статистической однородности результатов). Но авторы учебников сами экспериментировать не умеют и свои математические усилия направляют на возможно наилучшую обработку информации, которую им предоставил кто-то другой. Часто из этого улучшения обработки ничего не выходит, но вопрос легко решается путем дополнительных экспериментов (которые, между прочим, планируются на основании статистической обработки). В общем, в прикладной теории вероятностей (как и вообще в любой науке) дело обстоит примерно так же, как при езде на велосипеде. В статике держать равновесие, сидя неподвижно на двухколесном велосипеде, - дело невозможное. Но в динамике (если куда-нибудь ехать) научиться ездить на велосипеде может каждый. Вероятностно-статистические методы получают смысл только в процессе какой-то длительной работы при их многократном применении. В учебниках же рассматривается однократное применение.
В качестве второго математического метода для подсчета вероятностей (после испытаний Бернулли) можно предложить распределение для числа серий. Здесь, конечно, нужно пользоваться таблицами (например, Л.Н. Большева и С.В. Смирнова) для нахождения границ критических областей, но зато просто подсчитывается само число серий. С исходными данными для статистической обработки вообще (и для числа серий в частности) в недавнее время наметился большой прогресс. Имеются в виду данные о динамике цен финансовых активов, которые можно почерпнуть из Интернета. Распределение вероятностей самих цен смысла не имеет, но приращения цен (а особенно их логарифмов) обнаруживают довольно устойчивые статистические свойства (хотя и не вполне устойчивые, что на самом деле очень ценно в образовательных целях). Из последовательности цен (например, цен закрытия) легко образовать последовательность букв U (up) и D (down): первая в случае, если цена за один день повысилась, а вторая – в случае, если понизилась. (Если цена не изменилась, переходим к следующей во времени цене закрытия.) Проверка числа серий в последовательности букв U и D на случайность может быть использована для попытки предсказания будущей динамики курса (если серий слишком мало, то динамика имеет тенденцию сохраняться, а если слишком много – то заменяться на противоположную). Вытекающую отсюда стратегию спекуляций нужно проверить на новых данных (почти наверняка результат будет отрицательным).
(При простейшей имитации стратегий спекуляций предполагается, что покупку/продажу активов можно совершить в точности по цене закрытия и без операционных расходов. Проверку стратегий спекуляций можно предложить студентам в качестве домашнего задания. Не все, конечно, такое задание сделают, но достаточно, чтобы сделал кто-нибудь, чтобы потом обсудить на занятиях полученные результаты.)
Следующей темой курса, которая требует комментария, является закон больших чисел. Он излагается в рамках той же тривиальной математики (конечного или счетного пространства элементарных событий), поскольку после введения колмогоровской аксиоматики оказывается, что перенос доказательства закона больших чисел на общий случай совершается почти автоматически. В этом месте нужно обратить внимание студентов на следующее чудо. Как только указан способ приближенного определения дисперсии по выборочным данным (с помощью обычной статистики s2), теория вероятностей становится наукой практической, а в частности, - необходимой каждому экспериментатору. В самом деле, из неравенства Чебышева следует, что среднее выборочное может отклониться от математического ожидания более, чем на 3(/(n, лишь с вероятностью не более 1/9, т.е. с вероятностью небольшой. А стандартное отклонение ( мы можем приближенно узнать с помощью статистики s, вычисляемой по выборочным данным. Таким образом, теория вероятностей берется узнать, с какой точностью (по порядку величины) определена та или иная физическая константа, не зная ни что измерялось, ни каким именно методом, ни даже в каких единицах выражены результаты измерений, а имея лишь набор результатов измерений. Учитывается (с помощью статистики s) лишь насколько сильно отдельные измерения отличаются друг от друга.
Но правда ли это? На самом деле ситуация сложная, так же, как и с проверкой гипотез. Ведь предполагается, что результаты измерений x1, x2, …, xn образуют выборку (да при том еще нет систематической ошибки, т.е. математическое ожидание результата наблюдения в точности равно измеряемой физической константе). Что такое выборка?
В некоторых учебниках математической статистики написано, что выборка – это набор независимых одинаково распределенных случайных величин. Не забудем, что мы раньше сказали студентам, что случайная величина – это функция, определенная на множестве элементарных событий. Значит, чтобы иметь выборку, мы должны указать множество элементарных событий и определить на нем такие функции, чтобы они еще оказались независимыми и одинаково распределенными. Где же экспериментатору взять все это, когда у него имеется только прибор и какие-то результаты измерений?

Чтобы понять, что происходит на самом деле, нужно сделать некий экскурс в человеческую психологию вообще. Лучше всего начать с первобытного человека, потому что он, вроде бы, проще. В настоящее время достать первобытного человека негде, но в XIX веке такие люди еще были, и европейские антропологи охотно ездили к ним и их изучали. И вот, было замечено, что первобытные люди (например, эскимосы Аляски) склонны наделять «душой» те или иные реальные вещи. Например, в реальном мире охотник бежит на лыжах по глубокому снегу, чтобы догнать лося (которому еще труднее бежать, потому что у него нет лыж). От чего зависит успех охоты? А дело в том, что в «духовном» мире душа охотника бежит на душе лыж по душе снега за душой лося. Если в духовном мире душа охотника догонит душу лося, то и в реальном мире охотник окажется с добычей.

Абсолютно то же самое происходит и в мире современной науки. Ученый наделяет душой изучаемые явления, например, душой электромагнитных явлений являются уравнения Максвелла. Таким образом, правильное определение выборки такое: это все-таки не случайные величины, а конкретные, полученные в эксперименте числа, но душой их являются (как мы предполагаем) независимые одинаково распределенные случайные величины. Проверить, правильно ли мы наделили душой результаты эксперимента, мы в полном объеме не можем (как и в случае с душой охотника и лося), но мы можем проверить некоторые следствия из этого обращения к духовному миру. Например, пусть две группы ученых независимо друг от друга измеряют одну и ту же физическую константу. Тогда разница между их средними результатами не должна превосходить утроенного стандартного отклонения этой разности средних, а ведь это стандартное отклонение разности средних вычисляется по известным правилам теории вероятностей. (Т.е. исходя из теоретически известных свойств той души, которой мы наделили наблюдения.) Польза для науки состоит в том, что если эта разница средних оказалась явно больше, чем это объяснимо чистой случайностью разброса наблюдений, то имеет смысл поискать причину.
(Вместо слова «душа» в современной науке принято из политкорректности говорить слово «модель», но это ничуть не продвигает нас к лучшей обоснованности выводов: в слове «модель» ровно столько же строгой научности, сколько и в слове «душа».)
Не мешает заметить, что свойства предлагаемых вероятностных приемов (например, состоятельность оценок) изучаются математическими средствами именно в духовном мире.

Преподавание теории вероятностей было бы идеальным, если бы его удалось связать с обработкой данных, получаемых в тех практикумах, которыми занимаются студенты. Однако попытки в этом направлении не принесли желаемого результата. Дело в том, что возникает впечатление, что многие задачи практикумов как были созданы в 1953 году при переезде МГУ в новое здание, так с тех пор и не менялись. В гидродинамических опытах воду льют из ведра, время замечают по секундомеру и т.д., так что сделать хотя бы несколько десятков повторностей одного и того же опыта вообще невозможно. Сами по себе задачи хорошие: они позволяют понять, что такое физический эксперимент. Но только если современный студент понимает, что эти задачи хорошие, несмотря на явно архаическое оформление, то такого студента уже учить ничему не надо: он вполне сложившийся исследователь.
Поэтому в поисках подходящих данных для обработки (а много задач на эту тему не нужно: достаточно одной-двух, так как все очень просто) можно опять обратиться к логарифмическим приращениям цен акций. Вводить компьютерный аудиторный практикум было бы технически сложно, а для студентов мехмата и не нужно, так как они могут сделать все необходимое в качестве домашнего задания. Надо только сказать им, что в прежние времена арифметический подсчет выборочного среднего и среднего квадратического был ужасно труден (например, арифметические ошибки можно найти у Кэвендиша, Лапласа, Чебышева и Колмогорова), но в нашу счастливую эпоху пакет Excel считает все необходимое с помощью нескольких щелчков мышью. (При возможности и показать это на ноутбуке.) А для финансовых данных актуален вопрос – является ли заведомо положительным или отрицательным математическое ожидание логарифмического приращения цены актива, потому что это говорит, на что играть: на повышение или на понижение. Пусть студенты дома сделают несколько таких опытов оценки математического ожидания (и убедятся, что ничего не выходит в смысле нахождения выигрышной стратегии спекуляций за счет применения вероятностных методов).
Подбор большинства задач для курса теории вероятностей (7-ой семестр для механиков), в частности, задач на приемы статистической обработки, не представляет особых проблем, потому что существует старый задачник Л.Д. Мешалкина (1963 года), который содержит почти все, что нужно. Например, задача 32 у Мешалкина – это та же задача 1, но в случае, когда усилие разрушения каждого кубика измеряется отдельно. Правда, по тексту задачи (слишком сильно сжатому) студент вряд ли может понять самостоятельно, чего от него хочет автор задачника. Но преподаватель может разъяснить, что нужно найти тот наименьший уровень значимости, на котором возможно отвергнуть проверяемую гипотезу.
К задаче 231 (проверка законов Менделя) следует в настоящее время сделать некий печальный комментарий. В самой этой задаче приведены такие суммарные результаты опытов, что они хорошо согласуются с законом расщепления 3:1, но не настолько слишком  хорошо, чтобы можно было заподозрить подлог. Однако уже в начале ХХ века было замечено, что если рассмотреть в целом то (огромное) количество экспериментальных результатов, которое приводит Мендель в своей основной работе, то согласие оказывается слишком хорошим. В 1936 году эту тему поднял знаменитый Р.А. Фишер, который с большой основательностью доказал, что дело нечисто.

 Уже примерно в течение века ряд ученых искали приличное объяснение сказанному обстоятельству, но недавний литературный обзор показывает, что так и не нашли. Нет сомнений в том, что данные Менделя фальсифицированы: подогнаны слишком близко под те теоретические соотношения, которые получил Мендель из своей модели доминирования генов. (Здесь также можно было бы употребить вместо слова «модель» слово «душа».)
Наконец, к задаче 456 (измерение Милликеном заряда электрона) следует сделать тот комментарий, что получаемый доверительный интервал не содержит принятого в настоящее время значения заряда. Историки физики, искавшие ошибку в экспериментах Милликена, обнаружили, что он использовал не вполне верное значение вязкости воздуха (т.е. присутствовала систематическая ошибка). Во времена создания задачника Мешалкина, видимо, было еще не вполне ясно, что такова судьба большинства доверительных интервалов, которые вообще вычислялись при измерениях физических констант. Чаще всего новые доверительные интервалы (полученные более точным методом) не укладываются в старые. Понятие доверительного интервала полезно, если нужно проследить за стабильностью ведущихся измерений (не может быть так, чтобы в понедельник был получен один доверительный интервал, а во вторник – другой, не пересекающийся с первым.) Но такой доверительный интервал, который годился бы на века развития науки (последующие уточнения лишь уменьшали длину доверительного интервала, не выводя за его пределы), кажется, никогда не наблюдался. (А между прочим, Лаплас брался строить доверительные интервалы, годные на все времена: почитайте его «Философский очерк».)
Две последние темы курса теории вероятностей (7-го семестра) не вполне обеспечиваются (в смысле упражнений) задачником Мешалкина. Это 1)лемма Неймана-Пирсона, 2)теория оценок параметров: неравенство Рао-Крамера и оценки максимума правдоподобия. Что касается леммы Неймана-Пирсона, то пока не удалось найти задач, в которых эта лемма давала бы яркий (т.е. не очевидный и без этой леммы) результат. Более того, следует обратить внимание студентов на то, что иногда результат получается лишенным здравого смысла. Например, при выборе между двумя нормальными распределениями с параметрами (0,1) и, скажем, (10,25) такое наблюдение, которое принимает большое по модулю отрицательное значение, свидетельствует в пользу второй гипотезы (с положительным математическим ожиданием), потому что во втором случае больше дисперсия. Но по здравому смыслу подтверждается скорее первая гипотеза (с нулевым математическим ожиданием), потому что первое распределение лежит, в основном, левее второго. Отсюда вытекает осторожная рекомендация для дискриминантного анализа в многомерном случае: считать матрицы ковариаций двух рассматриваемых многомерных нормальных распределений одинаковыми. (Такую задачу на лемму Неймана-Пирсона включить, конечно, можно: получится плоскость, разделяющая две нормальные совокупности.)
Но для метода максимума правдоподобия нетривиальную задачу найти можно. Прежде всего, следует обратить внимание на меру dx в учебнике Б.А. Севастьянова (по которому излагаются два последние раздела курса). Эта мера совершенно любая. Поэтому одни и те же формулы охватывают как случай распределений, имеющих плотность (относительно меры Лебега), так и случай дискретных распределений. В последнем случае под dx можно понимать меру, которая приписывает массу 1 каждому возможному значению дискретной случайной величины. Более того, охватывается и такой случай, когда распределение частью непрерывно, а частью дискретно. Вот на этот случай и возможна нетривиальная задача на метод максимума правдоподобия.
Задача 2. Предположим, что некая фирма взяла подряд на освещение станций метрополитена люминесцентными лампами. Фирма-поставщик  ламп объявляет, что средний срок службы таких ламп составляет 10000 часов. Спрашивается, не обманывает ли поставщик ламп (в сторону завышения среднего срока службы): надо бы эту цифру проверить, и при необходимости сменить поставщика.
Простейший подход состоит в том, чтобы поставить на испытания n ламп, дождаться их отказов и вычислить среднее время наработки на отказ. Но на практике это неисполнимо, так как при показательном законе распределения времени работы до отказа значительная часть испытываемых ламп должна пережить не только 10000, но и 20000 или 30000 часов, так что эксперимент затянется на несколько лет. Нужно сделать что-то такое, чтобы специального эксперимента не ставить, а воспользоваться данными эксплуатации.
Сделаем вот что: в момент установки каждой новой лампы будем наклеивать на ее цоколь бумажку с датой установки (и вносить в компьютер число ламп, установленных каждый день). Примем, что в метрополитене каждая лампа горит 20 часов в сутки, так что на каждую календарную дату можно будет выяснить, сколько времени проработала та или иная лампа. Установим предельный срок окончания эксперимента: T часов, считая, что эксперимент начался в 0 часов. Таким образом, для каждой отказавшей во время эксперимента лампы можно будет установить время ее наработки на отказ (i (здесь-то и понадобится бумажка с датой ее установки). Для не отказавших ламп можно будет установить число ламп, проработавших данное время Ti(T. (Практическое достижение состоит в том, что извлекаются из светильников только отказавшие лампы, которые все равно надо менять.)
Дальнейшая обработка может пойти по простому пути (не использующему метода максимума правдоподобия) или более сложному (с использованием этого метода). Зная максимально возможное время эксплуатации каждой лампы (поскольку у нас есть список количеств установленных ламп на каждую дату), подсчитываем с помощью показательного закона с параметром 1/10000 вероятность отказа каждой лампы. Суммарное число отказавших должно иметь примерно нормальное распределение с известными параметрами. Сравниваем число реальных отказов с его математическим ожиданием и делаем вывод, не надувает ли нас фирма-поставщик ламп. Возможна и оценка среднего срока службы (надо приравнять математическое ожидание числа отказавших к реально наблюденному значению и перебором найти соответствующее значение параметра).
   Что же касается применения метода максимума правдоподобия, то мы имеем в качестве наблюдений величины ti=min((i,Ti). Распределение такой величины частью имеет плотность, а частью дискретно. Введем на отрезке [0,Ti] меру, которая совпадает с лебеговой на интервале [0,Ti) и дает массу 1 точке Ti. Относительно этой меры распределение ti имеет плотность, совпадающую с показательной плотностью на интервале и с вероятностью P((i(Ti), вычисляемой из показательного закона, в точке Ti. Записываем это в виде
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Подставляем вместо t наблюдения ti, логарифмируем, складываем и решаем уравнение правдоподобия. Ответ: оценкой параметра 1/(, т.е. среднего времени работы, является так называемая средняя наработка на отказ (т.е. суммарное число работы всех ламп - как отказавших, так и не отказавших, деленное на общее число отказавших ламп).
До такого ответа непонятно, как додуматься, без применения метода максимума правдоподобия. Например, если отказавших ламп вообще не было, то оценкой является бесконечность. В данном случае можно на что-то рассчитывать лишь в асимптотике., когда реально наблюдается достаточно большое число отказов.
Возможно продолжить рассмотрение этой задачи с целью асимптотического исследования полученного ответа. Но здесь нужно отойти от реальных условий эксплуатации, предположив, что для всех ламп опыт продолжается одно и то же число часов T, а число испытываемых ламп стремится к бесконечности. В этом случае применение закона больших чисел позволяет установить состоятельность оценки.
Необходимо подчеркнуть для студентов, что невозможность доведения эксперимента до конца (когда все поставленные на испытания лампы откажут) мы компенсируем, существенно опираясь на предположение о показательном законе распределения времени до отказа. Показательный закон – это отсутствие старения (т.е. интенсивность отказа не зависит от проработанного времени). В точном смысле такое вряд ли возможно для люминесцентных ламп. Но для обоснования экономически-бюрократического решения (о сохранении или замене поставщика) все это вполне годится.
Формально метод максимума правдоподобия (точнее – асимптотическая нормальность и асимптотическая эффективность оценок) входит в программу 8-го семестра (а курс случайных процессов начинается с теоремы Колмогорова о продолжении меры). Целесообразно сделать так же и на упражнениях, потому что упражнения на теорему Колмогорова вряд ли уместны для механиков. (Дело в том, что одной теоремы о продолжении меры недостаточно: нужны еще сепарабельные и измеримые модификации и т. д., а уж это для механиков слишком.) Поэтому провести в начале 8-го семестра одно-два упражнения на свойства оценок параметров было бы уместно.
Вопрос об упражнениях в 8-ом семестре в целом, т.е. по случайным процессам, далеко не ясен, и им придется заниматься продолжительное время.
Часть 2: курс математической статистики и случайных процессов
1. Корреляционная и спектральная теория

Курс случайных процессов начинается с теоремы Колмогорова о продолжении меры, но вдаваться в соответствующие математические детали (типа сепарабельности или измеримости траекторий) для механиков не стоит, прежде всего, по чисто научной причине: этим деталям нет конца, нет способа окончательно разделаться со всеми математическими трудностями, которые возникают в случае процессов с непрерывным временем (например, бывают процессы марковские, строго марковские, усиленно марковские и т.д. ) Но возможны упражнения типа: доказать, что для всякой положительно определенной функции B(s,t) (пусть вещественной) существует гауссовский процесс, для которого эта функция является корреляционной, т.е. Еξ(s)ξ(t)=B(s,t). При доказательстве согласованности конечномерных распределений следует воспользоваться не выражением для плотности многомерного нормального закона, а выражением для его многомерной характеристической функции (которое не включает обращения матрицы ковариаций). Но основной материал для упражнений связан с корреляционной теорией.
Нет необходимости дожидаться изложения этой теории на лекциях, потому что ничего не стоит ввести самостоятельно понятие корреляционной функции (с указанием на то, что это есть скалярное произведение в 
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). После этого рассматривается модель измерений физической величины, когда измерения делаются в непрерывном времени и имеется аддитивная помеха в виде случайного процесса с известной (для начала) корреляционной функцией. Оценивается, насколько интегральное среднее от наблюдений может отличаться от истинного значения измеряемой величины, т.е. дисперсия этого интегрального среднего.
Вторая тема – это исследование решений обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, в правую часть которых входит случайный процесс. В механике это встречается в том случае, когда уравнения движения какой-нибудь системы линеаризуются вблизи положения равновесия и  спрашивается, насколько далеко может система уйти от положения равновесия под воздействием случайных возмущений. Вообще-то говоря, получится система уравнений, включающая несколько случайных процессов, но для простоты мы ограничиваемся случаем одного уравнения (пусть высокого порядка). Подробности и дальнейшие упражнения описаны в отдельном файле под названием «основные понятия корреляционной и спектральной теории случайных процессов».

После разъяснения того, что некоторые полезные вещи могут быть выражены через корреляционную функцию случайного процесса, нужно привести пример процесса с известной корреляционной функцией. Для этого предлагается процесс Орнштейна-Уленбека и винеровский процесс (последний как математическое упрощение того броуновского движения, которое вытекает из процесса Орнштейна-Уленбека лишь в некотором не слишком мелком масштабе по времени). См. об этом файл «процесс Орнштейна», а соответствующие численные расчеты в файле «приложение».
В модели выборки для наблюдений (т.е. для независимых случайных ошибок) приложения начинаются с того момента, когда указан способ оценки дисперсии. Казалось бы, при зависимых ошибках надо оценивать корреляционную функцию, но это дело достаточно безнадежное, потому что при таких оценках возникают не затухающие на вид волны оцененной корреляционной функции, и неизвестно, где отрезать эти волны (т.е. заменить их нулем). Выход состоит в том, что, во-первых, рассматривается лишь случай стационарной случайной помехи, а во-вторых, в том, что нужные интегралы от корреляционных функций выражаются через спектральную плотность (в асимптотике при большом времени наблюдения). Предлагаемый вариант построения упражнений рассчитан на то, что к тому моменту, когда потребуется спектральное представление стационарного процесса, оно уже будет изложено на лекциях (а что именно будет изложено – см. в файле «основные понятия корреляционной и спектральной теории».) Ну и задачи на разные преобразования Фурье см. в файле «формулировки задач к зачету». Впрочем, одна из этих задач посвящена математической статистике: предлагается вычислить корреляционную функцию разности между эмпирической и теоретической функцией распределения и убедиться в том. что получается та же функция, что и для броуновского моста.
2. Условные математические ожидания по Колмогорову

Это некоторая техническая вставка в курс случайных процессов, которая не помещается в курсе теории вероятностей, но без нее нельзя переходить к марковским процесса. Здесь нет какой-либо специальной ориентации на интересы студентов-механиков: просто рассматривается некая математика.
Если вдуматься, то получается, что основные понятия теории вероятностей устроены довольно странно. Например, всякие вычисления математических ожиданий реально делаются с помощью интеграла Римана и формулы Ньютона-Лейбница, но эти вычислительные формулы нельзя принять в качестве математических определений. Скажем, 
Е
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, но если эту формулу принять в качестве определения, то, обозначив 
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, получаем, что то же самое математическое ожидание можно вычислять и по формуле Е
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. Стало быть, надо уметь доказать равенство двух интегралов, что и нельзя сделать сколько-нибудь прилично без использования интеграла Лебега. Что касается условных математических ожиданий, то сходную роль играет колмогоровское определение с помощью теоремы Радона-Никодима. Не позволяя вычислить почти ни одного конкретного условного математического ожидания, оно позволяет убедиться. что вычисление с помощью, например, условной плотности делается верно. Вот как это делается.
Пусть есть две случайные величины ξ и (, имеющие совместную плотность 
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 (это могут быть и дискретные случайные величины: тогда плотность надо брать относительно меры, сосредоточенной в дискретных точках). Будем понимать под условным математическим ожиданием Еξ колмогоровское м.о. относительно (-алгебры, порожденной случайной величиной ξ. Правило для его вычисление следующее: Еξ
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, где функция g(x) определяется следующим образом. Введем неслучайный объект: “условную плотность ( при условии, что случайная величина ξ приняла значение х” формулой
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Нужно доказать это правило вычисления. Измеримость g(ξ) ясна, так как операции математического анализа (в данном случае – интегрирование) не выводят за рамки измеримых функций. Остается доказать равенство Е(IA(ω)g(ξ))=E(IA(ω)f(()) для любого подмножества А из рассматриваемой (-алгебры. Но для любого А существует борелевское В такое, что IA(()=IB(ξ). Подставляя это в доказываемое равенство, получаем слева безусловное математическое ожидание функции от ξ, а справа – безусловное математическое ожидание функции от пары ξ  и (. Следовательно, Е(IA(ω)g(ξ))=
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 что и требовалось доказать.
Однако общее определение условного математического ожидания годится для доказательства общих свойств: линейность оператора условного математического ожидания, свойство Е(Еξ()=Е(, наконец, важное свойство «измеримую случайную величину можно выносить из-под знака условного математического ожидания». Последнее доказыввается сначала для индикаторов измеримых множеств, а затем, используя линейность и предельный переход,  - для любых случайных величин (измеримых относительно той (-алгебры, относительно которой берется условное математическое ожидание). (Предполагается, конечно, что 
[image: image11.wmf].)
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Эти свойства используются для вывода других формул. Докажем, например, что D(=EDξ(+DEξ( .Имеем D(=E((-Еη)2=Е((-Еξ(+ Еξ(-Еη)2=ЕЕξ((-Еξ()2+Е(Еξ(-Еη)2+

 +2Е Еξ ((-Еξ()( Еξ(-Еη)= EDξ(+DEξ( +2Е( Еξ(-Еη) Еξ ((-Еξ()= EDξ(+DEξ(.
Эту формулу можно применить для подсчета дисперсии числа просчитанных под микроскопом клеток фитопланктона, если эти клетки плавают не отдельно друг от друга, а колониями. (Считается, что число колоний, попавших в пробу для просчета под микроскопом, подчиняется закону Пуассона.) Действительно, число колоний ( может принимать целые неотрицательные значения. При условии, что (=n, в пробе окажется Sn=ξ1+ ξ2+,,, ξn клеток, где ξi – численности отдельных колоний. Получаем, что условное математическое ожидание Е(Sn|()=(Eξi, а условная дисперсия D(Sn|()=(Dξi, Следовательно, безусловное математическое ожидание числа просчитанных клеток есть Е(Еξi, , а безусловная дисперсия есть Е(Dξi+(Eξi)2D(=E(ξi)2E( (поскольку в случае распределения Пуассона дисперсия равна математическому ожиданию). На практике интересуются относительной точностью подсчета математического ожидания числа клеток, которая оценивается по коэффициенту вариации. Он равен 
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. Для приблизительной оценки математическое ожидание Е(Еξi заменяют общим числом просчитанных клеток, а величины Еξi и Е(ξi)2 нужно определить в эксперименте. Если бы колонии состояли из отдельных клеток, то при 100 просчитанных клетках можно было бы ориентироваться на точность порядка 1/(100 =10%. Если же колонии состоят каждая из двух клеток, точность ухудшается в (2 раз.
В тему «условные распределения» включены несколько задач, которые имеют своей конечной целью рассмотреть распределение моментов скачков процесса Пуассона при условии, что произошло данное число скачков. Процесс Пуассона возникает в лекциях позже (как марковский процесс с непрерывным временем). Можно либо ввести этот процесс на занятиях, не дожидаясь его появления в лекциях ( что правильно, поскольку не все студенты посещают лекции), либо рассмотреть эти задачи позже.
3. Марковские цепи

Сам А.А. Марков (старший), по-видимому, не имел в виду физического смысла марковских цепей, рассматривая последовательности испытаний, как например, последовательное появление гласных и согласных букв в русском тексте. В физике марковские цепи возникают как модели таких движений (наблюдаемых в достаточно редкие моменты времени), что случайные вмешательства на соседних отрезках времени между наблюдениями могут считаться статистически независимыми. (Пример: дискретная модель Орнштейна-Уленбека.) Следующее положение системы есть функция от предыдущего и от новой независимой случайности. Диффузионные процессы (для которых смещение за малое время 
[image: image13.wmf]t
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имеет порядок величины 
[image: image14.wmf]t

D

) менее физически реальны, чем цепи с дискретным временем, а возникают путем предельного перехода от цепей (обычно с заменой времени и пространственных координат) в качестве приближенного способа подсчета вероятностей. (Однако за большое время смещение порядка корня квадратного из времени вполне возможно.)
Для части механических специальностей мехмата представляет интерес оценка возможных ошибок в положении объекта по причине накапливающихся погрешностей системы навигации. Реальную систему навигации было бы слишком сложно рассмотреть на упражнениях. Но упрощенные примеры (магнитный компас; гирокомпас, в котором возникают ошибки в результате движения объекта, на котором он установлен) рассмотреть можно. При рассмотрении движения по заданной прямой нарастание отклонения от этой прямой пропорционально синусу ошибки, сделанной при определении направления движения, но рекомендуется рассмотреть упрощенную ситуацию небольших ошибок, когда синус заменяется углом (в радианах). Интересно, что для магнитного компаса ошибка в положении пропорциональна n1/2, где n – число отрезков пути (при отсутствии систематической ошибки, в частности, при правильном учете магнитного склонения), а для гирокомпаса будет закон n3/2, поскольку ошибка накапливается. Предложенный проект задач, возможно, в части марковских цепей не полон: отсутствуют сценарии массового обслуживания. Этот вопрос нужно обсудить.
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4. Марковские процессы с непрерывным временем

О пуассоновском процессе говорилось ранее. Последняя часть курса посвящается диффузионным марковским процессам. Это неизбежно попадает на самый конец семестра, поэтому много задач рассмотреть не удастся. В центре внимания, конечно, переход от каких-то физических движений к диффузионным случайным процессам. Примерами сначала являются винеровский процесс и процесс Орнштейна-Уленбека, для которых можно поставить стандартные задачи о решении уравнений Колмогорова. Но хотелось бы также рассмотреть более интересный пример, когда переход к диффузионному процессу менее тривиален.
С этой целью рассматривается математический маятник, уравнение которого за счет выбора единиц измерения можно довести до простейшего вида 
[image: image16.wmf].
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 это бесконечное движение по окружностям 
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 Но мальчишки стреляют в маятник горошинами. Удар горошины опишем таким образом, что положение маятника в момент удара не меняется, но его скорость получает приращение (, не зависящее ни от положения, ни от скорости маятника. Вычислим приращение его безразмерной энергии r2. Имеем 
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 Предположим, что Е(=0, Е(2=(2 и что удар горошины происходит в столь случайный момент t, что Е
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Тогда получится, что Е((r2)=(2. Считая ( малым, предположим, что при вычислении математических ожиданий степенями (3 и (4 можно пренебречь. Тогда получится, что Е((r2)2=4r2(2E
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 Но при чисто случайном t Е
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 Получается, что Е((r2)2=2r2(2. Таким образом, для переменной y=r2 получается (если положить для замены времени (, что ((=(2: в математике все переменные безразмерны) следующее: Е(y=((, E((y)2=2y((. Получился переход к диффузионному процессу с коэффициентом сноса 1 и коэффициентом диффузии 2y.
Последние две из предлагаемых задач показывают, каким образом формула Ито может быть включена в контекст колмогоровской «теоремы перехода» (от последовательности цепей Маркова к диффузионному процессу). Договоримся понимать стохастическое уравнение 
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 как краткую форму записи «процесс x(t) является предельным для цепей Маркова, приращения которых устроены по закону 
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». (Впрочем, вместо приращения винеровского процесса можно вставлять любые случайные величины с нулевым математическим ожиданием и дисперсией (t.) Тогда для приращения функции (F(x,t) получим по формуле Тейлора 
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Марковскую цепь для пары 
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можно строить с учетом точной формулы Тейлора (если угодно, можно взять и члены, замененные многоточием). Но если вместо выражения 
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 вставить лишь его математическое ожидание, равное 
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, (а членами, замененными многоточием, вовсе пренебречь), то математические ожидания величин Е
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 будут вычисляться правильно в порядке величины (t. Поэтому можно приращения (F вычислять и по формуле 
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  При принятой трактовке записи в стохастических дифференциалах последняя формула дает формулу Ито 
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