Верхние и нижние цены по Вовку-Шейферу
(Редакция 26 июня 2010 г.)
Указанные в заглавии авторы предлагают весьма совершенное «учение» о верхних и и нижних ценах финансовых обязательств, не требующее каких-либо вероятностных предположений. Предполагается, что на финансовом рынке имеется конечное число основных активов, а время n дискретно и также принимает конечное число значений n=0,1,…,N. Обозначим через Sn вектор цен основных активов в момент n. Предположим, что в момент n-1 спекулянт может купить (или занять) любое (положительное или отрицательное) количество любого актива (другими словами, сделать любые ставки на будущее поведение цен). Пусть mn – вектор этих количеств (ставок на различные активы): этот вектор определяется по воле спекулянта в момент (n-1).После того, как ставки спекулянта сделаны, наступает очередь хода рынка, который определяет (зная, в частности, mn, но учитывая и любую другую информацию) вектор Sn в момент n. Постулируем, что динамика капитала спекулянта Kn определяется соотношением
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 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf].
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(Круглые скобки в формуле (1) обозначают скалярное произведение.) 
Замечание. Древняя традиция математического анализа требует обозначений 
[image: image3.wmf].

,

1

1

n

n

n

n

n

n

S

S

S

K

K

K

-

=

D

-

=

D

+

+

 Но в финансовой математике эта традиция нарушена (видимо, по математической безграмотности экономистов, основавших эту науку), и теперь не остается ничего, кроме как держаться сложившихся обозначений. Для обозначения Kn+1 – Kn​ и Sn+1 – Sn Вовк и Шейфер используют символ d вместо (. 
Поведение траекторий цен 
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, равно как и выбор стратегии спекулянта 
[image: image5.wmf]}
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может подчиняться каким-то дополнительным условиям, но в данный момент нет необходимости специфицировать эти условия. Единственное явно выраженное условие состоит в том, что рынок ходит (т.е. определяет вектор цен Sn​)  после хода спекулянта (т.е. после выбора mn). Какую именно информацию используют для выбора своих ходов рынок и спекулянт – совершенно не важно: это не только информация о прошлой динамике цен, но и любая другая.
Капитал спекулянта получается путем прибавления к начальному капиталу K0 приращений капитала, определяемых стратегией спекулянта и ходами рынка согласно формуле (1). Особую роль играют капиталы, которые начинаются с нулевого начального капитала: по мнению Вовка и Шейфера, такие капиталы аналогичны мартингалам в вероятностной теории. Конечный капитал (т.е. капитал в момент n=N) мартингала, соответствующего стратегии Р, обозначается КР.
Финансовым обязательством х называется любая (измеримая, конечно: нет никакой необходимости выходить за пределы измеримых функций) функция вида 
[image: image6.wmf]).
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Содержательно это та сумма, которую в конце игры (т.е. при n=N) продавец обязательства выплачивает его покупателю.
Разберем содержательный смысл следующего утверждения. За сумму ( можно купить обязательство х, если существует такая стратегия Р, что КР( х - (. Понятно, что купить что-либо за определенную сумму можно в том случае, если найдется продавец, а это будет тогда, когда продавцу такая покупка выгодна. Поскольку можно записать эквивалентное неравенство х( (+КР, мы видим, что продавец может, имея начальный капитал (, хеджировать обязательство х с помощью стратегии Р. Точнее говоря, продавец готов будет продать обязательство если уж не прямо за (, то во всяком случае за (+(, где ( - произвольно малая положительная величина. (В рассматриваемой модели нет ограничений на объем продаж, так что малая прибыль на продаже одного обязательства может превратиться в большую, если таких обязательств продать много.) После этого дается следующее математическое определение.
Верхней ценой обязательства х называется величина 
[image: image7.wmf],
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определяемая формулой
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Содержательно: обязательство х можно купить (найдется продавец) за цену 
[image: image9.wmf].
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 Или: обязательство х можно хеджировать, имея начальный капитал чуть больше, чем верхняя цена 
[image: image10.wmf].
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Теперь разберем содержательный смысл следующего утверждения: за сумму β можно продать обязательство х, если существует стратегия Р такая, что КР≥β – х.
Продать что-либо можно в том случае, если найдется покупатель, которому это выгодно. В данном случае мы видим, что если после покупки обязательства покупатель воспользуется стратегией Р (с нулевым начальным капиталом), то в конце игры у покупателя соберется капитал, равный  х – β+КР≥0, так что для покупателя сделка окажется выгодной. Точнее говоря, найдется покупатель обязательства за любую сумму вида β – ε, если ε>0. Эквивалентной записью рассматриваемых неравенств является х≥β – КР. Рассмотрим стратегию (-Р) противоположного знака по отношению к стратегии Р (т.е. вместо ставок mn будем делать ставки (-mn)). Поскольку начальный капитал мартингала считается, по определению, нулевым, выполняется соотношение К(-Р)=-КР. Имеем, следовательно, неравенство х≥β + К(-Р), которое содержательно означает, что, имея начальный капитал β, можно (применяя стратегию (-Р)) хеджировать обязательство х снизу. Для хеджирования снизу годится и любой капитал, который меньше β. С учетом этих содержательных соображений дается следующее математическое определение.
Нижней ценой обязательства х называется величина Eх, определяемая формулой

             Ех = 
[image: image11.wmf]}.
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Из последнего неравенства получаем (-х)≤ - β +КР,  т.е. начиная с капитала (-β),  можно хеджировать сверху обязательство (-х). Поскольку при умножении на (-1) верхняя грань числового множества переходит в нижнюю, получаем важное равенство
                                            Ех =
[image: image12.wmf]).
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В словесной форме: нижняя цена обязательства равна минус верхней цене от минус обязательства.
Рынок называется когерентным, если ограничения на ходы рынка и спекулянта таковы, что на этом рынке не существует такой стратегии Р, что КР>0  при любых возможных ходах рынка. (Нельзя с уверенностью разбогатеть, начав с нулевого капитала.) Не всякий рынок когерентен. Концепция Вовка-Шейфера столь широка, что не запрещает рассматривать в качестве рынка наем на работу (покупка некоего актива в виде рабочего места за нулевую сумму). В этом случае, начиная с нулевого капитала, мы через некоторое время получим положительную зарплату. Однако достаточным условием когерентности является, например, следующее условие, которое во многих случаях очевидно. Ход рынка, делаемый после хода спекулянта, всегда (т.е. при любых ставках спекулянта) может оказаться таким, что ΔKn≤0.
Теорема. В случае когерентного рынка справедливо неравенство Ех≤
[image: image13.wmf].
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Доказательство.  Предположим противное. В таком случае существуют числа с1 и с2 такие, что выполняются неравенства Еx>c1>c2>
[image: image14.wmf].
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 Следовательно, существуют такие стратегии Р1 и Р2,  что выполняются неравенства 
[image: image15.wmf].
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 Сумме стратегий Р1+Р2  отвечает конечный капитал 
[image: image16.wmf].
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 Следовательно, складывая предыдущие неравенства, получаем 
[image: image17.wmf],
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 что противоречит когерентности рынка.
Содержательно: если бы нижняя цена обязательства (за которую его можно продать) была строго больше верхней цены (за которую его можно купить), то весь рынок бросился бы покупать и тут же продавать это обязательство.

Эта теорема используется следующим образом. Пусть установлено, что некоторое обязательство можно хеджировать за определенную сумму, которая является линейным функционалом от функции выплат по этому обязательству. В таком случае его верхняя цена не больше этой суммы. Как доказать, что она и не меньше этой суммы? Ответ: верхняя цена не меньше нижней цены, а нижняя цена равна с минусом верхней цене от минус обязательства. Верхняя цена минус обязательства не больше, чем функционал от минус обязательства, т.е., в силу линейности функционала, минус функционал от обязательства. Следовательно, нижняя цена обязательства не меньше, чем минус (минус функционал от обязательства)=функционалу от обязательства. Эта принципиальная схема несколько усложняется эпсилон-дельта рассуждениями, связанными с тем, что оценка верхней цены обязательства с помощью линейного функционала может быть в  каких-то случаях верна лишь в некоторой асимптотике.
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