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Процесс Орнштейна-Уленбека

Редакция 23 февраля  2014 г.
При изучении корреляционной теории случайных процессов вскоре наступает момент, когда нужно объяснить, откуда может взяться тот или иной параметрический вид корреляционной функции. В качестве примера можно взять модель скорости броуновской частицы, носящую название, указанное в заголовке. Сама по себе демонстрация на этом примере той причудливой связи математики и диалектики, которой живет математическая физика, представляется достаточно поучительной.
(Под «диалектикой» понимается означенное в словаре Даля «искусство убедительного пустословия». Примером диалектики в курсе теории вероятностей является утверждение типа: «допустим, что ошибки наблюдений представляют собой независимые случайные величины».)
Надо оговориться, что под процессом Орнштейна-Уленбека математики понимают случайный процесс скорости броуновской частицы (точнее – одномерный процесс проекции вектора скорости на какую-то ось координат), а физики – двумерный процесс (скорости и перемещения). Мы будем говорить о скорости v(t) броуновской частицы (т.е. о проекции вектора скорости, скажем, на ось абсцисс). Ясно (это, пожалуй, даже не диалектика, а наглядная очевидность), что v(t) является стационарным случайным процессом (лишь бы не менялась температура воды, в которой плавает частица).
Замечание. В математике физические величины по умолчанию безразмерные. Но мы сейчас занимаемся физикой, а в физике величины по умолчанию размерные.

Рассмотрим сценарий, отвечающий состоянию физики в начале ХХ века. Пусть частица имеет правильную шаровую форму (есть такие частицы – это зернышки желтой краски гуммигута), известен ее радиус и масса. Запасемся для дальнейшего двумя физическими законами. Первый из них - это закон Стокса, применимый для медленных движений шарика в жидкости (когда еще не возникает никакой турбулентности). Он утверэждает, что сила трения при таком движении в вязкой жидкости пропорциональна первой степени скорости, радиусу шарика и вязкости жидкости. Получается уравнение
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в котором константа a известна (получается из второго закона Ньютона путем деления стоксовой силы трения на массу частицы).

Это уравнение не обещает нам ничего, кроме экспоненциально быстрого обращения в нуль скорости частицы, в то время как под микроскопом видно никогда не прекращающееся хаотическое движение. Физики давно догадывались, что причиной этого движения являются случайные толчки, которые испытывает частица со стороны молекул жидкости. Возникает мысль – добавить в правую часть уравнения случайное возмущение в виде некоторого случайного процесса ((t), но эта мысль мало эффективна, так как ни в начале ХХ века, ни даже (кажется) в наше время нет возможности указать какие-либо статистические свойства этого процесса (например, корреляционную функцию). Поэтому мы поступим иначе: отважно соединим модель сплошной среды (для которой верен закон Стокса) с термодинамикой.
Учтем второй физический закон – термодинамический:
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где  m – масса частицы, k – постоянная Больцмана, T – абсолютная температура (той жидкости, в которой плавает частица), а угловые скобки обозначают усреднение то ли по времени, то ли по пространству, которое в теории вероятностей трактуется как математическое ожидание. (Множитель 1/2, а не 3/2 в правой части возник потому, что v(t) – не вектор скорости, а его одномерная компонента.)

Скорость броуновской частицы меняется настолько быстро и хаотически, что с помощью микроскопа ее даже невозможно определить. О случайных толчках со стороны молекул жидкости в начале ХХ века не было известно ничего, да и теперь известно немногим больше, хотя мы понимаем, что надо думать о коллективном взаимодействии между молекулами жидкости и о том, что именно это коллективное взаимодействие сделает с относительно большой (видимой в оптический микроскоп) броуновской частицей. Но превратить это в количественную модель достаточно сложно. Наступает очередь диалектики, с помощью которой мы сведем все наше незнание к одному параметру (, который надо определять из эксперимента.
Допустим, что существует такой интервал приращений времени h, что значения приращений, взятые из этого интервала, являются, с одной стороны, маленькими (в том смысле, что за время h скорость v(t) меняется незначительно), а с другой стороны – большими (в том смысле, что случайные толчки на соседних интервалах длины h статистически независимы). В таком случае для приращения скорости получим следующую модель:
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где случайные величины (h(t), (h(t+h), (h(t+2h)… независимы в совокупности (и одинаково распределены, поскольку макроскопические условия опыта предполагаются неизменными). Естественно считать их распределение гауссовским с нулевым средним. Следовательно, это распределение зависит лишь от дисперсии (2(h)=D(h(t).
Замечание. В диалектику вкралось предположение о том, что рассматриваемые случайные толчки не зависят от скорости частицы v(t). В это предположение трудно поверить, так как, например, при большой положительной скорости молекулам жидкости будет удобнее тормозить частицу, чем увеличивать ее скорость. Привлекаются два объяснения, почему это не учитывается (это должно настораживать: зачем два объяснения, когда хватило бы одного, если оно верно). Первое объяснение состоит в том, что скорость частицы должна быть очень мала в сравнении со скоростью молекул воды (средняя кинетическая энергия их одинакова, а масса частицы намного больше, чем масса молекулы). Второе объяснение состоит в том, что мы уже учли обсуждаемый эффект в стоксовом трении.
Пока что (2(h) – это некоторая неизвестная функция h. Но сейчас мы ее сделаем известной.
Перепишем (1) в виде
v(t+h)=(1-ah)v(t)+(h(t).
Итерируя это соотношение n раз, получим

v(t+nh)=(h(t+(n-1)h)+(1-ah)(h(t+(n-2)h)+(1-ah)2(h(t+(n-3)h)+…+(1-ah)n-1(h(t)+ 
+ (1-ah)nv(t).                                                                                                                (2)
Теперь устремим n к бесконечности так, чтобы (1-ah)n обратилось в нуль и подсчитаем дисперсию v(t+nh), которая вовсе от n не зависит (в силу стационарности процесса v(t)). (Мы используем нашу интуитивную уверенность в том, что скорость частицы можно считать стационарным случайным процессом.)
В силу предполагаемой независимости случайных толчков в последнем выражении получится сумма бесконечной геометрической прогрессии со знаменателем (1-ah)2. Иными словами, получаем выражение
Dv(t+nh)=Dv(t)=Ev2(t)=(2(h)(1-(1-ah)2)-1((2(h)/2ah.                                                         (3)
Но последнее выражение не должно зависеть от h, что возможно только в том случае, когда (2(h)=h(2, где (  - некоторое постоянное число. Это число и является тем единственным параметром, который надо определять из опыта и в который загнано все то, чего мы не знаем о коллективных взаимодействиях молекул жидкости.
Найдем корреляционную функцию процесса v(t). Из (3) получаем

B(0)= Dv(t)=Ev2(t)= (2(h)/2ah=(2/2a.

Далее, не будем устремлять к бесконечности n в соотношении (2), но заметим, что случайные толчки в (2) статистически независимы от v(t). Следовательно,
B(nh)= Ev(t)v(t+nh)=(1-ah)nE[v(t)]2=(1-ah)nB(0)( exp(-anh)B(0).
Теперь погружаем нашу дискретную модель в модель случайного процесса с непрерывным временем (это, как всегда в физике и математике, делается потому, что непрерывный случай проще, а не потому, что он точнее отражает реальность). Из (2) ясно, что v(t) представляет собой взвешенную сумму независимых гауссовских случайных величин с нулевым средним, а потому конечномерные распределения этого процесса гауссовские и полностью определяются корреляционной функцией. Эта корреляционная функция должна быть совместима с только что найденным выражением для B(nh).
Таким образом, естественно считать, что B(t)=B(0)e-a|t|, если для t допускать как положительные, так и отрицательные значения. Гауссовский процесс с такой корреляционной функцией и называется в математике процессом Орнштейна-Уленбека.
Пока остаются непонятными две вещи: 1)как определить по наблюдениям (на уровне возможного в начале ХХ века) параметр (, либо величину B(0)=(2/2a: дело в том, что значения v(t), по сумме квадратов которых легко было бы определить B(0), не наблюдаются; 2)как проверить, годится ли на что-либо получившаяся модель, для вывода которой использована масса диалектики: чего стоит, например, существование такого интервала значений h, которые в одном отношении являются маленькими, а в другом – большими.
Ответ на первый вопрос следующий. Для случайных толчков (h(t) в формуле (1) величина ( является масштабным параметром: умножение ( на какое-нибудь число эквивалентно умножению (h(t) на это число. Значит, ( является масштабным параметром и для скорости v(t), а также для перемещения частицы за достаточно большое время, которое является интегралом от скорости. Поэтому можно оценить ( по сумме квадратов наблюдаемых перемещений частицы. Однако тот множитель, с которым войдет (2 в математическое ожидание квадрата перемещения частицы, удобнее вывести с помощью спектрального разложения случайного процесса v(t), чем мы займемся несколько позже.
Что касается второго вопроса, то мы сталкиваемся с типичной для математической физики ситуацией, когда непосредственно предпосылки модели проверить невозможно, но можно проверять некоторые следствия из модели. Например, в начале ХХ века еще не было известно значение постоянной Больцмана k. Это значение можно, очевидно, получить, если определить из опыта с броуновской частицей значение B(0). Желательно, чтобы получился близкий результат к значению этой константы, определенному каким-то другим методом. Тогда диалектика, использованная для получения модели, может считаться оправданной. (Либо можно, зная постоянную Больцмана сосчитать, каков должен быть средний квадрат наблюдаемых перемещений частицы и затем проверить полученное число в опыте.)
Займемся теперь вычислением среднего квадрата наблюдаемых перемещений. Пусть стационарный случайный процесс 
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 имеет спектральное разложение вида
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и непрерывную спектральную плотность 
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, которая (как известно) является обратным преобразованием Фурье от корреляционной функции. В частности, для процесса Орнштейна-Уленбека имеем
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Линейные операции над случайным процессом 
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 могут быть переведены в такие же операции над функциями 
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 с использованием спектрального разложения. В частности,
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При этом дисперсия последнего выражения дается равенством
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Вычислим асимптотическое поведение последнего выражения при
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(использован тот факт, что функция 
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является преобразованием Фурье индикатора единичного отрезка и равенство Парсеваля для соотношения между L2-нормами функции и ее преобразования Фурье).
В частности, если 
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 является процессом Орнштейна-Уленбека для скорости броуновского движения, то дисперсия перемещения (интеграла от скорости) за время Т дается (при больших Т) выражением 
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