Комментарий к работе Блэка и Шоулса
«Оценивание опционов и корпоративных обязательств»

В.Н. Тутубалин (редакция 24.07.2009)
Речь идет о знаменитой работе The pricing of options and corporate liabilities. Эту работу авторы представили в Журнал политической экономии (The Journal of Political Economy), и там ее ожидали долгие страдания. В самом деле, первый вариант работы был представлен 11 ноября 1970 г.; дальше она полтора года ходила по рецензентам и обратно до 9 мая 1972 года (дата представления окончательного текста), а опубликована была только в номере за май-июнь 1973 г. (V.31, #3, pp.637-654). Любопытно, в частности, права или неправа была редакция журнала, которая, очевидно, очень не хотела печатать эту работу.
Перескажем частично содержание работы. Рассмотрим опцион-колл Европейского типа со страйк-ценой с и моментом исполнения t*. Для начала без рассуждения принимается, что его цена w=w(x,t) должна быть функцией времени t и цены х основного актива, т.е. акции, на которую выпущен опцион. Возникает недоуменный вопрос: а почему цена опциона на акции нефтяной компании не может зависеть, кроме текущей цены этих акций, еще и от колебаний цен на нефть в недавнем прошлом? Этот естественный вопрос фактически не получает ответа, несмотря на то, что авторы вновь возвращаются к нему и перечисляют ряд условий, при которых цена опциона якобы зависит лишь от х и t. Однако эти условия  выглядят не то что неубедительно, но просто вовсе не имеют отношения к поставленному вопросу. Логически было бы правильно  постулировать зависимость лишь от х и t, но логика авторов вообще не очень четкая.
Первое математическое затруднение для читателя состоит в следующем. Рассматривается график зависимости w=w(x,t) при нескольких фиксированных значениях срока до исполнения t*-t и переменном х. Утверждается, что в типичной ситуации зависимость w=w(x,t) от х является вогнутой вверх. Дальше авторы пишут примерно так: «поскольку выполняется неравенство w<x, опцион является более волатильным, чем акция». Это означает, что если цена акции получает приращение 
[image: image1.wmf],

x

D

а цена опциона получает приращение 
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 в силу функциональной зависимости w=w(x,t), то выполняется неравенство 
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. Так вот, неравенство w<x здесь ни при чем. Действительно, 
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, так что вопрос сводится к неравенству 
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. Однако в силу вогнутости вверх графика функции w=w(x,t) (как функции х) и того, что w(x,0)=0, касательная к этому графику в точке (x. w(x,t)) пересекает ось абсцисс w=0 в точке а>0. Следовательно, w(x,t)=
[image: image6.wmf].
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 Таким образом, за полтора года рецензирования рецензенты прозевали не совсем удачный в математическом отношении оборот.
Основная мысль авторов состоит в том, чтобы вывести цену опциона из некоторых представлений о рыночном равновесии. Именно, если удается составить такой портфель ценных бумаг, что динамика его капитала неслучайна, то возврат этого портфеля за время (t не может равняться ничему другому, как только r(t, где r – это процент по кратковременному займу (предполагаемый постоянным и известным). Аргумент состоит в том, что если бы это было не так, а больше,  то спекулянты брали бы в долг огромные суммы для составления подобных портфелей и безнаказанно и безошибочно наживались.(А если меньше – то составлялся бы портфель противоположного знака.) В качестве искомого портфеля берется комбинация одной купленной акции и «коротко проданных» (т.е. взятых в долг и затем проданных) опционов в количестве 1/w1, где индекс означает производную по первому аргументу (т.е. по х). Капитал такого портфеля равняется 
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составляет 
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. Весь успех связан с тем обстоятельством, что для вычисления 
[image: image10.wmf]w

D

предлагается применить формулу Ито, а именно принять, что
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, где считается, что Е
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 (иными словами, v есть волатильность акций, предполагаемая постоянной и известной). После этого оказывается, что приращение капитала портфеля и в самом деле не зависит от (х, а для возврата получается соотношение
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из которого после перегруппировки членов получается уравнение
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которое в более привычных обозначениях переписывается в виде
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Граничное условие имеет вид 
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- это функция выплат по опциону-колл.
Авторы работы этого не знают, но полученное уравнение является «уравнением Колмогорова на левом конце», т.е. уравнением для функции 
[image: image18.wmf])
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для диффузионного случайного процесса x(t) с коэффициентом сноса rx и коэффициентом диффузии v2x2. Логарифм этого процесса 
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 является броуновским движением со сносом 
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и диффузией v2. Вычисление условного математического ожидания проще всего осуществить, используя известное (нормальное) распределение величины y(t*).
Но, не зная того, что к 1970 году знали многие математики и физики-теоретики (последние не обязательно из  работ А.Н. Колмогорова), авторы идут по другому пути. Они предлагают замену переменной, которую в «Журнале политической экономии» даже набрать могли только в три строчки, а именно
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Между первой и второй строчками в квадратных скобках никакого знака нет, следовательно, имеется в виду умножение; запятая в конце второй строчки указывает на новое переменное. По-видимому, авторы хотят сказать следующее. Делается замена переменных 
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где (обозначая 
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Утверждается, что после такой замены получается уравнение 
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) с граничным условием 
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Спрашивается, верно ли это утверждение. Ответ – нет, и вообще приведенные формулы представляют собой математическую бессмыслицу. Дело в том, что вполне законным значением параметра а является нуль, а в этом случае переменные u и s тождественно обращаются в нуль. А в выражении для граничного условия  а вообще входит в знаменатель дроби, стоящей в экспоненте. По вине ли авторов или наборщиков «Журнал политической экономии» напечатал-таки математическую бессмыслицу. Но окончательная формула для цены опциона верна. (И она получается также интегрированием по нормальному распределению процесса 
[image: image32.wmf]).)
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Теперь об интерпретации этой формулы. Конечно, напечатать математическую чушь нехорошо для журнала, но это бледнеет в сравнении с той экономической интерпретацией, которую имеют в виду авторы (тем более, что окончательный математический результат  верен). Выражение для цены опциона получается из некоего общего принципа «невозможности арбитража», т.е. невозможности наживы на рынке ценных бумаг, не связанной с риском. Экономические общие принципы далеко не столь надежны, как физические, так что не было бы ничего удивительного, если бы полученная формула не годилась вообще ни на что. Но это не так: она годится на нечто удивительное, о чем нет ни малейшего намека в работе Блэка и Шоулса. В этой работе колебания цены купленной (одной) акции хеджируются переменным количеством опционов. Впоследствии было понято, что, наоборот, хеджирование обязательства по одному проданному опциону может производиться с помощью этой формулы путем составления портфеля из переменного количества акций и единиц банковского вклада. Чтобы описать это, целесообразно сменить обозначения, потому что обозначения Блэка и Шоулса не сохранились в современных текстах.
Курс акций в момент t обычно обозначается St и рассматривается модель, в которой 
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 обозначает винеровский процесс, а ( - волатильность, которая предполагается постоянной и известной. Коэффициент сноса а – величина довольно таинственная. Понятно, что для любого h выполняются соотношения 
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(где 
[image: image36.wmf])

ln

ln

t

h

t

t

h

S

S

S

+

=

D

, и с помощью второго из этих соотношений можно оценить волатильность по реальным данным о ценах St. Но сколько-нибудь надежных оценок для коэффициента сноса не получается, что, очевидно, следует приписать тому, что он не остается постоянным для данной ценной бумаги в течение длительного промежутка времени. Чтобы не запутывать плохо оцениваемую величину в определение волатильности, лучше определить волатильность равенством 
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и оценивать ее по сумме квадратов логарифмических приращений (например, цен закрытия).
Цена опциона по Блэку-Шоулсу вычисляется как математическое ожидание дисконтированной прибыли покупателя опциона в предположении, что 
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где r – краткосрочная банковская ставка (предполагаемая известной). Таким образом, неизвестное а исключается, и для опциона-колл получается следующее выражение для цены опциона: 
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 в котором ( - функция Лапласа, К – страйк-цена, T – момент исполнения опциона, Bt=ert - цена единицы банковского вклада в момент t  (соответственно BT=erT), а выражения 
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 Интересно, что выражение для цены опциона v(t,St) содержит и стратегию его хеджирования эмитентом опциона. Действительно, это выражение имеет форму портфеля, состоящего из двух ценных бумаг – акции, на которую выпущен опцион, в количестве 
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и единиц банковского вклада в количестве 
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Неожиданный результат состоит в том, что этот портфель самофинансируемый. Свойство самофинансируемости означает, например, следующее. 
В начальный момент t=0 происходит продажа опциона, в результате которой эмитент опциона получает капитал v(0,S0). Эмитент занимает у самого себя  
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 бон (единиц банковского вклада) и покупает 
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акций. В результате в нулевой момент времени у эмитента создается портфель, даваемый выражением для v(0,S0). В следующий момент времени t=h эмитент поправляет свой портфель, покупая 
[image: image46.wmf]))

0

(

(

))

(

(

)

0

(

*

+

+

F

-

F

=

D

x

h

x

g

акций, для чего придется дополнительно занять у самого себя 
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бон. Этот процесс продолжается далее таким образом, что с шагом по времени h эмитент все время подправляет свой портфель, чтобы он содержал теоретическое количество акций. Самофинансируемость состоит в том, что тогда количество бон тоже будет теоретическим 
[image: image48.wmf])).

(

(

)

(

*

t

x

B

K

t

T

-

F

-

=

b

(Точнее говоря, будет приближаться к теоретическому при h(0.) В таком случае в момент исполнения опциона t=T  (как нетрудно видеть из выражения для цены) произойдет следующее: либо ST>K и тогда опцион исполняется, а эмитент остается с нулем акций и нулевым долгом, либо ST<K и тогда у эмитента нет ни акций, ни долга, но и опцион исполнять не нужно.
Самое интересное состоит в том, что факт самофинансируемости портфеля не зависит от предположения 
[image: image49.wmf],
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 которое было положено в основу вывода формулы для цены: при нарушении этого предположения (в том числе и при переменном a=a(t)) самофинансируемость сохраняется.

Таким образом, цена Блэка-Шоулса – это цена хеджирования опциона, т.е. тот капитал, который в момент продажи опциона должен получить эмитент, чтобы хеджировать будущую выплату по опциону лишь за счет рыночных операций (поддержания теоретического количества акций путем покупки/продажи на рынке). Правда, эмитент должен привлекать при этом свой капитал, теряя банковские проценты, но дело кончается тем, что долг эмитента самому себе погашается с учетом процентов. Одно непонятно: теоретически в момент исполнения опциона эмитент оказывается в том же положении, как если бы он ничего не делал. Зачем же ему продавать и хеджировать опцион? И на этот вопрос в рамках принятой математической модели для динамики цен акций нет ответа.
Заметим, что практически опционы выпускаются многими банками. Банку не обязательно хеджировать проданные опционы по формуле Блэка-Шоулса. Например, можно пользоваться стратегией «прикрытого» (covered) опциона, когда одновременно с продажей опциона-колл покупается целиком акция, которую, быть может, придется поставить по страйк-цене. Если же исполнять опцион не придется, то банк может оставить эту акцию себе (либо продать ее по рыночной цене в соответствующий момент). В некоторых экспериментах оказывалось, что стратегия прикрытого опциона даже в среднем выгоднее хеджирования по Блэку-Шоулсу, что объясняется тем, что использованные фактические данные, в общем, относились к периоду роста цен акций. (В этих экспериментах считалось, что в случае неисполнения опциона банк продает соответствующую акцию по той цене, которая к моменту исполнения опциона сложилась на рынке.) Если же банк хеджирует по Блэку-Шоулсу, то в среднем он остается с нулем, однако для банка важна деятельность. В процессе хеджирования акции то покупаются, то продаются, и это дает значительно большую величину оборота капиталов банка, чем при использовании прикрытого опциона. Акционеры радуются росту оборота, забывая о том, что по операциям с опционами  он не приносит роста прибыли.
Обратимся теперь к покупателю опциона. Наиболее простой сценарий состоит в том, что покупатель занимается азартной игрой, надеясь (в случае опциона-колл) на рост цены акций. Но в таком случае ориентир для его оценки опциона – математическое ожидание (дисконтированного) выигрыша. Ведь закон больших чисел никто не отменял, и если покупатель опциона совершает эту сделку не один раз, а много, то он и получит что-то близкое к суммарному математическому ожиданию. Эта величина существенно зависит от значения коэффициента сноса а: при положительном а цены будут иметь тенденцию к росту, а при отрицательном – к падению. Цена, которую следует заплатить за опцион или любой другой предмет, безусловно, зависит от того употребления, которое предполагается для этого предмета. Единая цена для хеджера и для спекулянта – это экономический абсурд. Как удалось принудить «Журнал политической экономии» к публикации этого абсурда?
Со стороны покупателя опциона может быть другой сценарий: страховой. Допустим, что покупатель хочет купить пакет акций определенной компании, но в данный момент у него не хватает денег, а через месяц-другой деньги будут. Тогда он может купить опцион со страйк-ценой, близкой к цене акций в настоящий момент, и спокойно ожидать получения денег, не опасаясь, что цена акций повысится. Сколько должен стоит опцион для такого покупателя – вопрос нематематический (за невозможностью формализовать степень желания купить данные акции). Однако ясно, что эта цена существенно зависит от предположения о будущем росте или падении цен, т.е. в математической модели от коэффициента сноса а. И в этом случае предположение о независимости цены опциона от  а является экономической бессмыслицей.
Возможен, конечно, и такой сценарий, когда покупатель опциона хеджирует свои возможные потери. Для этого надо представить себе, что хеджер покупает акции в необходимом количестве не просто на рынке у кого-нибудь, а лично у покупателя опциона. Тогда у хеджера и покупателя создаются портфели противоположного знака, которые в момент исполнения опциона аннигилируют (или просто обращаются в нуль). В этом случае оба: хеджер и покупатель опциона - в конце концов оказываются в таком положении, как если бы они ничего не делали, и на этот раз независимо от  а.
Возникает, следовательно, такая рекомендация биржевым игрокам. Вообще-то торговля на бирже – дело рискованное и даже неблагородное, так что лучше бы всего вам вовсе не торговать. Но если вы хотите удовлетворить свою страсть к торговле, то займитесь покупкой/продажей и  хеджированием опционов. Акции и деньги будут переходить из рук в руки, вы удовлетворите свою страсть, а конечный результат будет таким же, как если бы вы вовсе не торговали.
Реальные цены опционов довольно сильно отклоняются от цены Блэка-Шоулса. Почему не работает в данном случае аргумент, связанный с запрещением арбитража? Дело в том, что такой арбитраж, который вызвал бы внимание рыночных игроков, должен быть быстрым и верным. Например, обсуждается разница между американским и европейским опционами: надо ли в каких-то случаях исполнять американский опцион до окончания его срока действия? Если допустить, что существует достаточно ликвидный рынок опционов, то этого делать никогда не надо: вместо исполнения опциона лучше его продать на рынке. Рыночная цена опциона не может быть меньше тех денег, которые за него можно получить прямо сейчас, потому что в противном случае многие бросились бы покупать опционы и тут же их исполнять: это был бы быстрый и верный арбитраж. А если все же найдется владелец опциона, который его исполнит до истечения срока, то эмитент может тут же продать этот опцион по не худшей цене, чем уплаченная для исполнения опциона сумма, и он просто сменит владельца. Иными словами, если допустить, что существует ликвидный рынок опционов, то американский опцион может хеджироваться, как европейский. Но существование ликвидного рынка – это предмет, который выходит за рамки математической теории.
Арбитраж, который должен был бы привести цены опционов к цене Блэка-Шоулса, не является ни быстрым, ни верным. Если рыночная цена выше цены Блэка-Шоулса, то гарантированную прибыль должен получить эмитент, который хеджирует по Блэку-Шоулсу. Это означает, что он создает портфель с теоретическим количеством акций, надеясь на то, что количество бон будет тоже теоретическим. Есть две причины, по которым это может оказаться не так. Первая причина – это дискретный шаг хеджирования. Вторая – изменение волатильности основного актива. Эксперименты показывают, что при шаге хеджирования, скажем, h=1 сутки основную роль играет вторая причина. Дисбаланс (т.е. отличие количества бон от теоретического) может достигать в экспериментах десятков процентов от начальной цены опциона. Ну и выясняется это не сразу, а к моменту исполнения опциона. (В случае, когда реальная цена опциона меньше цены Блэка-Шоулса, разницу должен получить покупатель опциона, который хеджирует свои потери портфелем противоположного знака. Этот арбитраж в такой же мере не является ни быстрым, ни верным.)
Не следует забывать об азарте, который связан с игрой на опционах. Интересные явления возникают, когда приближается момент исполнения тех или иных опционов, а цена основного актива при этом колеблется около страйк-цены. Тут спекулянты перепродают опционы друг другу, нимало не заботясь об их хеджировании, и за несколько дней можно заработать десятки процентов на вложенный в покупку опционов капитал (если в момент исполнения цена основного актива превзойдет страйк-цену), либо потерять все 100% (в противном случае). Полная непредсказуемость движения цен акций бывает в том случае, когда за этими ценами наблюдают из академического учреждения, а это не то же самое, что наблюдать, будучи биржевым игроком. Игроки, вероятно, во многих случаях чувствуют настроение рынка: куда пойдут цены – вверх или вниз. Цена Блэка-Шоулса, учитывающая только волатильность, скорее всего, окажется лишь грубым ориентиром, даже если волатильность не меняется. Основную роль будут играть догадки о движении цен акций в близком будущем.
В работе Блэка и Шоулса поднимается вопрос о сведении оценки тех или иных рисков к цене опциона, поскольку цена опциона зависит лишь от волатильности, т.е. от такого параметра, который неплохо определяется по прошлым наблюдениям. Например, инвестор собирается купить облигации той или иной компании, понимая, что при наступлении срока платежа компания может либо честно выплатить номинальную цену облигаций, либо обанкротиться, и тогда заплатить (при ликвидации) меньше или вообще ничего. Получается опцион с функцией выплат на одну облигацию, равной min(sT, c), где sT – доля капитала компании на одну облигацию в момент Т погашения, с – номинал облигации. Что же, применить для оценки стоимости облигации подход Блэка-Шоулса? Для этого нужно что-нибудь подставить вместо волатильности (. Но тут есть два явления: 1)динамика капитала компании в период до банкротства, для которой можно с грехом пополам использовать динамику капитализации акций компании, и 2)продажа имущества компании после возможного банкротства, потери от которой непонятно как оценить. Понятно, что цена Блэка-Шоулса (а это цена хеджирования опциона на акции, пока ни о каком дефолте речи нет) имеет мало отношения к математическому ожиданию того дохода, на который может рассчитывать покупатель облигации.
Оценка чего-нибудь с помощью цены опциона приобретает все большую популярность. Например, рассмотрим аукцион, на котором государственная геологическая служба продает участки для добычи нефти. Оказывается, что потенциальным покупателям сообщается следующая информация: 1)вероятность того, что на том или ином участке вовсе не окажется нефти; 2)параметры логнормального распределения для количества нефти, которую можно выкачать с участка, если нефть на нем все же окажется. Трудно сказать, насколько обоснованы эти данные геологической службы, но если в них поверить, то можно ориентировочно оценить, сколько всего нефти удастся получить с того или иного участка. Однако для аукциона нужно назначить какую-то стартовую цену. Хорошо бы оценить будущую прибыль компании, которая купит участок, и ее как-нибудь дисконтировать. Но достаточно неопределенными являются расходы по детальной разведке и освоению участка, а главное – будущая цена нефти. Вот и предлагается серия опционов: можно купить участок и ничего с ним не делать (в надежде его перепродать); можно купить участок и произвести разведку, но не добычу и т.д. Понятно, что научного значения (в качестве сколько-нибудь обоснованной оценки будущих расходов и доходов) эти опционы не имеют вовсе. Экономическая деятельность, о  которой идет речь, связана с большими и не поддающимися оценке рисками. Но ведь речь идет о том, чтобы назначить какую-нибудь стартовую цену, а для этого пригодна и видимость научного подхода. Такова, например, одна из дальнейших возможностей науки об опционах.
В заключение можно сказать, что редакция «Журнала политической экономии» не напрасно испытывала «политическое недоверие» к статье Блэка и Шоулса. Статья содержит математические и экономические нелепости, а настоящее содержание полученной формулы в статье вообще не отражено и стало понятным лишь впоследствии. Речь идет о том, что произошло чудо: полученная формула оказалась умнее тех рассуждений, которые привели к ее получению. Такое чудо довольно обычно для математической физики вообще: вся она основана на чуде и откровении. Но нельзя же рассчитывать на то, что чудо случится в каждой конкретной статье. Поэтому нежелание редакции публиковать работу представляется совершенно естественным.
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