
Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ôîðìóëû Èòî è ôîðìó-

ëû Êàöà-Ôåéíìàíà.

Ôîðìóëà Èòî.

Ïóñòü w(t) - âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà w(s)−w(t),
äëÿ ëþáûõ 0 ≤ t < s < ∞, èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì
ñðåäíèì è äèñïåðñèåé ðàâíîé s− t. Ïîýòîìó ∆w = w(t+∆t)−w(t) èìååò
ïîðÿäîê

√
∆t.

Ïóñòü F (x) - ãëàäêàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ F (w(t)). Íàñ èíòåðåñóåò å¼ äèôôåðåíöèàë. Â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå,
äèôôåðåíöèàë - ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíöèè. Åñëè âîñïîëüçó-
åìñÿ ôîðìóëîé äëÿ äèôôåðåíöèàëà ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷èì dF =
F ′dw, íî ýòî âåëè÷èíà ïîðÿäêà êâàäðàòíîãî êîðíÿ îò ïðèðàùåíèÿ. Áó-
äåì ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèàëîì ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ïîðÿäêà íå áîëüøå ëè-
íåéíîãî. Òîãäà, ïîìíÿ ÷òî (dw)2 ïîðÿäêà dt, âèäíî, ÷òî

dF (w(t)) = F ′(w(t))dw(t) +
1

2
F ′′(w(t))dt

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Èòî.

Ôîðìóëà Êàöà-Ôåéíìàíà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â äâèæóùåéñÿ ñðåäå

∂u

∂t
+ (V∇)u = ν∆u,

u(0,x) = u0(x).

Ïîêàæåì, ÷òî

u(t, x) = Mx[u0(ξt)]

-ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (ôîðìóëà Êàöà-Ôåéíìàíà). Çäåñü ξ(t)-ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (èíòåðåñíî
ðàññìàòðèâàòü òðåõìåðíûé ñëó÷àé, ïîýòîìó óðàâíåíèå âåêòîðíîå)

ξt = x−
∫ t

0

V(t− s, ξs)ds+
√
2νwt. (∗)

1



Çäåñü Mx-ñðåäíåå ïî ðàñïðåäëåíèþ wt. Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà Êàöà-
Ôåéíìàíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ñèëó íåçà-
âèñèìîñòè ïðèðàùåíèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà

u(x, t+∆t) = Mx[u(ξ∆t, t)] =

= Mx[u(x, t) +
∂u

∂xi

(ξ∆t − x)i +
1

2

∂2u

∂xi∂xj

(ξ∆t − x)i(ξ∆t − x)j].

×òîáû ñîõðàíèòü ÷ëåíû ïîðÿäêà ∆t, ìû ó÷ëè è âòîðûå ïðîèçâîäíûå
ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà (ôîðìóëà Èòî). Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
(*)-óðàâíåíèå Âîëüòåððà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ξ∆t âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Òîãäà

(ξ∆t − x)i = −Vi∆t+
√
2νw∆t + o(∆t).

Âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå òåì, ÷òî

Mxwt = 0,

Mx(wtiwtj) = δijt.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

u(x, t+∆t) = u(x, t)− Vi
∂u

∂xi

∆t+ ν∆u∆t+ o(∆t).

Äåëÿ íà ∆t è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîëó÷èì, ÷òî ôîðìóëà Êàöà-Ôåéíìàíà
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íàøåé çàäà÷è.
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