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1. Цели  освоения дисциплины 

Целями освоения дисциплины (модуля) "Теория случайных процессов" являются: фундаментальная подготовка в области построения и анализа сложных стохастических моделей, овладение современным математическим аппаратом для дальнейшего использования в разнообразных приложениях. 

2. Место дисциплины в структуре ООП ВПО  
Курс входит в цикл профессиональных дисциплин в базовой части обучения.  

Для его успешного освоения необходимы знания и умения,  приобретенные в результате обучения предшествующим (а также параллельно изучаемым) дисциплинам: математический анализ, комплексный анализ, функциональный анализ, алгебра, дифференциальные уравнения, теория вероятностей. 
Курс завершает изучение основных вероятностных дисциплин, начатое теорией вероятностей (4 семестр) и продолженное математической статистикой (5 семестр).  

Знание теории случайных процессов может существенно помочь  при  построении и анализе сложных стохастических моделей,  возникающих в физике, химии, биологии, медицине, экономике, финансовой и актуарной областях, а также в технике. Кроме того, методы теории случайных процессов широко применяются в целом ряде направлений современной математики.
3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения дисциплины (модуля): ОК-6, ОК-8, ОК-11, ПК-1, ПК-2, ПК-3, ПК-4, ПК-5, ПК-6, ПК-7, ПК-8, ПК-9, ПК-10, Пк-15, ПК-16, ПК-20, ПК-21, ПК-22, ПК-25, ПК-27, ПК-29.
В результате освоения дисциплины обучающийся должен:

1) Знать: определения и свойства основных объектов теории случайных процессов, а также формулировки наиболее важных утверждений, методы их доказательств, возможные сферы  приложений. 

2) Уметь: решать задачи вычислительного и теоретического характера в области теории случайных процессов, устанавливать взаимосвязи между вводимыми понятиям, доказывать как излагавшиеся утверждения, так и родственные им новые.
3) Владеть: разнообразным математическим аппаратом, подбирая сочетания различных методов, для описания и анализа сложных стохастических  моделей.
4. Структура и содержание дисциплины (модуля) 

Общая трудоемкость дисциплины составляет 4 зачетных единицы, 120 часов. 

	№ 


	Раздел
дисциплины
	Семестр
	Неделя семестра
	Виды учебной работы, включая 

самостоятельную работу студентов
и трудоемкость (в часах)
	Формы текущего контроля успеваемости 

(по неделям 

семестра)

Форма промежуточной аттестации (по семестрам)

	
	
	
	
	Лек
	Сем
	Сам
	Сумм
	

	1
	Примеры случайных процессов, основанные на семействах независимых случайных элементов  (случайные блуждания, процесс восстановления, модель Крамера- Лундберга, эмпирические меры*, пуассоновский точечный поток). Построение последовательности  независимых действительных случайных величин, имеющих заданные распределения. Ветвящиеся процессы Гальтона-Ватсона. Вероятность вырождения.
	6
	1
	2
	2
	4
	8
	

	2
	Случайные элементы и их распределения. Случайный процесc как семейство случайных элементов  и как одно измеримое отображение в пространство траекторий.  Структура цилиндрической сигма-алгебры.  Конечномерные распределения процесса. Формулировка теоремы Колмогорова о согласованных распределениях (доказательство необходимости условий). Условия согласованности мер на пространствах (Rn, B(Rn)) в терминах характеристических функций.
	6
	2
	2
	2
	4
	8
	

	3
	Критерий существования процесса с независимыми приращениями в терминах характеристических функций приращений. Пуассоновский и винеровский процессы как процессы с независимыми

приращениями. Гауссовские процессы. Построение действительного гауссовского процесса, имеющего заданные функцию среднего и ковариационную функцию.
	6
	3
	2
	2
	4
	8
	

	4
	Конструкция броуновского движения по функциям Шаудера и  последовательности независимых гауссовских величин: а) построение на [0,1]; б) построение на [0,().*
	6
	4
	2
	2
	4
	7
	

	5
	Теорема Пэли–Винера–Зигмунда (недифференцируемость  с вероятностью 1 траекторий броуновского движения в каждой точке t(0). Модификация процесса.  Теорема Колмогорова–Ченцова (построение модификации, имеющей гельдеровские траектории).*
	6
	5
	2
	2
	4
	8
	

	6
	Фильтрация. Марковские моменты, момент остановки. Примеры. Первое тождество Вальда. Марковское и строго марковское свойства броуновского движения*.
	6
	6
	2
	2
	3
	7
	

	7
	Принцип отражения.  Теорема Башелье (нахождение распределения supt([0,T]w(t), где w(.) – винеровский процесс). Набросок доказательства закона повторного логарифма (теорема Хинчина).* 
	6
	7
	2
	2
	3
	7
	Контрольная

работа

	8
	Слабая сходимость вероятностных мер на метрических пространствах. Теорема А.Д.Алек-сандрова (без доказательства).*  Сходимость по распределению случайных элементов, ее сохранение  при непрерывных отображениях. Принцип инвариантности (формулировка теорем Донскера и Прохорова).*  Вывод центральной предельной теоремы (ЦПТ) из функциональной  ЦПТ.*
	6
	8
	2
	2
	4
	8
	

	9
	Условное математическое ожидание, его свойства. Мартингалы, субмартингалы, супермартингалы. Примеры. Разложение Дуба. Дискретный вариант формулы Танака.* Равномерная интегрируемость семейства случайных величин. Доказательство соотношения ELn(0)((2n/()1/2, n(( (Ln(0) – локальное время в нуле).*
	6
	9
	2
	2
	4
	8
	

	10
	Теорема Дуба об остановке. Задача о разорении игрока. Неравенство Крамера-Лундберга.
	6
	10
	2
	2
	3
	7
	

	11
	Марковские процессы с дискретным и непрерывным временем. Различные определения. Примеры.  Доказательство того, что действительный процесс с независимыми приращениями является марковским.* 
	6
	11
	2
	2
	3
	7
	

	12
	Построение марковской цепи по начальному распределению и переходным вероятностям. Пуассоновский процесс как цепь Маркова. Однородные марковские процессы. Эргодическая теорема для цепей Маркова с непрерывным временем.
	6
	12
	2
	2
	3
	7
	

	13
	Стационарное распределение. Формулы Эрланга (описание модели). Инфинитезимальная матрица.* Дифференциальные уравнения Колмогорова.* 
	6
	13
	2
	2
	3
	7
	

	14
	Интеграл по ортогональной случайной мере (cлучаи конечной и (-конечной структурной меры).

Теорема Карунена.* 
	6
	14
	2
	2
	3
	7
	

	15
	Формулировки теорем Герглотца,  Бохнера-Хинчина. Стационарные в широком смысле процессы, их спектральное представление. Спектральная плотность. Эргодичность в L2(().
	6
	15
	2
	2
	4
	8
	

	16
	Уравнение Ланжевена. Процесс Орнштейна-Уленбека. Интеграл Ито и его свойства. Формула Ито (без доказательства). Понятие о стохастических дифференциальных уравнениях и сильных решениях.*
	6
	16
	2
	2
	4
	8
	Контрольная

работа

	
	
	
	
	
	
	
	
	Зачет

Экзамен


5. Образовательные технологии: активные и интерактивные формы
6. Оценочные средства для текущего контроля успеваемости, промежуточной аттестации по итогам освоения дисциплины и учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы студентов
КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 1
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, c=const. Найти конечномерные распределения процесса 
[image: image3.wmf]X

.

2. Найти ковариационную функцию пуассоновского процесса интенсивности 
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3. Пусть 
[image: image5.wmf]{()2,0},

XXtVtt

==+³

 где 
[image: image6.wmf]V

имеет распределение Коши. Вычислить 
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4. Пусть 
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– векторнозначный процесс, составленный из независимых винеровских процессов. Доказать, что с вероятностью единица процесс 
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 выйдет из шара произвольного радиуса 
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5. Пусть 
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– мартингал, 
[image: image14.wmf]t

– момент остановки относительно естественной фильтрации процесса 
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. Доказать, что величина 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 2

1. Показать, что процесс 
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– винеровский процесс и константа 
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, является винеровским.

2. Привести примеры марковского  и немарковского процесса.

3. Найти спектральную плотность процесса 
[image: image21.wmf]245
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независимы и одинаково распределены с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1.

4. Объяснить, почему для гауссовских процессов понятия стационарности в узком и широком смыслах совпадают.

5. Вычислить интеграл Стратоновича 
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 где 
[image: image24.wmf]W

- винеровский процесс (в отличие от интеграла Ито, при составлении интегральных сумм значения подинтегральной функции берутся в середине каждого отрезка разбиения).

ЗАЧЕТНЫЕ ЗАДАЧИ
ПРИМЕРЫ ПРОЦЕССОВ, КОНЕЧНОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ, 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ ТРАЕКТОРИЙ

1. Как выглядят траектории процесса 
[image: image25.wmf]{(),[0,2]},

t

XXtet

x

p

==Î

 если величина 
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принимает значения 1 и 
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 с равными вероятностями? Найти двумерные распределения процесса.

2. Пусть распределение числа потомков каждой частицы таково: 
[image: image28.wmf](0)1/4,(2)1/2,(4)1/4.
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Будет ли меньше 
[image: image29.wmf]1/2

 вероятность вырождения процесса Гальтона-Ватсона?

3. Привести пример эквивалентных процессов 
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в пространстве траекторий, так, чтобы  
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4. Верно ли, что если у процессов 
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совпадают конечномерные распределения, то процесс 
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является модификацией процесса
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5. Введем процесс 
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 Найти конечномерные распределения процесса 
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и его ковариационную функцию.

6. Пусть 
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 действительный случайный процесс. Объяснить, почему множество 
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 где 
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 –  константа, вообще говоря, необязательно является событием.

ПРОЦЕССЫ С НЕЗАВИСИМЫМИ ПРИРАЩЕНИЯМИ, 
ГАУССОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ

7. Пусть 
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 процесс с независимыми приращениями, 
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8. Пусть 
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 ковариационные функции, заданные на R, 
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полином от 
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переменных, имеющий положительные коэффициенты. Доказать, что 
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ковариационная функция некоторого гауссовского процесса.

9. Доказать, что 
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винеровский процесс.

10. Пусть 
[image: image58.wmf]{(),0}
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пуассоновский процесс интенсивности 
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11. Пусть 
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пуассоновский процесс интенсивности 
[image: image63.wmf]l

. Положим 
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 Найти ковариационную функцию процесса 
[image: image65.wmf]X
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12. Пусть ((n)n(1 – последовательность независимых случайных величин, не зависящая от пуассоновского процесса
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. Доказать, что процесс 
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 является процессом с независимыми приращениями.

13. Доказать, что процесс 
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 – винеровский процесс и константа 
[image: image71.wmf]0

c

>
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14. Найти ковариационную функцию броуновского моста, т.е. процесса 
[image: image72.wmf]00
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– винеровский процесс.

СЛАБАЯ СХОДИМОСТЬ ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕР

15. Пусть 
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 меры Дирака на метрическом пространстве 
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16. Построить пример случайных процессов Xn={Xn(t),t([0,1]} с траекториями из пространства C[0,1] таких, что существуют слабые пределы у всех конечномерных распределений этих процессов, но Xn не сходятся по распределению в C[0,1].

МАРКОВСКИЕ МОМЕНТЫ, МАРТИНГАЛЫ

17. Пусть (1, (2… – марковские моменты. Доказать, что mink=1,…,n(k, maxk=1,…,n(k, mink(N(k, maxk(N(k – марковские моменты.


18. Пусть X1,X2,… – последовательность случайных векторов со значениями в Rm, B – борелевское множество в Rm. Показать, что (=inf{n: Xn(B} является марковским моментом относительно естественной фильтрации этой последовательности. Найти распределение величины X(, когда (Xn)n(1 состоит из независимых одинаково распределенных векторов.

19. Пусть W – винеровский процесс, (a:= inf{t(0: W(t)=a}, где a – константа. Доказать, что (a – момент остановки (т.е. конечный п.н. марковский момент) относительно

естественной фильтрации W.

20. Пусть ( и ( – марковские моменты относительно фильтрации (Fn)n(0. Определим F( = {A(F: A({((n}(Fn}, n(0. Аналогично вводится F(. Доказать, что F( является (-алгеброй, причем F( (F(, если (((.

21. Найти все a,b(R такие, что процесс X={X(t):=exp(aW(t) + bt),t(0} является мартингалом относительно естественной фильтрации винеровского процесса W.


22. Пусть X=(Xn)n(0 – мартингал. Привести примеры марковских моментов ( и ( таких, что EX(=EX0, EX((EX0.

МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ


23. Пусть ((n)n(1 – последовательность, состоящая из независимых случайных векторов со значениями в Rm, hn: Rk( Rm ( Rk – детерминированные борелевские функции (n(1) и X0 – случайный вектор со значениями в Rk. Положим Xn =hn(Xn-1,(n), n(1. Показать, что (Xn)n(0 – цепь Маркова.


24. Пусть величины X1,…,XN образуют цепь Маркова. Показать, что (Yk)1(k(N – цепь Маркова, где Yk = XN-k, k=1,…,N.

25. Пусть Y={Y(n)=X(n), n= 0,1,…} – марковский процесс. Будет ли марковским процесс X={X(t) = Y([t]), t(0}, где [(] – целая часть числа?

26. Пусть дана марковская цепь Xn, n(0, имеющая переходную матрицу вероятностей за один шаг
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где 0<(<1. Найти стационарное распределение.

27. Пусть h: R(R – взаимно однозначное отображение. Показать, что  Y={Y(t)=h(X(t)), t(0} является марковским процессом, если X={X(t), t(0} – марковский процесс. Построить пример, показывающий, что без предположения о взаимной однозначности отображения h утверждение не обязано выполняться.


28. Пусть X={X(t), t(0} – процесс чистого размножения, т.е. pi,i+1(t)=(it + o(t) и pi,i(t)=1–(it +o(t) при t(0+. Доказать, что 
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 для каждого t в том и только том случае, когда 
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СТАЦИОНАРНЫЕ ПРОЦЕССЫ


29. Показать, что стационарный в широком смысле процесс X={X(t),t(R} непрерывен в среднем квадратическом на R тогда и только тогда, когда его ковариационная функция непрерывна в нуле.


30. Пусть X=(Xn)n(Z – последовательность, состоящая из независимых случайных величин со средним 0 и дисперсией (2. Найти спектральное представление этой последовательности.


31. Найти спектральную плотность процесса Xn = (1/4)Xn-1 +(1/2)Xn-3+(n, n(Z, где величины (n, n(Z, независимы и одинаково распределены с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1.

32. Пусть X=(Xn)n(Z – стационарный в широком смысле процесс со средним a и ковариационной функцией R=R(n), n(Z. Доказать, что 
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33. Пусть X={X(t) = e–(t W(e2(t), t(R}, где W – винеровский процесс, константа (>0. Доказать, что X – стационарный гауссовский процесс и найти его спектральную плотность.

ЭЛЕМЕНТЫ СТОХАСТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА


34. Пусть f(t) – непрерывная детерминированная функция на [0,+(). Доказать, что X={X(t)=
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} – гауссовский процесс (W – винеровский процесс). 

35. Вычислить интеграл Ито 
[image: image86.wmf]t

T

t

dW

W

ò

0

, где W – винеровский процесс.


36. Решить стохастическое дифференциальное уравнение dXt=aX(t)dt +bX(t)dWt, где W={Wt, t(0} – винеровский процесс, a,b – константы, а X(0)=X0.

7. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины
(модуля) 
а)
основная литература: 
1. Ширяев А.Н. Вероятность. Т. 2. М.: МЦНМО, 2004.

2. Ширяев А.Н. Задачи по теории вероятностей. М.: МЦНМО, 2004.
3. Булинский А.В., Ширяев А.Н. Теория случайных процессов. М.: Физматлит, 2005. 
4. Зубков А.М., Севастьянов Б.А., Чистяков В.П. Сборник задач по теории вероятностей. М.: Наука, 1989.

5. Прохоров А. В., Ушаков В.Г., Ушаков Н.Г. Задачи по теории вероятностей. М.: Наука, 1986.

б)
дополнительная литература: 
1. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. Т. 1, 2. М.: Мир, 1984.

2. Гихман И.И., Скороход А.В. Введение в теорию случайных процессов. М.: Наука, 1972.

3. Биллингсли П. Сходимость вероятностных мер. М.: Наука, 1972.

4. Вентцель А.Д. Курс лекций по случайным процессам. М.: Наука, 1982.

5. Крамер Г., Лидбеттер Дж. Стационарные случайные процессы. М.: Мир, 1970.

6. Розанов Ю.А. Теория вероятностей, математическая статистика и случайные процессы. М.: Наука, 1987.
7. Гнеденко Б.В., Коваленко И.Н. Введение в теорию массового обслуживания. М.: Наука, 1989.
8. Булинский А.В., Шашкин А.П. Предельные теоремы для ассоциированных случайных полей и родственных систем. М.: Физматлит, 2008.

в)
программное обеспечение и Интернет-ресурсы: не требуется 
8. Материально-техническое обеспечение дисциплины (модуля) 

      Не требуется. 
Программа составлена в соответствии с требованиями ФГОС ВПО с учетом рекомендаций и ПрООП ВПО по направлению и профилю подготовки 
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