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I. Вводная часть

1. Вероятностное пространство как математическая модель случайного эксперимента. Статистическая устойчивость.

2. Дискретное вероятностное пространство. Классическая вероятность. Вероятность суммы событий.

3. Условная вероятность. Формулы полной вероятности и Байеса. 

II. Математические основания теории вероятностей

4. Вероятностная модель эксперимента с произвольным множеством исходов. Операции над событиями. Алгебры и (-алгебры.

5. (-алгебра борелевских множеств Rn. Измеримые пространства.

6. Вероятность (аксиомы и основные свойства). Эквивалентность аксиомы счетной аддитивности и непрерывности.

7. Функция распределения меры на (-алгебре борелевских множеств Rn(B(Rn)). Ее свойства.

8. Взаимно однозначное соответствие между вероятностными мерами на B(Rn) и их функциями распределения.

9. Дискретные и непрерывные распределения на B(Rn). Примеры распределений: Бернулли, Пуассона, равномерное, показательное, одномерно нормальное, Коши.

10. Случайные величины и векторы. Понятие о случайном элементе. (-алгебра, порожденная случайной величиной (вектором). Распределение и функция распределения случайной величины (вектора). Непрерывные и дискретные случайные величины (векторы).

11. Интеграл Лебега. Определение и основные свойства (без доказательств).

12. Математическое ожидание. Основные свойства. Вычисление м.о. от функции случайных величин.

III. Независимость
13. Независимость событий, классов событий, (-алгебр, случайных величин (векторов).

14. Произведение вероятностных пространств. Схема Бернулли. Биномиальное распределение.

15.  Функции от случайных величин (векторов). Распределение суммы двух случайных величин, имеющих совместную плотность. Распределение суммы независимых случайных величин.

16. Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин.

17. Моменты высших порядков. Дисперсия. Ковариация. Ковариационная матрица случайного вектора.

18. Многомерное нормальное распределение. Ковариационная матрица. Преобразование Фурье от плотности.

IV. Предельные теоремы

19. Разные виды сходимости последовательностей случайных величин. Сходимость по вероятности, почти наверное, в среднем порядка p. Критерий сходимости с вероятностью единица.

20. Слабая сходимость вероятностных мер и сходимость в основном. Их эквивалентность.

21. Соотношения между различными видами сходимости.

22. Теорема Пуассона. Теорема Бернулли.

23. Формулировка центральной предельной теоремы (ЦПТ) для независимых одинаково распределенных случайных векторов. Как следствия одномерный случай, интегральная теорема Муавра-Лапласа и ЦПТ для полиномиальной схемы.

24. Характеристическая функция.

25. Характеристическая функция нормального распределения (одномерная и многомерная)

26. Формула обращения для характеристических функций. Теорема единственности.

27. Прямая и обратная предельные теоремы.

28. Доказательство ЦПТ для независимых случайных векторов.

29. Неравенства Чебышева и Колмогорова.

30. Закон больших чисел в форме Чебышева. Теоремы Хинчина и Маркова.

31. Усиленный закон больших чисел. Теорема Колмогорова для последовательности независимых случайных величин с конечными вторыми моментами.

32. Определение цепи Маркова и основные свойства. Вероятности Pij(n) перехода за n шагов.

33. Эргодическая теорема для цепей Маркова с конечным множеством состояний.
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1. Предмет и методы теории вероятностей, ее основные этапы развития. Несколько современных задач. [3, Дополнение. "Очерк развития теории вероятностей"], [19].

2. Модели случайных экспериментов. Свойство устойчивости частот. Примеры. События и действия над ними. Полукольцо, алгебра и  

(-алгебра подмножеств пространства элементарных исходов. Наименьшая         (-алгебра ({M}, порожденная системой множеств M. Разбиения. Борелевская (-алгебра. [1, гл. I, §1,2; гл.II, §1,2]. 
3. Вероятностное пространство. Аксиоматика Колмогорова. Дискретное вероятностное пространство (с конечным или счетным числом исходов). Схема Бернулли. Классическое определение вероятности. Понятие об общей структуре вероятностного пространства (атомы, непрерывная часть). [1, гл. I, §1,2; гл.II, §1,2].  

4. Свойства вероятности. Вероятность объединения n (пересекающихся) событий. Доказательство того, что счетная аддитивность вероятности равносильна ее конечной аддитивности вместе со свойством непрерывности в "нуле" (пустом множестве). Непрерывность вероятности "сверху" и "снизу". Идея продолжения меры (формулировка теоремы Каратеодори, пополнение вероятностного пространства). [1, гл.II, §1,3].

5. Геометрические вероятности. Задача о встрече в заданном промежутке времени. Парадокс Бертрана. [3, гл.1, §4]. 

6. Условная вероятность (наводящие соображения в случае классического определения вероятности). Формула полной вероятности. Формулы Байеса. Примеры. [1, гл.I, §3].     

7. Независимость событий (попарная и в совокупности). Пример Бернштейна. Доказательство того, что независимость алгебр влечет независимость порожденных ими (-алгебр. Произведение конечного числа вероятностных пространств. [1, гл.II, §3; гл.I, §3], [лекции].

8. Леммы Бореля – Кантелли. [1, гл.II, §10].     

9. Случайные элементы (случайные величины и случайные векторы). Доказательство того, что  F|B - измеримость случайного элемента X (т.е. измеримого отображения вероятностного пространства ((,F,P) в измеримое пространство (X,B)) вытекает из того, что X-1(M)(F, когда        ((M) =B. Распределение случайного элемента. Построение случайного элемента  с заданным распределением. [1, гл.II, § 4,5]. 

10. Функции распределения действительной случайной величины, ее свойства. Построение меры по функции, обладающей свойствами функции распределения. [1, гл.II, §3].

11. Борелевская   (-алгебра произведения    сепарабельных метрических пространств. Случайный вектор в  Rn  как  вектор из  n действительных случайных величин. Функция распределения случайного вектора [1, гл.II, §2, п.3, §3; п.3; §5], [лекции].  

12. Функции от случайных элементов (суперпозиции измеримых отображений). Борелевские функции (в частности, непрерывные отображения метрических пространств). Измеримость X + Y и X – Y, XY  и X/Y (при Y(0) для действительных случайных величин X и Y. Понятие расширенной случайной величины со значениями в [-(,(]. Измеримость  infnXn, supnXn, lim infn(( Xn, lim supn(( Xn для последовательности действительных случайных величин {Xn}n(N. Сходимость почти наверное. Доказательство того, что предел п.н. последовательности случайных элементов является случайным элементом (вероятностное пространство пополнено). [1, гл. II, §4].  

13. Дискретное, непрерывное и сингулярное распределения на прямой. Формулировка теоремы Лебега о том, что любое распределение на прямой является смесью упомянутых выше. Примеры (биноминальное, пуассоновское, геометрическое, равномерное, экспоненциальное, нормальное распределения, канторовская лестница). [1, гл.II, §2].  

14. Конструкция математического ожидания (интеграл Лебега по вероятностной мере, замечание о (-конечной мере). Определение для  "простых" случайных величин, для неотрицательных, в общем случае. Доказательство корректности определения на каждом из этих трех шагов. [1, гл.II, §6],  [10, гл.7], [6, гл.V, §5], [лекции].

15. Свойства математического ожидания. Пространства Lp((,F, P), p(1. Неравенства Коши – Буняковского – Шварца, Маркова, Чебышева. [1, гл.II, §6], [лекции].   

16.  Теорема о монотонной сходимости. Почленное интегрирование рядов из неотрицательных случайных величин. Теорема Лебега о мажорируемой сходимости. [1, гл.II, §6, п.3], [лекции].  

17. Формула замены переменных в интеграле Лебега  (при интегрировании измеримых функций от случайных элементов): переход от интегрирования по вероятностной мере P к интегрированию по распределению РХ    случайного элемента Х. Абсолютная непрерывность мер. Плотность. Формулировка теоремы Радона  -  Никодима. Замена меры в интеграле при наличии плотности [1, гл.II, §6, п.7,8].

18. Независимость выбора случайных величин попарная и в совокупности. Семейства  независимых случайных величин. Доказательство того, что борелевские функции от непересекающихся  наборов независимых случайных величин независимы.  Математическое ожидание от произведения независимых случайных величин, имеющих конечные математические ожидания. [1, гл.I, §4, гл.II, §5, п.2], [лекции]. 

19.  Моменты, дисперсия, ковариация, коэффициент корреляции. Механическая интерпретация математического ожидания и дисперсии. Свойства дисперсии. Дисперсия суммы случайных величин из L2((,F,P). Сходимость в пространстве Lp. [1, гл.II, §8].    

20. Сходимость по вероятности. Закон больших чисел (теорема Чебышева). Следствие об устойчивости частот событий. [13, гл. 3, §18].

21. Вероятностное доказательство теоремы Вейерштрасса о приближении полиномами Бернштейна функции, непрерывной на отрезке. [1,  гл.I, § 5]. 

22. Усиленный закон больших чисел для одинаково распределенных  попарно независимых случайных величин, имеющих математическое ожидание (теорема Колмогорова – Этемади). [лекции].

23. Доказательство того, что если Sn/n(a п.н. при n((, где Sn=X1+…+Xn                                                

и X1,X2… – одинаково распределенные независимые или попарно независимые величины, то существует EX1 и a=EX1. [1, гл. IV, §3.].  

24. Метод Монте-Карло. Построение действительной случайной величины, имеющей заданное распределение, с помощью случайной величины, равномерно распределенной на отрезке [0,1]. Формулировка усиленного закона больших чисел для независимых, вообще говоря, разно распределенных слагаемых (теорема Колмогорова). Формулировка закона повторного логарифма (теорема Хартмана – Винтнера). [1, гл. IV, §3,4,8], [лекции].    

25. Расстояние по вариации между вероятностными мерами. Метод перехода к новому вероятностному пространству. Вариант теоремы Пуассона о приближении распределения суммы n независимых, вообще говоря, разно распределенных бернуллиевских величин пуассоновским  распределением с оценкой точности аппроксимации по вариации. [1, гл.III, § 12], [лекции].  

26. Пример применения теорем Пуассона (с использованием таблиц пуассоновского распределения). Задача о числе частиц газа в заданной области пространства. [15, ч.1, с. 54-56], [лекции].  

27. Формулировка теоремы Фубини. Формула свертки распределений. [1, гл.II, §6, п.9, §8, п.4], [6, гл.5, §6].

28. Слабая сходимость мер в метрических пространствах. Критерий слабой сходимости. [1, гл.III, §1], [лекции].  

29. Cоотношения между различными видами сходимости случайных величин. Метрика Ки Фан, метрика Леви- Прохорова. Доказательство того, что в пространстве (Rm,B(Rm)) слабая сходимость мер равносильна сходимости их функций распределения в основном (в точках непрерывности предельной функции). [1, гл.II, §10, гл.III, §7], [лекции]. 

30. Лемма Слуцкого: если для случайных векторов  X, Xn, Yn (n(N) со значениями в пространстве  Rm имеем Xn 
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31. Характеристические функции мер в (Rm,B(Rm)) и случайных векторов. Нахождение  характеристических функций пуассоновской и нормальной случайных величин. [1, гл.II, §12, п.1,2].
32.  Свойства характеристических функций. Формулировка теоремы Бохнера – Хинчина. [1, гл.II, §12, п.3].       

33. Доказательство взаимно однозначного соответствия между распределениями и характеристическими функциями (с помощью теоремы Стоуна – Вейерштрасса). [1, гл.II, §12, п.4].  

34. Доказательство формулы обращения (выражение функции распределения через характеристическую функцию). Критерий независимости случайных величин в терминах характеристических функций. [1, гл.II, §12, п.5], [лекции].

35. Слабая относительная компактность обобщенных функций распределения (теорема Хелли). [1, гл.III, §2], [лекции]. 

36. Плотность семейства мер. Доказательство теоремы Прохорова для мер в пространстве (Rm,B(Rm)). [1,  гл.III, §2], [лекции].

37. Лемма об оценке хвостов распределения в терминах характеристической функции. [1, гл.III, §3, с. 346], [лекции].

38. Теорема непрерывности для характеристических функций (теорема Леви, описывающая сходимость по распределению  случайных векторов в терминах характеристических функций). [1, гл.III, §1,2], [лекции].

39. Центральная предельная теорема для независимых одинаково распределенных величин, имеющих конечную дисперсию (в частности, интегральная теорема Муавра – Лапласа). Равномерная сходимость на всей оси функций распределения нормированных сумм к функции распределения стандартного нормального закона. Оценка скорости сходимости  в центральной предельной теореме (формулировка теоремы Берри – Эссеена). [1, гл.III, §3, п. 3; §11].

40. Многомерное нормальное распределение. Критерий независимости компонент гауссовского вектора. Многомерный вариант центральной предельной теоремы. [1, гл.II, §13], [13, §46].

41. Интегрирование по частям в интеграле Лебега – Стилтьеса. Следствия. [1, гл.II, §6, п.11].                                                     

42. Неклассические (неулучшаемые) условия справедливости центральной предельной теоремы для схемы серий независимых слагаемых с конечными дисперсиями. Формулировка теоремы Линдеберга – Феллера. [1, гл.III, §4,5].
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ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Лектор: профессор Сенатов В.В. 
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 2 курса мехмата
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет, экзамен

Примерное число слушателей: 150 человек
Курс читается с 2000 года
Программа на 2001/2002 учебный год (весна)
Основное внимание в курсе уделено вопросам сходимости в  пространствах случайных величин и их распределений. 

1. Вероятностное пространство как математическая модель эксперимента со случайными исходами. Операции над реальными событиями. Частота события, ее свойства. Устойчивость частот реальных случайных событий. Операции над множествами. Алгебры и  (-алгебры множеств. Измеримые пространства. Меры, их свой​ства. Пространства с мерами. Вероятностные пространства. Свой​ства вероятности.

2. Дискретные вероятностные пространства. Классическое определение вероятности. Построение простейших вероятностных пространств. Элементы комбинаторики.

3. Условная вероятность. Формула полной вероятности. Фор​мула Байеса. Независимые события. Независимость попарная и в совокупности. Построение вероятностных пространств для сложных экспериментов; прямое произведение вероятностных пространств.

4. Дискретные случайные величины. Распределение вероят​ностей случайной величины (вектора). Функция распределения. Примеры распределений (вырожденное, Бернулли, Пуассона). Сов​местное распределение. Маргинальные распределения. Независи​мость случайных величин (эквивалентные определения). Распреде​ление суммы двух независимых целочисленных случайных величин. Биномиальное распределение.

5. Математическое ожидание дискретной случайной величины и его вычисление через распределение вероятностей. Свойства математического ожидания. Дисперсия, ее свойства. Ковариация, коэффициент корреляции. Неравенство Чебышева. Закон больших чисел в форме Чебышева. Закон больших чисел в форме Бернулли.

6. Вероятностная модель эксперимента с произвольным мно​жеством исходов. Аксиоматика Колмогорова. Аксиомы и основные свойства вероятности. Связь между счетной аддитивностью и непрерывностью вероятности. Минимальная (-алгебра. Продол​жение меры. Теорема Каратеодори (без доказательства). Боре​левские множества в R1 и в Rn.

7. Случайные величины. Замкнутость множества случайных величин относительно арифметических операций и предельного перехода. Функции от случайных величин. Распределение вероят​ностей, порожденное случайной величиной. Функция распределения. Взаимно однозначное соответствие между распределениями и функциями распределения. Абсолютно непрерывные распределения; плотности распределений. Примеры абсолютно непрерывных распре​делений (равномерное, экспоненциальное, Коши, нормальное). Сингулярные и дискретные распределения. Пример сингулярного распределения (распределение Кантора). Теорема Лебега (без доказательства). Совместное и маргинальные распределения случайных величин. (-алгебра, порожденная случайной вели​чиной. Независимость случайных величин.

8. Интеграл Лебега; математическое ожидание, основные свойства. Предельный переход  под знаком интеграла, формула замены переменных под знаком интеграла. Вычисление матема​тического ожидания функции от случайной величины по распре​делению вероятностей случайной величины. Интеграл Римана-Стилтьеса. Моменты старших порядков. Связь между сущест​вованием моментов и поведением "хвостов" функции распределения.

9. Сходимость по вероятности. Неравенство Чебышева.

Закон больших чисел. Сходимость почти наверное. Критерий сходимости почти наверное. Неравенство Колмогорова. Усилен​ный закон больших чисел. Связь между сходимостью по вероят​ности и сходимостью почти наверное.

10. Сходимость в основном и слабая сходимость. Теорема Хелли. Метризуемость слабой сходимости. Критерий относительной компакт​ности для слабой сходимости. Эквивалентные определения слабой сходимости. Связь между сходимостью по вероятности случайных ве​личин и слабой сходимостью их функций распределения. Связь между слабой и равномерной сходимостями функций распределения.

11. Суммы независимых случайных величин. Формула свертки. Поведение распределений ненормированных сумм случайных величин при росте числа слагаемых (независимые одинаково распределенные случайные величины с конечной дисперсией). Нормированные суммы. Формулировка центральной предельной теоремы. Теорема Муавра - Лапласа.

12. Характеристические функции. Примеры характеристических функций. Взаимная однозначность соответствия между распределениями и характеристическими функциями; формула обращения (для функций распределения и для плотностей, без доказательства). Взаимная непрерывность соответствия между распределениями и характеристи​ческими функциями. Характеристическая функция суммы независимых случайных величин. Другие свойства характеристических функций.

13. Доказательство центральной предельной теоремы для незави​симых одинаково распределенных величин (метод характеристических функций). Закон больших чисел в форме Хинчина.

14. Различия в законе больших чисел и в центральной предельной теореме для одинаково и различно распределенных слагаемых. Условие Ляпунова (без доказательства). Теорема Линдеберга - Феллера (без доказательства). Оценка Берри - Эссеена (без доказательства).

15. Теорема Пуассона.

ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
Лектор: профессор Булинская Е.В.
Статус курса: основной

Предназначен для студентов 3 курса мехмата, 6 семестр

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: зачет, экзамен

Примерное число слушателей: 150 человек

Программа на  2001/2002 учебный год

1. Понятие случайного элемента со значениями в измеримом пространстве. Распределение случайного элемента.

2. (-алгебра BT. Два определения случайного процесса, их эквивалентность.

3. Конечномерные распределения, условия симметрии и согласованности. Траектории (выборочные функции) случайного процесса. Семейство конечномерных распределений однозначно определяет меру любого борелевского множества выборочного пространства RT.

4. Теорема Колмогорова о существовании случайного процесса с заданным семейством конечномерных распределений.

5. Гауссовские случайные процессы. Теорема о существовании гауссовского процесса с заданным семейством конечномерных распределений.

6. Процессы с независимыми приращениями. Эквивалентность двух определений винеровского процесса. Пуассоновский процесс.

7. Стационарность в узком и широком смысле, связь между ними.

8. Эквивалентность случайных процессов.

9. Различные понятия непрерывности случайных процессов, связь между ними.

10. Необходимые и достаточные условия существования эквивалентного процесса с непрерывными траекториями.

11. Теорема Колмогорова (достаточное условие существования непрерывной модификации).

12. Условие для гауссовского процесса.

13. Конструкция винеровского процесса в виде суммы ряда из гауссовских случайных величин.

14. Понятие сепарабельности. Теорема о существовании эквивалентного процесса с неубывающими траекториями.

15. Измеримость процесса. Теорема об измеримости непрерывного с вероятностью 1 сепарабельного процесса. Измеримость винеровского процесса. Интегрируемость траекторий.

16. Поток (-алгебр. Эквивалентные определения марковского процесса.

Семейства линейных операторов, связанных с переходной функцией.

17. Феллеровские марковские семейства. Теорема существования.

18. Диффузионные процессы. Обратное уравнение Колмогорова.

19. Диффузионные процессы. Прямое уравнение Колмогорова.

20. Необходимое и достаточное условий того, что функция R(t,s) является

корреляционной. Необходимые и достаточные условия сходимости в среднем квадратичном.

21. Теоремы о непрерывности, дифференцируемости и интегрируемости процессов в среднем квадратичном.

22. Теорема о дифференцируемости процесса с корреляционной функцией, имеющей непрерывную вторую смешанную производную.

23. Случайные меры. Связь ортогональных случайных мер и процессов с ортогональными приращениями, непрерывными в среднем квадратичном. Структурная мера.

24. Стохастический интеграл по ортогональной случайной мере и его свойства.

25. Спектральное разложение стационарного в широком смысле процесса (с использованием теории унитарных операторов).

26. Теорема Бохнера-Хинчина.

27. Теорема о спектральном разложении стационарного в широком смысле процесса.

28. Линейные преобразования стационарного в широком смысле процесса. Импульсная переходная функция и частотная характеристика. Допустимый фильтр, физически осуществимый фильтр.

29. Наилучший и наилучший линейный прогноз в среднем квадратичном; их совпадение в гауссовском случае.

30. Понятие сингулярности и регулярности стационарной в широком смысле последовательности. Теорема о разложении процесса на регулярную и сингулярную составляющие.

31. Разложение Вольда. Наилучший линейный прогноз на q шагов вперед.

32. Марковское и строго марковское свойство винеровского процесса.

33. Принцип отражения. Закон повторного логарифма для винеровского процесса. Недифференцируемость траекторий.

34. Мартингалы, субмартингалы и супермартингалы. Преобразования, сохраняющие субмартингальность.

35. Стохастический интеграл Ито и его свойства.

36. Формула замены переменных Ито.

37. Стохастические дифференциальные уравнения. Теорема существования и единственности сильного решения.

38. Марковость решения стохастического дифференциального уравнения.

39. Решение стохастического дифференциального уравнения –

диффузионный процесс.
ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
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1. Случайные элементы и их распределения. Случайный процесс как

семейство случайных элементов и как одно измеримое отображение.

2. Построение последовательности независимых действительных

случайных величин, имеющих заданные функции распределения.

3. Примеры случайных процессов (случайные блуждания, процесс восстановления, модель Крамера-Лундберга, эмпирические меры, пуассоновская случайная мера).

4. Конечномерные распределения процесса. Формулировка теоремы 

Колмогорова о согласованных распределениях (доказательство

необходимости условий). Условия согласованности мер на пространствах (Rn, B(Rn)) в терминах характеристических функций.

5. Критерий существования процесса с независимыми приращениями в терминах характеристических функций приращений. Пуассоновский

и винеровский процессы.

6. Гауссовские процессы. Построение действительного гауссовского

процесса, имеющего заданные функцию среднего и ковариационную функцию.

7. Построение броуновского движения по функциям Шаудера и

последовательности независимых гауссовских величин:

а) две леммы; б) построение на [0,1]; в) построение на [0,(].
8. Недифференцируемость (с вероятностью 1) траекторий броуновского движения в каждой точке t (0.

9. Фильтрация. Марковские моменты, момент остановки. Примеры.

10. Марковское и строго марковское свойства броуновского движения.

11. Принцип отражения. Распределение supt([0,T]w(t). Формулировка закона

повторного логарифма.

12. Слабая сходимость вероятностных мер. Теорема А.Д.Александрова.

13. Сохранение слабой сходимости под действием непрерывных отображений. Формулировка теоремы Прохорова о плотности семейства мер. Принцип инвариантности (формулировки теорем Донскера, Прохорова, Боровкова, Скорохода). Формулировка теоремы Штрассена.

14. Мартингалы, субмартингалы, супермартингалы. Примеры. Разложение Дуба.
15. Дискретный вариант формулы Танака. Доказательство соотношения

ELn(0)((2n/()1/2, n((.

16. Теорема Дуба о свободном выборе.

17. Неравенство Крамера-Лундберга.

18. Марковские процессы с дискретным и непрерывным временем. Примеры. 

19. Доказательство того, что действительный процесс с независимыми

приращениями является марковским.

20. Построение марковской цепи по начальному распределению и

переходным вероятностям. Пуассоновский процесс как цепь Маркова.

21. Марковская переходная функция. Однородные марковские процессы.

22. Эргодическая теорема для цепей Маркова с непрерывным временем.

23. Стационарное распределение. Формулы Эрланга (описание модели).

24. Дифференциальные уравнения Колмогорова (прямые и обратные).

25. Интеграл по ортогональной случайной мере (cлучаи конечной и 

(-конечной структурной меры).

26. Теорема Карунена.

27. Теорема Герглотца. Формулировка теоремы Бохнера-Хинчина.

28. Стационарные в широком смысле процессы, их спектральное представление. Эргодичность в L2(().

29. Спектральная плотность. Процесс скользящего среднего как 

процесс, обладающий спектральной плотностью.

30. Регулярные и сингулярные процессы. Формулировка теоремы 

Вольда и теоремы Колмогорова (критерий регулярности в терминах

спектральной плотности).

31. Уравнение Ланжевена. Процесс Орнштейна-Уленбека.

32. Интеграл Ито и его свойства.

33. Понятие о стохастических дифференциальных уравнениях и сильных решениях.

33. Формула Ито (без доказательства) и пример ее использования.
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[15] Крылов Н.В. Лекции по случайным процессам (части 1 и 2). Изд-во МГУ, 1987.
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Примечание: знаком * отмечена дополнительная литература.
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА
Лектор: профессор Тюрин Ю.Н.
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 3 курса мехмата, 6 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет, экзамен

Примерное число слушателей: 130 человек
Программа на 2002/2003 учебный год (осень)
I. Начала теории оценивания

1. Понятие статистической модели. Примеры: выборка, линейная гауссовская модель.

2. Теорема Гливенко.

3. Некоторые понятия теории оценивания: функции ущерба и риска, допустимые и байесовские оценки. Несмещенное оценивание, квадратичный риск.

4. Неравенство информации (неравенство Крамера – Рао) для регулярных однопараметрических семейств: непрерывные и дискретные распределения.

5. Эффективные оценки, экспоненциальные семейства распределений.

6. Многомерное неравенство Крамера – Рао.

7. Достаточные статистики: определение, примеры.

8. Достаточные статистики в случае нормальной выборки. Выборочные коэффициенты асимметрии и эксцесса.

9. Теорема факторизации (доказательства для элементарных случаев).

10. Улучшение несмещенных оценок путем их усреднения по достаточным статистикам: одномерная теорема Блеквелла – Рао.

11. Многомерная теорема Блеквелла – Рао.

12. Полные достаточные статистики: определение, примеры, единственность наилучшей несмещенной оценки.

II. Условные математические ожидания и условные вероятности.

13. Напоминания: вероятностные пространства, случайные величины, абсолютная непрерывность мер, производная Радона – Никодима.

14. Условное математическое ожидание случайной величины относительно (– алгебры: определение.

15. Некоторые простейшие свойства условного математического ожидания.

16. Условные вероятности, условные распределения.

17. Специальный случай: E(X|Y) для простых случайных величин X и Y.

18. Некоторые дальнейшие свойства условных математических ожиданий. В частности: E(((Y)X|Y)= (((Y)E(X|Y); условная дисперсия, наилучший квадратичный прогноз.

19. Примеры вычисления Е(X|Y).

III. Оценивание в линейной модели 

20. Регрессионные и факторные (с одним и двумя факторами) линейные модели.

21. Достаточные статистики в линейной гауссовской модели. 

22. Лемма об ортогональных разложениях случайного гауссовского вектора. Распределения хи-квадрат (центральные и нецентральные).

23. Наилучшие несмещенные оценки параметров в линейной гауссовской модели, их распределения.

24. Вычисление оценок наименьших квадратов в модели линейной регрессии.

25. Интервальные оценки для параметров нормальной выборки. Распределения Стьюдента (центральное и нецентральное).

26. Доверительные границы для вероятности успеха в испытаниях Бернулли.

27. Доверительные эллипсоиды для параметров линейной гауссовской модели. F-отношения и F-распределения.

IV. Проверка статистических гипотез

28. Проверка статистических гипотез: общие принципы и основные понятия (критическое множество, уровень значимости, альтернативы, ошибки первого и второго родов, функция мощности).

29. Лемма Неймана – Пирсона.

30. Понятие о равномерно наиболее мощных критериях и пример: проверка гипотезы (((0 против альтернативы (>(0 по результатам испытаний Бернулли (здесь ( – вероятность успеха). 
31. Связь между проверкой гипотез и доверительным оцениванием.
32. Проверка линейных гипотез в гауссовских линейных моделях с помощью критерия отношения правдоподобий.
33. Однофакторный дисперсионный анализ: проверка нулевой гипотезы (о равенстве эффектов обработки).
34. Двухфакторный  дисперсионный анализ (аддитивная модель, одно наблюдение в клетке): проверка нулевой гипотезы (о равенстве эффектов обработки).
35. Две гауссовские выборки, могущие отличаться сдвигом: проверка гипотезы об их однородности. Доверительные интервалы для параметра сдвига.
36. Ранги наблюдений. Статистика ранговых сумм Wm,n  (Уилкоксон) для проверки гипотезы об однородности двух выборок. Вычисление EWm,n и DWm,n  при гипотезе.
37. Точечные и интервальные оценки для сдвига одной выборки относительно другой с помощью статистики ранговых сумм Уилкоксона.

38. Статистика Манна – Уитни Um,n  и ее связь c Wm,n.
39. Теорема Слуцкого.
40. Теорема об асимптотической нормальности двухвыборочных U- статистик

41. Асимптотические распределения статистик Манна – Уитни Um,n  и Уилкоксона Wm,n  при m,n((.

V.  Асимптотические методы оценивания и проверка гипотез

42. Метод наибольшего правдоподобия. Неравенства теории информации.

43. Состоятельность оценок наибольшего правдоподобия (выборка, одномерный параметр).

44. Асимптотическая нормальность оценок наибольшего правдоподобия (выборки из регулярных  семейств распределений).

45. Устойчивость оценок, функции влияния, примеры.

46. М- оценки и их функции влияния.

47. Асимптотические свойства оценок -    эвристический вывод с помощью функций влияния.
48. Критерий согласия К.Пирсона для простой гипотезы; теорема К.Пирсона.

49. Критерии типа Пирсона – Фишера для сложных гипотез (без доказательства). Проверка гипотезы о независимости признаков по таблице сопряженности.

Литература
1. Ивченко Г.И., Медведев Ю.И. Математическая статистика. – М.: Высшая школа, 1992.

2. Ширяев А.Н. Вероятность. – М.: Наука, 1989.

3. Бикел П., Доксам К. Математическая статистика. Выпуски 1 и 2. – М.: Финансы и статистика, 1983.

4. Чибисов Д.М., Пагурова В.И. Задачи по математической статистике. – М.: изд-во МГУ, 1990.

5. Беляев Ю.К., Носко В.П. Основные понятия и задачи математической статистики. – М.: изд-во МГУ, 1998.

6. Тюрин Ю.Н. Записки лекций. 2003.
ОСНОВНЫЕ КУРСЫ. МЕХАНИКА.

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Лектор: профессор Тутубалин В.Н.
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 4 курса мехмата, "механика", 7 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 120 человек
Программа на 2002/2003 учебный год

1. Дискретное пространство элементарных событий. Операции над событиями. Условная вероятность. ((2(, стр. 9-12, 15-16, 18-20.)

2. Независимость. Прямое произведение вероятностных пространств. Испытания Бернулли. Теорема Пуассона. ((2(, стр. 23-26, 28-30.)

3. Случайные величины и их числовые характеристики. Независимость. Закон больших чисел в форме Чебышева. ((2(, стр. 30-33, 36, 28-30.)

4. Проверка статистических гипотез на заданном уровне значимости. Вероятности ошибок первого и второго рода. Привести пример их вычисления. ((2(, стр. 46-50.)  

5. Аксиоматика Колмогорова. Математическое ожидание случайной величины, распределение случайной величины и вычисление математического ожидания с помощью распределения случайной величины. ((2(, стр. 58-63, 67-70).

6. Функция распределения случайной величины. Плотность распределения и ее преобразование при замене переменной. Плотность суммы двух независимых случайных величин. ((2(, стр. 72-76, 89-90.)

7. Характеристические функции. Слабая сходимость. Центральная предельная теорема. Теорема Муавра-Лапласа.  ((2(, стр. 92, 96-97, 98-99, 100, 102-104, 108-109).

8. Выборка. Эмпирическая функция распределения. Критерий Колмогорова. Нормальный масштаб. Вариант применения критерия Колмогорова в случае, когда параметры определяются по выборке из нормального закона. ((2(, стр. 110-113, (3(, стр.318-322, 326-329).

9. Оценка математического ожидания и дисперсии по выборке. Доверительный интервал. Применение к методу Монте-Карло. Оценка вероятности по частоте. Проверка гипотез  о вероятности успеха и о математическом ожидании. ((2(, стр. 114-120.)

10. Общая линейная модель метода наименьших квадратов и примеры ее применения. Применение метода максимума правдоподобия. ((2(, стр. 120-124.)

11. Статистическое исследование решения, получаемого методом наименьших квадратов, с помощью распределений хи-квадрат (К.Пирсона), Стьюдента и Фишера. ((2(, стр. 124-129).

12. Сглаживание наблюдений многочленом. Определение степени многочлена. Частный случай многочлена первой степени (линейная регрессия). Проверка гипотезы о наличии связи между переменными в этом последнем случае. ((2(, стр. 129-132.)

13. Матрица ковариаций случайного вектора. Регрессионный анализ. Многомерное нормальное распределение. ((2(, стр. 146-153).

14. Мощность статистического критерия. Лемма Неймана-Пирсона в задаче различения двух простых гипотез. ((1(, стр. 199-201).

15. Общая задача оценки параметров по выборке. Неравенство Рао-Крамера-Фреше. ((1(, стр. 223-227).

Литература

1. Б.А.Севастьянов. Курс теории вероятностей и математической статистики. М., 1982.

2. В.Н.Тутубалин.  Теория вероятностей и случайных процессов. М., 1992.

3. Ю.Н.Тюрин, А.А.Макаров. Статистический анализ данных на компьютере. М., 1998.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

И СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ
Лектор: профессор Тутубалин В.Н.
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 4 курса мехмата, "механика", 8 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет, экзамен
Примерное число слушателей: 120 человек
Программа на  2001/2002 учебный год (весна)
1. Свойства оценок максимального правдоподобия (случай одного оцениваемого параметра). [1], стр. 229-232.

2. Теорема Колмогорова о продолжении меры. [2], стр.163-168.

3. Среднеквадратическая теория случайных процессов. [2], стр.169-175.

4. Определение стационарного и обобщенного стационарного случайного процесса. Спектральное разложение корреляционного функционала. [2], стр.175-186.

5. Спектральное разложение обобщенного стационарного случайного процесса. Винеровский процесс и белый шум. Обыкновенные дифференциальные уравнения со случайной правой частью.[2], стр.187-191, 193-199.

6. Условная вероятность относительно счетного разбиения. Общее определение условного математического ожидания по Колмогорову. Вычисление условного математического ожидания с помощью условной плотности. [2], стр.133-146.

7. Марковские цепи с конечным пространством состояний. Эргодическая теорема. [2], стр. 223- 230.

8. Пуассоновский процесс. Диффузионные случайные процессы и связанные с ними уравнения типа уравнения теплопроводности. [2], стр. 246-257.

9. Предельный переход от последовательности цепей Маркова к диффузионному случайному процессу. Доказательство центральной предельной теоремы для сумм независимых случайных величин этим методом. [2], стр.259-262.

Литература

1. Б.А.Севастьянов. Курс теории вероятностей и математической статистики.  М., 1982.

2. В.Н.Тутубалин. Теория вероятностей и случайных процессов. М., 1992.

ОСНОВНЫЕ КУРСЫ. ЭКОНОМИКА
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

Лектор: доцент Чепурин Е.В.

Статус курса: основной

Предназначен для студентов 3 курса экономического потока мехмата

Продолжительность: год

Форма отчетности: зачет, экзамен

Примерное число слушателей: 40 человек

Программа на 2003/2004 учебный год

Использование в экономике методов математической статистики для анализа подверженных случайной изменчивости количественных характеристик ее явлений, насчитывает не одну сотню лет. Развитие информационных и компьютерных технологий является фактором интенсификации использования статистических методов в экономике.

Цель курса – научить использованию методов математической статистики

а) для обоснованного выбора математической статистической модели явлений экономической сферы;

б) для оценки параметров выбранной статистической модели;

в) для прогнозирования количественных значений характеристик явлений, на основе анализа сопутствующих явлению реальных статистических данных.


В теоретической части курса принципы, понятия и фундаментальные результаты теории статистического вывода излагаются, в основном, безотносительно к предметной природе статистических данных. В приложениях, однако, учет специфики конкретного характера данных и их достоверности во многом предопределяет адекватность выбора статистической модели и успех последующего анализа. Эти аспекты статистического анализа данных больше представлены в компьютерном «Статистическом практикуме», а также в курсах «Эконометрика», «Актуарная математика», «Финансовая математика», «Математические модели инвестиций», «Финансово-экономическое управление».


Для закрепления материала курса «Математическая статистика» в течение учебного года проводятся семинарские занятия. Студентам предлагается выполнить также 4 индивидуальных домашних контрольных задания.

1. Вводные понятия.


Статистическая модель: параметрическая, непараметрическая, байесовская. Планы испытаний.  Статистики. Основные виды статистического вывода: точечное и доверительное множественное оценивание, проверка гипотез. Решающие функции, функция потерь и функция риска. Оптимальные и минимаксные процедуры. Независимая выборка, эмпирическая функция распределения и выборочные характеристики, оптимальность среднего арифметического в классе линейных несмещенных оценок. Статистика Колмогорова в задаче проверки гипотезы и построения доверительной полосы для функции распределения. Достаточные статистики. Теорема факторизации. Минимальные достаточные статистики. Полнота. Теорема Басу о независимости статистик.

2. Теория точечного оценивания.


Методы получения точечных оценок: максимального правдоподобия, моментов, квантилей, подстановок. Несмещенные оценки и методы их построения. Теорема Блекуэлла-Рао-Колмогорова. Оптимальность несмещенной оценки при выпуклой вниз функции потерь. Информационные функции Фишера и Бхаттачария. Эллипсоид рассеяния. Обобщенная дисперсия. Неравенство Крамера-Рао-Вольфовица. Система границ Бхаттачария. Эффективность оценок. Состоятельность и асимптотическая нормальность оценок. Теорема Гливенко-Кантелли. Оценки плотностей распределения. Информационная функция Кульбака-Лейблера. Состоятельность и асимптотическая нормальность оценок максимума правдоподобия. Поправки Ле-Кама. Асимптотическая эффективность по Леману и Бахадуру. Асимптотическая нормальность подстановочных оценок. Эквивариантные оценки параметров сдвига и масштаба. Проблема робастного оценивания. Хьюберовское “загрязнение”. M, L и R - оценки.

3. Доверительное оценивание.


Центральная функция. Метод Клопера-Пирсона. Доверительное оценивание функций. Доверительное оценивание на базе асимптотически нормальных статистик. Преобразования, стабилизирующие дисперсии. Связь между процедурами доверительного оценивания и проверки гипотез. Доверительное оценивание при мешающих параметрах. Инвариантное доверительное оценивание. Оценивание будущих наблюдений.

4. Проверка гипотез.


Гипотезы простые и сложные. Статистика критерия. Критическая область. Функция  критерия. Ошибки 1-го и 2-го рода. Функция мощности. Равномерно наиболее мощные критерии. Рандомизированные критерии. Критерии отношения правдоподобий и их связь с достаточными статистиками. Лемма Неймана-Пирсона. Равномерно наиболее  мощные критерии.  Распределения  с монотонным отношением правдоподобий. Теорема об экспоненциальном убывании ошибки второго рода. Критерий отношения правдоподобий для сближающихся гипотез. Локальная мощность. Критерии значимости для сложных гипотез. Наблюденный уровень значимости. Критерий отношения   правдоподобий  для   проверки  сложных гипотез. Критерий хи-квадрат для  проверки  сложных  полиноминальных гипотез. Критерий хи-квадрат  для   проверки гипотезы о типе распределения. Мешающие параметры. Несмещенные критерии. Инвариантные критерии.

5. Байесовские модели.


Байесовская статистическая модель. Априорные и апостериорные плотность,  риски. Сопряженные распределения. Байесовская оценка при квадратическом риске. Байесовская достаточность. Асимптотическое поведение обобщенной байесовской оценки. Эмпирические байесовские процедуры. Теория достоверности в задачах страхования.

6. Линейные модели.


Линейная модель. Свойства о.н.к. ее параметров. Теорема Гаусса-Маркова. Гауссовская линейная модель. Свойства о.н.к. ее параметров. Доверительный эллипсоид для параметров гауссовской  линейной модели. Доверительные  границы  для  линейной функции параметров гауссовской линейной модели. Регрессионный анализ и планирование регрессионных экспериментов. Дисперсионный анализ (однофакторный и многофакторный).

7. Непараметрические методы.


Критерии перестановок и ранговые критерии. Критерий Вилкоксона. Доверительные  интервалы Вилкоксона-Манна-Уитни для параметра сдвига в проблеме двух выборок.  Коэффициенты ранговой корреляции Спирмена и Кендалла. Критерии рандомизации.

8. Многомерная статистика.


Статистические выводы для гауссовских моделей. Оценка максимума правдоподобия для вектора средних и ковариационной матрицы. Статистика Хотеллинга. Многомерная проблема Беренса-Фишера. Классификация наблюдений. Главные компоненты. Факторный анализ. Канонические корреляции. Кластер анализ. Многомерная задача Колмогорова-Смирнова. Статистические выводы для модели Маршалла-Олкина.

9. Компьютерные методы.


Программное обеспечение статистического анализа. Пошаговые процедуры. Метод статистического моделирования. Бутстреп и методы перевыборок. Метод достаточного эмпирического усреднения. Графические методы.

ЛИТЕРАТУРА

1. Андерсон Т. Введение в многомерный статистический анализ. М., ГИФМЛ. 1963.

2. Айвазян С.А., Енюков И.С., Мешалкин А.Д. Прикладная статистика. М., Финансы  и статистика, т. 1, 1983, т. 2, 1985.

3. Афифи А., Эйзен С. Статистический анализ. Подход с использованием ЭВМ. М., Мир, 1982.

4. Беляев Ю.К., Чепурин Е.В. Основы математической статистики, часть 1-3. М., МГУ, 1982-1983.

5. Бикел П. , Доксам К. Математическая статистика, М., Финансы и статистика, 1983.

6. Болч Б., Хуань К. Дж. Многомерные статистические методы для экономики. М., Статистика, 1979.

7. Большев Л.Н., Смирнов Н.В. Таблицы математической статистики, М., Наука, 1968.

8. Боровков А.А. Математическая статистика: Оценка параметров. Проверка гипотез. М., Наука, 1984.

9. Воинов В.Г., Никулин М.С. Несмещенные оценки и их применения. М., Наука, 1989.

10. Дрейпер Н., Смит Г. Прикладной регрессионный анализ. Книга 1,2. М., Финансы и статистика, 1986. 

11. Закс Ш. Теория статистических выводов. М., Мир, 1975.

12. Ивченко Г.И., Медведев Ю.И. Математическая статистика. М., Высшая  школа, 1984.

13. Кендалл М., Стьюарт А. Многомерный статистический анализ и временные ряды. М., Наука, 1976. 

14. Кендалл М., Стьюарт А. Статистические выводы и связи. М., Наука, 1973.

15. Кокс Д. , Хинкли Д., Задачи по теоретической  статистике с решениями. М., Мир, 1981.
16. Кокс Д. , Хинкли Д., Теоретическая  статистика. М., Мир, 1978.

17. Крамер Г. Математические методы статистики. М., Мир. 1975.

18. Леман Э.  Проверка статистических гипотез. М., Наука, 1979.

19. Леман Э. Теория точечного оценивания. М., Наука, 1991.

20. Рао С.Р. Линейные статистические методы и их применение. М., Наука, 1968. 

21. Пагурова В.И.,  Чибисов Д.М. Задачник по математической статистике. М., МГУ, 1990.

22. Питмен Э. Основы теории статистических выводов. М., Мир, 1986.

23. Харин Ю.С., Степанова М.Д. Практикум на ЭВМ по математической статистике. Минск, Университетское, 1987.

24. Холлендер М., Вульф Д.А. Непараметрические  методы статистики. М., Финансы и статистика, 1983.

25. Эфрон Б. Нетрадиционные методы многомерного статистического анализа. М., Финансы и статистика, 1988.

26.Сербер Дж. Линейный регрессионный анализ. М., Мир, 1980.

АКТУАРНАЯ МАТЕМАТИКА

Лектор: доцент Гнеденко Д.Б.
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 3 курса мехмата (эконом. поток), 5 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет

Примерное число слушателей: 20-40 человек
Программа на  2003/2004 учебный год
     Лекция 1.

     Цель страхования. Краткая история страхования. Сравнение работы страховых компаний и банков с точки зрения их финансовой деятельности. Страхование жизни и страхование не жизни. Краткосрочное и долгосрочное страхование. Остаточное время жизни. Функция выживания. Вероятность выживания и вероятность смерти. Мгновенная интенсивность смертности. Модели смертности.

     Лекция 2.

     Среднее (ожидаемое) число доживших от возраста (х) до возраста (x + t). Средняя продолжительность остаточного времени жизни. Построение доверительного интервала для вероятности смерти в течение года. Кривая смертности. Таблицы смертности (полные, неполные, селективные).

     Лекция 3.

     Распределение целой части остаточного времени жизни. Распределение дробной части остаточного времени жизни при определенных предположениях о характере смертности (линейная модель, постоянство интенсивности смертности, модель Балдуччи).

     Лекции 4-5.

     Положения из области вычислений по долгосрочным финансовым операциям. Дисконтированные платежи. Обязательства страховщика и страхователя. Принцип эквивалентности. Нетто-премия и брутто-премия в страховании жизни. Вычисление одноразовых нетто-премий для некоторых типов страхования жизни.

     Лекция 6.

     Финансовые ренты. Страховые ренты (аннуитеты). Единовременная нетто-ставка для различных типов аннуитетов.

     Лекция 8.

     Периодическая нетто-ставка. Убыток страховщика. Расчет периодических нетто-ставок для некоторых типов страхования жизни.

     Лекция 9.

     Природа резервов в страховании жизни. Проспективный резерв нетто-премий. Расчет проспективных резервов для некоторых типов страхования жизни. Рекуррентная формула. Коммутационные числа.

     Лекция 10.

     Одна модель страхования банковских кредитов на случай естественной смерти заемщика. Решение задач на выше рассмотренные темы.

     Лекция 11.

     Страхование не жизни. Страховая сумма. Страховое возмещение. Принцип определения страховых премий. Структура премии. Прагматические принципы расчета риск-премии. Модели индивидуального и коллективного риска. Математическое ожидание и дисперсия общей выплаты страховщика в модели коллективного риска.       

     Лекция 12.

     Распределения числа страховых случаев. Смешанное пуассоновское распределение.

     Лекция 13.

     Одна модель системы Bonus-Malus.

     Лекция 14.

     Распределения потерь. Смешанные распределения.

     Лекция 15.

     Перестрахование. Типы перестрахования. Пропорциональное перестрахование. Вероятность разорения страховщика. Договор эксцедента убытка. Величина средней выплаты страховщика при наличии договора эксцедента убытка. Распределение сумм выплачиваемых перестраховщиком. Случаи распределений показательного и Парето. Величина средней выплаты страховщика в случае логнормального распределения. Вероятность разорения страховщика при наличии договора эксцедента убытка. Безусловная франшиза.

     Лекция 16.

     Резервы в страховании не жизни.

     Задача разорения. Неравенство Лундберга. Теорема Феллера. Вероятность разорения на бесконечном интервале в случае показательного распределения потерь.    

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ИНВЕСТИЦИЙ
Лектор: доцент Жуленев С.В.
Статус курса: основной

Предназначен для студентов 4 курса эконом. потока мехмата, 7 семестр
Продолжительность: полгода

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 50 человек

Курс читается с 1998 года

Программа на 2002/2003 учебный год (осень)
I. Различные понятия портфельной теории Марковица

1. Пример конкретного портфеля ценных бумаг (ЦБ).

2. Меры доходности и риска. Диверсификация.

3. Эффективное множество. Кривые безразличия. Оптимальный портфель.

4. Короткие продажи. Безрисковый портфель.

5. Безрисковое кредитование и заимствование.

6. Рыночная модель.


а. Определение. Связь риска отдельного актива с рыночным 
  
    индексом.


б. Портфель. Расчет его оценок (характеристик).

в. Типы риска. Влияние диверсификации на них.


г. Бэта-коэффициент. Два подхода к его получению.

7. Рыночные индексы. Методы расчета и общие данные об основных индексах.

8. Пять типов ЦБ - исторические данные. Рыночный портфель.

9. Поиск оптимального портфеля на конкретном примере с тремя активами.

II. Представление портфелей на критериальной плоскости

1. Что такое портфель? Классы допустимых портфелей. 

2. Оценки (управляющие параметры) портфеля. Два типа критериальной     плоскости.

3. Модель Блэка. Два актива, два риска, три конкретные значения (.

4. Модель Марковица. 


а. Два актива, два риска, неизвестное (.

б. Два актива. Вырожденные случаи.

в. Три актива, два риска, (m,() фиксированы.

5. Модель Блэка. Общий случай, два риска,  (m,() фиксированы.


а. Определение портфеля с минимальным риском. 

б. Поиск минимального риска при заданной доходности.

в. Роль вышеуказанных задач в поиске эффективного множества.

III. Модели оценки стоимости финансовых активов

1. Основная и простейшая версия CAPM.


а. Две группы предположений, лежащих в основе модели.

б. Некоторые следствия. Теорема разделения. 

в. Рыночные линии CML и SML (три типа).

г. Три варианта практического использования SML.

д. Оценка стоимости ЦБ с помощью SML. Пример.

2. Модификация CAPM при отсутствии безрискового актива (CAPM0).

а. Три свойства эффективных портфелей (основные положения 
  
    модели).


б. Рыночная линия SMLz. Ее вывод. 


в. Обоснование существования СП и 3-го свойства, т.е. получение 
     выражения для ожидаемой доходности любого актива.

3. Многофакторная модель APT.


а. Определение и объяснение подхода. 


б. Пример практического использования модели.

 IV. Оценка стоимости ценных бумаг с учетом ПН и НДС

1. Доходность за период до погашения. Три варианта обязательств. 

2. Формула Макэхама. Качественная интерпретация.

3. Влияние срока погашения на доходность.

4. Учет НДС при определении доходности.

V. Два подхода к получению справедливой цены опциона.

1. Евро-колл. Определение и общие соображения.

2. Логнормальная модель. Формула Блэка-Шоулса.
3. Биномиальная модель и цена. Некоторые полезные соображения.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДЕМОГРАФИИ
Лектор: к.ф.-м.н. Лебедев А.В.

Статус курса: основной

Предназначен для студентов 5 курса эконом. потока мехмата, 10 семестр
Продолжительность: полгода

Форма отчетности: зачет

Примерное число слушателей: 20-40 человек 

Курс читается с 2003/2004 учебного года (НОВЫЙ)

Программа на 2003/2004 учебный год (осень).

Цель: ознакомить студентов с основными математическими моделями демографии (как приложениями ряда ранее изученных математических дисциплин),  с обзором реальной проблематики в данной сфере.

1. Предмет и основные понятия демографии. Модели Мальтуса и Фибоначчи.

2. Модели роста населения Земли в целом. Демографический переход.

Особенности демографической ситуации в России. Переписи населения.

3. Смертность. Средняя продолжительность предстоящей жизни и

суммарная продолжительность. Модель Мейкхама-Гомпертца.

4. Рождаемость. Модели возрастной фертильности. Коэффициенты

рождаемости. Средний возраст матерей. Вероятность вымирания. 

5. Модели движения активного населения. Структура населения.

6. Модели естественного движения населения. Условие роста.

Стабильное и стационарное население. Возрастная пирамида.

Средний возраст населения. Демографическое "эхо".

7. Общие модели движения населения. Показатель роста популяции. 

Влияние миграции.

8. Объединение и расщепление групп. Ведущий вектор. Условие сводимости.

9. Регулирование движения населения. Достижимость и допустимость.

10. Мотивация движения населения. Функции предпочтения. Коэффициенты групповой привлекательности.

11. Социально-экономическая дифференциация населения. Коэффициенты 

фондов и Джини. Кривая Лоренца. Уровень и показатели бедности.

ЛИТЕРАТУРА

1.  Староверов О.В. Азы математической демографии. М.: Наука, 1997.

2.  Староверов О.В., Котельникова С.Н. Моделирование 

социально-экономических процессов. М.: МГИЭМ, 2001.

3.  Капица С.П. Общая теория роста человечества. Сколько людей жило,

живет и будет жить на Земле. М.: Наука, 1999.

4. Система знаний о народонаселении. М.: Высшая школа, 1991.
ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Лектор: профессор Фалин Г.И.
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 5 курса экономического потока мехмата, 

9 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 40 человек
Курс читается с 1996/1997 учебного года
Программа на 2002/2003 учебный год, обновлена
1. Линейное программирование

Типичные задачи. Графический метод. Анализ чувствительности. Симплекс-метод. Использование компьютерных программ.

2. Календарное планирование программ сетевыми методами

Сетевое представление программ (события и операции). Расчет сетевой модели. Прямой проход, обратный проход, критический путь, определение резервов времени (полный резерв, свободный резерв). Построение календарного графика и распределение ресурсов.

3. Динамическое программирование

Задача об оптимальном маршруте. Принцип оптимальности Беллмана. Общая схема задач, решаемых методом динамического программирования. Задачи распределения ресурса, решаемые методом динамического программирования. Отличие от задач линейного программирования.  Динамические модели управления запасами. Скользящее планирование. Чувствительность модели к изменению длительности планового периода и начального уровня запасов. Стохастическое динамическое программирование. Задача об оптимальном плане выпуска продукции. Задача об оптимальной стратегии инвестирования. 
4. Методы прогнозирования

Скользящее среднее, экспоненциальное сглаживание, регрессионный анализ.

5. Детерминированные модели управления запасами
Задача экономичного размера заказа. Учет разрыва цен. Многопродуктовая модель. Учет затрат на оформление заказа.
6. Имитационное моделирование

Датчики случайных чисел. Моделирование дискретных и непрерывных случайных величин. Оценка точности результатов моделирования.  Применение имитационного моделирования для анализа основных моделей функционирования страховой компании (модели индивидуального риска, модели коллективного риска, динамической модели разорения). Сравнение с аналитическими результатами. Примеры программ на языке Турбо Паскаль. 
7. Теория массового обслуживания
1) Экспоненциальное распределение и его свойства. Марковские процессы со счетным фазовым пространством. Уравнения Колмогорова. Системы M|M|( и M|M|1|0. Число требований в системе как марковский процесс. Уравнения Колмогорова для нестационарного распределения числа требований в системе. Их решение. Стационарный режим. Достаточные условия эргодичности марковских процессов, основанные на теории функций Ляпунова. Процессы рождения и гибели. Условия эргодичности. Явные формулы для стационарного распределения. 

2) Многоканальная модель Эрланга. Формула Эрланга, рекуррентное соотношение, интегральное представление, предельная теорема при большом числе каналов. Многоканальная система с ожиданием. Длина очереди и время ожидания. Сеть Джексона. Приоритетные модели обслуживания. Основные виды приоритетов. Система типа (M1,M2)|M|c|((,()  с относительным приоритетом в стационарном режиме.

3) Полумарковские модели. Система M|G|1|( с дисциплиной FIFO. Метод дополнительной переменной. Метод вложенных цепей Маркова. Формула Поллачека-Хинчина. Одноканальная система с повторными вызовами. Совместное распределение состояния канала и длины очереди.

4) Система GI|GI|(. Рекуррентные формулы для процесса обслуживания. Теоремы о сходимости к стационарным процессам. Оценка скорости сходимости. Уравнения для стационарного распределения числа занятых каналов. Система M|GI|(. Вывод распределения числа занятых каналов с помощью свойств пуассоновского процесса. Формула Литтла и ее варианты.
Литература

1. Х. Таха. Введение в исследование операций, 6-е издание. М.: Вильямс, 2001.

2. В.Ф. Матвеев, В.Г. Ушаков. Системы массового обслуживания. Изд-во МГУ, 1984.

3. А.А. Боровков. Вероятностные процессы в теории массового обслуживания. М., Наука, 1971.

4. Фалин Г.И. Математический анализ рисков в страховании. Российский юридический издательский дом, 1994.

ОСНОВНЫЕ КУРСЫ. ВЕЧЕРНЕЕ ОТДЕЛЕНИЕ (МАТЕМАТИКА) 
ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Лектор: профессор Виноградов О.П.
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 3 курса инженерного потока (ранее – также и военного), 6 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 15 человек
Программа на 2002/2003 учебный год (весна), обновлена.
1. События, операции над событиями. Вероятность в дискретных пространствах элементарных событий. Классическая вероятность.
[4, с.31-41]

2. Теорема сложения вероятностей. Задача о совпадении. [4, с.41-43, 117-120]

3. Условная вероятность. Независимость событий. Формула полной вероятности. Формула Байеса. [4, с.132-134, 145-146, 142-143]

4. Последовательность независимых испытаний. Испытания Бернулли. Полиномиальная схема. [4, с.146-150, 163-168, 184-185]

5. Теорема Пуассона. Предельная теорема Муавра — Лапласа (без док-ва). [5, с.61-69]

6. Задача о разорении. [4, с.356-361]

7. Случайные величины в дискретном пространстве элементарных событий. Распределение случайных величин. [4, с.226-235]

8. Математическое ожидание - определение и свойства. [3, с.21-23]

9. Дисперсия, ковариация, коэффициент корреляции, моменты - определения и свойства. [3, с.26-31], [5, с.114-116]

10. Вычисление математического ожидания и дисперсии числа совпадений задаче о совпадениях. [4, с.238, 246-247]

11. Производящие функции - определение и свойства, примеры производящих функций. [4, с.278-283]

12. Простейший ветвящийся процесс. [4, с.300-301, 308-312]

13. Теорема непрерывности производящих функций. Доказательство теоремы Пуассона методом производящей функции. [4, с.293-296]

14. Определение вероятности в произвольном пространстве элементарных событий. Аксиоматика Колмогорова. Аксиомы теории вероятностей и их следствия. [1, с.27-32, 34-35]

15. Случайные величины. Функции распределения и их свойства. [1, с.44-53]

16. Плотность распределения и ее свойства. Нормальное распределение. Свойство показательного распределения. [5, с.80-84], [1, с.79]

17. Многомерные функции распределения и плотность. Определения и свойства. Независимость случайных величин. [5, с.84-91]

18. Многомерное нормальное распределение. [6, с.83-85]

19. Распределение функций от случайных величин. Формула свертки. 
[2, с.135-138]

20. Характеристические функции - определение и основные свойства. 
[1, с.125-132]

21. Характеристическая функция нормального распределения. Распределение хи-квадрат. [1, с.150-153]

22. Центральная предельная теорема. Интегральная теорема как следствие центральной предельной теоремы. Доказательство центральной предельной теоремы в случае одинаково распределенных слагаемых. Теорема Хинчина. [1, с.160-162]

23. Закон больших чисел. Неравенство Чебышева. Теорема Чебышева. Теорема Бернулли. [2, с.184-191]

24. Процесс Пуассона. [2, с.294-300]

Литература

1. Боровков А.А. Теория вероятностей, 1978.

2. Гнеденко Б.В. Курс теории вероятностей, 1988.

3. Тутубалин В.Н. Теория вероятностей, 1972.

4. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. Т.1, 1984.

5. Чистяков В.П. Курс теории вероятностей, 1982.

6. Коваленко И.Н., Гнеденко Б.В. Теория вероятностей, 1990. 

ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Лектор: к.ф.-м.н. Лебедев А.В.
Статус курса: основной

Предназначен для студентов 2 курса военного потока, 4 семестр
Продолжительность: полгода

Форма отчетности: зачет, экзамен
Примерное число слушателей: 5 человек
Курс читается с 2000/2001 учебного года. 

Программа на 2000/2001 учебный год (весна). 

Цель: ознакомить студентов с основными разделами исследования операций (теория игр, теория массового обслуживание, управление запасами), соответствующими моделями, задачами и результатами.

Курс прекращен в связи с закрытием военного потока.

1. Характеристики и классификация систем массового обслуживания.

2. Эргодичность и стационарный режим. Формулы Литтла.

3. Системы M|M|n|0 и M|M|(.

4. Системы M|M|1 и M|M|n. Системы с приоритетами.

5. Замкнутая система с конечным числом источников (задача о наладке станков бригадой рабочих).

6. Марковские системы. Процессы рождения и гибели, их применение.

7. Система M|G|1. Коэффициент вариации. Формулы Поллачека-Хинчина. Уравнения Линдли и Винера-Хопфа. Система M|G|1 с приоритетами.

8. Система G|G|1. Оценки для средней длины очереди. 

9. Оценки для систем M|G|n и G|G|n.

10. Классификация и основные понятия теории игр.

11. Решение игр 2 ( 2, 2 ( n, m ( 2.
12. Методы упрощения игры. Доминирование. Использование симметрии.

13. Итерационный метод Брауна-Робинсон.

14. Теорема фон Неймана. Решение задачи линейного программирования.

15. Многошаговые игры. Задача инспектирования.

16. Игры с природой. Критерии Вальда, Сэвиджа и Гурвица.

17. Игры на квадрате. Решения как вероятностные распределения. 

Существование решения для непрерывного ядра. Использование выпуклости и вогнутости. Задача о подводной лодке. Игры с выбором момента времени: шумная и бесшумная дуэли.

18. Биматричные игры. Ситуации равновесия. Кооперативные игры.

Анализ игры на плоскости выигрышей. Решение по Нэшу. Решение угроз.

19. Коалиционные игры. Дележи и доминирование. Ядро. НМ-решения. Вектор Шепли.

20. Детерминированная модель управления запасами. Формула Уилсона.

21. Классическая модель со случайным спросом в статической постановке.

Оптимальная и квазиоптимальная стратегии. 

22. Классическая модель со случайным спросом в динамической постановке.

23. Модели с дисконтированием. 

Литература

1.  Вагнер Г. Основы исследования операций. Т.3. М.: Мир, 1973.

2.  Вентцель Е.С. Исследование операций: задачи, принципы,

методология. М.: Наука, 1980.

3.  Гнеденко Б.В., Коваленко И.Н. Введение в теорию массового

обслуживания. М.: Наука, 1987.

4.  Карлин С. Математические методы в теории игр, программировании

и экономике. М.: Мир, 1964.

5.  Оуэн Г. Теория игр. М.: Мир, 1971.

6. Экономико-математические методы и прикладные модели. М.: ЮНИТИ, 1999. 
КУРСЫ ДЛЯ ДРУГИХ ФАКУЛЬТЕТОВ
Химический факультет

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Лектор: доцент Гладков Б.В.
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 2 курса химического факультета
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен (осень), зачет с оценкой (весна)
Примерное число слушателей: 200 (осень), 40 (весна)
Курс читается с 2001/2002 учебного года

Программа на 2003/2004 учебный год

1. Правило умножения и правило сложения комбинаторики. Выборки из генеральной совокупности. Выборки упорядоченные и неупорядоченные, с возвращением и без возвращения. Размещения частиц (различимых и неразличимых) по различимым неупорядоченным ячейкам (с запретом и без запрета). Подсчет их количества.

2. Множество. Подмножество. Множество всех подмножеств. Операции над множествами и их свойства.  Примеры.

3. Отображения множеств.  Образ и прообраз. Полный прообраз. Эквивалентность множеств. Счетные и континуальные множества. Примеры. Алгебра и сигма-алгебра множеств. Примеры.

4. Разбиение множества. Число разбиений конечного множества на заданное число подмножеств с фиксированным числом элементов в каждом подмножестве.

5. Случайный эксперимент. Стохастическая устойчивость частот. Формализация вероятностной задачи. Вероятностное пространство. Дискретные и произвольные пространства элементарных исходов (ПЭИ). Примеры. Случайные события. Операции над событиями. Связь вероятностной терминологии с теоретико-множественной терминологией. Алгебра и сигма-алгебра событий. Примеры.

6. Вероятность (вероятностная мера) в дискретном ПЭИ. Аксиомы. Примеры задания вероятности в дискретном ПЭИ. Классическое определение вероятности. Теорема сложения и ее обобщения. Примеры.

7. Произвольное ПЭИ. Вероятность (вероятностная мера) в произвольном ПЭИ. Аксиомы теории вероятностей. Аксиома непрерывности. Геометрические вероятности. Вероятностное пространство. Свойства вероятности, вытекающие из аксиом.

8. Условные вероятности. Теорема умножения. Независимость событий. Независимость событий в совокупности. Пример С.Н.Бернштейна. Формула полной вероятности. Формула Байеса. Примеры.

9. Последовательность независимых испытаний с двумя исходами (схема Бернулли). Вероятностное пространство для схемы Бернулли. Последовательность независимых испытаний с N (N > 2) исходами (полиномиальная схема).

10. Предельные теоремы в схеме Бернулли. Теорема Пуассона. Локальная предельная теорема Муавра (без док-ва). Интегральная предельная теорема Муавра-Лапласа (без док-ва). Примеры применения теорем.

11. Сигма-алгебры числовых множеств на  R (борелевские алгебры).  Случайная величина  (определения). Функция  распределения. Распределение вероятностей. Свойства функции распределения (поведение в бесконечности и непрерывность слева - без док-ва).  Индуцированное вероятностное пространство.

12. Дискретные случайные величины (распределения). Функция распределения. Примеры: вырожденное, дискретное равномерное, бернуллиевское, биномиальное, пуассоновское, геометрическое, гипергеометрическое распределения; распределение Паскаля. Содержательный смысл указанных распределений. Предельные значения для гипергеометрических вероятностей.

13. Абсолютно непрерывные случайные величины (распределения). Функция распределения. Плотность распределения. Примеры: равномерное распределение на отрезке, нормальное распределение с параметрами (a,σ), стандартное нормальное распределение, показательное распределение (свойство отсутствия последействия), распределение Коши. Содержательный смысл указанных распределений.

14. Многомерные распределения. Функция распределения случайного вектора и ее свойства (без док-ва). Дискретные и абсолютно непрерывные многомерные распределения. Плотность распределения. Примеры: равномерное распределение в области на плоскости, двумерное нормальное распределение, дискретное распределение на конечном множестве точек плоскости. Связь маргинальных (одномерных) распределений с совместным распределением. Примеры. Условные распределения.

15. Независимость случайных величин (определения). Необходимые и достаточные условия независимости дискретных и абсолютно непрерывных случайных величин (без док-ва).

16. Функции (борелевские) от случайных величин. Преобразование n-мерного случайного вектора в m-мерный. Пример: нахождение плотности распределения квадрата нормальной стандартной случайной величины (распределение хи-квадрат с одной степенью свободы). Формула композиции (свертка). Распределение суммы двух независимых нормально распределенных случайных величин. Пример: нахождение плотности суммы двух независимых случайных величин, одна из которых имеет равномерное распределение на отрезке [-0,5h; 0,5h], h>0, а другая - нормальное распределение с параметрами (0, σ).

17. Числовые характеристики случайных величин. Математическое ожидание. Формулы для вычисления математического ожидания функций от случайных величин. Свойства математического ожидания. Вычисление математического ожидания биномиальной и гипергеометрической случайных величин с помощью их представления в виде сумм бернуллиевских случайных величин. Дисперсия, ковариация, коэффициент корреляции. Их свойства. Дисперсия линейной комбинации n произвольных случайных величин. Примеры. Связь между независимостью и некоррелированностью. Примеры. Условное математическое ожидание. Формула для вычисления полного математического ожидания.

18. Неравенства Маркова и Чебышева. Примеры применения неравенства Чебышева: оценка вероятности успеха в схеме Бернулли по частоте, оценка доли брака в партии изделий по доле брака в контрольной выборке. Сходимость по вероятности. Закон больших чисел. Теорема Маркова (достаточное условие применимости закона больших чисел). Теоремы Чебышева и Бернулли. Примеры.

19. Сходимость по распределению (слабая сходимость). Центральная предельная теорема (различные достаточные условия выполнения теоремы - без док-ва). Примеры применения. Понятие асимптотической нормальности. Интегральная предельная теорема Муавра-Лапласа как частный случай центральной предельной теоремы.

20. Теорема Слуцкого и теорема о сходимости  (без док-ва).

21. Элементы математической статистики:  выборка из распределения F(x);  эмпирическая  функция распределения;  характеристики выборочных распределений;  оценка (статистика);  несмещенность  и состоятельность  оценок;  методы  получения оценок;  приближенные доверительные интервалы для вероятности успеха в схеме  Бернулли; распределения хи-квадрат и Стьюдента; критерии согласия (хи-квадрат и Колмогорова); точные выборочные распределения, точные доверительные интервалы для параметров нормального распределения; различение гипотез, критерий Неймана-Пирсона; задачи регрессии, метод наименьших квадратов.

Литература
1. Гнеденко Б.В. Курс теории вероятностей, М.: Наука, 1969.

2. Чистяков В.П. Курс теории вероятностей, М.: Агар, 1996. 
Расписание: 

Осенний семестр - курс "Теория вероятностей"
для 10 групп (201 - 207, 209, 210 и 213) - 200 чел.

72 часа (18 недель):

лекции - 2 часа в неделю, 
упражнения - 2 часа в неделю. Экзамен.

Весенний семестр - курс "Теория вероятностей" 
для 2 групп (211 и 212) - до 40 чел.

48 часов (16 недель):

лекции + упражнения - 3 часа в неделю. 
Зачет с оценкой.
Примечание. Ввиду меньшего количества аудиторных часов в весеннем семестре некоторые темы программы в курсе, читаемом для групп 211 и 212, могут быть опущены.
Факультет наук о материалах
ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

Лектор: доцент Манита А.Д.
Статус курса: основной

Предназначен для студентов 3 курса ф-та наук о материалах, 3 семестр

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: зачет, экзамен

Примерное число слушателей: 30 человек

Курс читается с 1995 года.

Программа на 2003/2004 учебный год.

Курс является составной частью математического цикла и читается в 3-м семестре (осенний семестр второго года обучения). Он предполагает хорошую подготовку студентов в базовых математических дисциплинах (главным образом, в анализе и линейной алгебре). Вместе с тем, курс служит отправной базой для освоения студентами вероятностных подходов, широко используемых в последующих нематематических естественнонаучных специальных курсах. 
Цели курса -- заложить основы современной вероятностной интуиции, обучить общим подходам и навыкам статистической обработки данных, подготовить студентов к решению других более специальных практических вероятностно-статистических задач, которые могут возникнуть у них в процессе дальнейшего образования и практической деятельности.

Занятия по этому курсу ведутся в течение 54 часов.

На лекции отводится 28 часов, на практические занятия 26 часов.

1. СОБЫТИЯ и их ВЕРОЯТНОСТИ (7 часов - 3 лекц. ч., 4 сем. ч.)

Введение в предмет, значение вероятностных и статистических методов

для обработки результатов экспериментов в естественнонаучных областях знаний. Дискретное вероятностное пространство. Классическое определение вероятностей. События. Операции над событиями. Вероятности событий, их простейшие свойства. Формула для вероятности объединения конечного числа событий. Условные вероятности. Формула произведения. Разбиение вероятностного пространства. Формулы полной вероятности и Байеса. Определение независимости событий.

2. ПОНЯТИЕ о СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЕ и ее РАСПРЕДЕЛЕНИИ

(8 часов - 4 лекц. ч., 4 сем. ч.)

Определение случайной величины (с.в.), заданной на дискретном вероятностном пространстве. Распределение дискретной с.в. Индикаторы событий. Определение математического ожидания дискретной с.в. Формула для подсчета и общие свойства математического ожидания. Дисперсия и ее свойства. Независимость дискретных с.в. Утверждение о математическом ожидании произведения независимых с.в.

3. ЗАВИСИМЫЕ и НЕЗАВИСИМЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ (10 часов - 5 лекц. ч., 5 сем. ч.)

Ковариация. Некоррелированность. Коэффициент корреляции как мера

зависимости с.в. Соотношение между некоррелированностью и независимостью. Дисперсия суммы. Случай независимых слагаемых. Неравенства Чебышева. Закон больших чисел (ЗБЧ). Последовательность независимых испытаний Бернулли. Распределение числа успехов в серии из n независимых испытаний Бернулли, его среднее и дисперсия. Предельная теорема Муавра--Лапласа. Нормальное (гауссовское) распределение. Центральная предельная теорема (ЦПТ). Иллюстрация действия ЗБЧ и ЦПТ на примере случайного блуждания. Предельная теорема Пуассона. Пуассоновское распределение. Простейшая модель идеального газа.

4. РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОДНОЙ и НЕСКОЛЬКИХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН (8 часов - 3 лекц. ч., 5 сем.ч.)

Понятие об аксиоматике Колмогорова. Функция распределения с.в. Непрерывные и абсолютно непрерывные с.в. Плотность. Формулы для математического ожидания и дисперсии абсолютно непрерывной с.в. Совместная функция распределения нескольких с.в. Совместная плотность. Формула для подсчета вероятности попадания в область. Математическое ожидание функции от нескольких с.в. через совместную плотность. Вид совместной функции распределения и совместной плотности независимых с.в. Математическое ожидание произведения независимых с.в. Формула свертки.

5. ОЦЕНИВАНИЕ НЕИЗВЕСТНЫХ ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПО ВЫБОРКЕ (8 часов - 3 лекц. ч., 5 сем. ч.)

Выборка. Числовой пример из аналитической химии: анализ проб стали на содержание углерода и на разрыв. Эмпирическая функция распределения. Гистограмма. Выборочное среднее и выборочная дисперсия, их несмещенность. Понятие оценки параметров распределения. Несмещенность, состоятельность. Понятие эффективности оценок. Сравнение несмещенных оценок. Метод моментов для получения оценок

параметров. Пример выборки из нормального распределения. Состоятельность оценок полученных по методу моментов. Оценки наибольшего правдоподобия. Метод наименьших квадратов. Пример выборки из нормального распределения.

6. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЕ ИНТЕРВАЛЫ (6 часов - 2 лекц. ч., 4 сем. ч.)

Понятие доверительного интервала. Метод построения доверительных

интервалов. Распределения, связанные с нормальным: хи-квадрат,

распределение Стьюдента. Понятие квантили. Доверительные интервалы для среднего в случае выборки из нормального распределения с известной и неизвестной дисперсией. Доверительные интервалы для дисперсии в случае выборки из нормального распределения с известным и неизвестным средним. Числовая иллюстрация: применение к анализу проб стали.

7. СТАТИСТИЧЕСКИЕ ГИПОТЕЗЫ (7 часов - 3 лекц. ч., 4 сем.ч.)

Проверка гипотез. Критическое множество. Простые и сложные гипотезы. Ошибка 1-го рода. Теорема Пирсона. Непараметрический критерий согласия Пирсона. Понятие о проверке основной простой гипотезы при простой альтернативе. Ошибка 2-го рода. Критерий, основанный на отношении правдоподобия. Понятие о критериях согласия Колмогорова и Смирнова. Проверка нормальности при помощи вероятностной бумаги, иллюстрация на примере выборок проб стали.

Литература

1. Манита А.Д. Теория вероятностей и математическая статистика: Учебное пособие.  М.: Изд-во МГУ, 2001. 
2. Тутубалин В.Н. Теория вероятностей и случайных процессов. Основы

математического аппарата и прикладные аспекты. М.: Изд. МГУ, 1992.

3. Тюрин Ю.Н., Макаров А.А. Анализ данных на компьютере. М.: ИНФРА-М, Финансы и статистика, 1995.

4. Гнеденко Б.В. Курс теории вероятностей. 7-е изд. М.: УРСС, 2001.

5. Ширяев А.Н. Вероятность. М.: Наука, 1989. 

6. Мешалкин Л.Д. Сборник задач по теории вероятностей. М.: Изд. МГУ, 1963.

7. Зубков А.М., Севастьянов Б.А., Чистяков В.П. Сборник задач по теории вероятностей. М.: Наука, 1989.
Дополнительная литература

8. Колмогоров А.Н. Основные понятия теории вероятностей. ОНТИ, 1936. 

9. Крамер Г. Математические методы статистики. М.: Госиноиздат, 1948.

10. Дерфель К. Статистика в аналитической химии. М.: Мир, 1994.

11. Ван Кампен Н.Г. Стохастические процессы в физике и химии. 

М.: Высш. шк., 1990.

12. Налимов В.В. Применение математической статистики при анализе вещества. М.: Физматгиз, 1960. 
Социологический факультет

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

Лектор: доцент Гнеденко Д.Б.
Статус курса: основной 
Предназначен для студентов 1 и 2 курса ф-та социологии, 2-3 семестр
Продолжительность: год
Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 260 человек
Программа на 2003/2004 учебный год
Лекция 1. 

Необходимость изучения социологами теории вероятностей и математической статистики. Задача о работе морского грузового порта. Возможные социологические аспекты этой задачи (бюджет времени и др.). Невозможные, достоверные и случайные события. Элементарные исходы эксперимента. Равновозможность. Несовместность. Классическое определение вероятности.

Лекция 2.

Поле событий. "Задача ландскнехта" и задача проверки качества (элементы комбинаторики к этому времени рассмотрены на практических занятиях). Свойства вероятности. Статистическое и аксиоматическое определения вероятности.   

Лекция 3.

Формула сложения. Условная вероятность. Формула умножения. Формула полной вероятности. Задачи. 

Лекция 4.

Формулы Байеса. Смысл (назначение) этих формул. Задача. Схема испытаний Бернулли. Формула Бернулли. Случайная величина. Распределение случайной величины. Функция распределения.  

Лекция 5.

Биномиальное, пуассоновское и нормальное распределения. Свойства функции распределения. Плотность распределения. Свойства плотности.

Лекция 6.

Переход от среднего арифметического к математическому ожиданию. Определение и свойства. Нахождение математического ожидания для биномиального и нормального распределений. 

Лекция 7.

Дисперсия. Определение и свойства. Нахождение дисперсии для биномиального и нормального распределений. Мода, медиана, квантили, моменты. 

Лекция 8.

Подробный рассказ о нормальном распределении. Стандартное нормальное распределение. Оценка вероятности больших уклонений. Таблицы. Двумерная функция распределения. Свойства. Плотность. Независимость случайных величин.

Лекция 9.

Коэффициент корреляции. Свойства. Двумерное нормальное распределение. Распределения (2  и Стьюдента. Закон больших чисел. Неравенство Чебышева. 

Лекция 10.

Закон больших чисел в форме Чебышева. Случай одинаково распределенных случайных величин. Теорема Бернулли. Центральная предельная теорема. Формулировка для случая одинаково распределенных независимых слагаемых.

Лекция 11.

Интегральная теорема Муавра-Лапласа (формулировка). Задачи.

Лекция 12.

Когда применяются  методы математической статистики. Ее задачи. Генеральная и выборочная совокупности. Репрезентативность. Случайная и конкретная выборки. Вариационный ряд. Гистограмма. Пример. Что можно сказать по гистограмме о неизвестной функции распределения.

Лекция 13.

Выборочная (эмпирическая) функция распределения. Точечные оценки неизвестных параметров распределения. Несмещенность, состоятельность, эффективность. Понятие доверительного интервала. 

Лекция 14. 

Построение доверительного интервала (случай нормального распределения):

 а) для неизвестного математического ожидания при известной дисперсии;

 б) для неизвестной дисперсии при известном математическом ожидании;

 в) для неизвестного математического ожидания при неизвестной 
     дисперсии;

 Лекция 15. 

г) для неизвестной дисперсии при неизвестном математическом ожидании.

Построение доверительного интервала для неизвестной вероятности успеха в N испытаниях Бернулли.

Лекция 16.

Проверка статистических гипотез с помощью статистических критериев. Формулировка конкретной задачи. Построение общей модели. Ошибки первого и второго рода. Мощность критерия.

Лекция 17.

Критерий знаков. Условия применения (в частности, условия проведения эксперимента). Как осуществляется построение таблицы распределения критерия знаков. Решение задачи. 

Лекция 18.   

Знако-ранговый критерий. Задача. Критерий Манна-Уитни-Вилкоксона в форме Манна-Уитни. Задача. 

Лекция 19.

Критерий Манна-Уитни-Вилкоксона в форме Вилкоксона. Условия применения. Задача. Нормальные приближения для трех разобранных критериев. 

Лекция 20.

Построение доверительного интервала для величины сдвига между двумя выборками с помощью критерия  Манна-Уитни-Вилкоксона в форме Вилкоксона. Задача. 

Лекция 21.

Критерий Стьюдента (случаи одной и двух выборок). Задачи.  Построение доверительного интервала для разности средних двух нормальных совокупностей.

Лекция 22.

Критерий Фишера. Задача. Критерий (2 (проверка гипотезы о типе распределения). Задача.

Лекция 23.

Графический метод проверки нормальности распределения (нормальная бумага). Задача.

Лекция 24.

Шкалы измерений. Проверка наличия связи между признаками, измеренными в номинальной шкале. Задача.

Лекция 25.

Проверка наличия связи между признаками, измеренными в порядковой шкале. Коэффициенты ранговой корреляции. Задача.

Лекция 26.

Проверка наличия связи между признаками, измеренными в количественной шкале. Выборочный коэффициент корреляции. Преобразование Фишера. Построение доверительного интервала для неизвестного коэффициента корреляции. Задача.

Лекция 27.

Однофакторный дисперсионный анализ. Задача.

Лекция 28.

Однофакторный непараметрический анализ. Критерий Краскела-Уоллиса. Задача. Двухфакторный непараметрический анализ. Критерий Фридмана. Задача.

Лекция 29.

Линейная регрессия. Нахождение оценок для неизвестных коэффициентов линейной регрессии.

Лекция 30.

Построение доверительных интервалов для коэффициентов линейной регрессии. Задача.  

Психологический факультет (в том числе, вечернее отделение)
ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Лектор: профессор Дьячков А.Г.

Статус курса: основной

Предназначен для студентов 1 курса ф-та психологии, 2 семестр

Продолжительность: 7-8 лекций
Форма отчетности: отчет (вместе с мат. статистикой)
Примерное число слушателей: 150-200 человек

Программа на 2002/2003 учебный год

1. Модель случайного эксперимента с конечным числом исходов.

2. Комбинаторика и вероятность.

3. Модель (n,p) - испытаний Бернулли.

4. Операции над событиями, закон сложения вероятностей.

5. Связь событий, условная вероятность, независимость.

6. Случайные величины и распределения вероятностей.

7. Совместное распределение случайных величин.

8. Числовые характеристики распределения вероятностей.

 
а) Математическое ожидание, дисперсия и их свойства.


б) Закон больших чисел.


в) Линейная модель корреляции признаков.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА
Лектор: профессор Дьячков А.Г.
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 2 курса ф-та психологии, 3 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: отчет

Примерное число слушателей: 150-200 человек
Программа на 2002/2003 учебный год
Экзамен по данному курсу проходит в форме отчета по выполнению серии стандартных заданий рецептурной статистики, использующих реальные опытные данные психологических тестов. 

Все материалы по курсу подробно опубликованы на сайте: 

http://www.stat-msu.narod.ru
1. Графики и квантили распределения вероятностей числа успехов

Sn в (n,p)-испытаниях Бернулли. Применение таблицы А.2 из [1].

2. Схема проверка гипотезы H0: p=1/2 против альтернативы H1: p>1/2 (либо против альтернативы H1:p(1/2) с использованием таблицы A из [2]. Приложение этой схемы для следующих моделей:

а) биномиальный критерий [2, c. 35-36];

б) критерий значимости изменений [2, c. 57-59];

в) критерий знаков [2, c. 97-98].

3. Схема и примеры проверки гипотезы H0: p=p0 против альтернативы

H1: p>p0 с применением таблиц биномиальных вероятностей [1, c. 32-33],

[2, c. 36-37].

4. Непрерывная случайная величина, плотность распределения, функция распределения. Математическое ожидание, дисперсия и их свойства.

5. Стандартное нормальное распределение, квантили. Нормальное

распределение N(a,().

6. Формулировка закона больших чисел [4, c. 122 и 73-75].

7. Выборка, выборочные характеристики и их связь с теоретическими [4, c.124-128].

8. Вычисление математического ожидания и дисперсии оценки 
[image: image4.wmf]x

[4, c. 75].

9. Построение доверительного интервала для неизвестного математического ожидания при известной дисперсии. 
10. Построение доверительного интервала для неизвестной дисперсии нормальной выборки при известном математическом ожидании. Распределение (2 (хи-квадрат) и его квантили.

11. Построение доверительных интервалов для неизвестных математического ожидания и дисперсии нормальной выборки.

Распределение Стьюдента и его квантили.

12. Построение непараметрического доверительного интервала для теоретического среднего выборки с помощью квантилей знаковых рангов Вилкоксона [1, c. 53-55].

13. Приближенное вычисление квантилей (критических значений) с помощью центральной предельной теоремы. Примеры – 
биномиальное распределение, распределение (2 , распределение Манна-Уитни, распределение знаковых рангов Вилкоксона, распределение Кендэлла. Сравнение приближенных значений с табличными.

14. Проверка гипотезы однородности двух независимых нормальных

выборок по критерию Стьюдента [3, c. 53]. Построение доверительного интервала для параметра сдвига.

15. Проверка гипотезы однородности двух независимых выборок

по критерию Манна-Уитни. Доверительный интервал для параметра сдвига [1, c. 93-96].

16. Однофакторный дисперсионный анализ. Критерий Джонкхиера [1, c.136-137].

17. Критерий знаковых рангов Вилкоксона для проверки эффективности обучения с помощью метода, использующего однородные пары

испытуемых [1, c. 46-47] и [2, c.100-102].

18. Метод наименьших квадратов для вычисления оптимальных

параметров регрессионной прямой.

19. Линейная регрессия с нормальными ошибками (параметрическая модель). Доверительные интервалы.

20. Непараметрическая линейная регрессия. Метод угловых наклонов Тейла. Доверительные интервалы [1, c. 219-221].

21. Корреляционный анализ. Проверка гипотезы о независимости

двух признаков:

а) параметрическая модель нормальной корреляции (поле корреляций, выборочный коэффициент корреляции, преобразование Фишера) [6];

б) непараметрическая модель (критерий Спирмена, таблица сопряженности признаков) [1,6].

Литература 
1. Холлендер М., Вулф Д. Непараметрические методы статистики. М., "Финансы и статистика", 1983.

2. Рунион Р. Справочник по непараметрической статистике. М., "Финансы и статистика", 1982.

3. Артемьева Е.Ю. Сборник задач по теории вероятностей и

математической статистике для психологов. М., Издательство МГУ, 1969.

4. Дьячков А.Г. Теория вероятностей. Лекции. М., Издательство МГУ, 1980.

5. Измайлов Ч.А., Михайлевская М.Б. Общий практикум по психологии. М., Издательство МГУ, 1983.

6. Большев Л.Н., Смирнов Н.В. Таблицы математической статистики. М., Издательство "Наука", 1965.

7. Тюрин Ю.Н., Макаров А.А. Анализ данных на компьютере. М., "Финансы и статистика", 1995.
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В ПСИХОЛОГИИ
Лектор: доцент Михайловская И.Б. (совместно со ст. н. с. психологического ф-та  О.В.Митиной)
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 2 курса  ф-та психологии (вечернее отделение), 4 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет
Примерное число слушателей: 70 человек
Программа на  2002/2003 учебный год

1. Элементы линейной алгебры. Векторы, Линейные преобразования. Матрицы и действия с ними. Собственные значения и собственные векторы. 
2. Задачи многомерной статистики. Представления о кластерном, факторном анализе, дискриминантном анализе, многомерном шкалировании. Структурное моделирование. Латентные и наблюдаемые переменные.
3. Постановка задачи факторного анализа. Метод главных компонент. Построение первого и следующих факторных векторов. Определение факторных нагрузок. Количество используемых факторов для достижения данной точности по наблюдаемым переменным. Иллюстрации и доказательства в случае двух измерений.
4. Типы шкал, применяемые в психологических исследованиях: номинативные, ранговые, интервальные, отношений. Параметрические и непараметрические методы шкалирования. Адекватность методов одномерной статистики, усвоенных из курса предыдущего семестра, для анализа того или иного типа данных. Классификация профессий как пример использования номинативной шкалы. Ранжирование цветов по Люшеру как пример использования ранговой шкалы. Рейтинги. Балльные оценки. Психофизические измерения. 

5. Представление результатов. Таблицы. Графики. Адекватность использования различных графиков в тех или иных ситуациях.

Выполнение практической работе по теме “Факторный анализ”.

Цели практической работы: 
1) получить навык использования программы Stadia для обработки экспериментальных данных методом факторного анализа; 
2) получить навык интерпретации данных в ходе факторного анализа.

Задание предусматривает следующие этапы:

1. Опрос респондентов по конкретной психодиагностической методике. Респонденты выбираются из различных возрастных и гендерных групп.

2. Ввод данных в компьютер. Студенты вводят данные в программе EXCEL и агрегируют их в общую матрицу.

3. Проведение факторного анализа данных по всем респондентам  в программе STADIA методом Главных компонент с вращением VARIMAX. Проведение факторного анализа для какой-либо выделенной подгруппы (по полу или возрасту).

4. Интерпретация получившихся факторов. Сравнение получившихся факторных структур для подвыборки и общей выборки. 

5. Получение значений факторных баллов по одному фактору (из общей матрицы) для разных испытуемых (себя самого и своего респондента). Используется формула умножения первичной матрицы данных на матрицу факторных нагрузок. Умножение выполняется в EXCEL. 

6. Построение графиков, репрезентирующих полученные результаты.

7. Написание отчета, включающего описание метода факторного анализа, основные определения и понятия, интерпретацию факторов и график.

Литература

1. Митина О.В., Михайловская И.Б. Факторный анализ для психологов. М. 2001.

2. Тюрин Ю.Н. Макаров А.В. Анализ данных на компьютере. 1997.

3. Гусев А.Н., Измаилов Ч.А., Михалевская М.Б. Практикум по психологии. Измерения. 1997.

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

И ВОЗМОЖНОСТИ ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ В ПСИХОЛОГИИ

Лектор: доцент Михайловская И.Б. (совместно со ст. н. с.  психологического ф-та  О.В.Митиной)

Статус курса: основной

Предназначен для студентов 1 курса  ф-та психологии (вечернее отделение), 2 семестр
Продолжительность: полгода

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 70 человек

Программа на 2002/2003 учебный год

1. Классическая вероятность. Элементы комбинаторики.

Задача о возможности составления различных комбинаций из шести цветов Люшера. Подсчет вероятности предпочтения определенного цвета при гипотезе о чисто случайном выборе. Различные вариации задач о ранжировании по степени субъективной важности базисных ценностей, значимых для людей, претендентов на должность.

2. Условная вероятность. Независимые события.

Определение зависимости событий при ранжировании ценностей, литературных персонажей. Расчет вероятности решения определенной задачи, при условии того, что решено фиксированное число задач. Задача об избрании конкретного кандидата на пост депутата, при условии того, что определенное число депутатов набрало необходимое число голосов.

3. Формула полной вероятности, формула Байеса. 

Задача о распределении трех групп ценностей по различным спискам для реализации теста ценностных предпочтений и анализ возможности того, что выбор испытуемого окажется за ценностями определенного типа.

4. Испытания Бернулли.

Задача о выборе детей определенного пола в группах детского сада для участия в эксперименте. Определение вероятности правильного решения определенного числа заданий определенным количеством студентов в контрольной работе. Определение вероятности столкнуться с представителем того или иного класса профессий согласно классификации Е.А.Климова в тех или иных условиях. Определение вероятности сходства темпераментальных черт в семейных парах. Задача о вероятности успешного выбора претендента на должность с определенными личностными качествами. Задача о вероятности успешного выбора определенного числа студентов сангвинического темперамента на курсе на должность старост групп. Задача о вероятности создания команды для успешного решения проблемных задач.

5. Случайные величины. Таблица распределения вероятностей. Функция распределения, плотность распределения.

В предположении независимости ответов на фиксированное число вопросов референдума с заданной вероятностью нахождение закона распределения “максимального” значения положительных ответов. Построение таблицы распределения вероятностей числа серий непрерывного предъявления символов в процедуре предъявления символов и маскеров на экране компьютера в эксперименте детектабельности сигнала. Равномерное, показательное и нормальное распределения. Шкала  «Экстраверт – Интроверт», психология научения и личностные характеристики большого количества испытуемых

6. Случайный вектор. Совместное распределение вероятностей. 

Независимые случайные величины. Исследование таблиц совместного распределения двух качественных признаков: «Аффилиация – Сила Я», «Доминантность – Комфортность, Самоуверенность – Склонность к чувству вины = Самоуверенность»

7. Математическое ожидание и его свойства. Дисперсия и ее свойства.

Расчет математических ожиданий  и дисперсий во всех рассмотренных ранее моделях. Деятельность рекрутинговой компании, набирающей штат сотрудников по заказу предприятия. Закон Йоркса-Дотсона успешности какой-либо деятельности в зависимости от какой-либо мотивации.

8. Ковариация и коэффициент корреляции.

Расчет этих характеристик для рассмотренных таблиц совместного  распределения.

9. Закон больших чисел. Эмпирические и теоретические характеристики.

10. Центральная предельная теорема. 

Применение в психологических исследованиях и выводах. Использование таблиц нормального закона.

11. Проверка гипотезы p=p0  в биномиальном законе распределения. 

Литература

1. Тюрин Ю.Н., Макаров А.В. Анализ данных на компьютере. 1997.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ ДЛЯ АНАЛИЗА ДАННЫХ ПСИХОЛОГИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЙ
Лектор: доцент Михайловская И.Б. (совместно со ст. н. с. психологического ф-та  О.В.Митиной)
Статус курса: основной
Предназначен для студентов 2 курса вечернего отделения психологического ф-та, 3 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет
Примерное число слушателей: 70 человек
Программа на 2002/2003 учебный год (осень)
Данная программа разработана в соавторстве преподавателями механико-математического и психологического факультета на основе многолетней совместного ведения данного курса на психологическом факультете. Ее целью является формальное описание подхода, позволяющего представить эту область математических знаний для будущих психологов, традиционно считающих себя гуманитариями, в максимально доступной форме. Акцент ставится на практическую полезность усваиваемых фундаментальных знаний. При этом студенты должны не только освоить те или иные формулы, но и овладеть соответствующими компьютерными программами, позволяющими делать необходимые вычисления. 

В ходе курса студенты, используя конкретную психологическую методику (опросник), собирают реальные данные, которые вводят в компьютер и обрабатывают с помощью программы STADIA. В качестве опросников могут быть использованы самые разные методики. Например, Анализ ценностных предпочтений Леонтьева, Тест формальных характеристик поведения Стреляу, 16 факторный опросник Кетелла, тест Люшера и т.д.

1. Элементы математической статистики. 
Эмпирические и теоретические математическое ожидание, дисперсия и функция распределения. Понятие индуктивной и дескриптивной статистики. Вычисление эмпирических средних, дисперсии, медианы, верхнего, нижних квартилей, максимального и минимального значений на материале формальных характеристик поведения Стреляу. 

2. Проверка статистических гипотез о равенстве p=p0 в биномиальном законе распределения. Проверка статистической гипотезы о равномерности распределения бальных оценок темпераментных черт. Исходя из того, что степень выраженности каждой темпераментной черты измеряется в баллах от 0 до 5, для каждого бального значения проверить гипотезу о том, что вероятность того, что испытуемый получит по этой шкале фиксированное значение n (n=0, 1, 2,…5) равна 1/6. Опровержение статистической гипотезы о равнозначном предпочтении 8 цветов по тесту Люшера.

3. Построение доверительных интервалов для параметров нормального закона. Проверка гипотезы о равенстве a=a0 в нормальном законе N(a, (2). Критерий Стьюдента. Связь с построением доверительных интервалов для параметра «a». Интервальная оценка параметра a в нормальном законе для случайной величины, реализуемой в экспериментальном психо-диагностическом исследовании с использованием личностного опросника Кетелла. В качестве эмпирических данных используются баллы, полученные испытуемыми по шкале доминантность-конформность.

4. Проверка гипотезы о равенстве средних двух нормальных выборок. Проверка гипотезы о влиянии пола на темпераментные характеристики. Проверка гипотезы о влиянии уровня дохода на ценностные предпочтения.

5. Критерий ранговых сумм Уилкоксона. Проверка гипотезы о различиях в когнитивных стилях усвоения материала у школьников языковых и неязыковых школ, с использованием тестов интеллектуальных способностей.

6. Дисперсионный анализ. Проверка однородности нескольких совокупностей. Нормальный случай. Ранговый случай. Проверка гипотезы о влиянии фактора возраста на политические предпочтения. Проверка гипотезы о влиянии уровня образования на стилевые особенности поведения.

7. Проверка нормальности закона распределения. Нормальная бумага. Проверка нормальности распределения показателей, полученных испытуемыми по шкале Лидерства, полученных с помощью теста Кетелла.

8. Проверка независимости номинальных признаков. Таблица сопряженности. Проверка независимости выбора профессий из 5 классов от пола респондента. Проверка независимости компонент парных измерений ранговым методом. Критерий Кендалла. Проверка независимости ранжирования инструментальных и терминальных ценностей из списка Рокича мужчинами и женщинами.

9. Эмпирический коэффициент корреляции для проверки независимости компонент двумерного нормального закона. Проверка независимости зрительной и слуховой памяти.

10. Задача линейной регрессии. Доверительные интервалы для параметров регрессионной прямой. Построение регрессионной прямой в модели зависимости предпочтений семейных ценностей от возраста.

Литература

1. Тюрин Ю.Н. Макаров А.В. Анализ данных на компьютере. 1997.

2. Гусев А.Н., Измаилов Ч.А., Михалевская М.Б. Практикум в психологии. Измерения. 1997.

3. Гусев А.Н. Дисперсионный факторный анализ. 2000.

4. Кулаичев А. Работа в программе STADIA. 1997.

5. Сидоренко. Математические методы в психологии.
Геологический факультет
ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА
Лектор: доцент Яровая Е.Б.
Статус курса: основной

Предназначен для студентов 3 курса геологического ф-та, 5 семестр

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: зачет

Примерное число слушателей: 40 человек

Курс читается с 2001 года

Программа на 2002/2003 учебный год (осень)

1. Вероятностная модель эксперимента с конечным числом исходов

1.1.  Пространство элементарных событий с конечным числом исходов. Примеры

1.2.  События. Операции над событиями. Вероятности событий, их

простейшие свойства. Классическое определение вероятностей

1.3.  Условные вероятности. Формула произведения вероятностей

1.4.  Разбиение вероятностного пространства. Формула полной вероятности и теорема Байеса

1.5.  Независимость событий. Примеры

2. Случайные величины, заданные на дискретном вероятностном пространстве

2.1. Определение случайной величины, заданной на дискретном вероятностном пространстве. Распределение дискретной случайной величины. Примеры

2.2. Определение математического ожидания дискретной случайной величины. Формула для подсчета математического ожидания

2.3. Cвойства математического ожидания

2.4. Дисперсия. Ковариация. Cвойства дисперсии

2.5. Индикаторы событий

2.6. Независимость дискретных случайных величин

2.7. Утверждение о математическом ожидании произведения

независимых случайных величин

2.8. Некоррелированность. Коэффициент корреляции как мера зависимости случайных величин. Соотношение между некоррелированностью и независимостью

2.9. Дисперсия суммы. Случай независимых слагаемых

2.10. Неравенства Чебышева

2.11. Закон больших чисел

2.12. Интегральная теорема Муавра-Лапласа. Нормальное (гауссовское) распределение

2.13.  Предельная теорема Пуассона. Пуассоновское распределение

3. Случайные величины (общий случай)

3.1. Определение вероятностного пространства. Функция распределения непрерывной случайной величины. Свойства

3.2. Абсолютно непрерывные случайные величины. Плотность. Примеры

3.3. Формулы для математического ожидания и дисперсии абсолютно непрерывной случайной величины

3.4. Квантили распределений

3.5. Нормально распределенные случайные величины. Правило "трех сигм"
4. Совместное распределение случайных величин

4.1. Совместная функция распределения случайных величин. Совместная плотность. Формула для подсчета вероятности попадания в область

4.2. Математическое ожидание функции от нескольких случайных величин

4.3. Независимые случайные величины (общий случай). Вид совместной функции распределения и совместной плотности

4.4. Математическое ожидание произведения независимых случайных величин

4.5.  Формула свертки

4.6. Многомерное нормальное распределение

4.7. Закон больших чисел

4.8.  Центральная предельная теорема

5. Выборочные оценки

5.1. Выборка. Репрезентативность выборки. Основные способы организации выборки

5.2. Эмпирическая функция распределения. Гистограмма

5.3. Понятие оценки параметров распределения. Несмещенность, состоятельность. Примеры

5.4. Выборочное среднее и выборочная дисперсия, их несмещенность

5.5.  Понятие эффективности оценок. Сравнение несмещенных оценок. Примеры

5.6. Метод моментов для получения оценок параметров. Примеры выборок из нормального распределения.  Состоятельность оценок, полученных методом моментов

5.7. Оценки наибольшего правдоподобия. Пример выборки из нормального распределения

6. Доверительные интервалы

6.1. Понятие доверительного интервала. Метод построения доверительных интервалов

6.2. Распределения, связанные с нормальным: (2-распределение, распределение Стьюдента. Понятие квантили

6.3. Доверительные интервалы для параметра a в случае выборки из нормального распределения N(a, (2): (a) при известном (2; (b) при неизвестном (2
6.4. Доверительные интервалы для параметра (2 в случае выборки из нормального распределения N(a, (2): (a) при известном a; (b) при неизвестном a
7. Проверка статистических гипотез

7.1. Понятие статистической гипотезы. Проверка гипотез. Критическое множество. Простые и сложные гипотезы. Ошибка 1 рода

7.2. Теорема Пирсона. Непараметрический критерий согласия Пирсона. Проверка гипотезы F(t)=F0(t)
7.3. Понятие о проверке основной простой гипотезы H0: (=(0 при альтернативе H1: (=(1. Ошибки 1-го и 2-го рода. Критерий, основанный на отношении правдоподобия
8. Линейная регрессия и метод наименьших квадратов

8.1. Система нормальных уравнений

8.2. Критерий значимости линии регрессии

8.3. Точечные оценки, доверительные интервалы и проверка гипотез

o параметрах линии регрессии

8.4. Сравнение двух простых линейных регрессионных уравнений

8.5. Множественная линейная регрессия, множественная и

частная корреляции

9. Обработка данных. Элементарные статистические выводы

9.1. Выбор статистической модели


i. Параметрические и непараметрические критерии

ii. Проверка нормальности. Критерии согласия

9.2. Анализ парных наблюдений


i. Парный t-критерий


ii. Критерий Уилкоксона

9.3. Анализ двух независимых выборок


i. Непарный t-критерий (случаи равных и неравных дисперсий)


ii. Критерий Манна-Уитни

9.4. Таблицы сопряженности признаков


i.Точный критерий Фишера для таблиц сопряженности признаков 2(2


ii. Критерий (2

9.5. Анализ повторных измерений


i. Дисперсионный анализ повторных измерений с использованием

параметрических критериев


ii. Ранговый критерий Фридмана

9.6. Анализ нескольких независимых выборок

i. Дисперсионный анализ по одному признаку для проверки    равенства средних


ii. Непараметрический дисперсионный анализ по одному

признаку с применением критерия Краскала-Уоллиса


iii. Множественный t-критерий, критерии Шеффе и Тьюки

Факультет фундаментальной медицины
БИОСТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Лектор: доцент Яровая Е.Б.
Статус курса: электоральный

Предназначен для студентов 3-4 курса и аспирантов ф-та фундаментальной медицины

Продолжительность: год

Форма отчетности: зачет

Примерное число слушателей: 20 человек

Курс читается с 2002 года

Программа на 2003/2004 учебный год

Курс рассчитан на слушателей, планирующих использование статистических методов в медико-биологических исследованиях. Изложение ориентировано на применение пакетов прикладных статистических программ и проиллюстрировано примерами из области биологии и медицины.

ОСЕННИЙ СЕМЕСТР

Первая часть курса включает основные понятия теории вероятностей и математической статистики, а также наиболее распространенные методы статистической обработки данных.

1. Введение

1.1. Задачи прикладной статистики
1.2. Статистика в клинической практике

2. Основные понятия теории вероятностей

2.1. Вероятностная модель эксперимента с дискретным числом исходов. Примеры
2.2. События и их вероятности
2.3. Случайные величины. Функции распределения

2.4. Характеристики распределения: математическое ожидание, дисперсия, медиана, мода, асимметрия, эксцесс, моменты, квантили

2.5. Независимые и зависимые случайные величины

2.6. Понятие о совместной функции распределения случайных величин

3. Законы распределения вероятностей, распространенные в практике статистических исследований

3.1. Дискретные распределения

i. Биномиальное распределение


ii. Распределение Пуассона

3.2. Непрерывные распределения


i. Равномерное распределение


ii. Экспоненциальное распределение


iii. Нормальное распределение


iv. Распределения, связанные с нормальным

3.3. Многомерное нормальное распределение

4. Основные результаты теории вероятностей

4.1. Закон больших чисел

4.2. Центральная предельная теорема

5. Выборочные оценки

5.1. Случайный выбор


i. Генеральная совокупность и выборка


ii. Репрезентативность выборки


iii. Основные способы организации выборки

5.2. Эмпирическая функция распределения. Гистограмма

5.3. Оценивание параметров распределения по выборке. Свойства оценок: несмещенность, состоятельность, эффективность. Примеры

5.4. Выборочные характеристики. Выборочное среднее и выборочная дисперсия, их несмещенность

5.5. Ранги и ранжирование

6. Доверительные интервалы

6.1. Понятие доверительного интервала. Метод построения доверительных интервалов

6.2. Доверительные интервалы для параметра a в случае выборки из нормального распределения N(a, (2): (a) при известном (2; (b) при неизвестном (2
6.3. Доверительные интервалы для параметра (2 в случае выборки из нормального распределения N(a, (2): (a) при известном a; (b) при неизвестном a
7. Проверка статистических гипотез

7.1. Понятие статистической гипотезы. Проверка гипотез. Критическое множество. Простые и сложные гипотезы. Ошибка 1 рода

7.2. Теорема Пирсона. Непараметрический критерий согласия

Пирсона. Проверка гипотезы F(t)=F0(t)
7.3. Понятие о проверке основной простой гипотезы H0: (=(0 при альтернативе H1: (=(1. Ошибки 1-го и 2-го рода. Критерий, основанный на отношении правдоподобия
8. Обработка данных. Элементарные статистические выводы.  Примеры

8.1. Выбор статистической модели


i. Параметрические и непараметрические критерии

ii. Проверка нормальности. Критерии согласия

8.2. Анализ парных наблюдений


i. Парный t-критерий


ii. Критерий Уилкоксона

8.3. Анализ двух независимых выборок


i. Непарный t-критерий (случаи равных и неравных дисперсий)


ii. Критерий Манна-Уитни

8.4. Таблицы сопряженности признаков


i.Точный критерий Фишера для таблиц сопряженности признаков 2(2


ii. Критерий (2

8.5. Анализ повторных измерений


i. Дисперсионный анализ повторных измерений с использованием

параметрических критериев


ii. Ранговый критерий Фридмана

8.6. Анализ нескольких независимых выборок


i. Дисперсионный анализ по одному признаку для проверки равенства

средних


ii. Непараметрический дисперсионный анализ по одному

признаку с применением критерия Краскала-Уоллиса


iii. Множественный t-критерий, критерии Шеффе и Тьюки

9. Линейная регрессия и метод наименьших квадратов

9.1. Метод наименьших квадратов

9.2. Критерий значимости линии регрессии

9.3. Точечные оценки, доверительные интервалы и проверка гипотез

o параметрах линии регрессии

9.4. Сравнение двух простых линейных регрессионных уравнений

9.5. Множественная линейная регрессия, множественная и

частная корреляции

9.6. Пошаговая регрессия

9.7. Нелинейная регрессия

10. Как построить исследование

10.1. Выбор критерия. Рандомизация и слепой метод. Достаточно ли рандомизации?

10.2. Определение объема выборки. Выбор мощности критерия

10.3. Распространенные ошибки; эффект множественных сравнений

ВЕСЕННИЙ СЕМЕСТР

Во второй части курса рассматриваются методы многомерного статистического анализа. Один из разделов посвящен анализу выживаемости.

11. Дисперсионный анализ

11.1. Основы теории общей линейной модели

11.2. Однофакторный дисперсионный анализ. Модели с фиксированными и случайными эффектами

11.3. Двухфакторный дисперсионный анализ

12. Дисперсионный анализ (продолжение)

12.1. Общая программа факторного планирования

12.2. Дисперсионный анализ при помощи регрессии

12.3. Ковариационный анализ

13. Обзор методов многомерного статистического анализа

13.1. Анализ выбросов

13.2. Проверка гипотез о векторах средних

13.3. Задачи классификации наблюдений

13.4. Пошаговый дискриминантный анализ

13.5. Анализ главных компонент

13.6. Факторный анализ

13.7. Многомерный дисперсионный анализ

14. Анализ выживаемости

14.1. Требования к исследованиям выживаемости

14.2. Построение кривой дожития методом Каплана-Мейера. Примеры

14.3. Критерии сравнения двух кривых выживаемости

14.4. Построение модели Кокса пропорциональных рисков. Пример

В рамках курса проводятся семинарские занятия (два академических часа в неделю). Изложение  проиллюстрировано реальными примерами

из области биологии и медицины. Реализация статистических методов, включенных в курс, продемонстрирована  в пакете прикладных статистических программ "STATISTICA".
Литература
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13. Sachs L. Applied Statistics. New York: Springer-Verlag, 1984.
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Факультет биоинженерии и биоинформатики
ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Лектор: доцент Яровая Е.Б.

Статус курса: основной

Предназначен для студентов 2 курса факультета биоинженерии и биоинформатики, 3 семестр

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: зачет, экзамен

Примерное число слушателей: 35 человек

Курс читается с 2003/2004 учебного года (НОВЫЙ)

Программа на 2003/2004 учебный год

1. Вероятностная модель эксперимента с конечным числом исходов
1.1. Пространство элементарных событий с конечным числом

исходов. Примеры

1.2. События. Операции над событиями. Вероятности событий, их

простейшие свойства. Классическое определение вероятностей

1.3. Условные вероятности. Формула произведения вероятностей

1.4. Разбиение вероятностного пространства. Формула полной вероятности и теорема Байеса

1.5. Независимость событий. Примеры

2. Случайные величины, заданные на дискретном вероятностном пространстве

2.1. Дискретное вероятностное пространство. Определение случайной величины, заданной на дискретном вероятностном пространстве. Распределение дискретной случайной величины.

2.3. Примеры дискретных распределений. Распределение Бернулли, Пуассона

2.4. Определение математического ожидания дискретной случайной величины. Формула для подсчета математического ожидания

2.5. Cвойства математического ожидания

2.6. Дисперсия. Ковариация. Cвойства дисперсии

2.7. Индикаторы событий

2.8. Независимость дискретных случайных величин.

2.9. Математическое ожидание произведения независимых случайных величин

2.10. Некоррелированность. Коэффициент корреляции как мера линейной зависимости случайных величин. Соотношение между некоррелированностью и независимостью

2.11. Дисперсия суммы. Случай независимых слагаемых

2.12. Распределение суммы независимых целочисленных случайных величин. Биномиальное распределение

2.13. Предельная теорема Пуассона.

2.14. Неравенства Чебышева

2.15. Закон больших чисел в форме Чебышева

2.16. Закон больших чисел в форме Бернулли

3. Случайные величины (общий случай)

3.1. Общее определение вероятностного пространства. Функция распределения непрерывной случайной величины. Свойства

3.2. Абсолютно непрерывные случайные величины. Плотность.

3.3. Непрерывные распределения. Примеры.


i. Равномерное распределение


ii. Экспоненциальное распределение


iii. Нормальное (гауссовское) распределение


iv. Распределения, связанные с нормальным

3.4. Формулы для математического ожидания и дисперсии абсолютно непрерывной случайной величины

3.5. Характеристики распределения: математическое ожидание, дисперсия, медиана, мода, асимметрия, эксцесс, моменты, квантили

3.6. Характеристики распределения гауссовской случайной величины. Правило "трех сигм"

3.7. Предельная теорема Муавра-Лапласа. Оценка Берри-Эссеена (без доказательства)

4. Совместное распределение случайных величин

4.1. Совместная функция распределения случайных величин. Совместная плотность. Формула для подсчета вероятности попадания в область

4.2. Математическое ожидание функции от нескольких случайных величин

4.3. Независимые случайные величины (общий случай). Вид совместной функции распределения и совместной плотности

4.4. Математическое ожидание произведения независимых случайных величин

4.5. Формула свертки

4.6. Многомерное нормальное распределение

5. Предельные законы теории вероятностей

5.1. Закон больших чисел в форме Чебышева (общий случай)

5.2. Закон больших чисел в форме Хинчина

5.3. Леммы Бореля-Кантелли

5.4. Усиленный закон больших чисел

5.5. Закон повторного логарифма

5.6. Центральная предельная теорема

6. Цепи Маркова

7. Марковские ветвящиеся процессы с одним типом частиц

Курс лекций по теории вероятностей (два академических часа в неделю) включен в обязательную программу факультета биоинженерии и

биоинформатики с осени 2003 года. В настоящее время на факультете –

две группы студентов второго года обучения общей численностью 35 человек. Также в рамках курса проводятся семинарские занятия (два академических часа в неделю) для каждой из групп. Общая нагрузка: шесть академических часов в неделю. 

Литература

1. Гнеденко Б.В. Курс теории вероятностей. M: УРСС, 2001.

2. Ламперти Д. Вероятность. M: Наука, 1973.

3. Севастьянов Б.А. Ветвящиеся процессы. M: Наука, 1971.

4. Тюрин Ю.Н., Макаров A. А. Анализ данных на компьютере. M: Финансы и статистика, 1995.

5. Тутубалин В.Н. Теория вероятностей и случайных процессов. M: МГУ, 1992.

6. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. Т. 1-2. М: Мир, 1984.

7. Ширяев А.Н. Вероятность. М: Наука, 1989.
КУРСЫ ЕСТЕСТВЕННОНАУЧНОГО СОДЕРЖАНИЯ (МЕХМАТ)
ФИНАНСОВАЯ СТАТИСТИКА
Лектор: профессор Тутубалин В.Н.
Статус курса: специальный, естественнонаучного содержания
Предназначен для студентов 5 курса мехмата, 9 семестр (для актуарно-финансовой группы - обязательный)
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 30 человек
Курс читается с 1999 года

Программа на 2002/2003 учебный год (осень)

Общие указания

Кроме актуарно-финансовой специализации, данный спецкурс ориентируется также на других студентов, специализирующихся по теории вероятностей (теоретическая группа кафедры теории вероятностей, группа кафедры математической статистики и те студенты экономической специальности, которые занимаются по кафедре теории вероятностей). Студенты других математических и механических специализаций тоже могут сдавать этот курс, но они должны преодолеть некоторые (небольшие, впрочем) трудности, так как курс рассчитывается, в общем, на сравнительно свободное  владение вероятностными методами. К сожалению, литература может быть указана лишь частично (а частично она практически недоступна или даже не существует). Курс не рассчитан на сдачу экзамена без посещения лекций. Следует иметь в виду, что студенческие записки лекций по этому курсу неизбежно являются неполными в одном важном отношении: кроме чисто математического содержания, на лекциях объясняются мотивировки тех или иных задач на уровне здравого смысла. Этих объяснений записывать не нужно, потому что вполне достаточно их один раз понять, и студенты совершенно правильно их и не записывают. Однако без знания этих мотивировок экзамен  (который формально включает лишь чисто математические вопросы) превращается в бессмыслицу, и его сдача становится невозможной. Чтобы частично решить этот вопрос, по адресу http://www.math.msu.su/probab/staff/tutubal.html (сайт В.Н.Тутубалина) размещены некоторые учебные материалы.
1. Процесс Орнштейна-Уленбека как модель физического броуновского движения. Как зависит коэффициент диффузии от абсолютной температуры среды? Оценка средней энергии частицы по наблюдениям ее перемещений. [2], стр. 263-266.

2. Приращения логарифмов рыночных цен. Примерная статистическая однородность. Что такое «тяжелые хвосты»? Теорема об асимптотической нормальности выборочных квантилей и проверка статистической однородности с ее помощью. Лекции, также [1], стр. 402-405.

3. Попытка объяснения вида хвостов эмпирических функций с помощью определения и исключения колебаний масштабного параметра. Растянутое нормальное распределение (дать определение и вычислить его дисперсию). Что такое «величина риска» и как ее можно определять с помощью растянутого нормального распределения для приращений цен в микромасштабе по времени и – альтернативно –  с помощью распределения Стьюдента? Лекции.

4. Диффузионные процессы и связанные с ними дифференциальные уравнения. [2], стр.251-254.

5. Предельный переход от последовательности марковских цепей к диффузионному процессу (в смысле сходимости распределений вероятностей). Формула Ито в этой трактовке. Определение самофинансируемого портфеля при непрерывной во времени торговле. [2], стр.259-261. Лекции.

6. Геометрическое броуновское движение. Простейший опцион-колл, его цена и хеджирование по Блэку-Шоулсу-Мертону. Доказательство самофинансируемости с помощью формулы Ито. Лекции.

7. Дисбаланс при дискретной реализации хеджирования и диффузионное приближение для него. Доказать, что диффузионный дисбаланс стремится по вероятности к нулю при измельчении временного шага. Что дают эксперименты по точному и приближенному вычислению дисбалансов, исходя из реальных данных о рыночных ценах? Лекции.

8. Опционы с произвольной функцией выплат, зависящей лишь от цены основного актива в последний момент времени. Доказать, что диффузионный дисбаланс стремится к нулю (см. вопрос 7). Лекции.

9. Теоретико-игровой подход к вероятностным законам. Доказать, что за счет выбора стратегии спекулянта возможно форсировать выполнение закона больших чисел.  Лекции.

10. Центральная предельная теорема как утверждение о верхней цене (т.е. цене хеджирования) рыночного обязательства. Лекции.

11. Гипотетический актив D по Вовку-Шейферу. Теорема о хеджировании опциона с его помощью. Лекции.
Литература
1. Г.Крамер. Математические методы статистики. М., ИИЛ, 1948.

2. В.Н.Тутубалин. Теория вероятностей и случайных процессов. М., Изд-во МГУ, 1992.
ПРИЛОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕТОДОВ
Лектор: профессор Тутубалин В.Н.
Статус курса: специальный, естественнонаучного содержания
Предназначен для студентов 5 курса мехмата (кроме теории вероятностей), 10 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет
Примерное число слушателей: 30 человек
Курс читается с 1999 года

Программа на 2001/2002 учебный год
Курс состоит из двух частей: 
1) статистическая обработка наблюдений и 
2) стохастическая финансовая математика. 
По первой части вопросы зачета сформулированы в виде задач на обработку конкретных фактических данных, а по второй части – в виде задач на формульные вычисления (потому что обработка финансовых данных требует применения компьютера, чего нельзя требовать от всех студентов, желающих сдавать зачет). 

Вопросы к зачету:

1. Построить доверительный интервал для заряда электрона по данным Милликена. Содержит ли он современное для нас значение этой величины? Источник данных: задачник Л.Д.Мешалкина (Москва, МГУ, 1963), задача 456.

2. Химик Дюма определял отношение массы кислорода к массе водорода в молекуле воды. Согласуются ли данные Дюма с тем, что атомная масса водорода равна 1.008, а кислорода 16? Источник данных: О.Курно. Основы теории шансов и вероятностей (перевод с французского издания 1843 года). Данные Дюма приводились на лекциях.

3. Оценить дисперсию ошибки отдельного наблюдения постоянной всемирного тяготения (пересчитанной в среднюю плотность Земли) по сгруппированным данным Рейха. Источник данных тот же, что и в вопросе 2. Данные приводились на лекциях.

4. С помощью линии регрессии определить, согласуются ли наблюдения Эддингтона с общей теорией относительности Эйнштейна. Источник данных: А.Эйнштейн «Физика и реальность» (сб. статей). Данные приводились на лекциях.

5. Вывести путем вычисления определенных интегралов формулу Блэка-Шоулса для цены опциона.

6. Вывести приближенное выражение для дисбаланса при хеджировании (так называемый «диффузионный дисбаланс»). Доказать, что диффузионный дисбаланс стремится к нулю по вероятности при измельчении временного шага, с которым производится хеджирование.

Литература (к первой части)

1. Ю.Н.Тюрин, А.А.Макаров. Статистический анализ данных на компьютере. М., ИНФРА-М, 1998.

2. В.Н.Тутубалин. Теория вероятностей и случайных процессов. М., МГУ, 1992.
Ко второй части учебные материалы имеются на сайте В.Н.Тутубалина по адресу http://www.math.msu.su/probab/staff/tutubal.html
СПЕЦКУРСЫ ПО ВЫБОРУ КАФЕДРЫ. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Лектор: профессор Афанасьева Л.Г.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры
Предназначен для студентов 3 курса мехмата (группа теории вероятностей)
Продолжительность: год
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 20-30 человек
Курс читается с 1999 года

Программа на 2003/2004 учебный год.
Основная цель – способствовать расширению круга известных слушателям вероятностных моделей и продемонстрировать применение методов, изложенных в основном курсе теории вероятностей, к исследованию этих моделей.
I.  Цепи Маркова с дискретным временем

1. Определение. Основные понятия. Примеры.

2. Классификация состояний.

3. Критерий возвратности.

4. Случайные блуждания на решетке k-мерного пространства.

5. Теорема солидарности.

6. Эргодичность. Эргодическая теорема для цепей Маркова с конечным множеством состояний.

7. Моменты распределений времени первого достижения.

8. Функционалы и связанные с ними случайные величины. Центральная предельная теорема.

II. Пуассоновский процесс. Некоторые модели массового обслуживания.

1. Различные определения пуассоновского процесса.

2. Теория разряжения. Интенсивность. Суммирование независимых пуассоновских процессов.

3. Процесс Бернулли. Связь с пуассоновским процессом.

4. Операция сдвига для пуассоновского процесса.

5. Марковские модели теории массового обслуживания. Символика Кендалла. Возможные обобщения пуассоновского процесса.

6. Система с бесконечным числом каналов. Выходящий поток.

III.  Теория восстановления

1. Определения простого процесса восстановления (ППВ), общего процесса восстановления (ОПВ), считающего процесса. Понятия решетчатого распределения, дискретного процесса восстановления, непрерывного процесса восстановления. Функция восстановления, ее конечность. Примеры.

2. Преобразование Лапласа. Стационарный процесс восстановления.

3. Теорема Стейна.

4. Уравнение восстановления. Существование решения. Прямое и обратное время жизни. Понятие Марковского момента. Примеры.

5. Теорема Колмогорова-Прохорова. Тождество Вальда.

6. Закон больших чисел для ПВ.

7. Центральная предельная теорема для ПВ.

8. Элементарная теорема восстановления.

9. Основная теорема восстановления (ОТВ). Теорема Блэкуэлла. Их эквивалентность.

10. Применения ОТВ.

11. Закон нуля или единицы Хьюита-Сэвиджа.

12. Доказательство теоремы Блэкуэлла в дискретном и непрерывном случаях.

IV. Регенерирующие случайные процессы
1. Определения. Примеры.

2. Теорема Смита.

3. Условия эргодичности различных систем с очередью.

4. Эргодичность систем с ограничениями.

5. Связь времени ожидания и случайных блужданий.

Литература

1.  Чжун Кай-Лай. Однородные цепи Маркова. М.: Мир, 1964

2. Ширяев А.Н. Вероятность. М.: Наука, 1980.

3. Боровков А.А. Теория вероятностей. М.: Наука, 1986.

4. Афанасьева Л.Г., Булинская Е.В. Случайные процессы в теории массового обслуживания и управления запасами. М.: МГУ, 1980.
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Лектор: профессор Сенатов В.В.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры
Предназначен для студентов 3 курса мехмата (гр. теории вероятностей)
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 20 человек
Курс читается с 1999 года
Программа на 2001/2002 учебный год (осень)
Спецкурс ориентирован на студентов кафедры теории вероятностей и нацелен на ознакомление с основными фактами, идеями и методами классической теории суммирования независимых случайных величин, а также с новыми направлениями в этой области (идеальные метрики и т.п.)

1. Сходимость в основном и слабая сходимость. Теорема Хелли. Метри​зуемость слабой сходимости. Критерий слабой относительной компактности. Эквивалентные определения слабой сходимости. Связь между слабой и равно​мерной сходимостями. Связь между слабой сходимостью и сходимостью в сред​нем.

2. Специальные свойства вероятностных метрик: регулярность, полуаддитивность, однородность, справедливость неравенства сглажи​вания. Примеры.

3. Идеальные метрики, их свойства. Оценки метрики Леви через идеальные метрики.

4. Неравенство Берри - Эссеена (оценка близости функций рас​пределения через близость характеристических функций).

5. Теорема Берри - Эссеена (оценка точности аппроксимации в ЦПТ при конечности третьего момента).

6. Оценка скорости сходимости в ЦПТ для независимых одинаково распределенных величин при существовании момента порядка 2 + (.

7. Метод композиций для средней метрики.

8. Неравенство сглаживания для равномерной метрики. Основные идеи метода композиций для равномерной метрики.

9. Метод композиций для равномерной метрики.

10. Безгранично делимые законы; основные свойства.

11. Безгранично делимые законы; формула Леви - Хинчина.

12. Схема серий и безгранично делимые законы.

13. Устойчивые распределения как предельные в схеме суммиро​вания независимых одинаково распределенных случайных величин.

14. Устойчивые законы. Представление Леви.

15. Устойчивые законы, их характеристические функции.

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Лектор: профессор Сенатов В.В. 
Статус курса: специальный, по выбору кафедры

Предназначен для студентов 3 курса мехмата (гр. теории вероятностей)

Продолжительность: год

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 20 человек

Курс читается с 2002/2003 учебного года (НОВЫЙ, дополненный)

Программа на 2002/2003 учебный год

В курс включены результаты, полученные в последние годы (оценки точности асимптотических разложений в ЦПТ).

1. Сходимость в основном и слабая сходимость. Теорема Хелли. Мет​ризуемость слабой сходимости. Критерий слабой относительной компакт​ности. Эквивалентные определения слабой сходимости.

2. Связь между слабой и равномерной сходимостями. Связь между слабой сходимостью и сходимостью в среднем. Связь между сходимостью случайных величин по вероятности и слабой сходимостью их распределений.

3. Основные метрики на множестве распределений. Соотношения между ними.

4. Специальные свойства вероятностных метрик: регулярность, полуаддитивность, однородность, справедливость неравенства сглаживания. Примеры.

5. Идеальные метрики, их свойства. Оценки метрики Леви через идеальные метрики.

6. Неравенство Берри - Эссеена (оценка близости функций распределения через близость характеристических функций).

7. Теорема Берри - Эссеена (оценка скорости сходимости в ЦПТ при конечности третьего момента).

8. Оценка скорости сходимости в ЦПТ для независимых одинаково распределенных величин при существовании момента порядка 2 + (.

9. Метод композиций для средней метрики.

10. Неравенство сглаживания для равномерной метрики. Основные идеи метода композиций для равномерной метрики.

11. Метод композиций для равномерной метрики.

12. Моменты и семиинварианты. Оценка скорости сходимости в ЦПТ для гладких распределений при условии совпадения нескольких моментов с моментами нормального закона.
      13. Асимптотические разложения в ЦПТ для гладких распределений.

      14. Безгранично делимые законы; основные свойства. Формула Леви-Хинчина. Различные представления безгранично делимых законов. Ус​ловия сходимости безгранично делимых законов к предельному.

15. Сопровождающие безгранично делимые законы. Схема серий и безгранично делимые законы.

16. Устойчивые распределения как предельные в схеме суммиро​вания независимых одинаково распределенных случайных величин.

17. Устойчивые законы. Представление Леви.

18. Устойчивые законы, их характеристические функции.

19. Области притяжения устойчивых законов. Вид нормирующих постоянных. 
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ
ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Лектор: профессор Булинская Е.В.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры

Предназначен для студентов 4 курса мехмата (группа теории вероятностей), 8 семестр

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 25 человек

Курс читается с 2002/2003 учебного года (НОВЫЙ), ранее читался годовой

Программа на 2002/2003 учебный год

1. Регулярность вероятностной меры в метрическом пространстве

2. Определяющий класс

3. Слабая сходимость мер, единственность предела

4. Теорема Александрова (необходимые и достаточные условия слабой сходимости)

5. Теорема Колмогорова-Прохорова (достаточные условия слабой сходимости)

6. Следствие теоремы Колмогорова-Прохорова для сепарабельных метрических пространств

7. Определяющий сходимость класс

8. Слабая относительная компактность и необходимое и достаточное условие слабой сходимости мер

9. Плотность мер, лемма Улама

10. Сходимость по распределению случайных элементов со значениями в метрических пространствах

11. Сходимость по вероятности случайных элементов в сепарабельном метрическом пространстве

12. Слабая сходимость в произведении метрических пространств

13. Связь слабой сходимости и сходимости по вероятности

14. Слабая сходимость и отображение метрических пространств

15. Конечномерные множества и конечномерные распределения в R(
16. Конечномерные множества и конечномерные распределения в C[0,1]
17. Сужение мер и их продолжение

18. Прямая теорема Прохорова

19. Обратная теорема Прохорова

20. Центральная предельная теорема в условиях Линдеберга

21. Слабая сходимость в Rk и характеристические функции. Прием Крамера-Уолда

22. Теорема Арцела-Асколи

23. Необходимые и достаточные условия плотности семейства мер в C[0,1]
24. Достаточные условия плотности семейства мер в C[0,1]
25. Плотность семейства случайных ломаных

26. Винеровский процесс W(t) как предел случайных ломаных, построенных по гауссовским случайным величинам

27. Принцип инвариантности Донскера-Прохорова

28. Принцип отражения и распределение supt([0,T] W(t)
29. Броуновский мост W0(t) и распределение supt([0,1] |W0(t)|
30. Эмпирические распределения и критерий Колмогорова

31. Связь слабой сходимости и сходимости почти наверное. Теорема Скорохода

32. Метрика Леви-Прохорова и ее связь со слабой сходимости

33. Пространство D[0,1], модуль непрерывности ('x(()
34. Топология Скорохода, связь метрик d и d0

35. Сепарабельность D[0,1], плотность относительно метрики d0

36. Компактность в D[0,1] (с использованием ('x(())

37. Компактность в D[0,1] (с использованием (''x(()) 

38. Условия слабой сходимости в D[0,1]
39. Слабая сходимость мер в D[0,1] к мерам, сосредоточенным в C[0,1]

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Лектор: профессор Тюрин Ю.Н. 
Статус курса: специальный, по выбору кафедры
Предназначен для студентов 4 курса мехмата (гр. теории вероятностей), 7 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 20 человек
Курс читается с 2002/2003 учебного года
Программа на 2003/2004 учебный год (осень), НОВАЯ 
1. Ранговые критерии для линейных моделей.
1.1. Лемма Хёффдинга.

1.2. Локально наиболее мощные ранговые критерии для проверки однородности двух выборок против альтернативы сдвига. Метки. Критерии нормальных меток и критерий Уилкоксона.

1.3. Локально наиболее мощные ранговые критерии для проверки однородности двух выборок против альтернативы масштаба. Метки. Критерий Сэвиджа.

1.4. Локально наиболее мощные критерии для проверки гипотез о коэффициентах наклона для простой линейной регрессии.

1.5. Ранговые критерии в линейных многопараметрических моделях.

1.6. Некоторые свойства меток. Первые моменты линейных ранговых статистик.

2. Знако-ранговые методы.
2.1. Парные наблюдения и знако-ранговый критерий Уилкоксона.

2.2. Локально наиболее мощные знако-ранговые критерии для простой линейной регрессии.

3. Ранговые и знаковые методы для линейных моделей временных рядов.
3.1. Вычисление распределения (плотности распределения) отрезков временных рядов AR(1) и MA(1).

3.2. Локально наиболее мощные ранговые и знаковые критерии для проверки гипотез H: (=(0.
3.3. Асимптотические распределения знаковых статистик.

4. Оценивание неизвестных параметров  с помощью критериальных статистик.

4.1. Интервальное и точечное оценивание на примере временных рядов AR(1) и MA(1).
4.2. Интервальные и точечное оценивание центра симметричного распределения с помощью знако-ранговой статистики Уилкоксона.

5. Коэффициенты ранговой корреляции.

6. Асимптотическая нормальность линейных ранговых статистик (теорема Гаека, без док-ва).

7. Асимптотическая нормальность Ю-статистик.

7.1. Разложение Хёффдинга и вычисление дисперсии.

7.2. Теорема Хёффдинга об асимптотической нормальности невырожденных одновыборочных Ю-статистик.

7.3. Представление знако-ранговой статистики Уилкоксона в форме Ю-статистики; асимптотическое распределение (при гипотезе).

8. Асимптотические свойства непараметрических оценок параметров (на примере оценки центра симметричного распределения и знако-ранговой статистики Уилкоксона).

8.1. Состоятельность оценок.

8.2. Теорема об асимптотической дифференцируемости Ю-статистик. 

8.3. Асимптотическая нормальность непараметрических оценок. 

8.4. Расчет асимптотической дисперсии для непараметрической оценки центра симметричной выборки.

9. Асимптотическое сравнение статистических правил: относительная асимптотическая эффективность (по Питмену) на примере знако-ранговой статистики Уилкоксона.
9.1. Вычисление АОЭ трёх оценок центра (знаковой, знако-ранговой и оценки наибольшего правдоподобия) для разных распределений выборки (в том числе, для нормального).

9.2. Вычисление асимптотической мощности знако-рангового критерия Уилкоксона. 

9.3. Вычисление АОЭ трёх статистических критериев для проверки гипотезы о центре симметричного распределения: знакового, знако-рангового и критерия Стьюдента для разных распределений выборки (в том числе, для нормального).

10. Классические непараметрические статистические критерии (Колмогорова, Смирнова, (n2 и др.): точные и асимптотические распределения (при гипотезе).

11. Перестановочные статистические критерии.

Литература

1. Т.Хеттманспергер.  Статистические выводы, основанные на рангах. 

М.: Финансы и статистика, 1987.

2. М.Холлендер, Д.Вулф. Непараметрические методы статистики. 

М.: Финансы и статистика, 1983.

3. Я.Гаек, З.Шидак. Теория ранговых критериев. М.: Наука, 1971. 

4. А.А.Боровков. Математическая статистика: Оценка параметров. Проверка гипотез. М., Наука, 1984.

5. Я.Ю.Никитин. Асимптотическая эффективность непараметрических критериев. М.: Физматлит, 1995. 

СПЕЦКУРСЫ ПО ВЫБОРУ КАФЕДРЫ. АКТУАРИИ

АКТУАРНАЯ МАТЕМАТИКА – 1

(Актуарная математика в страховании жизни)

Лектор: профессор Фалин Г.И.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры

Предназначен для студентов 3 курса мехмата (актуарно-финансовая гр.), 

5 семестр

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: зачет с оценкой

Примерное число слушателей: 25 человек

Курс читается с 1996/1997 учебного года

Программа на 2002/2003 учебный год, обновлена

1. Основные вероятностные характеристики продолжительности жизни

Время жизни как случайная величина. Функция выживания. Кривая смертей. Интенсивность смертности. Макрохарактеристики продолжительности жизни. Аналитические законы смертности.

2. Остаточное время жизни

Распределение остаточного времени жизни. Основные величины, связанные с остаточным временем жизни. Макрохарактеристики остаточного времени жизни. Частичная остаточная продолжительность жизни.

3. Округленное время жизни

Распределение округленного времени жизни. Среднее округленное время жизни и его дисперсия. Приближения для дробных возрастов. Интегральные характеристики распределения времени жизни для дробных возрастов.

4. Таблицы продолжительности жизни

Общие таблицы продолжительности жизни. Таблицы отбора рисков. Таблицы с отбором ограниченного действия.

5. Анализ моделей краткосрочного страхования жизни

Краткосрочное страхование жизни. Анализ индивидуальных исков при краткосрочном страховании. Точный расчет характеристик суммарного иска. Приближенный расчет вероятности разорения. Принципы назначения страховых премий.

6. Анализ моделей долгосрочного страхования жизни

Общая модель долгосрочного страхования жизни. Вероятность разорения в одной простой модели. Теорема о дисперсии приведенной ценности. Разовые нетто-премии для основных непрерывных видов страхования. Разовые нетто-премии для основных дискретных видов страхования. Связь между непрерывными и дискретными видами страхования. Учет андеррайтинга.

7. Пожизненные ренты

Пожизненные ренты, выплачиваемые раз в год. Актуарная приведенная ценность и актуарное накопление. Пожизненные ренты, выплачиваемые с частотой p. Непрерывные пожизненные ренты. Ренты с пропорциональной компенсацией.

8. Периодические премии

Периодические нетто-премии. Премии, учитывающие расходы. Расчет защитной надбавки.

9. Резервы

Понятие резерва. Перспективная формула и ее варианты для простейших видов страхования. Ретроспективная формула. Расчет страхового резерва. Доходность страхования.

10. Расчеты с использованием электронных таблиц

Метод денежных потоков. Метод динамики активов. Непрерывные договоры.
Литература
1. Г.И.Фалин. Математические основы страхования жизни и пенсионных систем. АНКИЛ, 2002.

2. Г.И.Фалин. Актуарная математика в задачах. МАКС Пресс, Москва, 2002. 
АКТУАРНАЯ МАТЕМАТИКА -- 2

(Теория риска и перестрахование)
Лектор: профессор Е.В.Булинская
Статус курса: специальный, по выбору кафедры
Предназначен для студентов 3 курса мехмата (актуарно-финансовая группа), 5 семестр

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 25 человек

Курс читается с 1996 года

Программа на 2003/2004 учебный год, обновлена в 2003 году.

1. Что такое риск? Риск, подлежащий страхованию. Страхование жизни и не жизни. Основные принципы страховой деятельности. Сострахование и перестрахование.

2. Перестрахование как инструмент обеспечения устойчивости страховой компании.

3. Виды перестрахования: обязательное (договорное), факультативное и факультативно-обязательное. Пропорциональное и непропорциональное

перестрахование.

4. Механизмы пропорционального перестрахования (эксцедент суммы и квотный договор, facob, open cover). Преимущества и недостатки. Финансовые и экономические условия (устойчивость договора, комиссионные, участие в прибылях и в потерях перестраховщика). Программы пропорционального перестрахования.

5. Механизмы непропорционального перестрахования (эксцедент убытка по риску и по катастрофе, эксцедент убыточности или стоп-лосс). Преимущества и недостатки. Методы подсчета премий перестрахования. Число восстановлений, добавочные премии.  Программы непропорционального перестрахования. Другие виды

непропорционального перестрахования.

6. Частичный порядок рисков, его свойства. Классы функций, порождающие порядок. Стохастический порядок, эквивалентные определения. Функции полезности. Свойства стохастического порядка, достаточные условия стохастического доминирования, связь с порядком с вероятностью 1.

7. Стоп-лосс порядок. Эквивалентные определения. Свойства инвариантности стоп-лосс порядка. Стоп-лосс порядок степени n, экспоненциальный порядок и порядки сильнее стохастического.

8. Индивидуальная и коллективная модели риска, их сравнение. Биномиальная, пуассоновская и отрицательно биномиальная модели, их упорядоченность. Распределение размера отдельного требования (иска). Распределения с "тяжелыми хвостами", наиболее часто используемые в страховании (Парето, логарифмически нормальное и др.). Параметрические семейства распределений. Распределение числа происшествий. Классы (a,b,m), m=0,1. Составные распределения, смеси, усреднение по параметру. Распределение суммарных убытков. Формула Панджера. Асимптотика хвостов распределений.

9. Чистая премия. Что такое страховая нагрузка и для чего она необходима? Тарифные принципы (премия нулевой полезности, принцип среднего, дисперсии, среднего квадратичного, премия Эсшера и др.) Сохранение упорядоченности рисков при использовании того или иного принципа. Условия использования экспоненциальной функции для подсчета премии. Неравенство Лундберга для вероятности разорения и выбор премии.

10. Распределение премии перестрахования по подпортфелям. Оптимальность (с точки зрения страховщика) договора стоп-лосс.

11. Теория достоверности. Неоднородные портфели рисков. Теория ограниченных флуктуаций (или американская достоверность). Современная (или европейская достоверность). Точная достоверность. Модель Бюлмана для n контрактов. Оценка структурных параметров.

12. Резервы в страховании не жизни. Виды резервов (резерв незаработанной премии, оценки по отдельным полисам, резервы на случай возможных будущих изменений, IBNR-резервы, т.е. оценка произошедших, но еще незаявленных требований и др.). Методы ожидаемой убыточности,

цепных лестниц, наименьших квадратов, метод Мака и др.

Литература

1. Е.В.Булинская. Теория риска и перестрахование, часть 1, М.: МГУ, 2001.
ФИНАНСОВАЯ МАТЕМАТИКА – 1

(Финансовые инструменты и модели)
Лектор: доцент Жуленев С.В.
Статус курса: основной (эконом. поток), специальный по выбору кафедры (актуарно-финансовая группа)
Предназначен для студентов 3 курса мехмата (эконом. поток и актуарно-финансовая группа)
Продолжительность: полгода

Форма отчетности: экзамен (эконом. поток), зачет с оценкой (актуарно-финансовая группа)

Примерное число слушателей: 20-50 человек

Курс читается с 1995 года

Программа на 2002/2003 учебный год (весна), ежегодно обновляется

Ставки
1. Ставки –  это различные и эквивалентные формы оплаты КО.

2.* Второй подход к определению понятия ставки (c.166-169).

3. Отличие реальных ставок от рассмотренных теоретических.

4. Взаимоотношения между 7 типами эквивалентных ставок.

Cтоимость простейших потоков платежей

5. Основные дискретные варианты стоимости ППП.

6. Стоимость частых, редких и непрерывных канонических рент.

7.* Стоимость возрастающих, убывающих и других рент (c.77,78,83-90).

8. Алгебраическая и геометрическая интерпретации стоимости.

Погашение кредита

9. Элементы классического погашения.

10. Различные варианты возвращения ссуды постоянными выплатами.

11. Сложный вариант ступенчатых выплат с двумя типами ставок.

12. Непрерывное погашение.

13.* Некоторые проблемы погашения (c.145-154).

14. Погашение кредита в реальной жизни.

Эффективность капиталовложений

15. Денежный поток и связанные с его выбором соображения.

16. Средняя доходность и ее роль при выяснении ВД.

17. Определение и использование двух основных показателей: ПП и ВД.

18.* Теорема существования внутренней доходности.

19. Пример скрытого использования ВД.

20. Пример действий в случае, когда ВД не может быть определена.

Простые проценты *

21. Простые и сложные проценты. НЗ и ПЗ, КН и КП.

22. Расчет простых процентов на практике.

23. Учет векселей.

24. Коммерческий расчетный счет.

25. Ломбардный кредит.

26. Форфейтная операция.

Особые случаи возвращения ссуды *

27. Погасительный и амортизационный фонды.

28. Потребительский кредит. Нюансы примера 3.5.

29. Ипотека.

30. Льготные займы и кредиты.

31. Сдвоенные ссуды.

32. Пример изменения условий кредита (N 16, c.164).

Литература

1. Жуленев С.В. Финансовая математика, М.: МГУ, 2001.
Примечание. * отмечены сложные вопросы

МНОГОМЕРНЫЙ СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
Лектор: профессор Тюрин Ю.Н.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры
Предназначен для студентов 3 курса мехмата (актуарно-финансовая гр.), 

6 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 20 человек
Курс читается с 2000 года
Программа на 2002/2003 учебный год (весна), обновлена.
1. Многомерное нормальное распределение: определение, моменты,

характеристическая функция, плотность, условные распределения и

условные характеристические функции.

2. Нормальная выборка: достаточные статистики, наилучшие несмещенные оценки, оценки наибольшего правдоподобия. Лемма об ортогональных линейных преобразованиях: распределения и статистическая независимость вектора средних и выборочной матрицы ковариаций. Распределение Уишарта.

3. Нормальная выборка: проверка точечных гипотез о векторе

математических ожиданий. Вывод статистики Хотеллинга методом отношения правдоподобий и методом Роя. Проверка приближенных гипотез о векторе средних. Доверительные эллипсоиды, доверительные

интервалы, одновременные доверительные интервалы (по Шеффе).

4. Вывод распределения Хотеллинга.

5. Анализ двух нормальных выборок (обобщение пунктов 2 и 3).

6. Однофакторный дисперсионный анализ: проверка нулевой гипотезы. Вывод критериальной статистики методом отношения правдоподобий и

методом Роя. Структуры статистических критериев в этой модели. Другие статистические критерии - функции от корней характеристических уравнений. 
7. Совместное распределение корней характеристических уравнений (при разных соотношениях размерностей).

8. Многомерная линейная регрессия: модель, оценивание параметров (разные методы). Проверка линейных гипотез. 
9. Многомерные обобщения одномерных гауссовских линейных моделей и линейных гипотез и общие правила их статистического анализа.

Литература
1. Т.Андерсон. Введение в многомерный линейный анализ. - М: ГИФМЛ, 1963.

2. С.Р.Рао. Линейные статистические методы и их применения. - М.: Наука, 1968.

3. Х.Аренс, Ю.Лейтер. Многомерный дисперсионный анализ. - М.: Финансы и статистика, 1985.

4. А.Н. Ширяев. Вероятность. - М.: Наука, 1989.

5. Ю.Н.Тюрин. Записки лекций. 2003.
СТАТИСТИКА ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ
Лектор: доцент Болдин М.В.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры
Предназначен для студентов 4 курса мехмата (актуарно-финансовая группа)
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет с оценкой
Примерное число слушателей: 20 человек
Курс читается с 2000 года

Программа на 2002/2003 учебный год

1. Примеpы стационаpных в шиpоком смысле вpеменных pядов, их задание линейными и нелинейными стохастическими pазностными уpавнениями. Стационарные решения MA(q), AR(p), ARMA(p,q), ARCH(p) уравнений. Строго стационарные последовательности с сильным перемешиванием, центральная предельная теорема для них.

2. Оценивание среднего и ковариации стационарных рядов - с.к. сходимость; доверительное оценивание и проверка гипотез о среднем и ковариациях последовательностей с сильным перемешиванием. Периодограмма. Сглаженные оценки спектральной плотности: теоремы об асимптотическом смещении и дисперсии, с.к. сходимость, примеры спектральных окон. Оценивание спектральной функции.

3. Оптимальный с.к. линейный прогноз стационарных последовательностей. Примеры для AR(p), ARMA(p,q) процессов.

4. Оценки максимального правдоподобия в AR(1) модели с гауссовскими инновациями и коэффициентом из R: три и два (при случайной нормировке) предела. Последовательные оценки максимального правдоподобия - один предел.

5. Hепаpаметpические M-оценки и обобщенные M-оценки в AR(p) модели. Их состоятельность и асимптотическая нормальность. Проверка гипотез о порядке авторегрессии и общих линейных гипотез. Функционалы влияния, чувствительность к грубым выбросам, pобастные оценки. Примеры. 

6. Эмпирические процессы в AR(p) модели. Непараметрическое оценивание через эмпирические процессы и проверка гипотез тестами типа Колмогорова.

7. Некоторые особенности в поведении финансовых индексов и использование ARCH, GARCH и родственных моделей для их описания. Непараметрическое оценивание в ARCH-модели.
Основная литература

1. Андерсон Т. Статистический анализ временных рядов, Миp, Москва,1976.
2.  Brockwell P.J., Davis R.A. Time Series: Theory and Methods.  Springer - Verlag, New York,1987.
3.  Болдин М.В., Симонова Г.И., Тюрин Ю.H. Знаковый статистический анализ линейных моделей, Наука, Москва,1997.
4.  Ширяев А.H. Вероятность. Наука, Москва,1980.
5. Ширяев А.H. Основы стохастической финансовой математики. Факты. Модели. Т.1, Фазис, Москва, 1998.

ФИНАНСОВАЯ  МАТЕМАТИКА - 2

(Стохастическая финансовая математика)
Лектор: доцент Жуленев С.В.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры 

Предназначен для студентов 4 курса мехмата (актуарно-финансовая группа)

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 20 человек

Курс читается с 2002/2003 учебного года (ранее читался другим лектором по другой программе). 
Программа на 2002/2003 учебный год

I. Элементы дискретного стохастического анализа

1. Три основных понятия


1.1. Стохастический базис


1.2. Два типа последовательностей


1.3. Марковские моменты времени

2. Мартингалы


2.1. Отношение к жизни и формальное определение


2.2. Примеры и упражнения


2.3. Мартингал-разность


2.4. Разложение Дуба


2.5. Квадратично-интегрируемые мартингалы

3. Локальные и обобщенные мартингалы. Мартингальное преобразование


3.1. Краткая характеристика новых понятий


3.2. Эквивалентность


3.3. О разнице локального мартингала и мартингала

4. Стохастические уравнения и экспоненты

5. Конструкция мартингальных мер


5.1. Простейшая ситуация


5.2. Процесс плотности и его свойства


5.3. Лемма о пересчете


5.4. Дискретный вариант теоремы Гирсанова. Условно-гауссовский 
       случай


5.5. Дискретный вариант теоремы Гирсанова. Общий случай

6. Некоторые вспомогательные результаты


6.1. Теоремы Дуба


6.2. Основные теоремы о предельном переходе


6.3. Техника "монотонных классов"

II. Стохастическая модель финансового рынка. Арбитраж и полнота

1. Модели рынка и портфеля


1.1. Краткая характеристика рынка


1.2. Уточнение понятия финансовый рынок


1.3. Инвестиционная стратегия или портфель

2. Мартингальный критерий отсутствия арбитражных возможностей


2.1. Концепция "арбитража"


2.2. Первая фундаментальная теорема стохастической финансовой 
       математики


2.3. Другой вариант арбитража и его фундаментальная теорема

3. Мартингальные меры и полнота


3.1. Хеджирование и его цена. Полные и неполные рынки


3.2. S-представимость локальных мартингалов


3.3. Вторая фундаментальная теорема. Первый вариант арбитража


3.4. Вторая фундаментальная теорема. Безарбитражность в слабом  
       смысле

III. Теория расчетов на безарбитражных рынках

1. Расчеты, связанные с хеджированием европейского типа


1.1. Полные рынки


1.2. Неполные рынки

2. Расчеты, связанные с хеджированием американского типа


2.1. Задача об оптимальной остановке. Супермартингальная 
  
       характеризация


2.2. Случай марковских платежных функций

3. Что такое опционы?


3.1. Общие соображения


3.2. Определение и простейшие черты

4. Опционы европейского типа на биномиальном (B,S)-рынке


4.1. Модель Кокса-Росса-Рубинштейна


4.2. Платежные функции, зависящие от суммарной ставки


4.3. Случай марковских платежных функций


4.4. Стандартные опционы покупателя и продавца


4.5. Использование теории в практической ситуации

5. Опционы Американского типа на биномиальном (B,S)-рынке


5.1. Специфика расчета опционов Американского типа


5.2. Стандартный опцион покупателя

Литература

1. Ширяев А.Н. Основы стохастической финансовой математики,

М.: Фазис, 1998.

2. Ширяев А.Н. Вероятность, М.: Наука, 1980.

3. Жуленев С.В. Финансовая математика, М.: МГУ, 2001.

АКТУАРНАЯ МАТЕМАТИКА - 3

(Теория разорения)

Лектор: проф. Виноградов О.П.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры
Предназначен для студентов 4 курса мехмата (актуарно-финансовая группа), 8 семестр
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет с оценкой
Примерное число слушателей: 25 человек
Курс читается с 2000/2001 учебного года

Программа на 2002/2003 учебный год

1. Модели риска. Индивидуальный и коллективный риск. Математические модели страхования. Классическая модель риска. Модель Спарре Андерсена. Неоднородный процесс риска с конечным числом риска. Вероятность разорения как показатель качества в модели коллективного риска.

2. Элементы теории вероятностей и случайных процессов. Примеры вероятностных распределений, играющих важную роль в теории разорения. Пуассоновский  процесс. Процесс восстановления. Теорема восстановления. Процесс гибели и размножения. Элементы анализа и теории интегральных уравнений. Преобразование Лапласа. Абелевы и тауберовы теоремы для преобразований Лапласа. Интегральные уравнения Вольтерра. Резольвента. Метод последовательных приближений. Уравнения типа свертки.

3. Вероятность разорения в классической модели риска как решение интегрального уравнения типа свертки. Условие Крамера. Необходимость и достаточность условия Крамера для экспоненциальности убывания вероятности разорения. Явные формулы для вероятности разорения в случае, когда размеры выплат имеют показательное распределение. Доказательство неравенства Лундберга и его уточнений методом интегральных неравенств.

4. Связь вероятности разорения с распределением времени ожидания в однолинейной системе массового обслуживания и с математическим ожиданием числа частиц в ветвящемся процессе, зависящим от возраста.

5. Вероятность разорения в случае больших выплат. Класс Чистякова субэкспоненциальных распределений. Асимптотика вероятности разорения в случае субэкспоненциальности распределения величин выплат.

6. Моменты процесса риска. Аппроксимация де Вильдера вероятности разорения. Диффузионная аппроксимация процесса риска. Точность данных аппроксимаций.

7. Мартингальный подход к оценке вероятности разорения.

8. Случайные блуждания. Вероятность разорения как распределение максимума случайного блуждания. Уравнение Винера-Хопфа и его решение в частных случаях.

9. Верхняя оценка Вильмота вероятности разорения в случае, когда распределение величин выплат принадлежит некоторым классам распределений.

ФИНАНСОВАЯ МАТЕМАТИКА - 3 

Лектор: доцент Черный А.С.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры

Предназначен для студентов 4 курса мехмата (актуарно-финансовая группа), 8 семестр

Продолжительность: полгода

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 17 человек

Курс читается с 2001 года

Программа на 2002/2003 учебный год (весна), ежегодно обновляется.
1. Одношаговая модель. Первая и вторая фундаментальные теоремы теории арбитража.

2. Верхние и нижние цены в одношаговой модели.

3. Фильтрованное вероятностное пространство. Моменты остановки. Предсказуемая и опциональная (-алгебры.

4. Мартингалы, субмартингалы, супермартингалы. Примеры.

5. Основные теоремы о мартингалах, субмартингалах, супермартингалах.

6. Локальные мартингалы, семимартингалы. Определения, примеры, свойства.

7. Квадратическая ковариация.

8. Стохастические интегралы.

9. (-мартингалы. Определения, примеры, свойства.
10. Стратегии в дискретном и непрерывном времени.

11. Допустимые стратегии.

12. Формула Ито для одномерного и многомерного броуновского движения.

13. Формула Ито для непрерывного семимартингала. Теорема Леви.

14. Первая фундаментальная теорема теории арбитража в дискретном и непрерывном времени.

15. Вторая фундаментальная теорема теории арбитража в дискретном и непрерывном времени.

16. Верхние и нижние цены на полных и неполных рынках.

17. Процессы плотности. Экспоненциальные мартингалы.

18. Теорема Гирсанова.

19. Модель Башелье и модель Блэка-Шоулса. Безарбитражность и полнота.

20. Формула Блэка-Шоулса.

Литература
1. А.Н.Ширяев. Основы стохастической финансовой математики. Фазис, 1998.

2. А.Н.Ширяев, А.С.Черный. Векторный стохастический интеграл и фундаментальные теоремы теории арбитража // Труды МИРАН, 237 (2002), с.12-56.
СТАТИСТИКА СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
Лектор: доцент Болдин М.В.
Статус курса: специальный, по выбору кафедры, по выбору студента

Предназначен для студентов 5 курса мехмата (актуарно-финансовая группа и другие желающие), 10 семестр 
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет с оценкой
Примерное число слушателей: 30 человек
Курс читается с 2002/2003 учебного года

Программа на 2003/2004 учебный год (весна), обновлена в 2003 году
Основных целей курса две. 

Первая – образовательная: основой статистических методов из разделов 1-4 служат классический принцип инвариантности для независимых величин, для последовательностей с перемешиванием (короткая память) и для последовательностей с длинной памятью. Это фундаментальные, а в последней части и современные результаты. 

Другая цель – обсудить особенности эволюции финансовых индексов (дневные и внутридневные данные) и дать некоторые конкретные современные алгоритмы статистического анализа финансовых данных. Эти алгоритмы представлены в разделах 3-5.

1. Метрическое пространство D[0,1] и классический принцип инвариантности Донскера-Прохорова. Два примера статистических приложений:

Статистический феномен Харста и возможные способы его объяснения;

Проверка одинаковой распределенности тестами типа Колмогорова при локальных сдвиговых альтернативаж, асимптотическая относительная эффективность тестов и асимптотически оптимальные тесты.

2. Метрическое пространство D2[0,1] и последовательные эмпирические процессы; тесты типа Колмогорова для проверки одинаковой распределенности независимых случайных величин против альтернативы о "разладке" в распределении.

3. Некоторые особенности эволюции финансовых индексов (логарифмов относительных изменений цен) и нелинейные модели типа ARCH. Различные варианты задачи о проверке адекватности модели реальным данным: классическая задача о выборе порядка модели; проверка стационарности против альтернативы о дрейфе параметров; проверка одинаковой распределенности "шумов" против альтернативы о "разладке" в распределении; проверка нормальности "шумов" и родственные гипотезы. Методология решения этих задач с помощью последовательных процессов. Результаты о сходимости в D[0,1] и D2[0,1] последовательных процессов в ARCH и применения к проверке адекватности моделей. Сравнение с результатами для линейных AR(p) и ARMA(p,q) моделей.

4. Последовательности с долгой памятью и слабая сходимость соответствующих последовательных процессов. Сравнение результатов для последовательностей с короткой и длинной памятью. Еще раз о статистическом феномене Харста и фрактальном броуновском движении. Методология R/S-анализа и R/S анализ некоторых финансовых рядов.

5. Структурные изменения в сборе финансовых данных, описание эволюции финансовых индексов через процессы с дискретным вмешательством случая. Статистика "тиков". Дискретизация данных. Одномерные распределения логарифмов относительных изменений цен: отклонение от гауссовости и соответствующие тесты; "тяжелые хвосты" и их статистика; структура распределений в центральной области и оценки индекса устойчивости.

Основная литература
1. П. Биллингсли. Сходимость вероятностных мер, М., Наука, 1977.

2. W. Feller. The asymptotic distribution of the rage of sums of independent random variables. Ann. of Math. Statist., 22, 1951
3. P.J. Bickel and M.J. Wichura. Convergence for multiparameter stochastic processes and some applications, Ann. Math. Statist., 42,1971.

4. M.V. Boldin. On sequential residual empirical processes in heteroscedastic time series, Math. Methods of Statist.,11, 2002.

5. H.L. Koul. Asymptotics of some estimators and sequential residual empiricals in nonlinear time series. Ann. Statist.,24, 1996.

6. J. Bai. Weak convergence of the sequential empirical processes of residuals in ARMA models. Ann. Statist., 22 1994.

7.H. Dehling and M. Taqqu. The empirical process of some long-range dependent sequences with an application to U-statistics. Ann. Statist., 17,1989.

8.B.B. Mandelbrot. Fractals: Form, Chance, and Dimension. San Francisco, Freeman,1977.

9. А.H. Шиpяев. Основы стохастической финансовой математики, т.1. Факты. Модели. М.: Фазис, 1998.

Комментарий

 Курс фактически новый, читается актуарной группе (для них это обяз. курс с экзаменом), экономистам (по желанию) и всем желающим (обычно это студенты кафедр. группы). Курс примыкает к читаемому на 7-ом семестре (тем же студентам) курсу "Статистика временных рядов" и отчасти наследует проблематику. Разделы 1-3 читались актуариям в прошлом 10-ом семестре и желающим (последних ходило больше). После чтения стало ясно, что разделы типа 4-5 вводить необходимо.
СПЕЦКУРСЫ ПО ВЫБОРУ СТУДЕНТА
СТОХАСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ БРОУНОВСКОГО ДВИЖЕНИЯ

Лекторы: член-корр. РАН проф. А.Н.Ширяев, доцент А.С.Черный

Статус курса: специальный, по выбору студента, по выбору кафедры
Предназначен для студентов 3-5 курса мехмата (для актуарно-финансовой группы 5 курса был обязателен) и аспирантов
Продолжительность: год
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 15 человек
Курс читался в 2000/2001 учебном году
Цели спецкурса: дать введение в броуновское движение и стохастический анализ непрерывных процессов, а также показать некоторые применения этой теории в финансовой математике.

1. Фильтрация, моменты остановки, предсказуемая (-алгебра.

2. Неравенство Йенсена для условных математических ожиданий. 
Теорема о предельном переходе для условных математических ожиданий (E[Xn|Fn](E[X|F]). Лемма Фату-Лебега для условных математических ожиданий.

3. Равномерно интегрируемые семейства. Теорема Лебега о предельном переходе для равномерно интегрируемых последовательностей.

Доказательство того, что семейство E[X|G(]((( равномерно интегрируемо.
4. Мартингалы, субмартингалы, супермартингалы. Примеры, теорема о модификации.

5. Теорема Дуба о сходимости мартингалов. Мартингал Леви. Равномерно интегрируемые мартингалы.

6. Теорема об остановке для субмартингалов и для равномерно интегрируемых мартингалов.

7. Теорема об остановке для неотрицательных супермартингалов.

Критерий того, что неотрицательный супермартингал является равномерно интегрируемым мартингалом.

8. Необходимое и достаточное условие равномерной интегрируемости мартингала exp{Bt(( - ½(t(()}, где B – BM(0). Тождества Вальда.

9. Нахождение P(Ta(B)<Tb(B)), где B – BM(0). Нахождение E[Ta(Tb(B)].

10. Нахождение P(Ta(X)<Tb(X)) для Xt=exp{(Bt-(2t/2}, Xt=Bt-(t, 

Xt=exp{(t+(Bt}.

11. Нахождение ETa,b для a>0, b<0, где Ta,b=inf{t(0: Bt=a+bt}. 
Нахождение P(Ta,b<() для a>0, b>0.

12. Нахождение распределения sup{Bt: t (T0(B)}, где B –  BM(a).

Нахождение распределения supt(0 (Bt-(t), где B – BM(0).

13. Локальные мартингалы. Достаточное условие того, что локальный мартингал является мартингалом. Неотрицательные локальные мартингалы.

14. Квадратическая вариация непрерывного локального мартингала.

Квадратическая ковариация двух непрерывных локальных мартингалов.

15. Квадратическая вариация броуновского движения. Вычисление 
(Bk,Bl(, где B=(Bt1, … Btd) –  BMd. Теорема Леви.

16. Неравенства Буркхольдера-Дэвиса-Ганди и их применения.

17. Непрерывные семимартингалы. Квадратическая вариация. Квадратическая ковариация.

18. Фрактальное броуновское движение: определение, примеры (H=1/2, H=1), свойства самоподобия и стационарности приращений.

19. Доказательство того, что при H((0,1/2)((1/2,1) фрактальное

броуновское движение не является семимартингалом.

20. Самофинансируемые стратегии для случая дискретного времени.

21. Самофинансируемые стратегии для случая непрерывного времени.

22. Стохастические интегралы: примеры, основные свойства.

23. Теорема о предельном переходе под знаком стохастического интеграла.

24. Достаточное условие того, что стохастический интеграл является

квадратично интегрируемым мартингалом. Нахождение его ковариационной функции.

25. Допустимые стратегии и стохастические интегралы в финансовой математике.

26. Формула Ито для непрерывного семимартингала и для броуновского движения. Доказательство того, что если B – (Ft)-BM, то exp{Bt-t/2} является (Ft)-мартингалом.

27. Задача об оптимальном инвестировании.

Литература

1. B.Øksendal. Stochastic differential equations. Springer, 2000.

2. D.Revuz, M.Yor. Continuous martingales and Brownian motion. Springer, 1999.

3. А.Н.Ширяев. Вероятность. Наука, 1988.

4. А.Н.Ширяев. Основы стохастической финансовой математики. Фазис, 1998.
НЕКОТОРЫЕ СОВРЕМЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ 

ТЕОРИИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
Лектор: профессор Афанасьева Л.Г.
Статус курса: специальный, по выбору студента
Предназначен для студентов 4-5 курса и аспирантов мехмата
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 15 человек
Курс читается с 2000/2001 учебного года

Программа на 2002/2003 учебный год 
Цель курса – ввести слушателей в круг современных задач и методов теории очередей, среди которых – проблема устойчивости и эргодичности сетей и систем обслуживания сложной структуры, оценка периодичности режимов систем с зависящими от времени параметрами, аппроксимация систем с дважды стохастическими входящими потоками.
I.  Системы с нестационарными входящими потоками.

1. Пуассоновский поток с интенсивностью, зависящей от времени.

2. Циклические системы обслуживания. Теорема о стохастической ограниченности процесса ожидания.

3. Условия существования периодического режима в системах с периодическими управляющими процессами.

4. Неравенство Rolsky для среднего по периоду времени ожидания.

5. Представление Лемуана для периодического распределения времени ожидания.

6. Периодическая система M(t)|G|1|(.

А) Условия высокой загрузки

Б) Условия малой загрузки 

В) Медленно меняющаяся интенсивность

Г) Быстро меняющаяся интенсивность.

7. Теоремы устойчивости для периодических режимов

8. Системы с дважды стохастическими пуассоновскими потоками.

II. Асимптотические методы в теории массового обслуживания

1. Основные виды сходимости процессов. Условия сходимости: а) к вырожденным процессам; б) к процессам неограниченной диффузии; в) к диффузионным процессам с отражением на границе.

2. Предельные процессы для числа занятых линий, когда число каналов асимптотически бесконечно.

3. Описание систем обслуживания с помощью процессов диффузии. Многоканальные системы с интенсивным входящим потоком.

III. Эргодические теоремы и теоремы устойчивости

1.
Распределение максимума сумм стационарно зависимых случайных величин.

2.
Теорема устойчивости для одноканальных и бесконечноканальных систем.

3. Эргодические теоремы для последовательностей вида 
wn+1= f(wn,u n).
4. Эргодические теоремы и теоремы устойчивости для многоканальных 
    систем

Литература

1. Боровков А.А. Асимптотические методы в теории массового обслуживания - М: Наука, 1980.

2. Боровков А.А. Об эргодичности и устойчивости последовательности wn+1= f(wn,( n) // ТВП. 1988, Т. 33, № 4, с. 641-658

3. Калашников В.В. Оценки скорости сходимости и устойчивости для регенерирующих и обновляющих марковских процессов. Теория массового обслуживания. / ВНИИСИ АН СССР. М. 1981, с. 7-12

4. Афанасьева Л.Г. Об эргодичности открытой сети обслуживания // ТВП. 1987, т. 32, № 4, с. 777-781.

5. L.G. Afanasieva, F. Delcoigne, G. Fayolle. On Polling Systems where Servers Wait for Customers // Markov Processes and Related Fields, 1997, v. 3,№ 4, p. 527-547

6. A.A. Borovkov. An Asymptotic Exit Problem for Multidimensional Markov Chains // Markov Processes and Related Fields, 1997, v. 3,№ 4, p. 547-565.

СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

В ТЕОРИИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
Лектор: профессор Афанасьева Л.Г.
Статус курса: специальный, по выбору студента
Предназначен для студентов 4-5 курса и аспирантов мехмата
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 10-15 человек
Курс читается с 1999/2000 учебного года

Программа на 2001/2002 учебный год

I. Цепи Маркова с непрерывным временем

1. Определение. Стандартная переходная матрица. Инфинитезимальная матрица. Консервативность.

2. Обратные уравнения Колмогорова для консервативной цепи.

3.  Прямые уравнения Колмогорова.

4. Условия существования и единственности решений систем уравнений Колмогорова. Метод Ледермана и Ройтера.

5. Процесс чистого размножения.

6. Процесс размножения и гибели.

7. Теорема Ройтера о существовании единственного Q-процесса.

8. Необходимое и достаточное условие эргодичности.

9. Система обслуживания с Марковским входящим потоком.

II. Обрывающийся процесс восстановления
     1. Определение. Уравнение восстановления. Асимптотика решения.

2. Асимптотика вероятности опустошения водохранилища.

3. Асимптотика распределения времени ожидания.

4. Случайные блуждания. Метод лестничных высот.

III. Граничные функционалы на траекториях случайного блуждания

1. Факторизационные тождества.

2. Верхняя грань случайного блуждания.

3. Стационарное распределение времени обслуживания, когда распределение времени обслуживания (интервал между поступлениями) является экспоненциальным полиномом.

4. Случайные блуждания с показательными «хвостами».

5. Случайные блуждания с задерживающими границами.

Литература

1.  Л.Г. Афанасьева, Е.В. Булинская. Случайные процессы в теории массового обслуживания и управления запасами. МГУ, 1980.

2. А.А. Боровков. Вероятностные процессы в теории массового обслуживания.  М. Наука, 1972.
ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
Лектор: профессор Афанасьева Л.Г.
Статус курса: специальный
Предназначен для студентов 3 курса мехмата
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: зачет 
Примерное число слушателей: 10-15 человек
Курс читается с ??? учебного года

Программа на 2002/2003 учебный год
Основная цель – ознакомление слушателей с классическими моделями теории массового обслуживания и традиционными методами их анализа.
1. Пуассоновский поток. Основные свойства. 

2. Цепи Маркова с непрерывным временем. Прямые и обратные уравнения Колмогорова.

3. Процессы размножения и гибели.

4. Марковские модели теории массового обслуживания. Формулы Эрланга.

5. Системы с ограничениями.

6. Метод дополнительной переменной.

7. Доказательство формул Эрланга для произвольного распределения времени обслуживания.

8. Метод вложенной цепи Маркова. Стационарное распределение для длины очереди в многоканальной системе с показательным временем обслуживания.

9. Метод фаз. Распределение длины очереди в системе с эрланговским входящим потоком.

10. Система M|G|1|(. Уравнение Такача. Стационарное и нестационарное распределения времени ожидания.

11. Система GI|GI|1|(. Уравнение Линдли.

Литература

1. Саати T. Элементы теории массового обслуживания и ее       приложения. – М.: Советское радио, 1971.

2. Боровков А.А. Вероятностные процессы в теории массового обслуживания.- М.: Наука, 1972.

ПРИКЛАДНЫЕ СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

Лектор: профессор Е.В.Булинская
Статус курса: специальный, по выбору студента
Предназначен для студентов 5 курса мехмата, 10 семестр

Продолжительность:

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 30 человек

Курс читается c 2001 года

Программа на 2002/2003 учебный год

1. Общее описание моделей типа input-output прикладной теории вероятностей с помощью набора (Y,Z,U,(,L). 
Интерпретация "входа" Y и выхода Z в теории запасов, теории массового обслуживания, теории водохранилищ, страховании, теории надежности, финансах, биологических моделях и др. Управление U, структура системы и способ ее функционирования (, целевая функция L.
2. Методы сравнения стохастических моделей. 
Полные и частичные порядки вероятностных распределений. Порядки одномерных распределений (первый и второй стохастический порядки, порядки типа смертности, отношения правдоподобия, стоп-лосс степени n, экспоненциальный, Лоренца и др.). Порядки многомерных распределений.
3. Модели теории запасов. 

Классификация моделей теории запасов. Статические и динамические модели. Модели с дискретным и непрерывным временем. Стоимостной и надежностный подходы. Методы оптимизации. Использование динамического программирования для нахождения оптимальной политики управления запасами. Однопродуктовые и многопродуктовые системы. Стационарные и (-оптимальные политики. Статистический подход в случае неизвестного распределения процесса потребления. Метод синхронизации поставок и потребления (just-in-time). Описание систем типа just-in-time с помощью случайных блужданий в полосе заданной ширины. Асимптотическое поведение нормированных моментов остановки при неограниченном возрастании ширины полосы. Многоуровневые политики управления. Выбор оптимальной политики.
4. Модели индивидуального и коллективного риска, смешанные модели. Статические и динамические модели. Размер отдельного требования (иска). Методы получения многопараметрических семейств из стандартных распределений. Число происшествий. Составные распределения и усреднение по параметру, безграничная делимость. Распределения класса (a,b,m), m(0. Рекуррентная формула Панджера. Величина суммарного ущерба. Хвосты распределения (легкие, средние, тяжелые). Асимптотика стоп-лосс премии.

5. Процессы риска. 

Пуассоновский процесс и процесс восстановления. Процесс риска и вероятность разорения на бесконечном интервале времени. Точные формулы и приближения. Вероятность разорения на конечном промежутке времени. Обобщенные процессы риска. 

6. Модели систем и сетей массового обслуживания. 

Процесс поступления клиентов на обслуживание. Дисциплина очереди и времена обслуживания. Длина очереди и время ожидания. Марковские и немарковские модели (M|M|1, M|G|1, G|M|1, M|G|( и др.). Сравнение моделей и проблемы оптимизации. Модели с групповым поступлением и обслуживанием.
7. Модели водохранилищ. 

Времена первого опустошения и переполнения. Управляемые

модели. Существование стационарного распределения. Аппроксимация процессов с дискретным временем процессами с непрерывным временем. Оптимальная политика потребления воды в многоцелевом водохранилище.

СТОХАСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

В СТАТИСТИКЕ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
Лектор: профессор Гущин А.А.

Статус курса: специальный, по выбору студента

Предназначен для студентов 3-5 курса мехмата

Продолжительность: год

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 6-7 человек

Курс читается с 1998/1999 учебного года

Программа на 2001/2002 учебный год

Будет читаться по несколько сокращенной программе в весеннем семестре 2004 года. В 2000/2001 и 2002/2003 учебных годах спецкурс под тем же названием читался по совершенно иной программе.

1. Теорема Радона-Никодима.

2. Марковские ядра, теорема Фубини.

3. Бесконечные произведения пространств, теорема Ионеску Тулчи.

4. f-дивергенция, ее основные свойства.

5. Расстояние по вариации, расстояние Хеллингера, информация Кульбака-Лейблера.

6. Статистические эксперименты и решающие правила.

7. Бинарные статистические эксперименты, лемма Неймана-Пирсона.

8. Δ-расстояние и сходимость бинарных статистических экспериментов.

9. Рандомизационный критерий для бинарных статистических экспериментов.

10. Мартингалы с дискретным временем: теорема о преобразовании свободного выбора, теоремы о сходимости.

11. Мартингалы с дискретным временем: основные неравенства.

12. Мартингалы с дискретным временем: разложение Дуба-Мейера, мультипликативное разложение.

13. Процессы Хеллингера (дискретное время).

14. Критерии абсолютной непрерывности и сингулярности вероятностных мер.

15. Критерии сходимости по вариации в терминах процессов Хеллингера.

16. Предельная теорема для отношений правдоподобия.

ТЕОРИЯ ИНФОРМАЦИИ
(в рамках с/к "Теория вероятностей и математическая статистика")
Лектор: профессор Дьячков А.Г.
Статус курса: специальный, по выбору студента
Предназначен для студентов 5 курса мехмата
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 50-80 человек
Курс читается с ??? учебного года
Программа на 2002/2003 учебный год
Основная цель – дать введение в теоремы кодирования теории информации для дискретного канала без памяти, а также связанные с ними задачи теории поиска и планирования отсеивающих экспериментов. На этих задачах иллюстрируется применение введенных Шенноном теоретико-информационных характеристик распределения вероятностей и предельных теорем о больших уклонениях, которые не изучаются в основных курсах теории вероятностей.
Подробные конспекты лекций опубликованы в сайте:

 http://www.it-msu.narod.ru
I. Вопросы

1. Математическая модель передачи дискретных равновероятных сообщений по двоичному каналу связи, оптимальность декодирования по максимуму правдоподобия. 
2. Вероятность ошибки в двоичном симметричном канале без памяти (ДСК) для двух кодовых слов.

3. Прямая теорема Шеннона для канала с равновесным шумом (КРШ).

4. Границы максимального объема кода с заданным расстоянием. Нижняя граница исчерпывания Варшамова-Гильберта (ВГ). Нижняя граница ВГ для ансамбля случайных кодов. Верхняя граница Хэмминга. Верхняя граница Плоткина.

5. Линейные двоичные коды [1, § 6.1]. Порождающая и проверочная

матрицы, кодовое расстояние линейного кода. Код Хэмминга. Граница ВГ для линейного кода.

6. Модель статического поиска А.Реньи. Обратная и прямая теоремы Шеннона для (M,k)-плана. Границы длины и оптимальные конструкции (M,k)-планов.

7. Обратная теорема Шеннона для дискретного канала связи. Свойства энтропии и информации [1, гл.2]. Теорема переработки данных, неравенство Фано, пропускная способность дискретного канала без памяти (ДКБП), обратная теорема Шеннона для ДКБП [1, § 4.2-4.3]. Обратная теорема Шеннона для КРШ.

8. Прямая теорема Шеннона для ДКБП. Пороговое декодирование и случайное кодирование для ДКБП, теоремы Шеннона для средней и максимальной вероятности ошибки [1, задача 5.18].

9. Два свойства выпуклости информационной функции [1, § 4.4].

10. Теорема о больших уклонениях (ТБУ), вывод экспоненциальной границы вероятности ошибки для ДКБП с помощью ТБУ [1, § 5.4 и задача 5.14].

11. Последовательные планы поиска. Префиксный код, кодовое дерево, неравенство Крафта, теорема кодирования для префиксных кодов [1, гл. 3], оценка средней длины алфавитного кода [2, гл.4, § 3], среднее число

проверок для биномиальной модели поиска дефектов.

12. Лог-оптимальные портфели инвестирования на рынке ценных

бумаг. Скорость удвоения капитала на рынке ценных бумаг при заданном распределении относительных стоимостей акций и инвестиционном портфеле, лог-оптимальный портфель инвестирования, условия лог-оптимальности. Увеличение скорости удвоения за счет дополнительной информации. Лог-оптимальный портфель инвестирования игрока в тотализаторе на скачках [3, ch.6,16].

II. Задачи

1. Логарифмическая асимптотика 
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf][1, задача 5.8].

2. ТБУ для испытаний Бернулли.

3. Вероятность ошибки в КРШ для двух кодовых слов.

4. Граница ВГ для ансамбля равновесных кодов.
5. Линейный код с проверкой на четность.

6. Пропускная способность ДСК.

7. Асимптотика длины последовательного (M,k)-плана для модели А.Реньи.

8. Последовательный поиск m дефектов среди M объектов за m log2 M групповых проверок.

Литература

1. Галлагер Р.Г. Теория информации и надежная связь. М., Сов. радио, 1974.

2. Альсведе Р., Вегенер И. Задачи поиска. М., Мир, 1982.

3. Cover T., Thomas J. Elements of information theory. Willey & Sons, New York, 1991.

4. Колесник В.Д., Полтырев Г.Ш. Курс теории информации, М., Наука, 1982.

5. Чисар И., Кернер Я. Теория информации. Теоремы кодирования для дискретных систем без памяти, М. Мир, 1985.
ОЦЕНКА СТОИМОСТИ КОМПАНИЙ

Лектор: доцент Жуленев С.В.
Статус курса: специальный, по выбору студента

Предназначен для студентов 3-5 курса эконом. потока мехмата

Продолжительность: полгода
Форма отчетности: нет

Примерное число слушателей: 10-20 человек

Курс читался с 1998 по 2000 год

Цель – заинтересовать студентов, одновременно выяснить круг их интересов. Курс не математический, а финансово-экономический.

1. Зачем оценивать стоимость?

1.1 Собственность и контроль над нею в трех ведущих странах.

1.2 Богатство акционеров и экономическая эффективность.

1.3 Зачем оценивать стоимость?

1.4 Вызовы, стоящие перед управлением (компанией).
2. Роль управляющего по оценке стоимости.

2.1 Становясь управляющим стоимостью (компании).

2.2 Случай корпорации ЕГ, часть 1: ситуация.
2.3 Случай корпорации ЕГ, часть 2: Ральф в роли преобразователя компании.

2.4 Случай корпорации ЕГ, часть 3: Ральф как управляющий стоимостью.

2.5 Резюме.
3. Наличные – основа бытия.

3.1 Дисконтированный ДП содержит все элементы стоимости.

3.2 Утонченная модель расчета (стоимости).

3.3 Наивен ли рынок акций?

3.4 Эффективность рынка. Что это такое?

3.5 Резюме.
4. Управление, основанное прежде всего на учете стоимости.

4.1 О мышлении, основанном на главенстве стоимости.

4.2 Поиск факторов, способствующих возникновению стоимости.

4.3 Составляющие процесса управления.

4.4 Сложности процесса перехода к новому мышлению.

4.5 Усилия по поддержке такого управления длительное время.

Литература
1. T.Copeland, T.Koller, J.Murrin. VALUATION. Measuring and managing the value of companies.
ЭКСТРЕМУМЫ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ И ПОЛЕЙ
Лектор: к.ф.-м.н. Лебедев А.В.
Статус курса: специальный, по выбору студента.

Предназначен для студентов 3-5 курса и аспирантов мехмата
Продолжительность: год

Форма отчетности: зачет, экзамен
Примерное число слушателей: 5-10 человек
Курс читается с 2001/2002  учебного года.

Программа на 2002/2003 учебный год (ежегодно обновляется).

Цель: ознакомить студентов с основными моделями, методами, результатами и приложениями теории экстремумов, начиная от фундаментальной работы Б.В.Гнеденко (1943) и до наших дней

(включая результаты лектора последних лет). 

1. Обратные функции и теорема Хинчина.

2. Максимум-устойчивые распределения. Теорема об экстремальных типах.

3. Сходимость вероятностей P(Mn ≤un). Условие Б.В.Гнеденко.

4. Превышения и k-ые максимумы.

5. Критерии принадлежности к областям притяжения экстремальных типов.

6. Законы больших чисел для максимумов.

7. Условия D, D(un), D'(un) и их значение для экстремумов.

8. Сопровождающие последовательности. Экстремальный индекс. Примеры.

9. Экстремумы гауссовских последовательностей и процессов.

10. Субэкспоненциальные распределения и их свойства.

11. Ассоциированность случайных величин и свойства максимумов.

12. Экстремумы рекуррентных случайных последовательностей.

13. Экстремумы процессов и полей дробового шума.

14. Максимальные ветвящиеся процессы и их обобщения.

15. Предельные теоремы для максимальных ветвящихся процессов.

16. Приложения теории экстремумов.

ЛИТЕРАТУРА

1. Лидбеттер М., Линдгрен Г., Ротсен Х. Экстремумы случайных последовательностей и процессов. М.: Мир, 1989.

2. Галамбош Я.И. Асимптотическая теория экстремальных порядковых 

статистик. М.: Наука, 1984.

3. Гумбель Э. Статистическая теория экстремальных значений /

Введение в теорию порядковых статистик. М.: Статистика, 1970.

4. Лебедев А.В. Максимумы рекуррентных случайных последовательностей // Вестник МГУ. Сер.1. Матем. Мех., 2001, N 1, 
с.11–14.

5.  Лебедев А.В. Максимумы рекуррентных случайных последовательностей. Случай тяжелых хвостов // Вестник МГУ. Сер.1. Матем. Мех., 2001, N 3, с.63–66.        

6.  Лебедев А.В. Экстремумы субэкспоненциального дробового шума // Математические заметки, 2002, т.71, N 2, с.227–231.

7.  Лебедев А.В. Максимумы субэкспоненциальных полей дробового шума с конечным радиусом влияния // Математические заметки, 2003, т.73, N 2, с.258–262.

8.  Лебедев А.В. Максимальные ветвящиеся процессы и их обобщения //

Обозрение прикладной и промышленной математики, 2001, т.8, N 2, с.785–786.

9.  Лебедев А.В. Двойной показательный закон для максимальных ветвящихся процессов // Дискретная математика, 2002, т.14, N 3, 
с.143–148.
ГИББСОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ
Лектор: профессор Минлос Р.А.
Статус курса: специальный, по выбору студента
Предназначен для студентов 3-5 курса мехмата
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 10 человек
Курс читается с 2000 года

Программа на 2002/2003 учебный год

I. Общее введение в статистическую физику.

1) Примеры статистических систем

2) Статистические ансамбли

3) Термодинамический предел

II. Свойства гиббсовских полей (высокотемпературная область")
1) Корреляционные функции и корреляционные уравнения.

2) Предельные корреляционные функции.

3) Свойства убывания корреляций и некоторые следствия этих свойств.

III. Фазовые переходы.

1) DLR-определение гиббсовских полей.

2) Пример неединственности гиббсовских полей.

3) Фазовый переход в трехкомпонентной модели (теория Пирогова-Синая)

IV. Метод кластерных разложений.

1) Общая схема метода.

2) Примеры и применения.
Литература

1. Малышев В.А., Минлос Р.А. Гиббсовские случайные поля. М.: Наука, 1985.
2. Минлос Р.А. Введение в математическую статистическую физику. М.: Изд-во Независимого Московского университета, 2002.
СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ И ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

(в рамках с/к "Теория вероятностей и математическая статистика")
Лектор: профессор Оселедец В.И.
Статус курса: специальный, по выбору студента
Предназначен для студентов 5 курса мехмата, 10 семестр 
Продолжительность: полгода
Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 10 человек
Курс читается с 2000 года
Программа на 2002/2003 учебный год, обновлена в 2002 году
1. Обобщенные случайные процессы. Белый гауссовский шум как

производная от винеровского процесса. Ковариационная

функция белого шума. Характеристический функционал белого шума.

[1, гл.3, § 1-4], [2, § 3.1, 3.3, 3.4].

2. Производящий функционал процесса. Моменты и семиинварианты процесса. Связь моментов и семиинвариантов процесса. [3, гл.2, § 1].

3. Гауссовские процессы. Производящий функционал. Моменты [3, гл.2, §1].
4. Критерий эргодичности для гауссовского процесса [9, лекция 13].

5. Критерий перемешивания для гауссовского процесса  [9, лекция 13].

6. Преобразования, сохраняющие меру и стационарные (в узком смысле) 

процессы [5, гл.5, § 1], [6, гл. XVI, § 1, 2], [10, лекция 1], [9, лекция 2], [7, §2.12-13].

7. Оператор (изометрический, унитарный) динамической системы в L2.
Инвариантные векторы и эргодичность [6, гл. XVI, § 3], [5, гл. 5, §2].

8. Инвариантная (-алгебра и эргодичность.

9. Спектральное представление стационарного процесса как следствие

спектральной теоремы  для унитарного оператора [6, гл. XVI, § 5].

10. Перемешивание, убывание ковариационных функций. Слабое  перемешивание, непрерывность спектральных мер и критерий Винера.

[10, лекция 2]. 
11. Нормальное упорядочение и экспонента Вика для гауссовской величины. Полиномы Эрмита как виковские  степени. Их ортогональность. Дисперсия виковской степени. Базисность виковских степеней [3, гл.2, § 2].

12. Виковская экспонента для двумерного гауссовского вектора.

Виковские степени. Задача о максимальном коэффициенте корреляции.

[3, гл.2, § 2], [лекции].
13. Виковская экспонента и виковские степени для гауссовского  процесса. Разложение Фока в ортогональную прямую сумму n - частичных  подпространств  [лекции].

14. Спектральное представление n - частичного подпространства для гауссовского стационарного процесса. Спектральное представление   унитарного оператора динамической системы в n - частичном  подпространстве [лекции].
15. Спектр виковской степени :(tn: для гауссовского  стационарного процесса [лекции]. 
16. Максимальный спектральный тип динамической системы [лекции].

17. Максимальный спектральный тип гауссовской динамической системы
[лекции].

18. Нормальное упорядочение и кратные стохастические интегралы,

представление нелинейных  функционалов от гауссовского процесса. [лекции]

19. Операторы рождения - уничтожения. Канонические коммутационные соотношения  и гауссовские процессы и поля. Нормальное упорядочение.  Свободные квантовые поля. Некоммутативные гауссовские процессы и

квази-свободные состояния [лекции].

20. Операторы рождения - уничтожения. Канонические антикоммутационные соотношения.  Нормальное упорядочение. Фермиевские квазисвободные состояния [лекции].

21. q - коммутационные соотношения, q - многочлены Эрмита. q – гауссовские величины. Нормальное упорядочение.

22. Свободные (q=0) случайные процессы. Свободные гауссовские величины. Правило вычисления  моментов, числа Каталана. Случайные матрицы большого порядка, сходимость к свободному гауссовскому распределению (полукруговой закон Вигнера) [8].
23. Свободная свертка мер, свободные моменты и семиинварианты, преобразование Коши - Стилтьеса [8].

24. Свободные сверточные полугруппы, уравнение Бюргерса  и дайсоновское броуновское движение. Свободное броуновское движение [8].

25. Алгебра фон Неймана. Фактор. Типы факторов. Конструкция фон Неймана алгебры фон Неймана по динамической системе [12].

26. Спиновые системы, гиперфинитные факторы и конструкция фон Неймана. Факторы Пауерса [12].

27. Модулярный оператор и меры Гиббса для спиновых систем.

28. Подфакторы. Индекс Джонса подфактора. Подфакторы Джонса и модели статистической механики [11].
Литература
1. Гельфанд И.М. и Виленкин Н.Я. Некоторые применения гармонического  анализа. Оснащенные гильбертовы пространства. (Обобщенные функции,    выпуск 4)  М.: Физматгиз, 1961.
2. Т.Хида. Броуновское движение. М.: Мир, 1988.

3. Малышев В.А., Минлос Р.А. Гиббсовские случайные поля. М.: Наука, 1985.

4. Корнфельд И.П., Синай Я.Г., Фомин С.В. Эргодическая теория. М.: Наука, 1980.

5. Ширяев А.Н. Вероятность.  М.: Наука, 1989.

6. Ибрагимов И.А., Линник Ю.В. Независимые и стационарно связанные  случайные величины.  М.: Наука, 1965.

7. Биллингслей П. Эргодическая теория и информация.  М.: Мир, 1969.

8.  D. V.Voiculescu, K. Dykema, A. Nica.  Free random variables CRM Monograth Series, No 1,  Amer. Math. Soc. , Providence, 1992.

9. Синай Я.Г. Введение в эргодическую теорию. М.: Фазис, 1966.

10. Синай Я.Г. Современные проблемы эргодической теории. М.: Физматгиз, 1995.

11.  V. F. Jones, Index for subfactors, Invent. math. 72 1-15, 1983.
12. V. S. Sunders, Invitation to von Neumann algebras, Springer - Verlag, 1986.
БЫСТРОЕ ДИНАМО В СЛУЧАЙНОМ ПОТОКЕ

Лектор: профессор Соколов Д.Д.
Статус курса: специальный, по выбору студента

Предназначен для студентов 4-5 курса и аспирантов.
Продолжительность: год (полгода)

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 10 человек

Курс читается с 2000 года

Программа на 2002/2003 учебный год

Спецкурс призван познакомить слушателей с приложениями современной теории случайных процессов для исследования поведения решения уравнений математической физики со случайными коэффициентами. Изложение ведется на примере задачи динамо, возникающей в магнитной гидродинамике проводящих сред. Спецкурс годичный, но программа составлена так, что при необходимости он может быть трансформирован в полугодовой. 

1. Задача теплопроводности и потоке проводящей жидкости и формула Каца-Фейнмана.

2. Уравнение индукции и его решение с помощью формулы Каца-Фейнмана.

3. Уравнение для среднего поля в случайном потоке и α-эффект.

4. Уравнение для корреляционного тензора магнитного поля.

5. Рост высших моментов и понятие о перемежаемости.

6. Рост типичной реализации магнитного поля и теория Ферстенберга.

7. Методы наблюдения магнитного поля в случайной среде.

8. Теория деполяризации Берна.

9. Рост магнитного поля в стационарном стохастическом потоке.

10. Течения в римановых пространствах и пример быстрого динамо.

Литература

1. Ya.B.Zeldovich, A.A.Ruzmaikin, S.A.Molchanov, D.Sokoloff, Intermittency, diffusion and generation in a nonstationary random medium, Sov. Sci. Rev., C. Math. Phys., 7, 1-110, Harwood Acad. Publ., Chur, 1988 

2. Ya.B.Zeldovich, A.A.Ruzmaikin, D.D.Sokoloff, Magnetic fields in astrophysics, Gordon and Breach Sci. Publ. Inc., NY-London-Paris-Montreux-Tokyo, 1983, 365 pp. 

3. A.A.Ruzmaikin, A.M.Shukurov, D.D.Sokoloff, Magnetic fields of galaxies, Kluwer, Dordrecht-Boston-London, 1988, 313 

4. Ya.B. Zeldovich, A.A.Ruzmaikin, D.D.Sokoloff, .The Almighty chance, World Sci. Publ., Singapore, 1990, 316

МАРТИНГАЛЫ И ЦЕПИ МАРКОВА
Лектор: ассистент Урусов М.А.
Статус курса: специальный, по выбору студента (+ по выбору кафедры  для эконом. потока мехмата в 2002/2003 учебном году)

Предназначен для студентов 3-4 курса мехмата

Продолжительность: год

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: 15 человек

Курс читался в 2002/2003 учебном году

Программа на 2002/2003 учебный год

Цель – ознакомить студентов с основными идеями и методами, используемыми в стохастическом анализе.
1. Равномерная интегрируемость семейств случайных величин.

Два эквивалентных определения. Критерий Валле-Пуссена.

Равномерная интегрируемость семейства случайных величин, возникающего в ЦПТ. Необходимые и достаточные условия для сходимости случайных величин в Lp. Предельный переход под знаком интеграла при условии равномерной интегрируемости и слабой сходимости.
2. Условные математические ожидания относительно (-алгебр.

Простейшие свойства. Вынесение измеримой случайной величины

из-под знака условного математического ожидания. Неравенство Иенсена.

Условное математическое ожидание функции от двух случайных величин

относительно (-алгебры, одна из которых измерима относительно этой

(-алгебры, а другая не зависит от нее. Предельный переход под знаком условного математического ожидания (сходимость в разных смыслах). Условные математические ожидания относительно случайных величин. Равномерная интегрируемость семейства случайных величин, полученного условными математическими ожиданиями интегрируемой случайной величины относительно произвольного семейства (-алгебр. Равномерная интегрируемость семейства случайных величин, возникающего в УЗБЧ Колмогорова. Регулярные условные распределения.
3. Супермартингалы, субмартингалы и мартингалы с дискретным временем.

Фильтрованные вероятностные пространства. Моменты остановки и работа с ними. Примеры мартингалов и родственных понятий. Разложение Дуба для стохастических последовательностей. Квадратично интегрируемые мартингалы, угловая и квадратная скобки. Сохранение свойства (супер) мартингальности для ограниченных моментов остановки. Тождества Вальда. Основные неравенства. Сходимость (супер) мартингалов. Равномерно интегрируемые мартингалы. Теорема Дуба об остановке для замкнутых супермартингалов. Обращенные (супер) мартингалы. Применения мартингалов: закон "0–1" Колмогорова, УЗБЧ Колмогорова, полнота системы функций Хаара, исследование поведения бернуллиевских случайных блужданий.
4. Цепи Маркова с дискретным временем.

Построение цепи Маркова с заданными характеристиками. Каноническая постановка, операторы сдвига. Применение цепей Маркова к решению задач.
АКТУАРНЫЕ МОДЕЛИ
Лектор: профессор Фалин Г.И.

Статус курса: специальный, по выбору студента

Предназначен для студентов 3-5 курса мехмата

Продолжительность: год

Форма отчетности: экзамен

Примерное число слушателей: ??? человек

Курс читался в 2001/2002 учебном году

1. Понятие статуса. Статус совместной жизни, статус последнего выжившего.

2. Обобщение страховок и рент на случай произвольного статуса. Связь

между актуарными современными стоимостями страховок и соответствующих рент.

3. Связь между актуарными современными стоимостями рент, выплачиваемых во время совместной жизни, и рент, выплачиваемых до момента смерти последнего выжившего.

4. Использование основных статусов для расчета более сложных рент.

5. Закон равномерного старшинства.

6. Расчет разовых нетто-премий для непрерывных видов страхования статуса совместной жизни в предположении о линейной интерполяции.

7. Статусы, зависящие от порядка наступления событий.

8. Многодекрементные модели. Частичные интенсивности смертности. Многодекрементные таблицы.

9. Модель соперничающих рисков. Ассоциированные однодекрементные таблицы. Основные и абсолютные вероятности декремента. Связь между ними.

10. Разовые нетто-премии для договоров с выплатами, зависящими от причины окончания статуса.

11. Резервы. Перспективная формула. Резервы для дробных моментов.

12. Формула оплаченного страхования, формула разности премий.

13. Ретроспективная формула. Накопленная стоимость страхования.

Методика Росстрахнадзора.

14. Брутто-премии.

15. Основы бухгалтерского учета в страховании жизни. Требования Росстрахнадзора к платежеспособности страховой компании.

16. Решение основных видов задач по темам 1-5.
Литература
1. Bowers et al. Actuarial Mathematics. The Society of Actuaries, 1996.

2. A.Neil. Life Contingencies. 1989.

3. Г.И.Фалин. Математические основы страхования жизни и пенсионных систем. АНКИЛ, 2002.
СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

ДАННЫХ ТИПА ВРЕМЕНИ ЖИЗНИ
(Survival Analysis)

Лектор: ст.н.с. Лаборатории теории вероятностей Чистякова Н.В.
Статус курса: специальный, по выбору студента
Предназначен для студентов 4-5 курса и аспирантов мехмата
Продолжительность: год
Форма отчетности: экзамен
Примерное число слушателей: 5-7 человек
Курс читался с 1996/1997 по 2000/2001 учебный год

1. Различные вероятностные характеристики распределения времени жизни. Связь между ними.

2. Параметрические семейства распределений, используемые в статистических моделях выживаемости. Их свойства.

3. Многоэтапное цензурирование 1 и 2 типа (прогрессивное цензурирование). Функция правдоподобия.  Оценки максимума правдоподобия в параметрических моделях многоэтапного цензурирования 1 и 2 типа для параметров распределения времени жизни на примере экспоненциального, вейбулловского  распределений. 

4. Оценивание надежности – непараметрический подход.  Множительная оценка функции надежности (функции выживания) для модели прогрессивного  цензурирования. Функциональная связь функции выживания  и интегральной функции интенсивности отказа (смерти). Аддитивная оценка интегральной функции интенсивности.

5. Элементы теории мартингалов.  Фильтрация. Мартингалы, субмартингалы,  супермартингалы. Момент остановки. Локализующая последовательность. Предсказуемый процесс. Компенсатор. Разложение Дуба-Мейера. Предсказуемая вариация. Ее свойства. 
6. Мартингальные модели. Метод Аалена.  Состоятельность аддитивной  оценки интегральной функции интенсивности. Дисперсия аддитивной оценки. Асимптотические свойства множительной оценки функции выживания.  Примеры  мартингальных  моделей  выживания.  Связь компенсатора соответствующего считающего процесса и   индивидуальных  интенсивностей отказа.

7. Примеры  немартингальных  моделей  выживания.  Порции данных. Стандартная порядковая таблица. Дискретная разделимость статистической модели.

8. Условия состоятельности аддитивной оценки интегральной  функции интенсивности для дискретно-разделимой модели. Условия асимптотической  нормальности  аддитивной оценки  для дискретно-разделимой модели. Примеры.

9. Модели с поясняющими переменными. Модель Кокса.            
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