
Ïðîãðàììà êóðñà "Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ"
ëåêòîð - ïðîô. Å.Â.Áóëèíñêàÿ, 2017/18 ãîä, âåñåííèé ñåìåñòð

1. Îñíîâíûå ýòàïû ðàçâèòèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Êëàññû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
2. Ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-

íîãî ýëåìåíòà.
3. Ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, öèëèíäðè÷åñêàÿ (áîðåëåâñêàÿ) ñèãìà-

àëãåáðà.
4. Îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà êàê ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è êàê îäíîãî ñëó-

÷àéíîãî ýëåìåíòà, èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.
5. Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ñâîéñòâà ñèììåòðèè è ñîãëàñî-

âàííîñòè.
6. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà áîðåëåâñêîé ñèãìà-

àëãåáðå êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè (ôîðìóëèðîâêà).
7. Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ çàäàííûì ñåìåéñòâîì

êîíå÷íî-ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé è èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî-
ñòè.

8. Ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè çíà-
÷åíèÿìè (ïðîâåðêà óñëîâèé ò. Êîëìîãîðîâà). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

9. Ïðîöåññû âîññòàíîâëåíèÿ, èõ ïðèìåíåíèå â òåîðèè ñòðàõîâàíèÿ.
10. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñ çàäàííûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîí-

íîé ôóíêöèåé.
11. Ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ãàóññîâ-

ñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
12. Ñóùåñòâîâàíèå ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñ EX(t) = 0, cov(X(t);X(s)) = min(t; s). Ââå-

äåííûé ïðîöåññ îáëàäàåò íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ïðèðàùåíèå X(t)−X(s) íîðìàëüíî
ñ ïàðàìåòðàìè 0 è t− s, s < t, X(0) = 0. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

13. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ñëó÷àéíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
êîâàðèàöèåé min(s, t). Áóäóò ëè ó ýòîãî ïðîöåññà íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè?

14. Ýêâèâàëåíòíûå ïðîöåññû. ×òî ýòî îçíà÷àåò äëÿ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì. Ïðèìåð ýêâèâàëåíòíûõ ïðîöåññîâ, îáëàäàþùèõ ðàçíûìè ñâîéñòâàìè.

15. Ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
íèìè.

16. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðîöåññà ñ íåïðå-
ðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè íà îòðåçêå [a, b].

17. Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà î ñóùåñòâîâàíèè ýêâèâàëåíòíîãî ïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûìè òðà-
åêòîðèÿìè íà êîíå÷íîì îòðåçêå.

18. Ñëåäñòâèå òåîðåìû Êîëìîãîðîâà äëÿ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà.
19. ßâíàÿ êîíñòðóêöèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â âèäå ðÿäà ïî ôóíêöèÿì Øàóäåðà.
20. Ëåììà î ïîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðìàëüíûõ (0,1) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, P (|ξn| =

O(
√

lnn)) = 1. Äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.
21. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèé Øàóäåðà. Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ

ñèñòåìó íà îòðåçêå [0,1]. Ôóíêöèè Õààðà Sn(t).
22. Ëåììà î òîì, ÷òî ðÿä S(t) =

∑∞
n=1 anSn(t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå

[0,1], åñëè |ak| = O(kε), ε < 1/2. À, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ S(t) íåïðåðûâíà.
23. Ðÿä W (t, ω) =

∑∞
n=0 ξn(ω)Sn(t), ãäå {ξn}n≥0 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðàìè (0,1), çàäàåò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ
íà îòðåçêå [0,1].



24. Ïîñòðîåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà ïîëóïðÿìîé.
25. Òåîðåìà Ïýëè-Âèíåðà-Çèãìóíäà î òîì, ÷òî ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðî-

öåññà íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìû.
26. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-

ùåíèÿìè.
27. Îïðåäåëåíèå ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà è åãî ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ êàê ïðîöåññà âîññòà-

íîâëåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî í.î.ð. ïîêàçàòåëüíûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì.
28. Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ çàäàííîé âåäóùåé ìåðîé. Ïàðàäîêñ âðåìåíè îæèäàíèÿ.
29. Îïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (ôîðìàëèçàöèÿ óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì íàñòîÿùåì ïðîøëîå è áóäóùåå íåçàâèñèìû). Ôèëüòðàöèÿ (èëè íåóáûâàþùèé
ïîòîê σ-àëãåáð). Ïðîöåññû, ñîãëàñîâàííûå ñ ôèëüòðàöèåé (èëè àäàïòèðîâàííûå ê íåé). Ìàð-
êîâñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè.

30. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ìàðêîâîñòè îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè.
31. Èçìåðèìûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, îïðåäåëåíèå. Ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîöåññàX = {X(t), t ∈

T} (îòíîñèòåëüíî êëàññà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ). Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ýêâèâàëåíòíîãî
èçìåðèìîãî (ïî ïàðå ïåðåìåííûõ) ïðîöåññà ó ñåïàðàáåëüíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé íåïðåðûâåí
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà T \ T1, à ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà T1 ðàâíà 1.
Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ èçìåðèì.

32. Ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ôóáèíè íà ÿçûêå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.
33. Îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé σ-àëãåáðû

è åãî ñâîéñòâà (áåç äîê-âà).
34. Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.
35. Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû è ñòðîãî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.
36. Ìîìåíò äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî óðîâíÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì. Òåîðåìà î ðàñïðåäå-

ëåíèè ìàêñèìóìà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà (èëè ïðèíöèï îòðàæåíèÿ).
37. Çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ñëåäñòâèå: êàê óãîäíî äà-

ëåêî íàéäóòñÿ íóëè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.
38. Ìàðòèíãàëû, ñóáìàðòèíãàëû è ñóïåðìàðòèíãàëû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôèëüòðà-

öèè. Áåçîáèäíûå (ìàðãèíãàë-ðàçíîñòè) è áëàãîïðèÿòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìàðêîâñêèå
ìîìåíòû è ìîìåíòû îñòàíîâêè.

39. Ëåììà Äóáà î ïðåäñòàâëåíèè ñóáìàðòèíãàëà â âèäå ñóììû ìàðòèíãàëà è íåóáûâàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (äèñêðåòíîå âðåìÿ).

40. Ëåììà î òîì, ÷òî äëÿ íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ τi,
i = 1, k, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yi =

∑τi
l=1Xl îáðàçóþò ìàðòèíãàë (ñóáìàðòèíãàë) îòíîñèòåëüíî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèãìà-àëãåáð F∗i , åñëè {Xs}s=1,n áåçîáèäíàÿ (áëàãîïðèÿòíàÿ) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ñèãìà-àëãåáð Fs, s = 1, n.

41. Íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìóìà íåîòðèöàòåëüíîãî ñóáìàðòèíãàëà {Zk,Fk}.
42. Ëåììà Äóáà î ÷èñëå ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû ñóáìàðòèíãàëîì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ñóáìàðòèíãàëîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.
43. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.
44. Ïðîöåññ Yt = t ·W1/t, ïðè t > 0, è Y0 = 0, ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì. Ëîêàëüíûé çàêîí

ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà.
45. Ëåììà:

∑n
k=1 |Wtk−Wtk−1

| p→∞ ïðè maxk(tk−tk−1)→ 0, ò.å. ïðè èçìåëü÷åíèè ðàçáèåíèÿ
0 = t0 < t1 < . . . < tn = T îòðåçêà [0, T ].

46. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû l.i.m.n→∞
∑n
k=1(Wtk −Wtk−1

)2 = T .
47. Ïî÷åìó íåëüçÿ îïðåäåëèòü èíòåãðàë îò ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó

êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì? Ïðèìåð: ïðè ðàçáèåíèè îòðåçêà



[0, T ] òî÷êàìè 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T è maxk(tk − tk−1)→ 0 ïðè n→∞ ïîëó÷èì

l.i.m.n→∞
n−1∑
k=0

Wtk∆k =
1

2
(W 2

T − T ), l.i.m.n→∞
n−1∑
k=0

Wtk+1
∆k =

1

2
(W 2

T + T ),

Çäåñü {Wt, t ≥ 0} - âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à ∆k = Wtk+1
−Wtk . Èíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à.

48. Ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûå ôóíêöèè, ïðîñòûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ E
∫ T
0 f 2(s, ω) ds <

∞. ÊëàññM2.
49. Èíòåãðàë Èòî îò ïðîñòûõ ôóíêöèé è åãî ñâîéñòâà.
50. Ïðîñòûå ôóíêöèè ïëîòíû âM2.
51. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Èòî êàê ïðåäåëà èíòåãðàëîâ îò ïðîñòûõ ôóíêöèé, åãî ëèíåé-

íîñòü. Èíòåãðàë Èòî ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.
48. Èíòåãðàë Èòî ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ïðåäåëà.
49. ×òî òàêîå ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ Èòî.
50. Ñèëüíîå ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
51. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ.
52. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.
53. Ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû (â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëå). Îïðåäåëåíèå. Êàê ñâÿçàíû

ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëå?
54. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ R(t, s) áûëà êîððåëÿ-

öèîííîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
55. Ëåììà î íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå H = {ξ : Eξ2 <∞}.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.
56. Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïðîöåññà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.
57. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïðîöåññà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.
58. Èíòåãðèðóåìîñòü ïðîöåññà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ïî ìåðå Ëåáåãà.
59. Ñóùåñòâîâàíèå ýêâèâàëåíòíîãî ïðîöåññà èíòåãðèðóåìîãî ïîòðàåêòîðíî â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî âòîðàÿ ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íåïðåðûâíà.
60. Ñëó÷àéíàÿ ìåðà - îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà. Ñòðóêòóðíàÿ ìåðà.

Ïðîöåññ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè.
61. Òåîðåìà î âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó îðòîãîíàëüíûìè ñëó÷àéíûìè

ìåðàìè è ïðîöåññàìè ñ îðòîãîíàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè íåïðåðûâíûìè ñïðàâà â ñðåäíåì
êâàäðàòè÷íîì.

62. Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë îò íåñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå.
63. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññà (èñïîëüçîâà-

íèå ðåçóëüòàòîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà).
64. Îïðåäåëåíèå öåïè Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè öåïè

Ìàðêîâà ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ñåìåéñòâîì ïåðåõîäíûõ ìàòðèö.


