
Êàôåäðà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ëåêòîð � ïðîôåññîð À.Â.Áóëèíñêèé
(âåñåííèé ñåìåñòð 2016 ãîäà)

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

1. Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè (ïðîöåññû, ïîëÿ) êàê ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ. Òðàåê-
òîðèè. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ. Òåî-
ðåìà Ëîìíèöêîãî � Óëàìà (ôîðìóëèðîâêà).

2. Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Ìîäåëü Ãàëüòîíà � Âàòñîíà. Íàõîæäåíèå âåðîÿò-
íîñòè âûðîæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäå-
ëåíèå êîòîðîé îïèñûâàåò ÷èñëî ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû.

3. Ïðîöåññû âîññòàíîâëåíèÿ. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ íåçàâèñèìûõ, íåîò-
ðèöàòåëüíûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí. Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðåìà âîññòàíîâëåíèÿ.

4. Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ (ò.å. ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííûé ïî íåçàâèñèìûì
âåëè÷èíàì X,X1, X2, . . ., ãäå X ∼ Exp(λ), λ > 0) êàê ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-
ùåíèÿìè. Ïàðàäîêñ âðåìåíè îæèäàíèÿ.

5. Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî òî÷å÷íîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ σ-êîíå÷íîé ìå-
ðîé èíòåíñèâíîñòè m.

6. Ôóíêöèîíàë Ëàïëàñà òî÷å÷íîãî ïðîöåññà. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî òî÷å÷-
íîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà Ëàïëàñà.

7. Ìàðêèðîâàííûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Àíàëèç ÷èñëà êëèåíòîâ â ñèñòåìå ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ M |G|∞.

8. Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà î ñîãëàñîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ (äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäè-
ìîñòè). Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè íà ÿçûêå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

9. Òåîðåìà, äàþùàÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ (äåéñòâèòåëü-
íîãî) ïðîöåññà X = {X(t), t ≥ 0} ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, äëÿ êîòîðîãî

Law(X(0)) = Q, Law(X(t)−X(s)) = Qs,t, 0 ≤ s ≤ t.

Ñëåäñòâèå, ïîêàçûâàþùåå ñóùåñòâîâàíèå ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà N = {N(t), t ≥ 0}
èíòåíñèâíîñòè λ, îïðåäåëÿåìîãî êàê ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.

10. Ôèëüòðàöèÿ, åå ðàñøèðåíèå. Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû, ïðèìåðû, σ-àëãåáðà Fτ , ãäå τ �
ìàðêîâñêèé ìîìåíò.

11. Ñòðîãî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî ïðîöåññà X = {X(t), t ≥ 0}, èìåþùåãî íåçàâèñèìûå
ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ.

12. Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà - ×åíöîâà (î íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèè ïðîöåññà, çàäàííîãî
íà îòðåçêå, è ëîêàëüíîì óñëîâèè Ãåëüäåðà äëÿ òðàåêòîðèé).
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13. Ïîñòðîåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà R+ êàê ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùå-
íèÿìè (èìåþùåãî íåïðåðûâíóþ ìîäèôèêàöèþ).

14. Êîíñòðóêöèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, èñïîëüçóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-
ìûõ ñòàíäàðòíûõ ãàóññîâñêèõ âåëè÷èí è ôóíêöèè Øàóäåðà.

15. Íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü òðàåêòîðèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà (òåîðåìà Âèíåðà � Çèã-
ìóíäà � Ïýëè).

16. Ïðèíöèï îòðàæåíèÿ. Òåîðåìà Áàøåëüå.

17. Çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Õèí÷èíà.

18. Äåéñòâèòåëüíûå è êîìïëåêñíûå ãàóññîâñêèå ïðîöåññû (òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ).
Ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.

19. Êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñ âîñïðîèçâî-
äÿùèì ÿäðîì. Òåîðåìà Àðîíøàéíà.

20. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ñðåäíåì êâàäðà-
òè÷íîì. Ðàçëîæåíèå Êàðóíåíà - Ëîýâà.

21. Ìàðòèíãàëû, ñóáìàðòèíãàëû, ñóïåðìàðòèíãàëû. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. Ëåììà î
ïîëó÷åíèè ñóáìàðòèíãàëà èç ìàðòèíãàëà ñ ïîìîùüþ âûïóêëîé ôóíêöèè.

22. Ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû. Ðàçëîæåíèå Äóáà.

23. Äèñêðåòíûé âàðèàíò ôîðìóëû Òàíàêè.

24. Òåîðåìà Äóáà îá îñòàíîâêå èëè ñâîáîäíîì âûáîðå. Çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà.

25. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Îïðåäåëåíèÿ è ïðè-
ìåðû. Òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
ìàðêîâñêèìè.

26. Ìàðêîâñêèå öåïè ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè
è èõ ÷åòûðå ñâîéñòâà. Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè (çàäàâàåìûå íà-
÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ôóíêöèÿìè, îáëàäàþùèìè ÷åòûðüìÿ ñâîéñòâàìè ïåðåõîä-
íûõ âåðîÿòíîñòåé).

27. Îäíîðîäíûå ìàðêîâñêèå öåïè. Íåðàçëîæèìûå è àïåðèîäè÷åñêèå öåïè ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

28. Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé
öåïè ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé è ñ äèñêðåòíûì èëè íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîé öåïè.

29. Ãåíåðàòîð (èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà) ïîëóãðóïïû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
ñòàíäàðòíîé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè X = {X(t), t ≥ 0} ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

30. Ïðÿìûå è îáðàòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ êîíå÷íîé ñòàí-
äàðòíîé îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà.

31. Ìîäåëü Ýðëàíãà.

32. Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìàðêîâñêèõ
öåïåé. Îáðàòèìûå ìàðêîâñêèå öåïè. Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà - Õàñòèíãñà.
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33. Ìàðêîâñêèå è ãèááñîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ, çàäàííûå íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ìíî-
æåñòâå è ïðèíèìàþùèå êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé.

34. Ïðîöåññû, ñòàöèîíàðíûå â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëàõ. Ñâÿçü ýòèõ ïîíÿòèé.

35. Îðòîãîíàëüíûå ñëó÷àéíûå ìåðû è èõ ñâîéñòâà. Ñòðóêòóðíàÿ ìåðà.

36. Èíòåãðàë ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà.

37. Òåîðåìà Êàðóíåíà.

38. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Òåîðåìà Ïðîõîðîâà (ôîðìóëèðîâêà).

39. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãåðãëîòöà. Òåîðåìà Áîõíåðà - Õèí÷èíà (ôîðìóëèðîâêà).
Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü.

40. Ñòàòèñòè÷åñêîå îöåíèâàíèå êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè.
Ïåðèîäîãðàììà è åå ñãëàæèâàíèå.

41. Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Èòî. Ôîðìóëà Èòî (ôîðìóëèðîâêà).

42. Ïðèìåð îáûêíîâåííîãî (íåñëó÷àéíîãî) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü
êîòîðîãî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà è ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ðåøå-
íèé ñ îäèíàêîâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Ëåììà Ãðîíóîëëà.

43. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

44. Ôîðìóëà Èòî äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ (ôîðìóëèðîâêà). Âåêòîðíûé ïðîöåññ Èòî,
ãåíåðàòîð ýòîãî ïðîöåññà. Ãåíåðàòîð m-ìåðíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

45. Ôîðìóëà Äûíêèíà (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Èññëåäîâàíèå âîçâðàòíîñòè è íåâîçâðàò-
íîñòè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â ïðîñòðàíñòâå Rn.
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Íåêîòîðûå âîïðîñû ïðîãðàììû (íàïðèìåð, 2,6,7,12 è äð.) íå èçëîæåíû â [1] è [2], à
ðàññìàòðèâàëèñü íà ëåêöèÿõ.
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