
1 Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî èç �n
L2

�! � ïðè n!1 ñëåäóåò, ÷òî �n
P
�! � ïðè n!1.

2. Ïóñòü c � êîíñòàíòà, è �n
D
�! c. Ïîêàçàòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå �n

P
�! c.

3. Ïóñòü �n
P
�! �. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �n ôóíäàìåíòàëüíà (ïî âåðîÿòíîñòè).

(Ïðåäâàðèòåëüíî äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

4. Ïóñòü '(�) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, �n
P
�! �. Ïîêàæèòå, ÷òî ' (�n)

P
�! ' (�).

5. Ïóñòü �n
P
�! �, �n

P
�! �, ïðè÷åì âñå ýòè âåëè÷èíû çàäàíû íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåí-

òàðíûõ èñõîäîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî a) �n + �n
P
�! � + �, b) �n�n

P
�! ��.

6. Ïóñòü �n = Sn�npp
npq

, ãäå Sn � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, ãäå p � âåðîÿòíîñòü

óñïåõà â åäèíè÷íîì èñïûòàíèè, q = 1� p. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �n íå èìååò
ïðåäåëà (â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè).

7. Ïóñòü �n � öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïîêàæèòå, ÷òî �n
D
�! � òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà P (�n = m)! P (� = m) äëÿ ëþáîãî m.

2 Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû X íåêîòîðîãî ïðèáîðà äî åãî îòêàçà (ïîëîìêè) ðàñïðå-
äåëåííî ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó

P (X > u) = exp (�u=�) äëÿ u � 0;

ãäå � > 0 � ïàðàìåòð. Ïîñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè (ò. å. óêàçàòü âûáîðî÷íûå ïðî-
ñòðàíñòâà è ðàñïðåäåëåíèÿ íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ) äëÿ ñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ (ýòè
èñïûòàíèÿ ïðîâîäÿò ðàäè îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî �):

a) èñïûòûâàþò n ïðèáîðîâ � äî îòêàçà èõ âñåõ

b) èñïûòûâàþò n ïðèáîðîâ â òå÷åíèå âðåìåíè T

ñ) èñïûòûâàþò n ïðèáîðîâ äî ïîÿâëåíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà r îòêàçîâ.

2. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïóñòü 0 < t1 < t2 < : : : ñóòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû îò-
êàçîâ (ïðè èñïûòàíèè n ïðèáîðîâ). Ïîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû t1; t2�t1; t3�t2; : : :
íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî ïîêàçàòåëüíûì çàêîíàì (óêàæèòå, êàêîâû ïàðàìåòðû ýòèõ
çàêîíîâ).

3. Ðàññìîòðèì ïàðòèþ èç N îäíîðîäíûõ èçäåëèé. Íåèçâåñòíîå ÷èñëî M = �N èç ýòèõ èçäå-
ëèé èìåþò äåôåêòû. ×òîáû îöåíèòü �, èçâëåêàþò íàóäà÷ó n èçäåëèé (n < N). a) Ïðåäëî-
æèòå ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü. b) Ïóñòü � � ÷èñëî äåôåêòíûõ èçäåëèé â âûáîðêå îáúåìà n.
Âû÷èñëèòå E�=n, D (�=n). c) Ïðåäëîæèòå äðóãèå ïëàíû ýêñïåðèìåíòà (ðàäè îöåíèâàíèÿ
�).

4. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x1; : : : ; xm íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïî ïîêà-
çàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì � > 0. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ a) x1 + x2; b)
x1 + x2 + : : :+ xm.



5. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è, âûâåäèòå ôîðìóëó ñâåðòêè äëÿ ïëîòíîñòåé
�-ðàñïðåäåëåíèé (ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé). Ïîïóòíî ïîêàæèòå, ÷òî B(a; b) = �(a)�(b)

�(a+b)
(çäåñü

� è B ñóòü ãàììà- è áåòà-ôóíêöèè Ýéëåðà).

6. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè (öåíòðàëüíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ �2 (õè-êâàäðàò), ñ m
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

3 Íåðàâåíñòâà Êðàìåðà � Ðàî.

1. Âûâåäèòå íåðàâåíñòâî Êðàìåðà � Ðàî äëÿ ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷àñòîòà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè óñïåõà â èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè.

3. Ïóñòü x1; : : : ; xm � âûáîðêà èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì � > 0. (Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû xi ðàâíà �

�1 exp f���1xg äëÿ x � 0). Ïîêàæè-
òå, ÷òî x = 1

n

Pn

i=1 xi � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà �.

4. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ðàññìîòðèòå äëÿ � äðóãóþ îöåíêó, íàïðèìåð, ïîëó÷åííóþ
òàêèì ìîìåíòíûì ìåòîäîì:

1

n

nX
i=1

x2i = E�x
2
1:

Äëÿ ýòîé îöåíêè ñîñòàâüòå íåðàâåíñòâî Êðàìåðà � Ðàî.

5. Ïðèìåíèòå ìíîãîìåðíîå íåðàâåíñòâî Êðàìåðà � Ðàî ê ïàðå (x; s2), êàê îöåíêå (a; �2) ïî
âûáîðêå èç N (a; �2), è óáåäèòåñü, ÷òî (x; s2) íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêîé (a; �2).

6. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X = � + �, ãäå � � ïîñòîÿííàÿ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò
ïëîòíîñòü f , ïðè÷åì f 0 ñóùåñòâóåò. Íàéòè IX(�).

7. Ïóñòü X = (x1; : : : ; xm) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì � 2 [0;1).
Ïóñòü T =

Pn

i=1 xi. Ïîêàæèòå, ÷òî IX(�) = IT (�).

4 Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

1. Äàéòå ïðèìåð, êîãäà E(�j�) = E�, íî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � íå íåçàâèñèìû.

2. Óñëîâíîé äèñïåðñèåé îòíîñèòåëüíî �-àëãåáðû J íàçûâàþò

D(�jJ ) = E
�
(� � E(�jJ ))2 jJ

�
�

ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì äèñïåðñèè. Ïîêàæèòå, ÷òî

D� = ED(�jJ ) + DE(�jJ ):

3. Ïóñòü �1; �2; : : : è � � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì �1; �2; : : : � îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíû, à � ïðèíèìåò òîëüêî íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ. Ââåäåì S� = �1 + : : : + �� .
Ïîêàçàòü, ÷òî

E (S� j�) = �E�1; D (S� j�) = �D�1;

E (S� ) = (E�) (E�1) ; D (S� ) = (E�) (D�1) + (D�)
�
E�21
�
:



4. Ïóñòü � è � � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïîêàçàòü, ÷òî

inf
f(�)

E (� � f(�))2

äîñòèãàåòñÿ ïðè f(�) = E (�j�).

5. Ïóñòü � � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî çàêîíó Ïóàññîíà. Ïðîâîäèòñÿ � èñïû-
òàíèé Áåðíóëëè, âåðîÿòíîñòü óñïåõà â êîòîðûõ ïîñòîÿííà è íå çàâèñèò îò �. Ïóñòü X �
÷èñëî óñïåõîâ, Y � ÷èñëî íåóäà÷.

a) Ïîêàçàòü, ÷òî X è Y � íåçàâèñèìû.

b) Íàéòè E (�jX).

5 Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè, íåñìåùåííûå îöåíêè.

1. Ïóñòü X = (x1; : : : ; xn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì � > 0. Ïîêà-
æèòå, ÷òî ñòàòèñòèêà T =

Pn

i=1 xi � äîñòàòî÷íà äëÿ �.

a) âû÷èñëèâ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X ïðè çàäàííîì T ;

b) ïðèìåíèâ òåîðåìó ôàêòîðèçàöèè.

Ïîêàæèòå, ÷òî T � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

2. Èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; �], � > 0, èçâëå÷åíà âûáîðêà X = (x1; : : :,
xn).

a) Ïðèìåíèâ òåîðåìó ôàêòîðèçàöèè, óáåäèòåñü, ÷òî x(n) = max(x1; : : : ; xn) � äîñòàòî÷íàÿ
ñòàòèñòèêà äëÿ �.

b) Íàéäèòå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå x1 ïðè äàííîì x(n).

c) Ïîêàæèòå, ÷òî x(n) � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

3. Óêàæèòå äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêó äëÿ ïàðû (a; �2) ïî âûáîðêå èç N (a; �2).

4. Ïóñòü X � ñëó÷àéíûé âåêòîð (ñòîëáåö), X � N (l; �2Q), ãäå Q � çàäàííàÿ íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà; âåêòîð l è ñêàëÿð �2 � íåèçâåñòíû (ñóòü ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ X).

a) Ïîêàæèòå, ÷òî Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà;

b) Óêàæèòå äëÿ l; �2 äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè êîãäà: b1) Q = I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; b2)
Q � ïðîèçâîëüíà.

5. Ïóñòü (x1; : : : ; xn) � âûáîðêà èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì � > 0.

a) Ïîêàæèòå, ÷òî T =
Pn

i=1 xi � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ �.

b) Íàéäèòå íàèëó÷øóþ íåñìåùåííóþ îöåíêó äëÿ � ïî ïðàâèëó E� (x1jT ), ïðåäâàðèòåëüíî
óáåäèâøèñü, ÷òî E� (x1) = �.

c) Ïóñòü x(1) < x(2) < : : : < x(n) � ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè óêàçàííîé âûøå âûáîðêè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàåìû ëèøü r ïåðâûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê: x(1); : : : ; x(r). Óêàæèòå
â ýòèõ óñëîâèÿõ äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó äëÿ � è íåñìåùåííóþ îöåíêó �.



6 Íàèëó÷øèå íåñìåùåííûå îöåíêè.

1. Ïóñòü x1; : : : ; xn � âûáîðêà, Dxi = �2. Ïîêàæèòå, ÷òî 1
2n(n�1)

P
1�i6=j�n(xi � xj)

2 � íåñìå-

ùåííàÿ îöåíêà �2.

2. Êàê îöåíèòü � ïî âûáîðêå èç N (a; �2)?

a) Ïîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü íåçàâèñÿùèå îò a; �2 ìíîæèòåëè k1(n), k2(n) òàê, ÷òîáû

��1 = k1(n)

vuut 1

n� 1

nX
i=1

(xi � x)2; ��2 = k2(n)

 
1

n

X
1�i 6=j�n

jxi � xjj

!

íåñìåùåííî îöåíèâàëè �.

b) Êàêàÿ èç äâóõ îöåíîê ïðåäïî÷òèòåëüíåå (òî÷íåå)?

3. Ïóñòü x1; : : : ; xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà. Íàéäèòå íàèëó÷øóþ íåñìåùåí-
íóþ îöåíêó äëÿ P (X = m), ãäå m � çàäàíî a) â ñëó÷àå n = 1, b) â îáùåì ñëó÷àå.

4. Ðàññìîòðèì n èñïûòàíèé Áåðíóëëè, âåðîÿòíîñòü óñïåõà â êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç �,
� 2 (0; 1) � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð.

a) Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî óñïåõîâ åñòü ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

b) Íàéäèòå íàèëó÷øóþ íåñìåùåííóþ îöåíêó äëÿ �(1� �).

c) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ �
1�� íå ñóùåñòâóåò íåñìåùåííîé îöåíêè.

d) Êàêèå ôóíêöèè îò � ìîæíî îöåíèòü íåñìåùåííî?

5. Ïóñòü x1; : : : ; xn � âûáîðêà èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì � > 0. Íàéäèòå
íàèëó÷øóþ íåñìåùåííóþ îöåíêó äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (y; �) = P� (x1 � y).

7 Ëèíåéíûå ãàóññîâñêèå ìîäåëè, îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàä-

ðàòîâ.

1. Ïóñòü �, � è 
 ñóòü ðåçóëüòàòû íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèé óãëîâ òðåóãîëüíèêà A, B è C:

� � N
�
A; �2

�
; � � N

�
B; �2

�
; 
 � N

�
C; �2

�
:

Óêàæèòå äëÿ A, B è C îöåíêè áîëåå òî÷íûå, ÷åì �, � è 
.

2. Ïóñòü X � N (l; �2�), ãäå � = diag (�21; : : : ; �
2
n) � çàäàííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, l è

�2 � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì l 2 L, L � çàäàííîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïîêàæèòå, ÷òî íàèëó÷øóþ íåñìåùåííóþ îöåíêó äëÿ l íóæíî èñêàòü ïî ïðàâèëó

bl = argmin
l2L

nX
i=1

�
xi � l2i

�
=�2i :

3. Ïóñòü X � N (l; �2I), ïðè÷åì l 2 L, L � çàäàíî. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, áîëåå øèðîêîå, íåæåëè L : L �M . Ðàññìîòðèì äëÿ l äâå îöåíêè:bl1 = projLX è bl2 = projMX:

Êàêàÿ èç ýòèõ äâóõ íåñìåùåííûõ îöåíîê òî÷íåå?



4. Ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ. Íàáëþäàåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû yi, i = 1; : : : ; n, ãäå

yi = A+Bxi + "i;

ïðè÷åì x1; : : : ; xn � çàäàíû, "1; : : : ; "n ñóòü íåçàâèñèìûå N (0; �2)-âåëè÷èíû.

a) Ïî÷åìó ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìîäåëü

yi = a+ b (xi � x) + "i?

b) Íàéòè äëÿ a, b íàèëó÷øèå íåñìåùåííûå îöåíêè ba, bb.
c) Óêàçàòü èõ ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïîêàçàòü, ÷òî ba è bb íåçàâèñèìû (êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû).

5. Îöåíêè íàèìåíüøèõ ìîäóëåé.

a) Ïóñòü � � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíû. Ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è
E j� � aj ! mina ñëóæèò ìåäèàíà � ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò. å. òàêîå ÷èñëî, ÷òî P (� < �) =
P (� > �) = 1=2. (Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F�(x) òàêîâà, ÷òî F

0
�(�) > 0.)

b) Ïóñòü x1; : : : ; xn � âûáîðêà. Ïîêàæèòå, ÷òî argmina
Pn

i=1 jxi � aj = med(x1; : : : ; xn).

6. Äâóõôàêòîðíàÿ ìîäåëü, îäíî íàáëþäåíèå â êëåòêå. Íàáëþäàåìû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû xij,
ãäå i = 1; : : : ; r, j = 1; : : : ; s, ïðè÷åì xij = � + �i + �j + "ij äëÿ íåêîòîðûõ íåèçâåñòíûõ �,
f�g, f�g òàêèõ, ÷òî

Pr

i=1 �i = 0 =
Ps

j=1 �j, "ij � íåèçâåñòíûå â ñîâîêóïíîñòè N (0; �2)-

âåëè÷èíû, �2 � íåèçâåñòíî.

a) Äîêàçàòü òîæäåñòâî

rX
i=1

sX
j=1

(xij � �� �i � �j)
2 =

rX
i=1

sX
j=1

(xij � xi� � x�j + x��)
2+

s
rX

i=1

(xi� � x�� � �i)
2 + r

sX
j=1

(x�j � x�� � �i)
2 + rs (x�� � �)2 ;

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

xi� = s�1
sX

j=1

xij; x�j = r�1
rX

i=1

xij; x�� = (rs)�1
rX

i=1

sX
j=1

xij:

b) Ïîêàçàòü, ÷òî îïèñàííàÿ äâóõôàêòîðíàÿ ìîäåëü èäåíòèôèöèðóåìà, ò. å., ÷òî ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî �, f�g, f�g8><>:

�+ �i + �j = ai + bj; ; 1 � i � r; 1 � j � s;Pr

i=1 �i = 0;Ps

j=1 �j = 0

ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííî äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë ai, bj, 1 � i � r, 1 � j � s.

c) Íàéòè äëÿ íåèçâåñòíûõ �, f�g, f�g, �2 îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (îíè æå � íàè-
ëó÷øèå íåñìåùåííûå îöåíêè).



7. Ïóñòü (x1; : : : ; xm) è (y1; : : : ; yn) � äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè èç N (a; �2) è N (2a; �2) ñîîò-
âåòñòâåííî. Íàéòè äëÿ a, �2

a) äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè;

b) íàèëó÷øèå íåñìåùåííûå îöåíêè;

c) îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

8. Êàæäûé èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà áûë èçìåðåí äâàæäû (èçìåðåí n � 2 ðàç). Ïðèìåì ñòàòè-
ñòè÷åñêóþ ìîäåëü: ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñóòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îòëè-
÷àþùèåñÿ îò èñòèííûõ çíà÷åíèé çà ñ÷åò ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ (ñëó÷àéíûõ îøèáîê) âèäà
N (0; �2), �2 � íåèçâåñòíî. Ïðåäëîæèòå ñòàòèñòè÷åñêîå ïðàâèëî äëÿ ïðîâåðêè óòâåðæäå-
íèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ÷òî A+B + C = �.

9. Íà äîðîãå ñîåäèíÿþùåé ãîðîäà A è D, íàõîäÿòñÿ ïîñåëêè B è C. (Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ:
A, B, C, D.) Áûëè èçìåðåíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó A è C, ìåæäó B è C, ìåæäó B è D, à
òàêæå ìåæäó A è D, êîòîðûå äàëè ðåçóëüòàòû x, y, z è w ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷è-
òàòü ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ îò
èñòèííûõ ðàññòîÿíèé çà ñ÷åò ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ (îøèáîê èçìåðåíèÿ) âèäà N (0; �2).
Óêàæèòå íàèëó÷øèå îöåíêè äëÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó B è C è ìåæäó A è D. Íàéäèòå èõ
äèñïåðñèè, à òàêæå îöåíêó äëÿ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû �2.

8 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.

1. Äàíû ðåçóëüòàòû n = 6 íåçàâèèñèìûõ èçìåðåíèé íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû a:

2:30; 1:96; 2:05; 2:15; 1:98; 1:93:

Ïðèìåì ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü, ñîãëàñíî êîòîðîé êàæäîå èçìåðåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó a + ", ãäå " � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (îøèáêà), ðàñïðåäåëåííàÿ íîðìàëüíî, ïðè÷åì
E" = 0, D" = �2. Äèñïåðñèÿ îøèáêè � �2 � íåèçâåñòíà. Óêàæèòå äëÿ a äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû, âûáðàâ äîâåðèòåëüíûå âåðîÿòíîñòè 0.90, 0.95 è 0.99.

2. Ïóñòü íàáëþäåíèÿ yi, i = 1; : : : ; n, îáðàçóþò ïðîñòóþ ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ ïî ïåðåìåííîé
x, ò. å. yi = a+ bxi+ "i, ãäå a è b � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, x1; : : : ; xn � çàäàíû, "1; : : : ; "n
ñóòü íåçàâèñèìûå N (0; �2), ïðè÷åì �2 íåèçâåñòíà.

a) Óêàçàòü ïðàâèëî äëÿ èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ b (êîýôôèöèåíòà íàêëîíà).

b) Äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ x ðàññìîòðèì ïðîãíîç äëÿ y: by = ba + bbx, ãäå ba, bb � îöåíêè,
ïîëó÷åííûå ïî óêàçàííûì âûøå íàáëþäåíèÿì. Óêàçàòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ
a+ bx, îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâàõ ba+bbx.

3. Ïî âûáîðêå îáúåìà n èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; �], ãäå � > 0 � íåèç-
âåñòíûé ïàðàìåòð, ïîñòðîèòü äëÿ � äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, îñíîâàííûå íà ñòàòèñòèêå
max(x1; : : : ; xn).

4. Ïî âûáîðêå èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì � > 0 ïîñòðîèòü äëÿ íåèç-
âåñòíîãî � íèæíþþ äîâåðèòåëüíóþ ãðàíèöó (çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè).



9 Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

1. Î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X åñòü äâå ãèïîòåçû: H1 è H2.

Ãèïîòåçà H1: X ðàñïðåäåëåíî ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó N (0; 3).

Ãèïîòåçà H2: X ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [�3; 3].

Êàêîâ âèä äîïóñòèìûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë, åñëè ðåøåíèå (âûáðàòü H1 èëè H2) íàäî ïðè-
íÿòü ïî îäíîìó íàáëþäåíèþ?

2. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì �, � > 0. Óêàæèòå âèä íàèáîëåå
ìîùíîãî êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : � � �0 (�0 � çàäàíî) ïðîòèâ H1 : � > �0.

3. Â ñõåìå ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ãàóññîâñêèìè îøèáêàìè ïðåäëîæèòå êðèòåðèè äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåç Ha : a = 0, Hb : b = 0, ãäå a, b � êîýôôèöèåíòû ïåðåñå÷åíèÿ è íàêëîíà
ñîîòâåòñòâåííî.

4. Â îäíîôàêòîðíîé ìîåëè íàáëþäåíèé xij ñëåäóþò ìîäåëè xij = aj + "ij, ãäå j = 1; : : : ; k,
i = 1; : : : ; n, a1; : : : ; ak � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, "ij � íåçàâèñèìûå N (0; �2)�âåëè÷èíû.
Óêàæèòå âèä êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè H0 : a1 = : : : = ak è ðàñïðåäåëåíèå êðèòåðèàëüíîé
ñòàòèñòèêè (ïðè ãèïîòåçå è ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : ñðåäè ÷èñåë a1; : : : ; ak ñåòü ðàçëè÷íûå).

5. Ïóñòü Wm;n � ñòàòèñòèêà ðàíãîâûõ ñóìì Óèëêîêñîíà, ãäå m � îáúåì ïåðâîé âûáîðêè, n
� îáúåì âòîðîé âûáîðêè.

a) Âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå Wm;n äëÿ m = 3, n = 2 â ñëó÷àå, êîãäà âûáîðêè îäíîðîäíû.

b) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ îäíîðîäíûõ âûáîðîê ðàñïðåäåëåíèå Wm;n ñèììåòðè÷íî.

c) Âû÷èñëèòü E0Wm;n è D0Wm;n.

d) Êàêîâî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Wm;2 (åñëè íóæíî, íîðìèðîâàííîå) ïðè
m!1: d1) äëÿ îäíîðîäíûõ âûáîðîê? d2) äëÿ âûáîðîê, îòëè÷àþùèõñÿ ñäâèãîì?

6. Ïóñòü x1; : : : ; xm, y1; : : : ; ym � äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè èç íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Êàê èçâåñòíî, äëÿ ïðîâåðêè èõ îäíîðîäíîñòè â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþò ñòàòèñòèêó
Ñòüþäåíòà

t =
x� y

s

r
mn

m+ n
:

Ðàññìîòðèòå àíàëîã ñòàòèñòèêè t, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè çàìåíå íàáëþäåíèé èõ ðàíãàìè
(â îáúåäèíåííîé ñîâîêóïíîñòè). Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà ñòàòèñòèêà ýêâèâàëåíòíà ñòàòèñòèêå
ðàíãîâûõ ñóìì Óèëêîêñîíà.

7. Ïóñòü (x1; : : : ; xm) è (y1; : : : ; yn) � äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè èç N (a; �2) è N (2a; �2) ñî-
îòâåòñòâåííî. Óêàæèòå ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèèïîòåçû H0 : a = 1
ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : a > 1

a) ñ÷èòàÿ �2 èçâåñòíûì;

b) ñ÷èòàÿ �2 íåèçâåñòíûì.



10 Îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

1. Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè.

a) Ïî ðåçóëüòàòàì n èñïûòàíèé Áåðíóëèè íàéòè äëÿ âåðîÿòíîñòè óñïåõà îöåíêó íàèáîëü-
øåãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

b) Ðàññìîòðèì èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè ñ m � 2 èñõîäàìè, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç A1; : : :,
Am, à èõ (íåèçâåñòíûå) âåðîÿòíîñòè � ÷åðåç �1; : : : ; �m,

Pm

i=1 �i = 1. Ïóñòü X1; : : : ; Xm îáî-
çíà÷àþò (ñëó÷àéíûå) êîëè÷åñòâà çàðåãèñòðèðîâàííûõ â n èñïûòàíèÿõ èñõîäîâ A1; : : : ; Am

ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè äëÿ �1; : : : ; �m îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

c) Òàáëèöû ñîïðÿæåííîñòè. Êàæäûé îáúåêò íåêîòîðîé (áåñêîíå÷íîé) ñîâîêóïíîñòè ìî-
æåò áûòü êëàññèôèöèðîâàí ïî ïðèçíàêàì A è B. Ïðèçíàê A ïðèíèìàåò r çíà÷åíèé �
A1; : : : ; Ar; ïðèçíàê B � s çíà÷åíèé � B1; : : : ; Bs. Êàæäûé îáúåêò îáëàäàåò íåêîòîðîé
êîìáèíàöèåé AiBj, 1 � i � r, 1 � s � s, ïðèçíàêîâ A è B. Ïóñòü pij îáîçíà÷àåò âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé îáúåêò îáëàäàåò êîìáèíàöèåé ïðèçíàêîâ AiBj:
pij = P (AiBj). Ïóñòü �ij � çàðåãèñòðèðîâàííûå ÷àñòîòû (÷èñëà ïîÿâëåíèé) êîìáèíàöèé
AiBj ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå n îáúåêòîâ. Òàáëèöó ÷àñòîò k�ij; i = 1; : : : ; r; j = 1; : : : ; sk
íàçûâàþò òàáëèöåé ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ. Âàæíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà � î íåçà-
âèñèìîñòè ïðèçíàêîâ A è B. Â ýòîì ñëó÷àå pij = pi�p�j, ãäå pi� =

Ps

j=1 pij, p�j =
Pr

i=1 pij. Çà-
äà÷à: îòïðàâëÿÿñü îò òàáëèöû ñîïðÿæåííîñòè, íàéòè äëÿ pi�, p�j (i = 1; : : : ; r, j = 1; : : : ; s)
îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðèçíàêè íåçàâèñèìû.

2. Èñïûòàíèÿ íà íàäåæíîñòü. Ñëó÷àéíîå âðåìÿ ñëóæáû ïðèáîðà äî åãî îòêàçà ðàñïðåäåëåíî
ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì � > 0, (P (X > u) = exp (�u=�) äëÿ
u � 0). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ � íà èñïûòàíèè ïîñòàâèëè n ïðèáîðîâ. Ðàññìîòðèòå òðè ïëàíà
èñïûòàíèé, è â êàæäîì íàéäèòå äëÿ � îöåíêó íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

a) èñïûòàíèå ïðîâîäÿò äî îòêàçà âñåõ ïðèáîðîâ;

b) èñïûòàíèå ïðîâîäÿò â òå÷åíèè çàðàíåå óñòàíîâëåííîãî âðåìåíè T ;

c) èñïûòàíèå îñòàíàâëèâàþò â ìîìåíò ðåãèñòðàöèè r-ãî îòêàçà.

3. Ïóñòü x1; : : : ; xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [a; b]. Íàéòè îöåíêè
íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ

a) äëÿ a; b;

b) äëÿ b, ñ÷èòàÿ a = 0;

c) äëÿ a, ñ÷èòàÿ b = 1 + a.

4. Äàíà âûáîðêà èç äâóñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x; a; �) = � exp (��jx� aj) =2;

ãäå a; � � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, � > 0. Íàéòè äëÿ a è � îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.

5. Ìû íàáëþäàåì âåëè÷èíû y1; : : : ; yn, êîòîðûå ñëåäóþò ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè

yi = �xi + "i; i = 1; : : : ; n;

ãäå x1; : : : ; xn � èçâåñòíûå êîíñòàíòû, ïàðàìåòð � 2 R íåèçâåñòåí; "1; : : : ; "n � íåçàâè-
ñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äàòü äëÿ � îöåíêó íàèáîëüøåãî
ïðàâäîïîäîáèÿ â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ:



a) "i � N (0; �2), �2 � íåèçâåñòíî;

b) "i ðàñïðåäåëåíî ïî äâóñòîðîííåìó ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó � ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) = �e��jxj=2;

ãäå � > 0 � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð;

c) "i ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [�1; 1].
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