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Предисловие

Предисловие

16 мая 2011 года исполнилось 190 лет со дня рождения великого русского математика
и механика, академика Пафнутия Львовича Чебышева (1821–1894).

П.Л.Чебышев родился в селе Окатово Калужской губернии, в дворянской семье, и пер-
воначальное образование получил дома; в 16 лет поступил в Московский университет. В
1841 году за сочинение «Вычисление корней уравнений» награжден серебряной медалью.
В том же году окончил Московский университет.

В 1846 году при Московском университете защитил магистерскую диссертацию «Опыт
элементарного анализа теории вероятностей». В 1847 году переехал в Петербург, где в
том же году защитил диссертацию «Об интегрировании с помощью логарифмов» при
университете и начал чтение лекций по алгебре и теории чисел. В 1849 году защитил
докторскую диссертацию «Теория сравнений», удостоенную в том же году Демидовской
премии Петербургской АН; в 1850 году стал профессором Петербургского университета.
Академик Петербургской АН с 1856 года. Длительное время принимал участие в работе
артиллерийского отделения военно-ученого комитета и ученого комитета Министерства
народного просвещения. В 1882 году прекратил чтение лекций в Петербургском универ-
ситете и, выйдя в отставку, целиком занялся научной работой, продолжавшейся до по-
следних дней его жизни. Последний его мемуар «О суммах, зависящих от положительных
значений какой-либо функции» (1895), вышел в свет уже после его кончины.

Чебышев был одним из организаторов Московского математического общества и пер-
вого в России математического журнала — «Математический сборник».

Чебышев является основателем Петербургской математической школы, наиболее
крупными представителями которой были А.Н.Коркин, Е.И.Золотарев, А.А.Марков,
Г.Ф.Вороной, А.М.Ляпунов, В.А.Стеклов, Д.А.Граве.

Характерные черты творчества Чебышева — разнообразие областей исследования,
умение получить посредством элементарных средств большие научные результаты и неиз-
менный интерес к вопросам практики. Исследования Чебышева относятся к теории при-
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Предисловие

ближения функций многочленами, интегральному исчислению, теории чисел, теории ве-
роятностей, теории механизмов и многим другим разделам математики и смежных об-
ластей знания. В каждом из упомянутых разделов Чебышев сумел создать ряд основ-
ных, общих методов и выдвинул идеи, наметившие ведущие направления в их дальней-
шем развитии. Стремление увязать проблемы математики с принципиальными вопросами
естествознания и техники в значительной мере определяет его своеобразие как ученого.
Многие открытия Чебышева навеяны прикладными задачами. Это неоднократно подчер-
кивал и он сам, говоря, что в создании новых методов исследования «науки находят себе
верного руководителя в практике» и что «сами науки развиваются под влиянием ее: она
открывает им новые предметы для исследования».

Чебышев оставил глубокий и яркий след в развитии математики, дал толчок созданию
и развитию многих ее разделов как собственными исследованиями, так и постановкой
соответствующих вопросов перед молодыми учеными.

Характеристика его ученых заслуг очень хорошо выражена в записке академиков
А.А.Маркова и И.Я.Сонина, читанной на первом после смерти Чебышева заседании Ака-
демии. В этой записке, в частности, сказано: «Труды Чебышева носят отпечаток гени-
альности. Он изобрел новые методы для решения многих трудных вопросов, которые
были поставлены давно и оставались нерешенными. Вместе с тем он поставил ряд новых
вопросов, над разработкой которых трудился до конца своих дней».

Труды Чебышева еще при жизни нашли широкое признание не только в России, но и
за границей: он был избран членом Берлинской АН (1871), Болонской АН (1873), Париж-
ской АН (1874); член-корреспондентом (1860) Лондонского королевского общества (1877),
Шведской АН (1893) и почетным членом многих других русских и иностранных научных
обществ, академий и университетов.

В честь Чебышева АН СССР учредила в 1944 году премию «за лучшие исследования
в области математики и теории механизмов и машин», которой были удостоены многие
советские математики.

Именем Чебышева названы: математический журнал «Чебышевский Сборник» (изда-
ние ТГПУ имени Л.Н.Толстого), суперкомпьютер СКИФ МГУ «ЧЕБЫШЕВ», кратер на
Луне, астероид «2010 Чебышев» и др.

Коллектив механико-математического факультета МГУ имени М.В.Ломоносова ценит
наследие и чтит память Чебышева как славного выпускника Московского университета,
одного из основоположников современной математики и механики, продолжает и разви-
вает заложенные им научные традиции и направления исследований.

В настоящем сборнике представлены работы сотрудников кафедр теории вероятно-
стей, теории функций и функционального анализа, теоретической механики и мехатро-
ники механико-математического факультета МГУ.
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Раздел 1. Теория вероятностей

РАЗДЕЛ 1

Теория вероятностей
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П.Л.Чебышев и теория вероятностей

П.Л.Чебышев и теория вероятностей

В год 190-летия со дня рождения Пафнутия Львовича Чебышева (1821–1894) необходи-
мо отметить его фундаментальный вклад в развитие теории вероятностей и становление
этой науки в России.

Первой российской диссертацией по теории вероятностей была магистерская диссер-
тация П.Л.Чебышева «Опыт элементарного анализа теории вероятностей», выполненная
по предложению профессора Н.Д.Брашмана на физико-математическом факультете Мос-
ковского университета в 1845 году и защищенная в 1846 году. С 1860 года Чебышев читал
курс теории вероятностей в Петербургском университете.

К теории вероятностей Чебышев обращался несколько раз — в начале, середине и
конце своего научного пути («Опыт элементарного анализа теории вероятностей», 1845;
«Элементарное доказательство одного общего положения теории вероятностей», 1846; «О
средних величинах», 1867; «О двух теоремах относительно вероятностей», 1887). В идей-
ном отношении ему принадлежит заслуга систематического введения в рассмотрение слу-
чайных величин и создание нового приема доказательства предельных теорем теории
вероятностей — так называемого метода моментов. Например, с помощью знаменито-
го неравенства Чебышева можно оценить вероятность попадания случайной величины
в некоторый промежуток на основе только первых двух моментов, без знания точного
закона распределения.

А.Н.Колмогоров, оценивая научные заслуги Чебышева, в частности, писал: «С мето-
дологической точки зрения основной переворот, совершенный Чебышевым, заключается
не только в том, что он впервые с полной настойчивостью выдвинул требование абсолют-
но строгого доказательства предельных теорем... но главным образом в том, что Чебышев
всюду стремился получить точные оценки отклонений от предельных закономерностей,
возможных при хотя бы и большом, но конечном числе испытаний, в виде безусловно
правильных при любом числе испытаний неравенств». До Чебышева основной интерес в
теории вероятностей был связан с подсчетом вероятностей случайных событий. Им же
впервые была ясно осознана и использована вся сила понятий «случайная величина» и
«математическое ожидание случайной величины».

Чебышевым был доказан закон больших чисел в весьма общей форме; при этом его
доказательство поражает своей простотой и элементарностью. Исследование условий схо-
димости функций распределения сумм независимых случайных величин к нормальному
закону Чебышев не довел до полного завершения. Однако посредством некоторого до-
полнения методов Чебышева это удалось сделать его ученику А.А.Маркову. Без строгих
выводов Чебышев наметил также возможность уточнений этой предельной теоремы в
форме асимптотических разложений функции распределения суммы независимых слага-
емых по степеням n−1/2, где n — число слагаемых.

Работы Чебышева по теории вероятностей составляют важный этап в ее развитии;
кроме того, они явились базой, на которой выросла русская школа теории вероятностей,
вначале состоявшая из непосредственных учеников Чебышева.
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Раздел 1. Теория вероятностей

Эмпирические асимптотически оптимальные

политики1

Булинская Е.В.2

Цель работы – установить оптимальное управление для прикладных стохастических
моделей в условиях неполной информации. Для этого предлагается трехступенчатый
алгоритм построения так называемых эмпирических асимптотически оптимальных
политик. В качестве иллюстрации рассматриваются модели типа вход-выход, возни-
кающие в различных областях прикладной теории вероятностей, таких как страхо-
вание, теория запасов, теория очередей.

1 Введение

Для изучения любых реальных процессов или систем прежде всего необходимо выбрать
соответствующую математическую модель. Обычно информация о параметрах системы
неполная или вовсе отсутствует. Именно поэтому необходимо исследовать чувствитель-
ность модели к малым флуктуациям параметров и возмущениям описывающих ее процес-
сов. Только после этого модель может использоваться для принятия решений, касающихся
оптимизации функционирования системы в условиях неполной информации.

Ниже для этой цели предлагается следующий алгоритм. Сначала мы считаем, что все
параметры модели и распределения описывающих ее процессов известны. Применяя ме-
тод динамического программирования, мы получаем вид оптимального управления для
любого горизонта планирования. Следующий шаг – нахождение, в тех же условиях, ста-
ционарной асимптотически оптимальной политики. Наконец, последний шаг – это оценка
неизвестных параметров и распределений на базе предыдущих наблюдений за системой
и использование их вместо точных значений. Доказывается, что такая процедура ведет к
конструкции асимптотичеки оптимальной политики в условиях неполной информации.

2 Определения

Мы рассматриваем класс моделей типа вход-выход, возникающих в приложениях
теории вероятностей. Такие модели описываются путем задания следующего набора
{T, Z, Y, U,Ψ,L}. Здесь T – горизонт планирования (0 < T ≤ ∞), соответственно
Z = {Z(t), t ∈ [0, T ]} и Y = {Y (t), t ∈ [0, T ]} – входящий и выходящий процес-
сы, а U = {U(t), t ∈ [0, T ]} – управление. Функционал Ψ задает состояние системы

1Работа выполнена при частичной поддержке гранта РФФИ № 10-01-00266.
2Булинская Екатерина Вадимовна, ebulinsk@yandex.ru, профессор кафедры теории вероятностей, ме-

ханико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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X = {X(t), t ∈ [0, T ]}, учитывая структуру системы и способ ее функционирования,
т.е. X = Ψ(T, Z, Y, U). Процессы Z, Y , U , X могут быть детерминированными или слу-
чайными, одномерными или многомерными, причем их размерности могут отличаться.
Последний элемент L – это целевая функция, оценивающая качество функционирования
системы. Для упрощения записи мы будем обозначать ее LT (U) вместо L(T, Z, Y, U,X).

Такое описание полезно для классификации моделей. Оно также демонстрирует сход-
ство моделей, возникающих в различных приложениях теории вероятностей таких как
теория запасов и водохранилищ, страхование и финансы, теория массового обслужива-
ния и надежности, а также рост популяций и др. (см., например, [7]). Чтобы перейти от
одной области к другой необходимо только дать другую интерпретацию процессам Z, Y,X
(детали можно найти, например в [5]).

Определение 1. Управление U∗
T = {U∗(t), t ∈ [0, T ]} называется оптимальным, если

LT (U∗
T ) = inf

UT ∈UT

LT (UT ) (или LT (U∗
T ) = sup

UT ∈UT

LT (UT )), (1)

где UT – класс всех допустимых управлений. Набор U∗ = {U∗
T , T ≥ 0} называется опти-

мальной политикой.

Выбор инфимума или супремума в (1) определяется тем, какую задачу мы хотим ре-
шить. А именно, если нас интересует минимизация убытков (или вероятности разорения)
мы используем первое выражение в (1), в то время как для максимизации доходов (или
продолжительности жизни системы) подходит второе выражение.

Определение 2. Политика Ũ = {ŨT , T ≥ 0} стационарна, если для любых T, S ≥ 0

ŨT (t) = ŨS(t), t ≤ min(T, S).

Определение 3. Политика Û = (ÛT , T ≥ 0) асимптотически оптимальна, если

lim
T→∞

T−1LT (ÛT ) = lim
T→∞

T−1LT (U∗
T ).

Определение 4. Политика Ŭ = {ŬT , T ≥ 0} называется эмпирической, если она базиру-
ется на предшествующих наблюдениях за системой.

Изменения, необходимые для моделей с дискретным временем, очевидны.
Для иллюстрации алгоритма построения эмпирической асимптотически оптимальной

политики мы рассмотрим обобщение модели функционирования страховой компании (с
дискретным временем), введенной в [4] и подробно исследованной в [6].

3 Описание модели

Предполагается, что в начале каждого периода (день, неделя, месяц и т.д.) страховая ком-
пания может принимать одно из следующих решений: I. продавать некоторое количество
имеющихся активов, II. использовать регулярный банковский заем или III. производить
обе указанные операции, решая при этом, каков будет их объем.

Продажа активов происходит немедленно, возникающие издержки составляют долю
c1 от полученной суммы. Заем берется под процентную ставку c2, при этом наличные
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получаются немедленно с вероятностью p или в начале следующего периода с вероятно-
стью q = 1 − p. (В предыдущих работах автора полагалось p = 0.) Мы также учитываем
скорость инфляции h и процентную ставку r в случае экстренного займа.

Пусть ξk – это превышение резервов компании размером требований в k-й период.
Предположим, что ξk, k ≥ 1, образуют последовательность положительных взаимно неза-
висимых случайных величин с общей функцией распределения F (·), имеющей плотность
φ(s) > 0 для s > 0 и конечное среднее.

Пусть fn(x) – минимальные средние дисконтированные издержки за n периодов, свя-
занные с принимаемыми компанией решениями, а x – начальный капитал. Ожидаемые
издержки за один период равны

L(v) = E[h(v − ξ1)
+ + r(ξ1 − v)+], с a+ = max(a, 0).

Введем также

Gn(v, u) = (c1 − c2)v + qL(v) + c2u+ pL(u) + αEfn−1(u− ξ1),

где α – дисконтирующий множитель.
Согласно принципу оптимальности Беллмана (см., например, [1]) для n ≥ 1 мы полу-

чаем следующие рекуррентные соотношения

fn(x) = −c1x+ min
x≤v≤u

Gn(v, u) и f0(x) ≡ 0. (2)

Параметры v и u, для которых достигается минимум в (2), следующим образом опре-
деляют принимаемое компанией решение (в начале n-шагового процесса): необходимо
продать активы на сумму v − x и занять в банке u− v.

4 Обозначения и предварительные результаты

Существование оптимального управления, обеспечивающего минимум в (2), и его вид бу-
дут установлены с использованием метода математической индукции. Для формулировки
результатов нам понадобятся следующие обозначения.

Γ = {(c1, c2) : 0 < c1 ≤ r(1 − α)−1, 0 < c2 ≤ r(1 − α)−1(p+ αq)},
ΓI = {(c1, c2) ∈ Γ : c2 ≥ (p+ αq)c1}, ΓII = {(c1, c2) ∈ Γ : c2 < c1 − qr},

ΓIII = {(c1, c2) ∈ Γ : (c1 − qr)+ ≤ c2 < (p+ αq)c1},
ΓIII− = {(c1, c2) ∈ ΓIII : c2 < pc1}, ΓIII± = {(c1, c2) ∈ ΓIII : c2 ≥ pc1}.

Кроме того, пусть ∆0 = {0 ≤ c1 ≤ r}, ∆0 = {0 ≤ c2 ≤ pr} и для k ≥ 1

∆k = {(c1, c2) ∈ Γ : r

k−1∑

i=0

αi < c1 ≤ r

k∑

i=0

αi}, Ak = ∪i≥k∆i,

∆k = {(c1, c2) ∈ Γ : r(p+

k−1∑

i=1

αi) < c1 ≤ r(p+

k∑

i=1

αi)}, Ak = ∪i≥k∆i,

здесь и далее сумма по пустому множеству полагается равной нулю.
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Мы также вводим частные производные функции Gn(v, u) по v и u

K(v) = c1 − c2 + qL′(v), Sn(u) = c2 + pL′(u) + α

∫ ∞

0

f ′
n−1(u− s)φ(s) ds

и вспомогательные функции

Tn(v) = K(v) + Sn(v), Q(u) = c2 − αc1 + pL′(u) + α

∫ u−v̄

0

K(u− s)φ(s) ds,

R(u) = c2(1 − α) + pL′(u) + αq

∫ ∞

0

L′(u− s)φ(s) ds, V (v) = c1(1 − α) + L′(v).

Будет установлено, что f ′
n(x), n ≥ 1, и все вышеупомянутые функции неубывающие.

Критические уровни v̄, un, vn, ū, û и v̂, если они существуют, определяются соответственно
как решения уравнений

K(v̄) = 0, Sn(un) = 0, Tn(vn) = 0, Q(ū) = 0, R(û) = 0, V (v̂) = 0.

В частности, F (v̄) = (c2 + qr − c1)/q(r + h), если c2 ≥ c1 − qr, в противном случае мы
полагаем v̄ = −∞. Это значит, что K(v) > 0 для всех v, если (c1, c2) ∈ ΓII . Аналогичные
соглашения имеют место и для других критических уровней. Так, F (v1) = (r− c1)/(r+h)
в ∆0 и v1 = −∞ в A1, в то время как F (u1) = (pr − c2)/p(r + h) в ∆0 и u1 = −∞ в A1.

Положим также Γ−
n = {(c1, c2) ∈ ΓIII : Sn(v̄) < 0}, Γ+

n = {(c1, c2) ∈ ΓIII : Sn(v̄) > 0} и
Γ0
n = {(c1, c2) ∈ ΓIII : Sn(v̄) = 0}.

Поскольку K(v) < 0 при v < v̄ и K(v) > 0 при v > v̄, ясно, что Tn(v) < Sn(v) при v < v̄
и Tn(v) > Sn(v) при v > v̄. Следовательно, мы получаем следующий результат.

Лемма 1. Если (c1, c2) ∈ Γ−
n ∪ ΓII , то v̄ < vn < un, в то время как v̄ > vn > un при

(c1, c2) ∈ Γ+
n ∪ ΓI .

Теперь перейдем к осуществлению первого шага алгоритма, т.е. установим вид опти-
мального управления при известном распределении F (·) на выходе системы.

5 Оптимальное управление

Обозначим vn(x) и un(x) соответственно те значения v и u, которые обеспечивают мини-
мум в (2). Сформулируем первый результат.

Теорема 1. Для (c1, c2) ∈ ΓI надо взять un(x) = vn(x) = max(x, vn). Последовательность
vn, n ≥ 1, не убывает и существует limn→∞ vn = v̂, задаваемый соотношением F (v̂) =
(r−c1(1−α))/(r+h). При дополнительном условии (c1, c2) ∈ ∆k, k ≥ 0, получаем vn = −∞
при n ≤ k, в то время как vk+1 задается соотношением

k∑

i=0

αiF (i+1)∗(vk+1) =
r
∑k

i=0 α
i − c1

r + h
, (3)

где F i∗ – это i-кратная свертка функции F с самой собой.
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Доказательство проводится методом математической индукции по k и n, начиная с
∆0 и n = 1. Используя результаты раздела 4, получим u1 < v1 < v̂ ≤ v̄ в ΓI ∩ ∆0. Таким
образом, u1(x) = v1(x) = max(x, v1) и

f ′
1(x) = −c1 +

{
0, x < v1,
T1(x), x ≥ v1.

(4)

Предположив, что f ′
m(x),m ≤ n−1, имеет вид (4), где индекс 1 заменен наm, мы получаем

Tn(v) = V (v) + α

∫ v−vn−1

0

Tn−1(v − s) ds = Tn−1(v) + αHn−1(v), (5)

где Hm(v) = (f ′
m − f ′

m−1) ∗ F (v) и

f ′
m(x) − f ′

m−1(x) =





0, x < vm−1,
−Tm−1(x), vm−1 ≤ x < vm,
Tm(x) − Tm−1(x), x ≥ vm.

Итак, Tn(vn−1) = αH(vn−1) < 0, откуда, в силу (5) и леммы 1, следует vn−1 < vn и
un < vn < v̂. Более того,

|V (vn)| = α

∫ vn−vn−1

0

Tn−1(vn − s)φ(s) ds ≤ αTn−1(v̂)F (vn − vn−1).

Очевидно, Tn−1(v̂) ≤ αn−1(c1 + h), откуда вытекает |V (vn)| → 0, при n → ∞, даже при
α = 1. Следовательно, имеем v̂ = limn→∞ vn.

Теперь нетрудно проверить, что vk = −∞ в Ak, k ≥ 1. В результате вместо (4) мы
получаем f ′

1(x) = L′(x) и в (5) интеграл
∫ v−vn−1

0
понимается как

∫∞
0

, если vn−1 = −∞.
Таким образом, vk+1 задается с помощью (3) в ∆k. Существование limn→∞ vn = v̂ в ∆k

устанавливается по той же схеме, что и в ∆0. �

Теорема 2. Для (c1, c2) ∈ ΓII полагаем vn(x) = x и un(x) = max(x, un). Последователь-
ность un, n ≥ 1, неубывающая и существует limn→∞ un = û, задаваемый соотношением
pF (û) + αqF 2∗(û) = [r(p + αq) − c2(1 − α)]/(r + h). При дополнительном предположе-
нии (c1, c2) ∈ ∆k, k ≥ 0, имеем un = −∞ при n ≤ k, в то время как uk+1 задается
соотношением

pF (uk+1) +

k∑

i=1

αiF (i+1)∗(uk+1) =
r(p+

∑k
i=1 α

i) − c2
r + h

.

Теорема 3. Если (c1, c2) ∈ ΓIII± , то существует такое n0(c1, c2), что vn(x) = max(x, v̄)
и un(x) = max(x, un) при n ≥ n0, в то время как при n < n0 надо взять un(x) = vn(x) =
max(x, vn). Если (c1, c2) ∈ ΓIII− , то n0 = 1. Кроме того, последовательность un, n ≥ n0,
неубывающая и limn→∞ un = ū.

Доказательства теорем 2 и 3 опущены из-за недостатка места.
Анализ чувствительности может быть проведен по аналогии с [6] путем использования

результатов [3] и [8].
Здесь мы только заметим, что для (c1, c2) /∈ Γ не производится ни продажи активов,

ни займов. Если (c1, c2) ∈ ΓI , то продаются активы, а для (c1, c2) ∈ ΓII используется
регулярный заем, при этом объемы операций зависят от начального уровня x, горизонта
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планирования n и процентной ставки по экстренному займу r. Для ΓIII существуют две
возможности: либо только продаются активы, либо добавляется регулярный заем (для
ΓIII− при всех n ≥ 1, а для Γ−

k при n ≥ k).
Для того, чтобы исключить зависимость от горизонта планирования, мы обращаем-

ся ко второму шагу алгоритма, а именно, к построению стационарной асимптотически
оптимальной политики.

6 Асимптотически оптимальное управление

Положим α = 1, тогда область Γ совпадает с первым квадрантом {c1 ≥ 0, c2 ≥ 0}. Мы
продолжаем считать, что все параметры издержек и функция распределения F известны.

Теорема 4. Положим vn(x) = un(x) = max(x, v̂), если (c1, c2) ∈ ΓI . Для (c1, c2) ∈ ΓII

пусть vn(x) = x и un(x) = ū, в то время как для (c1, c2) ∈ ΓIII берем vn(x) = max(x, v̄)
и un(x) = max(x, û), при всех n. Тогда получим стационарную асимптотически опти-
мальную политику.

Схема доказательства. Пусть f̂n(x) обозначает ожидаемые n-шаговые издержки при
введенном управлении. Согласно определениям 2 и 3 нам необходимо только установить,
что для любого x

lim
n→∞

n−1f̂n(x) = lim
n→∞

n−1fn(x).

Далее, пусть f ln(x) – это ожидаемые издержки за n периодов, если стационарное управле-
ние, основанное на v̂ в области ΓI (соответственно на û или (v̄, ū) в ΓII или ΓIII), применя-
ется в течение первых l периодов, а в последующие периоды используются критические
уровни, соответствующие оптимальному управлению.

Дальнейшее доказательство разбивается на две леммы.

Лемма 2. Для любого x

n−1(f̂n(x) − fn(x)) → 0, при n→ ∞. (6)

Доказательство леммы 2. Очевидно, fnn (x) = f̂n(x) и f 0
n(x) = fn(x). Более того,

f̂n(x) − fn(x) =
n∑

l=1

(f ln(x) − f l−1
n (x))

и

max
x

|f ln(x) − f l−1
n (x)| ≤ max

x
|f 1
n−l+1(x) − f 0

n−l+1(x)|.

Используя тот факт, что параметры vn (соотв. un) сходятся к v̂ (соотв. ū или û), мы
можем для любого ε > 0 выбрать такое n̂(ε), что, например, |vn − v̂| < ε, если n > n̂.
Таким образом, мы получаем

n−n̂∑

l=1

|f ln(x) − f l−1
n (x)| ≤ (n− n̂)dε и

n∑

l=n−n̂+1

|f ln(x) − f l−1
n (x)| ≤ n̂b(x),

где d <∞ и b(x) <∞. Это и означает, что мы доказали (6).
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Лемма 3. Для любого x существует

lim
n→∞

n−1f̂n(x) = g0, где

g0 = c1µ+L(v̂) для (c1, c2) ∈ ΓI ; g0 = c2µ+ pL(û)+ q
∫∞
0
L(û− s)ϕ(s) ds, если (c1, c2) ∈ ΓII,

в то время как для (c1, c2) ∈ ΓIII величина g0 задается соотношением

pL(ū) +

∫ ū−v̄

0

[c2s+ qL(ū− s)]ϕ(s) ds+

∫ ∞

ū−v̄
[c1s+ (c2 − c1)(ū− v̄) + qL(v̄)]ϕ(s) ds.

Доказательство леммы 3 опирается на тождество Вальда и свойства процессов вос-
становления.

Теперь все готово для перехода к третьему шагу алгоритма.

7 Решения в условиях неполной информации

Наконец, предположим, что нет никакой априорной информации о функции распределе-
ния F (x).

Для изучения зависимости оптимальной политики от распределения процесса на вы-
ходе удобно использовать равномерную метрику Колмогорова

ρ(F1, F2) = sup
x

|F1(x) − F2(x)|.

Ниже мы рассматриваем лишь наиболее сложный случай (c1, c2) ∈ ΓIII . Обозначим vk

и uk решения соответственно уравнений Kk(v) = 0 и Qk(u) = 0, полученных заменой
функции распределения F на Fk в K(v) и Q(v), кроме того, в Qk мы пишем vk вместо v̄.

Лемма 4. Пусть {Fk, k ≥ 1} – последовательность непрерывных функций распределе-
ния таких, что уравнение Fk(u) = δ имеет единственное решение для 0 ≤ δ < 1 при
u ≥ 0. Если ρ(F, Fk) → 0, то vk → v̄ и uk → ū при k → ∞.

Обозначим v̄k и ūk значения vk и uk, соответствующие Fk(s) = F̂k(s). Здесь F̂k(s) это
непрерывный аналог эмпирической функции распределения, введенный в книге Биллинг-
сли [2].

Используя лемму 4, мы немедленно получаем важное утверждение.

Лемма 5. Справедливы следующие соотношения

P(ρ(F, F̂k) → 0, при k → ∞) = 1, P(v̄k → v̄, ūk → ū, при k → ∞) = 1.

Определим эмпирическую политику Ŭ следующим образом: на первом шаге не прини-
мать никаких решений. Далее, если xk−1 это капитал в начале k-го шага, k ≥ 2, необходимо
продать активы на сумму (v̄k−1 −xk−1)

+ и взять заем в размере (ūk−1 −max(xk−1, v̄k−1))
+.

Сначала исследуем поведение xn при использовании политики Ŭ .

Лемма 6. Для любого ε > 0 существуют подмножество Ωε и положительное число
n(ε) такие, что P(Ωε) > 1 − ε и |ū− ūn| < ε, |v̄ − v̄n| < ε, xn < ū+ ε для всех n ≥ n(ε) и
ω ∈ Ωε.
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Затем мы рассматриваем средние Ĝn(x) при использовании политики Ŭ . Обозначив
ψn издержки, возникающие в течение n-го периода, получаем ψ1 = h(x−ξ1)+ +r(ξ1−x)+.
Пусть yn это капитал в начале n-го периода. Тогда ψn = h(yn−ξn)++r(ξn−yn)++c1(v̄n−1−
xn−1)

+ + c2(ūn−1 − max(xn−1, v̄n−1))
+ и Ĝn(x) =

∑n
k=1 gk, где gk = Eψk.

Лемма 7. Последовательность gn сходится при n→ ∞ к g0, определенному в лемме 3.

Сформулируем теперь основной результат.

Теорема 5. Политика Ŭ асимптотически оптимальна, т.е.

lim
n→∞

n−1Ĝn(x) = g0 для любого x.

Доказательство вытекает из лемм 3 и 7.
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Простые числа и независимость

Виноградов О.П.1

В настоящей работе изучается вопрос о построении дискретных вероятностных про-
странств, в которых существуют или не существуют независимые события. Для ко-
нечных вероятностных пространств в ряде случаев ответ на этот вопрос зависит от
того, является ли некоторое число простым или составным.

1 Введение

Понятие независимости является центральным понятием теории вероятностей, а простое
число — теории чисел. Интересно, что существует связь между этими понятиями. В на-
стоящей работе изучается вопрос о построении дискретных вероятностных пространств,
в которых существуют или не существуют независимые события. Для конечных веро-
ятностных пространства в ряде случаев ответ на этот вопрос зависит от того является
ли некоторое число простым или составным. Имеется несколько работ по аналогичной
тематике [1]–[8].

2 Некоторые вспомогательные результаты

Пусть задано дискретное вероятностное пространство Ω = Ω(ω1, ω2, . . . , ωk, . . . ). Везде в
дальнейшем предполагается, что вероятность каждого элементарного события отлична
от нуля.

Определение 1. События A и B называются независимыми, если выполнено равенство

P(AB) = P(A)P(B) (1)

Из элементарных свойств вероятности легко следует

Теорема 1. События A и B независимы тогда и только тогда, когда

P(AB)P(A+B) = P(AB)P(AB) (2)

Обратим внимание, что события AB, A+B, AB, AB образуют полную группу со-
бытий, т.е. они несовместны (не пересекаются) и их объединение совпадает со всем про-
странством элементарных событий.

1Виноградов Олег Павлович, ovinogradov@mail.ru, профессор кафедры теории вероятностей, механи-
ко-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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Замечание 1. Далее везде мы исключаем из рассмотрения тот случай, когда одно из
событий A или B совпадает со всем пространством элементарных событий или невоз-
можным событием, т.к. в этом случае равенство (1) всегда выполнено.

Введем следующие определения:

Определение 2. Вероятностное пространство называется зависимым, если в этом про-
странстве не существует независимых событий.

Определение 3. Вероятностное пространство называется независимым, если в этом про-
странстве существуют хотя бы два независимых события.

Нетрудно показать, что в любом дискретном вероятностном пространстве всегда су-
ществуют хотя бы два зависимых события.

Нас будет интересовать задача построения зависимых и независимых вероятностных
пространств.

Замечание 2. Иногда при решении этой задачи равенство (2) предпочтительней равен-
ства (1). Поясним это более подробно. Рассмотрим дискретное пространство элементар-
ных событий Ω(ω1, ω2, . . . , ωk, . . . ). Каждому элементарному событию ωk поставим в соот-
ветствие положительное число xk, причем ряд из этих чисел сходится и пусть s =

∑
k≥1 xk

— сумма этого ряда. Если s = 1, то тем самым задана вероятностная мера P(·) в этом
пространстве элементарных событий. Если же s 6= 1, то будем говорить, что задана ненор-
мированная мера µ (·, s). Ненормированная мера µ (A, s) любого события A пространства
Ω определяется как

µ (A, s) =
∑

k:{ωk∈A}
xk,

причем она «порождает» вероятностную меру P (·) = µ (·, s) /s.

Из теоремы 1 следует

Теорема 2. Пусть на пространстве элементарных событий Ω задана ненормирован-
ная мера µ (·, s). Тогда Ω будет независимым вероятностным пространством с вероят-
ностной мерой P (·) = µ(·, s)/s тогда и только тогда, когда Ω можно представить
в виде Ω = Ω1 + Ω2 + Ω3 + Ω4, где Ωi ∩ Ωj = ∅ (i 6= j) и имеет место равенство
µ (Ω1, s)µ (Ω2, s) = µ (Ω3, s)µ (Ω4, s). Если такое представление имеет место, то со-
бытия A = Ω1 + Ω4, B = Ω1 + Ω3 будут независимы.

3 Конечное вероятностное пространство с рациональ-

ными вероятностями

Для дальнейшего нам понадобится

Лемма 1. Пусть a, b, c, d некоторые натуральные числа, для которых выполнено ра-
венство ab = cd. Тогда число S = a + b+ c+ d является составным.

Доказательство. Легко проверить, что условие леммы эквивалентно равенству aS =
(a + c)(a + d). Из этого равенства следует, что произведение (a + c)(a + d) делится на S.
Используем теорему 19 из [9]: произведение нескольких чисел делится на простое число p
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тогда и только тогда, когда, по крайней мере, один из сомножителей делится на p. Поэто-
му, если предположить, что S является простым числом, то хотя бы один из множителей
(a + c) и (a+ d) должен делится на S. Это невозможно, т.к.каждый из этих множителей
меньше S. Лемма доказана.

В этом пункте будем предполагать, что pk = P(ωk) = ak/bk, где ak, bk — натуральные
числа и ak/bk — правильные несократимые дроби (1 ≤ k ≤ N). Везде в дальнейшем дроби
ak/bk будем записывать в виде nk/n, где n — наименьший общий знаменатель этих дробей,
т.е. наименьшее общее кратное знаменателей, а nk — некоторые натуральные числа.

Теорема 3. Если Ω является независимым вероятностным пространством, то n —
составное число.

Доказательство. Для произвольного события A положим pA = P(A) = nA/n. Если най-
дется пара независимых событий A и B, то в силу (2) условие их независимости эквива-
лентно равенству

nABnA+B = nABnAB (3)

Т.к. nAB+nA+B+nAB+nAB = n, то из леммы 1 следует, что n — составное число. Теорема
3 доказана.

Замечание 3. Обратное утверждение теоремы 3 неверно. Покажем, что если n —- со-
ставное число, то пространство может быть как зависимым, так и независимым. Дей-
ствительно, из теоремы 6, доказанной далее, следует, что если n — составное число, то в
случае равновозможного пространства оно будет независимо. Нетрудно также проверить,
что если p1 = p2 = p3 = 1/6, p4 = 1/2, то соответствующее вероятностное пространство
будет зависимо.

Теорема 4. Пусть n — простое число. Тогда Ω является зависимым вероятностным
пространством.

Доказательство. Если предположить, что Ω — независимое пространство, то найдется
два независимых события A и B. В силу определения независимости выполнялось бы
равенство (3). А из леммы 2 следует, что n — число составное, что противоречит условию
теоремы. Теорема 4 доказана.

Замечание 4. Как следует из примера в замечании 3, обратное утверждение теоремы 4
неверно.

Рассмотрим случай равновозможного вероятностного пространства, т.е. pk = 1/n (1 ≤
k ≤ N). В этом случае N = n.

Теорема 5. Пусть Ω — равновозможное вероятностное пространство. Если это про-
странство зависимо, то n — простое число.

Доказательство. (От противного.) Пусть n — составное число, т.е. n = pq (p > 1, q > 1).
Очевидно, что в силу равновозможности вероятностного пространства можно выбрать
события A и B так, чтобы выполнялись равенства P(A) = p/n, P(B) = q/n, P(AB) = 1/n.
Из равенства (1) вытекает, что события A и B независимы, что противоречит условию
теоремы. Теорема доказана.

Из теорем 4 и 5 вытекает

Теорема 6. Равновозможное вероятностное пространство будет зависимым тогда и
только тогда, когда n — простое число.

Доказательство этой теоремы также содержится в [1].

18



Виноградов О.П., Простые числа и независимость

4 Построение зависимых и независимых вероятност-

ных пространств

Рассмотрим пространство элементарных событий Ω, которое состоит из N элементарных
событий ω1, ω2, ω3, . . . , ωN , причем pk = P(ωk) > 0 (1 ≤ k ≤ N). Нетрудно показать, что в
случае N = 3 не существует независимых событий ни при каких p1, p2, p3. Это следует из
того, что равенство p1 = (p1 + p2)(p1 + p3) невозможно, т.к. оно эквивалентно равенству
p1 = (p1 + p2)(1−p2), из которого следует, что p1 + p2 = 1, что противоречит тому, что все
вероятности элементарных событий строго положительны. Поэтому везде в дальнейшем
предполагаем, что N ≥ 4. Применим теорему 2 для построения зависимых вероятностных
пространств. Приведем несколько примеров такого построения.

Пример 1. Пусть α1, α2, . . . , αN−1 — - произвольные рациональные числа и пусть β —
произвольное иррациональное число. Обозначим через s сумму всех этих чисел. Тогда
вероятностное пространство с вероятностями pk = P(ωk) = αk/s (1 ≤ k ≤ N−1), pN = β/s
является зависимым.

Доказательство. Сумма (произведение) иррационального числа и рационального числа
является иррациональным числом. Поэтому если бы это пространство было независимым,
то из теоремы 2 следует, что иррациональное число равно рациональному. Что невозмож-
но.

Замечание 5. Используя аналогичные соображения, можно предложить много различ-
ных вариантов построения зависимых вероятностных пространств.

Пример 2. Пусть α1, α2, . . . , αN−1 , β — произвольные рациональные числа и пусть

s =

N−1∑

m=1

αm + β.

Тогда вероятностное пространство с вероятностями

pk = P(ωk) =
αk

√
2

s
, 1 ≤ k ≤ N − 1; pN =

β 3
√

3

s

является зависимым.

Пример 3. Пусть α1 = α2 = · · · = αN−2 = 1, αN−1 = αN = 3
√

2. Тогда вероятностное
пространство с вероятностями

pk = P(ωk) =
1

s
, 1 ≤ k ≤ N − 2; pN−1 = pN =

3
√

2

s

является независимым, если N — четное число и зависимым, если N — нечетное число,
где s = N − 2 + 2 3

√
2.

Доказательство. Все множество Ω разобьем на четыре несовместных события Ω = Ω1 +
Ω2 + Ω3 + Ω4.

Пусть N — четное число. Укажем два независимых события A и B. Пусть каждое из
событий Ω1 и Ω3 состоит из одного элемента: Ω1 — из αN−1, а Ω3 — из αN . Событие Ω2
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— из элементов α1 = α2 = · · · = αN−2
2

, а Ω4 из элементов αN/2 = α2 = · · · = αN−2. Легко
проверить справедливость равенства

µ (Ω1, s)µ (Ω2, s) = µ (Ω3, s)µ (Ω4, s) (4)

Поэтому из теоремы 2 следует независимость.
Пусть N — нечетное число. Покажем, что при любом выборе подмножеств Ω1, Ω2, Ω3,

Ω4 равенство (3) невозможно. Очевидно, что если оба элемента αN−1 и αN входят либо в
Ω1 +Ω2 либо в Ω3 +Ω4, то равенство (4) невозможно, т.к. иррациональное число не равно
рациональному. Без ограничения общности будем считать, что αN−1 входит в Ω1, а αN
входит в Ω3. Равенство (4) в этом случае можно записать в виде

(
3
√

2 + a)b = (
3
√

2 + c)d, (5)

где a, b, c, d — целые числа, удовлетворяющие условию a ≥ 0, c ≥ 0, b > 0, d > 0, a + b +
c+ d = N − 2. Из (5) следует равенство (b− d) 3

√
2 = cd− ab. Если b 6= d, то получаем, что

число 3
√

2 является рациональным. Что неверно. Если же b = d, то из (5) получаем, что
a = c. Поэтому N −2 = a+ b+ c+d = 2(a+ b), что противоречит нечетности числа N .

Другой способ построения зависимых и независимых пространств продемонстрируем
на следующем примере. Пусть Ω(ω1, ω2, . . . , ωN) —- дискретное вероятностное простран-
ство и пусть pk = P(ωk) > 0 (1 ≤ k ≤ N). На этом пространстве элементарных событий
зададим другую вероятностную меру следующим образом:

P(ω1) = p1(x) =
x

x+ q
, P(ωk) = pk(x) =

pk
x+ q

, (2 ≤ k ≤ N),

где x — некоторое неотрицательное число и q = p2 + · · ·+ pN . Будем обозначать это веро-
ятностное пространство через Ωx. Очевидно, что Ωp1 = Ω. Поставим следующий вопрос:
при каких значениях x пространство Ωx будет независимым и при каких зависимым?
Чтобы применить теорему 2, разобьем Ωx на четыре непересекающихся подмножества
Ωx = Ω1

x + Ω2
x + Ω3

x + Ω4
x, например, следующим образом: Ω1

x = Ω1
x(ω1), Ω2

x = Ω2
x(ω2),

Ω3
x = Ω3

x(ω3), Ω4
x = Ω4

x(ω4, . . . , ωN). Подберем x так, чтобы выполнялось равенство

P(Ω1
x)P(Ω2

x) = P(Ω3
x)P(Ω4

x) (6)

Равенство (6) эквивалентно равенству xp2 = p3r, где r = p4 + ... + pN . Поэтому, если
выбрать x = p3r/p2, то в силу теоремы 2, Ωx будет независимым, причем

P(ω1) =
p3r

p2q + p3r
, P(ωk) =

p2pk
p2q + p3r

, 2 ≤ k ≤ N.

Заметим, что т.к. пространство элементарных событий является конечным множе-
ством, то существует лишь конечное число разбиений его на четыре непересекающихся
подмножества. Запишем для каждого из таких разбиений равенство (6). Каждое из этих
равенств имеет вид

a(x+ b) = c,

причем числа a, b, c зависят от разбиения.
Рассмотрим эти равенства как уравнения относительно x. Нас будут интересовать

только те корни этих уравнений, для которых выполнено неравенство x > 0, чтобы веро-
ятность события ω1 в Ωx была положительна. Обозначим множество корней через X. Как
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показано выше, X непусто и конечно. Тогда пространство Ωx будет независимым, если
x ∈ X и зависимым, если x /∈ X.

Интересно отметить, что множество независимых пространств Ωx конечно, а множе-
ство зависимых пространств Ωx имеет мощность континуума.

Автор выражает искреннюю благодарность профессору Потапову М.К. за полезные
обсуждения.
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Исследование индексов рекуррентных

случайных последовательностей с помощью

процессов с непрерывным временем1

Голдаева А.А.2

В работе предлагается новый подход, связанный с рассмотрением стохастических
разностных последовательностей как последовательностей наблюдений (в детерми-
нированные или случайные моменты времени) процесса с непрерывным временем,
заданного стохастическим дифференциальным уравнением. Основными результата-
ми являются вывод явной формулы индекса хвоста и оценка сверху экстремального
индекса.

1 Bведение

Рассмотрим процесс Yn, n ≥ 1, удовлетворяющий стохастическому разностному уравне-
нию

Yn = AnYn−1 +Bn, n ≥ 1, Y0 ≥ 0, (1)

где (An, Bn), n ≥ 1, — независимые, одинаково распределенные пары неотрицательных
случайных величин.

Известно, что стационарные процессы вида (1) при довольно общих условиях обладают
двумя важными свойствами, относящимися к поведению их экстремумов: стационарное
распределение имеет степенной хвост, а максимум Mn = max{Y1, . . . , Yn} при n → ∞
растет асимптотически, как максимум [θn] независимых случайных величин с тем же
распределением.

Процессы (1) изучаются, начиная с работы [1]. В работе [2], которая посвящена иссле-
дованию двух числовых характеристик — индекса хвоста κ и экстремального индекса θ,
найдены общие формулы для них, но они не дают ответа в явном виде и результат может
быть получен только численно.

Исследования в данной области ведутся давно, но многие вопросы остаются откры-
тыми. Аналитические результаты получены только в некоторых частных случаях. Так, в
работе [3] найдены индексы κ и θ для логлапласовского случая (см. далее пример 2). По-
этому представляет интерес поиск других случаев, когда индексы могут быть выписаны
в явном виде, и разработка подходов, позволяющих исследовать их аналитически.

Целью данной работы является отыскание явной формулы индекса хвоста κ и оценка
экстремального индекса θ процесса Yn. Для этого предлагается новый подход, состоящий

1Работа выполнена при поддержке по гранту РФФИ № 11-01-00050.
2Голдаева Анна Алексеевна, gold_ann@list.ru, ассистент кафедры теории вероятностей, механико-ма-

тематический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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в рассмотрении некоторых последовательностей, удовлетворяющих (1), как последова-
тельностей наблюдений процесса с непрерывным временем, заданного стохастическим
дифференциальным уравнением.

Отметим, что уравнение (1) может иметь различные приложения. Например, оно мо-
жет описывать динамику некоторого денежного фонда [4, §8.4.1], куда через определен-
ные промежутки времени поступают вклады (величины Bn), а в остальное время изме-
нения капитала происходят пропорционально его величине (со случайными коэффициен-
тами An), причем учитываются как доходы, так и расходы.

Дальнейшие рассуждения будут опираться на следующую теорему.

Теорема A. [2]. Пусть процесс Yn, n ≥ 1, удовлетворяет уравнению (1), и пусть
1) существует такое число κ > 0, что EAκ1 = 1, EAκ1 ln+A1 <∞, 0 < EBκ

1 <∞;
2) распределение B1/(1−A1) невырождено, а распределение lnA1 при условии, что A1 6= 0,
не решетчатое.

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) уравнение Y∞
d
= A1Y∞ + B1, где Y∞ и (A1, B1) независимы, имеет единственное

решение Y∞
d
=
∑∞

j=1Bj

∏j−1
i=1 Ai;

2) если в (1) положить Y0
d
= Y∞, то процесс {Yn} будет стационарным;

3) при любом начальном условии процесса {Yn} имеет место Yn
d→ Y∞, n→ ∞;

4) существует постоянная c > 0, такая, что P(Y∞ > x) ∼ cx−κ при x→ ∞;
5) процесс Yn имеет экстремальный индекс θ, вычисляемый по формуле

θ =

∫ ∞

1

P(

∞∨

j=1

j∏

i=1

Ai ≤ y−1)κy−κ−1 dy,

причем если an = n−1/κ, то

lim
n→∞

P(anMn ≤ x) = exp(−cθ x−κ)

для всех x > 0.

Заметим, что поведение процесса (1) в достаточно общем случае определяется только
величинами An. Другими словами, если два процесса вида (1) заданы парами случайных
величин (An, Bn) и (An, B̃n), n ≥ 1, соответственно, причем эти пары удовлетворяют усло-
виям 1, 2 теоремы А, то оба процесса имеют одинаковые индексы хвоста κ и одинаковые
экстремальные индексы θ. Таким образом, нет необходимости, чтобы конкретный про-
цесс (1) представлялся в виде последовательности наблюдений процесса с непрерывным
временем, достаточно, чтобы такое представление имел некоторый процесс с такими же
коэффициентами An.

2 Вывод явной формулы индекса хвоста

Рассмотрим случайный процесс (Xt)t≥0, удовлетворяющий стохастическому дифференци-
альному уравнению

dXt = (c− d ·Xt) dt+ σXtdWt, X0 = x, (2)

где W — стандартное броуновское движение, c ∈ R, d > 0, σ > 0. Вид этого уравнения
подобран так, чтобы из него получалось уравнение (1), что будет показано далее.
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Согласно [5, теорема 5.2.1], уравнение (2) имеет единственное t-непрерывное решение.
В работе [6] для случая c > 0, d > −σ2

2
это решение представлено в явном виде:

Xt = e−(d+ σ2

2
)t+σWt

(
x+ c

∫ t

0

e(d+
σ2

2
)s−σWs ds

)
, t ≥ 0.

Обозначим a = −(d + σ2

2
), тогда решение уравнения (2) перепишется следующим об-

разом:

Xt = eat+σWt

(
x+ c

∫ t

0

e−as−σWs ds

)
, t ≥ 0. (3)

Также в работе [6] в явном виде указана плотность стационарного распределения:

h(x) =

(
σ2

2c

)− 2d
σ2 −1(

Γ

(
2d

σ2
+ 1

))−1

x−2d/σ2−2 exp

(
−2c

σ2
x−1

)
, x > 0,

и найден индекс хвоста κ = d
σ2 + 1 = − 2a

σ2 .
Заметим, что если случайная величина X0 не зависит от процесса W и имеет стацио-

нарное распределение, то процесс (3) является стационарным.

Лемма 1. Пусть ∆ — неотрицательная случайная величина, W — стандартное бро-

уновское движение, ∆ и W независимы, A
d
= ea∆+σW∆ , a < 0, σ > 0. Рассмотрим функ-

ции ψ(s) = EAs и ϕ(u) = E e−u∆ — преобразование Лапласа случайной величины ∆. Тогда

ψ(s) = ϕ
(
−as− σ2

2
s2
)
.

Доказательство приведено в [7].

Следствие 1. Пусть случайная величина A представляется в виде

A
d
= ea∆+σ

√
∆ξ, (4)

где ∆ — неотрицательная случайная величина, ξ имеет стандартное нормальное рас-
пределение, ∆ и ξ независимы, a < 0, σ > 0. Тогда выполняется равенство ψ(s) =
ψ(κ− s), где κ = − 2a

σ2 .

Следствие 2. Пусть ψ(s) = EAs, где A — некоторая неотрицательная случайная ве-

личина. Если функция ψ(s(u)), где s(u) = − a
σ2 +

√
a2−2σ2u
σ2 или s(u) = − a

σ2 −
√
a2−2σ2u
σ2 , a < 0,

σ > 0, является преобразованием Лапласа некоторой неотрицательной случайной вели-
чины ∆, то величина A представляется в виде (4).

Теорема 1. Пусть A
d
= ea∆+σ

√
∆ξ, где ξ имеет стандартное нормальное распределение,

∆ — неотрицательная случайная величина, причем E ∆− 2a
σ2 +1 < ∞, a < 0, σ > 0. Рас-

смотрим процесс X, задаваемый стохастическим дифференциальным уравнением (2), в
котором c > 0 — произвольная постоянная, d = −(a + σ2

2
). Рассмотрим также слу-

чайные величины ∆n
d
= ∆, независимые в совокупности и не зависящие от процесса W ;

Tn =
∑n

i=1 ∆i, Yn = XTn, n ≥ 1. Тогда Yn удовлетворяют всем условиям теоремы А,

An
d
= A, n ≥ 1, причем индекс κ = − 2a

σ2 .

Доказательство приведено в [7].
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3 Оценка экстремального индекса

Рассмотрим случайный процесс (Xt)t≥0, удовлетворяющий стохастическому дифферен-
циальному уравнению (2). Рассмотрим также процесс Yn = XTn , Tn =

∑n
i=1 ∆i, n ≥ 1,

∆1,∆2, . . . — независимые, неотрицательные, одинаково распределенные случайные вели-

чины, не зависящие от процесса W , с E ∆− 2a
σ2 +1 <∞.

Обозначим MX
t = max[0,t]Xs, M

Y
n = maxk=1,n Yk.

Чтобы найти оценку θ, применим метод, который использовался в [6]. Для стохасти-
ческого дифференциального уравнения (2) можно ввести масштабную функцию s(x) и
меру скорости m. Масштабная функция определяется следующим равенством:

s(x) =

∫ x

1

exp

(
−2

∫ y

1

c− d · t
σ2t2

dt

)
dy, x ∈ (0,∞),

откуда следует, что

s′(x) = exp

(
−2

∫ x

1

c− d · t
σ2t2

dt

)
= exp

(
−2c

σ2
+

2c

σ2
· 1

x

)
· x 2d

σ2 , x ∈ (0,∞).

Мера скорости m процесса, заданного уравнением (2), абсолютно непрерывна и имеет
лебегову плотность

m′(x) =
2

σ2x2s′(x)
, x ∈ (0,∞).

В этом случае процесс Xt является эргодическим, его стационарное распределение H
абсолютно непрерывно и имеет плотность

h(x) =
m′(x)

|m| , x ∈ (0,∞),

где |m| = m((0,∞)).

Теорема B. [6]. Для любого начального значения X0 = y ∈ (0,∞) и любой функции
u(t) ↑ ∞ выполнено равенство

lim
t→∞

|P(MX
t ≤ u(t)) − F t(u(t))| = 0,

где F (x) = exp
(
− 1

|m|s(x)

)
, x ∈ (1,+∞).

Теорема 2. Имеет место следующая оценка: θ ≤ µ · 2a2

σ2 , где µ = E ∆.

Доказательство. Поскольку величины имеют вид Tn =
∑n

i=1 ∆i, n ≥ 1, где ∆1,∆2, . . .
— независимые, неотрицательные, одинаково распределенные случайные величины, то
Tn образуют процесс восстановления. Пусть ν(t) — число попадающих на [0, t] моментов
восстановления. В силу элементарной теоремы восстановления ν(t)/t → 1/µ, t→ ∞, п.н.
Далее используем тот факт, что MY

ν(t) ≤ MX
t и для любой функции u(t) ↑ ∞ выполнено

неравенство
P(MY

ν(t) ≤ u(t)) ≥ P(MX
t ≤ u(t)).

Находим асимптотическое отношение хвостов распределений F и H : F̄ (x)/H̄(x) → 2a2

σ2 ,
x → ∞. Рассмотрим последовательность un такую, что n · F̄ (un) → 1, n → ∞. Пе-
рейдем в обеих частях неравенства к пределу при n → ∞. Предел правой части равен
limn→∞ F n(un) = e−1, а предел левой части равен

lim
n→∞

EH(un)
θν(n) = lim

n→∞
EH(un)

θ
ν(n)

n
n = lim

n→∞
H(un)

θ 1
µ
n = e−θ·

1
µ
· σ2

2a2 ,

откуда следует утверждение теоремы.
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Более подробно доказательство приведено в [8].
В работе [3] была доказана следующая лемма.

Лемма А. Если Ãn
d
= Asn, n ≥ 1, s > 0, то κ̃ = κ/s, θ̃ = θ.

С помощью этой леммы было показано, что в случае логнормальных An экстремаль-
ный индекс зависит только от a/σ. Можно доказать более общее утверждение об одно-
родности экстремального индекса по параметрам a, σ и µ.

Теорема 3. Если ∆
d
= µ∆0, где E ∆0 = 1, µ > 0, то экстремальный индекс θ зависит

только от величины a
σ

√
µ.

Доказательство приведено в [8].

4 Примеры

Пример 1. Случайные величины ∆n = h, n ≥ 1, h > 0. В этом случае величины An
имеют логнормальное распределение, т. е. величины Zn = lnAn имеют нормальное рас-
пределение с параметрами (ah, σ2h). Этот пример в случае h = 1 подробно рассмотрен в
работе [3], где найден индекс хвоста κ = − a

2σ2 и доказано, что экстремальный индекс θ
зависит только от величины a/σ и является невозрастающей функцией от нее на (−∞, 0).

Нормальная модель для логарифмических приращений финансовых показателей яв-
ляется традиционной в финансовой математике (модель Блэка–Шоулса). Однако прак-
тика показывает, что логнормальная модель не всегда удовлетворительно описывает дей-
ствительность. Как одну из альтернатив можно рассмотреть логлапласовское распреде-
ление [9]. Симметричный логлапласовский закон впервые появился еще у Фреше [10] в
модели дохода. В [11] этот закон был выведен из некоторой стохастической модели дохода,
причем его подгонка под реальные статистические данные дала лучшие результаты, чем
логнормальная модель. Логлапласовское распределение возникает также при останов-
ке геометрического броуновского движения (традиционного в финансовой математике) в
случайный момент времени, распределенный показательно. В финансовых приложениях
это может быть связано с тем, что экономическое время отличается от календарного.

Пример 2. Случайные величины ∆n, n ≥ 1, имеют показательное распределение с па-
раметром λ. Покажем, что в этом случае величины An имеют логлапласовское распреде-
ление. Действительно,

P(Zn ∈ B) = P(a∆n + σW (∆n) ∈ B) =
= E I{a∆n + σW (∆n) ∈ B} = E(E(I{a∆n + σW (∆n) ∈ B}|∆n)) =

= E

∫

B

1√
2π∆nσ

exp

(
−(u− a∆n)

2

2σ2∆n

)
du =

=
∫
B

∫ +∞
0

1√
2πxσ

exp
(
− (u−ax)2

2σ2x

)
λ exp(−λx) dx du,

pZn(u) =

∫ +∞

0

λ√
2πxσ

exp

(
−(u− ax)2

2σ2x
− λx

)
dx =

= λ√
2σ2λ+a2

exp
(
−

√
2σ2λ+a2

σ2 |u| + a
σ2u
)
.

Поскольку плотность распределения Лапласа задается формулой p(x) = αβ
α+β

eαx при

x < 0 и p(x) = αβ
α+β

e−βx при x ≥ 0, то нетрудно заметить, что Zn имеет распределение
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Лапласа с параметрами

α =

√
2σ2λ+ a2 + a

σ2
, β =

√
2σ2λ+ a2 − a

σ2
, (5)

а An — соответственно логлапласовское распределение.
Логлапласовский случай также рассмотрен в [3], для него найдены индекс хвоста κ =

β − α и экстремальный индекс θ = (1 − α
β
)2. Подставляя в эти формулы (5), получаем

κ = − 2a
σ2 и θ = 4a2

(
√
a2+2σ2λ−a)2 . Отметим, что λθ → 2a2

σ2 при λ → ∞, т.е. оценка из теоремы 2

оказывается асимптотически точной.

Пример 3. Пусть задан ARCH-процесс первого порядка

Xn = εn

√
γ + λX2

n−1, n ≥ 1, γ, λ > 0,

где εn, n ≥ 1, независимы и одинаково распределены. Тогда последовательность Yn = X2
n

удовлетворяет (1) c An = λε2
n, Bn = γε2

n, n ≥ 1. В классической модели εn имеют стан-
дартное нормальное распределение, поэтому величины An имеют гамма-распределение с
параметрами (1

2
, 1

2λ
). Этот случай разобран в работе [2], где получено следующее уравне-

ние для κ: Γ(κ+ 1/2) = π1/2(2λ)−κ и индексы κ и θ найдены численно.
Покажем, что An нельзя представить в виде (4). Рассмотрим функцию

ψ(s) = EAsn = λs
∫ ∞

−∞

1√
2π
x2s exp

(
−x

2

2

)
dx =

(2λ)s√
π

∫ ∞

0

ts−
1
2e−t dt =

(2λ)s√
π

Γ

(
s+

1

2

)
.

Необходимое для представления (4) условие ψ(s) = ψ(κ − s) равносильно следующему:
Γ(κ− s+ 1/2) = (2λ)2s−κΓ(s+ 1/2). Это условие не выполняется ни при каких λ > 0.

Автор выражает благодарность научному руководителю доценту А.В. Лебедеву за
постановку задачи, а также за внимание и поддержку при работе над статьей.
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Предельные теоремы для стационарных

распределений максимальных ветвящихся

процессов с двумя типами частиц1

Лебедев А.В.2

Рассматриваются максимальные ветвящиеся процессы с двумя типами частиц, ранее
введенные автором. Доказаны предельные теоремы для стационарных распределе-
ний таких процессов.

1 Введение

Максимальные ветвящиеся процессы (МВП) были введены Дж. Ламперти в [1] как «экс-
тремальные» аналоги процессов Гальтона-Ватсона (с заменой суммирования численно-
стей потомков частиц на взятие максимума из них). Исследования этих процессов были
продолжены автором в ряде работ. В [2] было проведено обобщение МВП по области зна-
чений с Z+ на R+ и доказана эргодическая теорема. Некоторые предельные теоремы для
стационарных распределений можно найти в [3, 4, 5]. Обзор исследований автора для
МВП с одним типом частиц представлен в [6].

В [7] были введены МВП с d ≥ 2 типами частиц и значениями в Rd
+. При некоторых

дополнительных предположениях доказана эргодическая теорема в случае d = 2.
МВП с двумя типами частиц может быть определен как цепь Маркова {Z(n)}, Z(n) =

(Z1(n), Z2(n)), n ≥ 0, с переходными вероятностями

P(Z1(n) ≤ y1, Z2(n) ≤ y2|Z1(n− 1) = x1, Z2(n− 1) = x2) = F x1
1 (y1, y2)F

x2
2 (y1, y2),

где двумерные распределения F1 и F2 имеют носители T1, T2 ⊂ R2
+.

Распределения F1 и F2 в целочисленном случае имеют смысл совместных распределе-
ний численностей потомков каждого типа от частицы первого и второго типов соответ-
ственно. Мы будет говорить о таких численностях и в общем случае, понимая, что они
могут принимать не только целые, но и любые неотрицательные значения.

Далее будут доказаны предельные теоремы для стационарных распределений МВП с
двумя типами частиц в случаях некоторых семейств распределений численностей потом-
ков.

Результаты работы были частично представлены на IX Международных Колмогоров-
ских чтениях (Ярославль, 17–20 мая 2011) [8].

1Работа выполнена при поддержке по гранту РФФИ № 11-01-00050.
2Лебедев Алексей Викторович, alebedev@mech.math.msu.su, доцент кафедры теории вероятностей, ме-

ханико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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2 Случай растущих прямоугольников

Рассмотрим семейство процессов {Z(λ)(n)} c F
(λ)
k и T

(λ)
k ⊂ [1, λ1] × [1, λ2], λ > 0, λk = pkλ,

pk > 0, λk ≥ 1, k = 1, 2. По теореме 1 [7] для каждого процесса {Z(λ)(n)} существует
и единственно стационарное распределение Ψ(λ) на [1, λ1] × [1, λ2]. Обозначим случайный

вектор с таким распределением через Z̃(λ) = (Z̃
(λ)
1 , Z̃

(λ)
2 ). Нас будет интересовать асимп-

тотическое поведение Ψ(λ) при λ→ ∞. Этот вопрос для процессов с одним типом частиц
изучался автором в [3].

Теорема 1. Если для любого вектора q = (q1, q2) ∈ (0, 1]2, q 6= (1, 1), верно

lim sup
λ→∞

F
(λ)
k (q1λ1, q2λ2) < 1, k = 1, 2 (1)

и для некоторой векторной функции u(λ) = (u1(λ), u2(λ)) сущеcтвуют пределы

lim
λ→∞

λ(1 − F
(λ)
k (u(λ))) = τk ∈ [0,+∞], k = 1, 2,

то
lim
λ→∞

Ψ(λ)(u(λ)) = e−(p1τ1+p2τ2).

Доказательство. Обозначим r = (r1, r2), rk = qkλk. Докажем сначала, что Ψ(λ)(r) → 0,
λ→ ∞. Используем разложение

Ψ(λ)(r) = M(F
(λ)
1 (r)Z̃

(λ)
1 F

(λ)
2 (r)Z̃

(λ)
2 I{Z̃(λ)

1 ∈ [1, r1], Z̃
(λ)
2 ∈ [1, r2]})+

+M(F
(λ)
1 (r)Z̃

(λ)
1 F

(λ)
2 (r)Z̃

(λ)
2 I{Z̃(λ)

1 > r1, Z̃
(λ)
2 ∈ [1, r2]})+

+M(F
(λ)
1 (r)Z̃

(λ)
1 F

(λ)
2 (r)Z̃

(λ)
2 I{Z̃(λ)

1 ∈ [1, r1], Z̃
(λ)
2 > r2})+

+M(F
(λ)
1 (r)Z̃

(λ)
1 F

(λ)
2 (r)Z̃

(λ)
2 I{Z̃(λ)

1 > r1, Z̃
(λ)
2 > r2}) ≤

≤ F
(λ)
1 (r)F

(λ)
2 (r)Ψ(λ)(r) + F

(λ)
1 (r)r1F

(λ)
2 (r) + F

(λ)
1 (r)F

(λ)
2 (r)r2 + F

(λ)
1 (r)r1F

(λ)
2 (r)r2 ,

откуда

Ψ(λ)(r) ≤ F
(λ)
1 (r)r1F

(λ)
2 (r) + F

(λ)
1 (r)F

(λ)
2 (r)r2 + F

(λ)
1 (r)r1F

(λ)
2 (r)r2

1 − F
(λ)
1 (r)F

(λ)
2 (r)

→ 0, λ→ ∞.

Выберем теперь q ∈ (0, 1)2. Аналогично получаем

Ψ(λ)(u(λ)) = M(F
(λ)
1 (u(λ))Z̃

(λ)
1 F

(λ)
2 (u(λ))Z̃

(λ)
2 I{Z̃(λ)

1 ∈ [1, r1], Z̃
(λ)
2 ∈ [1, r2]})+

+M(F
(λ)
1 (u(λ))Z̃

(λ)
1 F

(λ)
2 (u(λ))Z̃

(λ)
2 I{Z̃(λ)

1 > r1, Z̃
(λ)
2 ∈ [1, r2]})+

+M(F
(λ)
1 (u(λ))Z̃

(λ)
1 F

(λ)
2 (u(λ))Z̃

(λ)
2 I{Z̃(λ)

1 ∈ [1, r1], Z̃
(λ)
2 > r2})+

+M(F
(λ)
1 (u(λ))Z̃

(λ)
1 F

(λ)
2 (u(λ))Z̃

(λ)
2 I{Z̃(λ)

1 > r1, Z̃
(λ)
2 > r2}),

откуда следуют неравенства

Ψ(λ)(u(λ)) ≥ F
(λ)
1 (u(λ))λ1F

(λ)
2 (u(λ))λ2(1 − Ψ(λ)(r)),

Ψ(λ)(u(λ)) ≤ Ψ(λ)(r) + Ψ(λ)(r1, λ2) + Ψ(λ)(λ1, r2) + F
(λ)
1 (u(λ))r1F

(λ)
2 (u(λ))r2.

(2)

Переходя в (2) к пределам по λ→ ∞ с учетом F
(λ)
k (u(λ))λ → e−τk , k = 1, 2, получаем:

e−(p1τ1+p2τ2) ≤ lim inf
λ→∞

Ψ(λ)(u(λ)) ≤ lim sup
λ→∞

Ψ(λ)(u(λ)) ≤ e−(q1p1τ1+q2p1τ2),

откуда в силу произвольности выбора q следует утверждение теоремы.
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Рассмотрим функции распределения F 0
1 , F 0

2 на [0, 1]2, принадлежащие областям при-
тяжения некоторых невырожденных (по обеим компонентам) максимум-устойчивых за-
конов H1 и H2 [9, 10] с одинаковой нормировкой максимумов, т.е. существуют такие
функции a1(s) > 0, a2(s), b1(s) > 0, b2(s), s > 0, что для векторной функции v(s, x) =
(a1(s)x1 + b1(s), a2(s)x2 + b2(s)), x = (x1, x2), верно

lim
s→∞

F 0
1 (v(s, x))s = H1(x), lim

s→∞
F 0

2 (v(s, x))s = H2(x), k = 1, 2. (3)

Следствие 1. Пусть выполнено (1) и существует векторная функция f(s, q) =
(f1(s, q), f2(s, q)) такая, что

1 − F
(λ)
k (f(λ, v(λ, x))

1 − F 0
k (v(λ, x))

→ 1, λ→ ∞. (4)

Тогда

lim
s→∞

Ψ(λ)(f(λ, v(λ, x)) = Hp1
1 (x)Hp2

2 (x).

Доказательство. В силу (3) и (4) получаем λ(1 − F
(λ)
k (f(λ, v(λ, x))) → − lnHk(x). Обо-

значая τk = − lnHk(x), u(λ) = f(λ, v(λ, x)) и применяя теорему 1, получаем утверждение
следствия.

Наиболее простые примеры, когда применимо следствие 1, возникают при выполнении
условий

Fk(x1, x2) = F 0
k

(
x1 − 1

λ1 − 1
,
x2 − 1

λ2 − 1

)
, k = 1, 2,

тогда f(s, q) = ((p1s− 1)q1 + 1, (p2s− 1)q2 + 1).
Далее в примерах будем предполагать для простоты, что p1 = p2 = 1, т.е. рассматри-

ваются стационарные распределения на растущих квадратах.

Пример 1. Пусть F 0
1 (x1, x2) = x2

1x2, F
0
2 (x1, x2) = x1x

2
2 (численности потомков каждого

типа от частицы каждого типа независимы). Тогда

lim
s→∞

F 0
1 (y1/s+ 1, y2/s+ 1)s = e2y1+y2 , lim

s→∞
F 0

2 (y1/s+ 1, y2/s+ 1)s = ey1+2y2 ,

откуда получаем

lim
λ→∞

Ψ(λ)(λ+ y1, λ+ y2) = e3(y1+y2), y1, y2 ≤ 0.

Таким образом, случайный вектор Ẑ(λ) = (λ− Z̃
(λ)
1 , λ− Z̃

(λ)
2 ) имеет асимптотически дву-

мерное показательное распределение с независимыми компонентами.

На рис. 1 представлены результаты моделирования процесса при λ = 10 на протяжении
500 шагов с начальным условием (10, 10). В других примерах эти параметры остаются
неизменными.

При моделировании использовалось конструктивное представление процесса

Z1(n) = 9U
1/(2Z1(n−1)+Z2(n−1))
1,n + 1, Z2(n) = 9U

1/(Z1(n−1)+2Z2(n−1))
2,n + 1,

где Ui,n, i = 1, 2, n ≥ 1, независимы и равномерно распределены на [0, 1].
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Рис. 1:

Пример 2. Пусть F 0
1 (x1, x2) = min{x2

1, x2}, F 0
2 (x1, x2) = min{x1, x

2
2} (частные распреде-

ления численностей потомков каждого типа от частицы каждого типа те же, что и в
примере 1, однако здесь эти численности комонотонны). Тогда

lim
s→∞

F 0
1 (y1/s+ 1, y2/s+ 1)s = emin{2y1,y2}, lim

s→∞
F 0

2 (y1/s+ 1, y2/s+ 1)s = emin{y1,2y2},

откуда получаем

lim
λ→∞

Ψ(λ)(λ+ y1, λ+ y2) = emin{2y1,y2}+min{y1,2y2}, y1, y2 ≤ 0.

Таким образом, случайный вектор Ẑ(λ) имеет асимптотически двумерное показательное
распределение, но уже с зависимыми компонентами. Легко показать, что он распределен
в угле {(y1, y2) ∈ R2

+ : 1/2 ≤ y2/y1 ≤ 2}.

На рис. 2 представлены результаты моделирования процесса. Пунктиром обозначены
кривые Z2 = 1 + 3

√
Z1 − 1 и Z2 = 1 + (Z1 − 1)2/9, ограничивающие область возможных

значений.
При моделировании использовалось конструктивное представление процесса

Z1(n) = 9 max
{
U

1/(2Z1(n−1))
1,n , U

1/Z2(n−1)
2,n

}
+ 1, Z2(n) = 9 max

{
U

1/Z1(n−1)
1,n , U

1/(2Z2(n−1))
2,n

}
+ 1,

где Ui,n, i = 1, 2, n ≥ 1, независимы и равномерно распределены на [0, 1].
В общем случае, в качестве предельных распределений компонент вектора Z̃(λ) могут

выступать распределения экстремальных типов Вейбулла H(x) = exp{−(−x)α}, x ≤ 0,
α > 0, и Гумбеля H(x) = exp{−e−x} [9, 10].

Введем функцию распределения G(x) = 1 − exp{−x/(1 − x)}, x ∈ [0, 1).
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Рис. 2:

Пример 3. Пусть F 0
1 (x1, x2) = G2(x1)G(x2), F

0
2 (x1, x2) = G(x1)G

2(x2), тогда

lim
s→∞

F 0
1 (z1, z2)

s = exp{−2e−y1 + e−y2}, lim
s→∞

F 0
2 (z1, z2)

s = exp{−e−y1 + 2e−y2},

где

zi = 1 − 1

1 + ln s
+

yi
(1 + ln s)2

, i = 1, 2,

откуда получаем
lim
λ→∞

Ψ(λ)(w1, w2) = exp{−3(e−y1 + e−y2)},
где

wi = λ− λ− 1

1 + lnλ
+

(λ− 1)yi
(1 + lnλ)2

, i = 1, 2.

Таким образом получаем в качестве предельного двумерное распределение Гумбеля с
независимыми компонентами.

На рис. 3 представлены результаты моделирования процесса.

Пример 4. Пусть F 0
1 (x1, x2) = min{G2(x1), G(x2)}, F 0

2 (x1, x2) = min{G(x1), G
2(x2)}, тогда

(в обозначениях примера 3)

lim
s→∞

F 0
1 (z1, z2)

s = exp
{
−e−min{y1−ln 2,y2}} , lim

s→∞
F 0

2 (z1, z2)
s = exp

{
−e−min{y1,y2−ln 2}} ,

откуда получаем

lim
λ→∞

Ψ(λ)(w1, w2) = exp
{
−
(
e−min{y1−ln 2,y2} + e−min{y1,y2−ln 2})} .

Таким образом получаем в качестве предельного двумерное распределение Гумбеля с
зависимыми компонентами, заключенное в полосе {(y1, y2) : |y2 − y1| ≤ ln 2}.
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Рис. 3:

На рис. 4 представлены результаты моделирования процесса. Пунктиром обозначены
кривые G((Z2 − 1)/9) = G2((Z1 − 1)/9) и G2((Z2 − 1)/9) = G((Z1 − 1)/9), ограничивающие
область возможных значений.

Заметим, что следствие 1 дает только непрерывные предельные распределения (не
обязательно абсолютно непрерывные). Однако предельные распределения могут быть и
дискретными.

Следствие 2. Пусть F
(N)
1 и F

(N)
2 — дискретные распределения на множествах

{1, . . . , N}2, N ≥ 1, и F
(N)
k (m) = F 0

k (m/N), m = (m1, m2) ∈ {1, . . . , N}2, а распределе-
ния F 0

1 и F 0
2 удовлетворяют (3) с ak(s) = 1/s, bk(s) = 1. Тогда

lim
N→∞

Ψ(N)(N −m1, N −m2) = H1(−m)H2(−m).

Доказательство. В силу (3) получаем λ(1−F (λ)
k (N−m1, N−m2)) → − lnHk(−m). Обозна-

чая τk = − lnHk(−m), u(λ) = f(λ, v(λ, x)) и применяя теорему 1, получаем утверждение
следствия.

Пример 5. Пусть F 0
1 (x1, x2) = x2

1x2, F
0
2 (x1, x2) = x1x

2
2, тогда

lim
N→∞

Ψ(N)(N −m1, N −m2) = e−3(m1+m2).

Таким образом, вектор Ẑ(N) = (N − Z̃
(N)
1 , N − Z̃

(N)
2 ) имеет асимптотически двумерное

геометрическое распределение с независимыми компонентами.

Аналогично примерам 2 и 4, можно построить дискретные предельные распределения
и с зависимыми компонентами.
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Рис. 4:

3 Степенные семейства и предельный закон Гумбеля

Рассмотрим семейство процессов {Z(λ)(n)} c F
(λ)
k (x1, x2) = F 0

k (x1, x2)
λ на Tk ⊂ [1,+∞)2,

k = 1, 2, λ ≥ 1. Предположим, что F 0
1 , F 0

2 удовлетворяют (3), где H1 и H2 — двумерные
распределения Гумбеля (т.е. каждая компонента имеет распределение данного типа), при-
чем b1(s), b2(s) → ∞, s → ∞. Критерии принадлежности распределения к области при-
тяжения экстремального типа Гумбеля можно найти в [9, 10]. В частности, правый хвост
должен убывать быстрее любой степени, и все моменты неотрицательной части конечны.

По теореме 1 [7] для каждого {Z(λ)(n)} существует и единственно стационарное рас-
пределение Ψ(λ) на [1,+∞]2. Будем по-прежнему обозначать случайный вектор с таким
распределением через Z̃(λ). Нас будет интересовать асимптотическое поведение Ψ(λ) при
λ→ ∞. Этот вопрос для процессов с одним типом частиц изучался автором в [4].

Пусть Fkl — частное распределение l-ой компоненты двумерного распределения Fk,
k = 1, 2, l = 1, 2. Определим функции

ϕkl(s) =

∫ ∞

0

(1 − F 0
kl(x)

s) dx, s ≥ 1, k, l = 1, 2.

Как показано в [4, леммы 1–3], такие функции конечны при всех s ≥ 1, не убывают и
вогнуты, а кроме того, являются медленно меняющимися и ϕkl(s) ∼ ukl(s), s → ∞, где
ukl(s) = (F 0

kl)
−1(1 − 1/s). В силу (3) и сходимости к экстремальному типу Гумбеля имеем

ukl(s) ∼ bl(s), так что ϕkl(s) ∼ bl(s), s→ ∞.

Введем также функции

ϕk(s1, s2) =

∫ ∞

0

(1 − F 0
1k(x)

s1F 0
2k(x)

s2) dx, s1, s2 ≥ 1, k = 1, 2.
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Для них, очевидно, верны неравенства:

ϕk(s1, s2) ≤ ϕ1k(s1) + ϕ2k(s2), k = 1, 2. (5)

Кроме того, они являются неубывающими и вогнутыми по векторам s = (s1, s2) (что
следует из монотонности и выпуклости экспоненты).

Обозначим µ
(λ)
k = MZ̃

(λ)
k , k = 1, 2. Очевидно, µ

(λ)
1 , µ

(λ)
2 ≥ 1.

Лемма 1. Для любого ε > 0 верны неравенства µ
(λ)
k ≤ ϕk(λ

1+ε, λ1+ε), k = 1, 2, при всех
достаточно больших λ.

Доказательство. В силу определения и свойств ϕk имеем

µ
(λ)
k = Mϕk(λZ̃

(λ)
1 , λZ̃

(λ)
2 ) ≤ ϕk(λµ

(λ)
1 , λµ

(λ)
2 ) ≤ ϕ1k(λµ

(λ)
1 ) + ϕ2k(λµ

(λ)
2 ). (6)

Поскольку ϕkl медленно меняются, то для любого δ > 0 существуют константы Ckl такие,
что ϕkl(s) ≤ Ckls

δ, s ≥ 1. Получаем систему неравенств:

µ
(λ)
1 ≤ C11(λµ

(λ)
1 )δ + C21(λµ

(λ)
2 )δ

µ
(λ)
2 ≤ C12(λµ

(λ)
1 )δ + C22(λµ

(λ)
2 )δ

(7)

Обозначим µ
(λ)
0 = max{µ(λ)

1 , µ
(λ)
2 }, C0 = max{C11 + C21, C12 + C22}. Тогда из (7) получаем

µ
(λ)
0 ≤ C0(λµ

(λ)
0 )δ,

откуда следует µ
(λ)
0 ≤ (C0λ

δ)1/(1−δ). Значит, для любого ε > 0 верно µ
(λ)
1 ≤ λε, µ

(λ)
2 ≤ λε

при всех достаточно больших λ. Подставляя эти оценки в (6), получаем утверждение
леммы.

Теорема 2. Если для любого θ > 1 существует ε > 0 такое, что

sϕj(s
1+ε, s1+ε)F̄ 0

jk(θbk(s)) → 0, s→ ∞, j, k = 1, 2, (8)

то при λ→ ∞ верно

Z̃
(λ)
k /bk(λ)

P→ 1, k = 1, 2.

Доказательство. Пусть θ > 1, а ε > 0 из условий (8). Тогда при всех достаточно больших
λ имеем

P(Z̃
(λ)
k > θbk(λ)) = 1 −M

(
F 0

1k(θbk(λ))Z̃
(λ)
1 F 0

2k(θbk(λ))Z̃
(λ)
2

)
≤

≤ µ
(λ)
1 F̄

(λ)
1k (θbk(λ)) + µ

(λ)
2 F̄

(λ)
2k (θbk(λ)) ≤ λµ

(λ)
1 F̄ 0

1k(θbk(λ)) + λµ
(λ)
2 F̄ 0

2k(θbk(λ)) ≤
≤ λϕ1(λ

1+ε, λ1+ε)F̄ 0
1k(θbk(λ)) + λϕ2(λ

1+ε, λ1+ε)F̄ 0
2k(θbk(λ)),

откуда переходя к пределу при λ→ ∞ получаем P(Z̃
(λ)
k > θbk(λ)) → 0 в силу (8).

Пусть теперь 0 < θ < 1. Поскольку функции F 0
kl принадлежат области притяжения

экстремального типа Гумбеля, то для них верно F 0
jk(θbk(s))

s → 0, s → ∞. Заметим, что

Z̃
(λ)
1 , Z̃

(λ)
2 ≥ 1 п.н. Получаем

P(Z̃
(λ)
k ≤ θbk(λ)) ≤ (F 0

1k(θbk(λ))F 0
2k(θbk(λ))λ → 0, λ→ ∞.

Таким образом, утверждение теоремы доказано.
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Заметим, что вместо условия (8) можно использовать более простое условие

s(b1(s
1+ε) + b2(s

1+ε))F̄ 0
jk(θbk(s)) → 0, s→ ∞, j, k = 1, 2, (9)

из которого следует (8) в силу свойств ϕk и ϕkl.

Следствие 3. Если задана функция b(s) такая, что b1(s)/b(s) → p1, b2(s)/b(s) → p2,
s→ ∞, p1, p2 ≥ 0, то

lim
λ→∞

Ψ(v(λb(λ), x)) = Hp1
1 (x)Hp2

2 (x).

Доказательство. Имеем

lim
λ→∞

Ψ(v(λb(λ), x)) = lim
λ→∞

M
(
F 0

1 (v(λb(λ), x))λZ̃
(λ)
1 F 0

2 (v(b(λ), x))λZ̃
(λ)
2

)
=

= lim
λ→∞

(
F 0

1 (v(λb(λ), x))λb1(λ)F 0
2 (v(λb(λ), x))λb2(λ)

)
= Hp1

1 (x)Hp2
2 (x).

Пример 6. Пусть

F 0
1 (x1, x2) = (1 − e−x1)2(1 − e−x2/3), F 0

2 (x1, x2) = (1 − e−x1)(1 − e−x2/3)2,

тогда в (3) можно взять a1(s) = a2(s) = 1, b1(s) = ln s, b2(s) = 3 ln s. Имеем

lim
s→∞

F 0
1 (x1 + ln s, x2 + 3 ln s)s = exp{−(2e−x1 + e−x2/3)},

lim
s→∞

F 0
2 (x2 + ln s, x2 + 3 ln s)s = exp{−(e−x1 + 2e−x2/3)}.

Легко проверить, что условие (9) выполняется. Полагая b(s) = ln s, получаем p1 = 1,
p2 = 3. Следовательно,

lim
λ→∞

Ψ(x1 + ln(λ lnλ), x2 + 3 ln(λ lnλ)) = H1(x)H
3
2 (x) = exp{−(5e−x1 + 7e−x2/3)}.

Таким образом, при соответствующей линейной нормировке получаем двумерное распре-
деление Гумбеля с независимыми компонентами.
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Многотипные максимальные ветвящиеся

процессы с копулами экстремальных значений1

Лебедев А.В.2

Рассматриваются максимальные ветвящиеся процессы с несколькими типами частиц,
ранее введенные автором, в случае, когда распределения численностей потомков име-
ют копулы экстремальных значений. Доказана эргодическая теорема, свойство моно-
тонности и предельная теорема для стационарных распределений в случае степенных
хвостов. Особое внимание уделено многомерным распределениям Фреше.

1 Введение

Максимальные ветвящиеся процессы (МВП) были введены Дж. Ламперти в [1] как «экс-
тремальные» аналоги процессов Гальтона-Ватсона (с заменой суммирования численно-
стей потомков частиц на взятие максимума из них). Исследования этих процессов были
продолжены автором в ряде работ. В [2] было проведено обобщение МВП по области зна-
чений с Z+ на R+ и доказана эргодическая теорема. Некоторые предельные теоремы для
стационарных распределений можно найти в [3, 4]. Обзор исследований автора для МВП
с одним типом частиц представлен в [6].

В [7] были введены МВП с d ≥ 2 типами частиц и значениями в Rd
+. При некоторых

дополнительных предположениях доказана эргодическая теорема в случае d = 2.
МВП с d типами частиц может быть определен как цепь Маркова {Z(n)}, Z(n) =

(Z1(n), . . . , Zd(n)), n ≥ 0, с переходными вероятностями

P(Z1(n) ≤ y1, . . . , Zd(n) ≤ yd|Z1(n− 1) = x1, . . . , Zd(n− 1) = xd) =
= F x1

1 (y1, . . . , yd) . . . F
xd
d (y1, . . . , yd), xk, yk ∈ R+.

(1)

где многомерные распределения Fk имеют носители Tk ⊂ Rd
+, 1 ≤ k ≤ d.

Распределение Fk, 1 ≤ k ≤ d, в целочисленном случае имеет смысл совместного распре-
деления численностей потомков каждого типа от частицы k-го типа. Мы будет говорить
о таких численностях и в общем случае, понимая, что они могут принимать не только
целые, но и любые неотрицательные значения.

При использовании формулы (1) возникает проблема с возведением многомерной
функции распределения в произвольную положительную степень. Дело в том, что ре-
зультат этой операции не обязательно является снова функцией распределения. Решить

1Работа выполнена при поддержке по гранту РФФИ № 11-01-00050.
2Лебедев Алексей Викторович, alebedev@mech.math.msu.su, доцент кафедры теории вероятностей, ме-

ханико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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указанную проблему можно либо накладывая дополнительные ограничения (как это сде-
лано в [7]), либо рассматривая функции распределения, любая положительная степень
которых остается таковой, называемые максимум-безгранично делимыми [8, 9, 10].

Аналогичный подход был использован М.Иржиной в [11] при переходе от целочислен-
ных ветвящихся процессов к процессам с непрерывным множеством состояний на основе
безгранично делимых распределений.

Согласно известной теореме Скляра, каждая многомерная функция распределения G
допускает представление

G(x1, . . . , xd) = C(G1(x1), . . . , Gd(xd)), (2)

где Gi(x), 1 ≤ i ≤ d, — частные функции распределения, а C(u1, . . . ud) — функция рас-
пределения на [0, 1]d с равномерными частными распределениями, называемая копулой
[12]. И наоборот, из произвольных частных функций распределения и копулы с помощью
формулы (2) получается многомерная функция распределения.

Важным классом, изучаемым в теории копул, являются максимум-устойчивые копулы
(копулы экстремальных значений) [12, §3.3.4], [13, §7.5], которые удовлетворяют условию:

Cs(u1, . . . , ud) = C(us1, . . . u
s
d), ∀s > 0. (3)

Таким образом, если функция распределения G имеет копулу экстремальных значений
C, то верно

Gs(x1, . . . , xd) = C(Gs
1(x1), . . . , G

s
d(xd)), ∀s > 0, (4)

так что Gs тоже является функцией распределения, т.е. распределение оказывается
максимум-безгранично делимым.

В качестве нетривиального примера можно указать копулу Гумбеля

C(u1, . . . , ud) = exp{−((− ln u1)
θ + · · ·+ (− ln ud)

θ)1/θ}, θ ≥ 1.

Замечание 1. Условие (3) не является необходимым для максимум-безграничной дели-
мости G. Например, в случае (не максимум-устойчивой) копулы Клейтона

C(u1, . . . ud) = (u−θ1 + · · ·+ u−θd − d+ 1)−1/θ, θ > 0,

функция Gs также является функцией распределения с копулой Клейтона, но уже с па-
раметром θs.

Однако нам будет удобнее иметь дело с копулами экстремальных значений в силу
соотношения (4).

Предположим, что все функции Fk имеют копулы экстремальных значений Ck, 1 ≤
k ≤ d. Тогда у нас нет проблем с определением процесса по формуле (1). Более того, из (1)
и (4) получаем его конструктивное представление стохастически рекуррентной формулой:

Zk(n) =

d∨

j=1

F−1
jk

(
U

1/Zj (n−1)
j,k,n

)
,

где случайные вектора (Uj,1,n, . . . , Uj,d,n), n ≥ 1, независимы и имеют функции распреде-
ления Cj , 1 ≤ j ≤ d.

Из (1) для введенного класса процессов получаем следующее свойство.
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Свойство 1. Если процесс Z(n) = (Z1(n), . . . , Zd(n)) является МВП с копулами
экстремальных значений, то для любого набора чисел λ1, . . . , λd > 0 процесс Z∗(n) =
(λ1Z1(n), . . . , λdZd(n)) также является МВП с функциями распределения численностей
потомков

F ∗
k (y1, . . . , yd) = F (y1/λ1, . . . , yd/λd)

1/λk , 1 ≤ k ≤ d,

имеющими те же копулы, что и Fk, 1 ≤ k ≤ d.
Кроме того, можно получить свойство (положительной) ассоциированности [14].
Свойство 2. Если случайные величины Zk(0) ассоциированы, то и все Zk(n), 1 ≤ k ≤

d, n ≥ 1, ассоциированы.

Доказательство. Как показано в [15], компоненты максимум-устойчивого случайного
вектора ассоциированы. Это верно и для компонент копулы экстремальных значений,
как для неубывающих функций (частных распределений) от компонент такого векто-
ра. В силу (1) все Zk(n), 1 ≤ k ≤ d, n ≥ 1, являются неубывающими функциями от
ассоциированных и независимых случайных величин, так что по теореме 1.8 [14] они ас-
социированы.

2 Cвойство монотонности

В [2] были доказаны свойства монотонности МВП с одним типом частиц по распределению
числа потомков (относительно некоторого стохастического порядка).

Для одномерных функций распределения полагаем G1 ≺ G2, если Ḡ1(x) ≤ Ḡ2(x) для
всех x. Заметим, что при этом также G−1

1 (u) ≤ G−1
2 (u), u ∈ (0, 1).

Для многомерных функций распределения обобщим отношение стохастического по-
рядка следующим образом: G1 ≺ G2, если на одном вероятностном пространстве можно
построить случайный вектор ξ1 с распределением G1 и случайный вектор ξ2 с распреде-
лением G2 так, что ξ1 ≤ ξ2 почти наверное (п.н.). Такое отношение и эквивалентные ему
рассматривались, например, в [16]. Заметим, что из данного отношения между многомер-
ными распределениями следуют соответствующие отношения между всеми их частными
распределениями (покомпонентно). Если у многомерных распределений одинаковые ко-
пулы, то верно и обратное.

Обозначим распределение вектора Z(n) через Ψn, а его стационарное предельное рас-
пределение (если оно существует) через Ψ.

Свойство 3. Если заданы два МВП с одинаковыми наборами копул экстремальных
значений и Ψ′

0 ≺ Ψ′′
0, F

′
kl ≺ F ′′

kl для всех 1 ≤ k, l ≤ d, то Ψ′
n ≺ Ψ′′

n для всех n ≥ 1, и если
процессы имеют стационарные предельные распределения, то Ψ′ ≺ Ψ′′.

Доказательство. Построим Z ′(0) и Z ′′(0) на одном вероятностном пространстве так, что
Z ′(0) ≤ Z ′′(0) п.н. Далее на том же пространстве строим оба процесса пространстве по
рекуррентным формулам:

Z ′
k(n) =

d∨

j=1

(F ′
jk)

−1
(
U

1/Z′
j (n−1)

j,k,n

)
, Z ′′

k (n) =

d∨

j=1

(F ′′
jk)

−1
(
U

1/Z′′
j (n−1)

j,k,n

)
, (5)

где случайные вектора (Uj,1,n, . . . , Uj,d,n), n ≥ 1, независимы и имеют функции распреде-
ления Cj , 1 ≤ j ≤ d.

Поскольку (F ′
jk)

−1(u) ≤ (F ′′
jk)

−1(u), u ∈ (0, 1) для всех 1 ≤ j, k ≤ d, то из (5) полу-
чаем по индукции Z ′(n) ≤ Z ′′(n) п.н. и Ψ′

n ≺ Ψ′′
n для всех n ≥ 1. Соотношение между

стационарными распределениями получаем в пределе при n→ ∞.
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3 Эргодическая теорема

В [7] была доказана эргодическая теорема для МВП с двумя типами частиц при допол-
нительных предположениях

min{inf T ∗
1 , inf T ∗

2 } ≥ x0 > 0, (6)

и
F x0

1 (y1, y2), F
x0
2 (y1, y2) — функции распределения. (7)

Для МВП с копулами экстремальных значений предположения типа (7) заведомо вы-
полняются, а предположение (6) обобщим:

d∧

k=1

inf T ∗
k ≥ x0 > 0. (8)

Тем самым мы автоматически исключаем возможность вырождения процесса (его об-
ращения в нуль или сходимости к нулю), а также чередование типов (когда в одном
поколении присутствуют частицы только одного типа, в следующем — другого и т.д.) и
другие особенности поведения.

В [7] были введены множества T ∗
k =

⋃d
j=1 Tj,k и T

(s)
k — носители распределений, задан-

ных функциями распределения F s
k . Предполагалось, что T

(s)
k = Tk при всех s ∈ T ∗

k ∪{x0}.
Заметим, что для максимум-безгранично делимых распределений это равенство верно
даже при всех s > 0.

Докажем это с помощью следующей леммы, представляющей самостоятельный инте-
рес.

Лемма 1. Пусть F — функция распределения в Rd, d ≥ 2, тогда все функции F s, s >
d− 1, являются функциями распределения с одинаковым носителем.

Доказательство. Понятно, что любая функция F s обладает необходимыми свойства-
ми сходимости к 0 и 1 на бесконечности, и требуется проверить лишь так называемое
«неравенство прямоугольника»: вероятность попадания точки в любой параллелепипед
Π = (a1, b1] × · · · × (ad, bd] должна быть неотрицательна.

Расмотрим сначала случай абсолютно непрерывного распределения. Тогда неравен-
ство прямоугольника будет следовать из неотрицательности формальной плотности

ps(y1, . . . , yd) =
∂d(F s(y1, . . . , yd))

∂y1 . . . ∂yd
.

Заметим, что ps(y) представляет собой сумму произведений, включающих производные
степенной функции us, взятые от F (y), и частные производные F , от 1-го до d-го порядка
(и те, и другие). Все они неотрицательны при s > d − 1, поэтому F s являются функ-
циями распределения. Кроме того, для любой точки y каждое слагаемое либо остается
положительным, либо тождественно равно нулю при всех s > d− 1. Отсюда следует, что
F s имеют одинаковые носители.

В общем случае, для любого параллелепипеда Π можно построить абсолютно непре-
рывное распределение F̃ , для которого функция распределения совпадает с F в вершинах
Π. Тогда в них будут совпадать также F̃ s и F s. В силу одинаковости носителей распреде-
лений F̃ s при всех s > d−1, вероятности попадания в Π при всех этих распределениях либо
положительны, либо равны нулю, и совпадают с соответствующими вероятностями для
F s. Следовательно, носители распределений F s также одинаковы при всех s > d− 1.
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Следствие 1. Если F — функция максимум-безгранично делимого распределения в Rd,
d ≥ 2, то все F s, s > 0, имеют одинаковый носитель.

Доказательство. Возьмем любые 0 < s1 < s2. В силу максимум-безграничной делимости
G = F s1/d является функцией распределения. Тогда получаем F s1 = Gd, F s2 = Gds2/s1 , т.е.
функцию распределения G в степенях, больших d−1. По лемме 1 их носители совпадают.

За множество состояний цепи Маркова Z(n) можно принять

S =

{
d∨

k=1

x(k) : x(k) ∈ Tk, 1 ≤ k ≤ d

}
,

поскольку при любом Z(0) ∈ Rd
+\{0} получаем Z(n) ∈ S для всех n ≥ 2 п.н. Множество S

является носителем условного распределения Z(n) при условии Z(n− 1) = x для любого
x ∈ (0,+∞)d.

Обозначим через Sk проекции S на оси Oxk, 1 ≤ k ≤ d.
Будем предполагать, что S состоит более чем из одной точки (в противном случае

стационарное распределение сосредоточено в этой точке и эргодичность тривиальна).
Обозначим x0 = (x0, . . . , x0). Предположим также, что существует точка a =

(a1, . . . , ad) такая, что для множеств A = [a1,+∞)×· · ·×[ad,+∞) и A∗ = (0, a1]×· · ·×(0, ad]
верно

P(Z(n) ∈ A|Z(n− 1) = x0) > 0, P(Z(n) ∈ A∗|Z(n− 1) = x0) > 0. (9)

Введем норму в Rd: ‖(x1, . . . , xd)‖ = max{|x1|, . . . , |xd|}.
Для случайных векторов ξ(k) с распределениями Fk определим характеристики

ρk = lim sup
u→∞

uP(‖ξ(k)‖ > u), 1 ≤ k ≤ d.

Теорема 1. Если выполнены условия (8), (9) и
∑d

k=1 ρk < e−γ, то процесс Z(n) эргоди-
ческий.

Доказательство. Рассмотрим функцию распределения

G(u) =

d∏

k=1

P(‖ξ(k)‖ ≤ u) =

d∏

k=1

Fk(u, . . . , u),

тогда для ρ = lim supu→∞ uḠ(u) верно ρ ≤ ∑d
k=1 ρk < e−γ. Значит, для некоторого 0 <

τ < e−γ существует такое M > ‖a‖, что G(u) ≥ e−τ/u при всех u ≥ M . Из формулы (1)
получаем:

P(‖Z(n)‖ ≤ u|Z(n− 1) = x) =

d∏

k=1

F xk
k (u, . . . , u) ≥ G‖x‖(u).

Введем пробную функцию Ляпунова g(x) = max{ln(‖x‖/M), 0} и обозначим µ(x) =
M(g(Z(n))|Z(n− 1) = x) − g(x), тогда

µ(x) ≤
∫ +∞

0

(1 −GMeg(x)

(Mev)) dv − g(x) ≤

≤
∫ +∞

0

(1 − exp{−τeg(x)e−v}) dv − g(x) =

= γ + ln τ − Ei(−τeg(x)),

43



Раздел 1. Теория вероятностей

где через Ei обозначена интегральная показательная функция

Ei(y) = −
∫ +∞

−y

e−t

t
dt, y < 0,

причем Ei(y) → 0, y → −∞. Поскольку γ + ln τ < 0, это означает, что существуют такие
числа ε > 0,N ≥M , что µ(x) < −ε при ‖x‖ > N . При ‖x‖ ≤ N величина M(g(Z(n))|Z(n−
1) = x) ограничена. Таким образом, условия Ляпунова [17, §4.2] выполнены.

Проверим условие перемешивания [17, §2]. Обозначим δ =
∏d

k=1 Fk(a1, . . . , ad) > 0.
Пусть x = (x1, . . . , xd) ∈ V = [x0, N ]d ∩ S. Введем вектор ζ ′, распределенный как

Z(n) при условии Z(n − 1) = x0, и вектор ζ ′′, распределенный как Z(n) при условии
Z(n−1) = x−x0 (предполагая сначала, что x 6= x0), причем ζ ′ и ζ ′′ независимы. Тогда их
максимум ζ ′∨ζ ′′ распределен как Z(n) при условии Z(n−1) = x. Для любого борелевского
множества B ⊂ S имеем

P(Z(n) ∈ B|Z(n− 1) = x) = P(ζ ′ ∨ ζ ′′ ∈ B) ≥ P(ζ ′ ∨ ζ ′′ ∈ B ∩A) ≥
≥ P(ζ ′ ∈ B ∩ A, ζ ′′ ∈ A∗) = P(ζ ′ ∈ B ∩A)P(ζ ′′ ∈ A∗) ≥ P(ζ ′ ∈ B ∩ A)δN .

При x = x0 это неравенство тривиально.
Определим вероятностную меру на множестве S:

ϕ(B) = P(ζ ′ ∈ B|ζ ′ ∈ A)

и число 0 < p < P(ζ ′ ∈ A)δN , тогда

P(Z(n) ∈ B|Z(n− 1) = x) > pϕ(B).

Кроме того, в силу сделанных предположений цепь Маркова Z(n) является неприво-
димой и апериодичной (из любого состояния можно попасть в V за один шаг).

Из проверенных условий следует эргодичность процесса Z(n) [17].

Следствие 2. Если выполнены условия (8), (9) и M‖ξ(k)‖ < ∞ для всех 1 ≤ k ≤ d, то
процесс Z(n) эргодический.

Утверждение следует из асимптотики P(‖ξ(k)‖ > u) = o(1/u), u→ ∞, k = 1, 2.

Замечание 2. Поскольку в доказательстве теоремы не используется наличие копул экс-
тремальных значений, она остается верной для любых максимум-безгранично делимых
распределений численностей потомков при тех же предположениях.

4 Многомерные распределения Фреше

В [7] приведен пример, когда Fk, 1 ≤ k ≤ d, представляют собой многомерные максимум-
устойчивые распределения (распределения экстремальных значений) [13, §7.5], [18, §5.2].
Поскольку все происходит в Rd

+, то из трех экстремальных типов это могут быть только
многомерные распределения Фреше (которые предполагаем невырожденными по всем
компонентам). Тогда частные функции распределения Fkl имеют вид

Fkl(y) =

{
exp{−ckl(y − bkl)

−αk}, y > bkl
0, y ≤ bkl

, αk, ckl > 0, bkl ≥ 0,
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а копулы Ck являются копулами экстремальных значений.
Для многомерных распределений Фреше получаем следующие соотношения:

F x
k (y1, . . . , yd) = Fk(x

−1/αk(y1 − bk1) + bk1, . . . , x
−1/αk(yd − bkd) + bkd), ∀x > 0.

Отсюда следует, что МВП может быть задан рекуррентной формулой:

Zk(n) =
d∨

j=1

(
Z

1/αj

j (n)(ξ
(j)
k (n) − bjk) + bjk

)
, (10)

где случайные вектора ξ(j)(n) = (ξ
(j)
1 (n), . . . , ξ

(j)
d (n)), n ≥ 1, независимы и имеют распре-

деления Fj, 1 ≤ j ≤ d.
Рассмотрим, как теорема 1 может быть применена для исследования эргодичности

процессов с численностями потомков, имеющими многомерные распределения Фреше.
Прежде всего, условие (8) эквивалентно тому, что все bkl > 0.
Найдем асимптотику вероятности, пользуясь свойством (3):

P(‖ξ(k)‖ > u) = 1 − Fk(u, . . . u) =
= 1 − Ck(exp{−ck1(u− bk1)

−αk}, . . . , exp{−ckd(u− bkd)
−αk}) =

= 1 − exp{u−αk lnCk(exp{−ck1(1 − bk1/u)
−αk}, . . . , exp{−ckd(1 − bkd/u)

−αk})} ∼
∼ − lnCk(e

−ck1 , . . . , e−ckd)u−αk , u→ ∞.

Отсюда следует, что

ρk =





+∞, 0 < αk < 1,
− lnCk(e

−ck1 , . . . , e−ckd), αk = 1,
0, αk > 1.

(11)

Таким образом, по формуле (11) можно вычислить характеристики для проверки усло-
вия теоремы 1. В частности, если все αk > 1, то процесс оказывается эргодическим.

В следующих трех примерах полагаем αk = 1.

Пример 1. Пусть Ck(u1, . . . , ud) = u1 . . . ud (копула независимости).
Тогда ρk =

∑d
l=1 ckl.

Пример 2. Пусть Ck(u1, . . . , ud) = min{u1, . . . , ud} (копула комонотонности).
Тогда ρk =

∨d
l=1 ckl.

Пример 3. Пусть

Ck(u1, . . . , ud) = exp{−((− ln u1)
θ + · · ·+ (− ln ud)

θ)1/θ}, θ ≥ 1

(копула Гумбеля). Тогда

ρk =

(
d∑

l=1

cθkl

)1/θ

.

В силу максимум-устойчивости многомерного распределения Фреше можно устано-
вить некоторое соотношение для стационарных распределений процесса при различных
значениях параметров.

45



Раздел 1. Теория вероятностей

Обозначим

Φα,b,c(y) =

{
exp{−c(y − b)−α}, y > b;
0, y ≤ b,

где α, c > 0, b ≥ 0. Из определения следует

Φr
α,b,c(sy) ≡ Φα,b/s,cr/sα(y), r, s > 0. (12)

Обозначим через Ψ(αk),(bkl),(ckl) стационарное распределение МВП с указанными набо-
рами значений параметров (которые мы можем менять) и фиксированными копулами
экстремальных значений. Если в каком-то из наборов значения одинаковы, пишем одно
это значение, например: Ψ(α),(bkl),(ckl), если все αk = α.

Утверждение 1. Для любого набора чисел a1, . . . , ad > 0 верно

Ψ(αk),(bkl/al),(cklak/a
αk
l )(x1, . . . xd) ≡ Ψ(αk),(bkl),(ckl)(a1x1, . . . adxd), x ∈ Rd

+.

Доказательство. Пусть Z — МВП с параметрами αkl, bkl, ckl, 1 ≤ k, l ≤ d. Рас-
смотрим процесс Z∗(n) = (Z1(n)/a1, . . . Zd(n)/ad). Его стационарное распределение есть
Ψ(αk),(bkl),(ckl)(a1x1, . . . adxd). С другой стороны, согласно свойству 1, Z∗ является МВП с
функциями распределения численностей потомков F ∗

k (x1, . . . xd) = F ak
k (a1x1, . . . adxd) и

теми же копулами. С помощью (12) получаем

F ∗
k (x1, . . . xd) = F ak

k (a1x1, . . . adxd) =
= Cak

k (Φαk ,bk1,ck1
(a1x1), . . . ,Φαk,bkd,ckd

(adxd)) =
= Ck(Φ

ak
αk ,bk1,ck1

(a1x1), . . . ,Φ
ak
αk ,bkd,ckd

(adxd)) =

= Ck(Φαk ,bk1/a1,ck1ak/a
αk
1

(x1), . . . ,Φαk,bk1/ad,ck1ak/a
αk
d

(xd)),

так что процесс Z∗ имеет стационарное распределение Ψ(αk),(bkl/al),(cklak/a
αk
l ).

Следствие 3. Для любого a > 0 верно

Ψ(αk),(bkl/a),(ckl/a
αk−1)(x) ≡ Ψ(αk),(bkl),(ckl)(ax).

Рассмотрим теперь отдельно особый случай, когда все bkl = 0. В этом случае условие
(8) нарушается и возникает возможность сходимости процесса к нулю по вероятности, т.е.
асимптотического вырождения. Чтобы избежать этого, исключим ноль из S и исследуем
на эргодичность процесс W (n) = (W1(n), . . . ,Wd(n)), где Wk(n) = lnZk(n).

Утверждение 2. Если все bkl = 0 и все αk > 1, то процесс W (n) эргодический.

Доказательство. Обозначим α = minαk > 1. Из формулы (10) получаем:

Wk(n) =
d∨

j=1

(
Wj(n− 1)

αj
+ η

(j)
k (n)

)
,

где η
(j)
k (n) = ln ξ

(j)
k (n). Тогда

|Wk(n)| ≤
d∨

j=1

|Wj(n− 1)|
αj

+
d∨

j=1

|η(j)
k (n)|,

46



Лебедев А.В., Многотипные максимальные ветвящиеся процессы...

откуда

‖W (n)‖ ≤ ‖W (n− 1)‖
α

+ η(n), η(n) =

d∨

j=1

‖η(j)(n)‖, (13)

где η(n) независимы и одинаково распределены, Mη(n) <∞.
Введем пробную функцию Ляпунова g(x) = ‖x‖ и µ(x) = M(g(W (n))|W (n − 1) =

x)− g(x), тогда из (13) следует, что существуют такие числа ε > 0, N > 0, что µ(x) < −ε
при ‖x‖ > N . При ‖x‖ ≤ N величина M(g(W (n))|W (n − 1) = x) ограничена. Таким
образом, условия Ляпунова [17, §4.2] выполнены.

Условие перемешивания [17, §2] можно проверить так же, как в доказательстве теоре-
мы 1, для исходного процесса Z(n), полагая V = [e−N , eN ] ∩ S.

Из эргодичности W (n) следует эргодичность Z(n) на S\{0}.

На рис. 1 представлен результат моделирования двумерного процесса Z(n) за 500
шагов с начальным условием Z(0) = (1, 1) в случае, когда численности потомков име-
ют распределения Фреше с независимыми компонентами и параметрами α1 = α2 = 3,
c11 = c22 = 2, c12 = c21 = 1, b11 = b12 = b21 = b22 = 0.

Рис. 1:

5 Предельные теоремы для стационарных распределе-

ний в случае степенных хвостов

Рассмотрим семейство процессов {Z(λ)(n)} c фиксированным набором копул экстремаль-

ных значений и F
(λ)
kl (y) = F λ

kl(y), λ > 0, причем Fkl имеют степенные хвосты. Обозначим
стационарные распределения этих процессов (если они существуют) через Ψ(λ). Нас будет
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интересовать асимптотическое поведение Ψ(λ) при λ → ∞. Этот вопрос для процессов с
одним типом частиц изучался автором в [5].

Теорема 2. Если процессы Z(λ)(n) эргодические при всех достаточно больших λ, и су-
ществуют такие числа α > 1, v > 0, ckl > 0, что Fkl ≻ Φα,0,v и F̄kl(y) ∼ ckly

−α, y → ∞,
то

lim
λ→∞

Ψ(λ)(xλ1/(α−1)) = Ψ(α),(0),(ckl)(x), x ∈ Rd
+. (14)

Доказательство. Обозначим µ = λ1/(α−1), тогда λµ = µα. Перейдем к процессам Ẑ(λ)(n) =
Z(λ)(n)/µ, в этом случае Ψ̂(λ)(x) = Ψ(λ)(µx) и требуется доказать, что Ψ̂(λ) → Ψ(α),(0),(ckl),
λ→ ∞. Имеем

F̂
(λ)
kl (y) = Fkl(µy)

µα → Φα,0,ckl
(y), λ→ ∞. (15)

Кроме того, из условия Fkl ≻ Φα,0,v и равенства (12) получаем F̂
(λ)
kl ≻ Φα,0,v. С другой

стороны, если F̄kl(y) ∼ ckly
−α, y → ∞, то найдутся такие числа b > 0, w > max ckl, что

все Fkl ≺ Φα,b,w, откуда F̂
(λ)
kl ≺ Φα,b/µ,w, что дает равномерную оценку F̂

(λ)
kl ≺ Φα,1,w при

всех λ > bα−1. Таким образом, по свойству 3, при всех достаточно больших λ имеет место
отношение Ψ(α),(0),(v) ≺ Ψ̂(λ) ≺ Ψ(α),(1),(w).

Семейство стационарных распределений {Ψ̂(λ)} ограничено с двух сторон собствен-
ными распределениями на S\{0} и, следовательно, плотно в S\{0}. По теореме 10.1 [17]
из плотности этого семейства, сходимости переходных функций, порожденных частными
функциями распределения (15) при заданных копулах, и непрерывности предельной пе-
реходной функции следует слабая сходимость стационарных распределений, которую и
требовалось доказать.

Замечание 3. Если Fkl = Φα,0,ckl
, то предельное соотношение (14) обращается в тожде-

ство (в силу следствия 3).

Условию теоремы удовлетворяют, например, МВП с распределениями Парето

Fkl(y) =

{
1 − (y/bkl)

−α, y > bkl;
0, y ≤ bkl

при α > 1, bkl > 0, поскольку Fkl(y) ≤ Φα,0,bkl
(y) при всех y > 0. Также можно подо-

брать необходимую оценку для любого набора распределений со степенными хвостами
(одинаковой степени) и положительной левой границей.
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Раздел 1. Теория вероятностей

О фазах в эволюции многомерных

взаимодействующих диффузий

с синхронизацией1

Манита А.Д.2

Мы рассматриваем многомерные марковские процессы x(t), которые описывают дви-
жение N стохастических частиц с комбинированным взаимодействием, включающем
синхронизацию. Мы находим временны́е шкалы t = t(N), N → ∞, на которых дан-
ные процессы имеют качественно различное поведение.

1 Введение

Многокомпонентные стохастические модели с синхронизацией представляют собой от-
носительно новый класс систем, которые интересны как с математической точки зре-
ния, так и с точки зрения приложений к современным технологическим решениям. Речь
идет об устройствах с большим числом автономно функционирующих компонент, кото-
рые время от времени должны обмениваться данными между собой. Обмен данными
между конкретными компонентами влечет некоторое согласование (синхронизацию) их
состояний, причем правила этой синхронизации могут варьироваться в зависимости от
конкретного приложения. Другими словами, речь идет о некотором способе самооргани-
зации системы. Если отвлечься от проблемы обмена данными и условно обозначить через
(x1, . . . , xN) состояние системы из N компонент, то абстрактно в самом общем виде еди-
ничный акт синхронизации может быть описан как мгновенный скачок состояния вида
(x1, . . . , xN) → (x′1, . . . , x

′
N), где {x′1, . . . , x′N}  {x1, . . . , xN} .

Начальной мотивацией для рассмотрения вероятностных моделей с синхронизацией
послужили асинхронные алгоритмы для масштабных параллельных вычислений, в кото-
рых отсутствует центральный управляющий узел, а согласование между множественными
вычислительными единицами реализовано за счет обмена сообщениями. Исчерпывающее
обсуждение синхронных и асинхронных алгоритмов можно найти в книге [2]. Одной из
первых строгих математических работ, после которой вероятностники обратили внимание
на эти модели, стала статья [1], в которой для оценки производительности двухкомпонент-
ной системы с синхронизацией был рассмотрен марковский процесс специального вида и
изучено его поведение на больших временах. Однако двумерный случай не может пе-
редать все нюансы функционирования реальных систем с синхронизацией. Дальнейшее
изучение многомерных моделей привело к рассмотрению новых специфических типов

1Работа выполнена при поддержке РФФИ, гранты № 09-01-00761 и 11-01-90421.
2Манита Анатолий Дмитриевич, manita@mech.math.msu.su, доцент кафедры теории вероятностей, ме-

ханико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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многомерных марковских процессов, которые условно можно разделить на две группы.
Первая группа задач может быть переформулирована в терминах систем стохастических
частиц со специальным взаимодействием типа синхронизации (см. [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]).
Вторая группа моделей (см. [10, 11, 12]) предполагает возможность каскадных (т.е., мгно-
венных цепных) синхронизаций, которые неудобно рассматривать в рамках формализма
систем частиц, хотя они являются весьма реалистичными с точки зрения приложений.
Подробнее об этих подходах можно прочесть в работе [13], там же имеется краткий обзор
опубликованных к тому времени результатов. Задачи, которые мы будем рассматривать
здесь, относятся к первой группе моделей.

Математическая проблема, которой посвящена настоящая публикация, состоит в том,
чтобы охарактеризовать качественное поведение многомерного марковского процесса
x(t) = (x1(t), . . . , xN (t)) для больших N и различных временны́х шкал t = t(N). При
добавлении синхронизации в динамику стохастической системы частиц можно выделить
две противоположные тенденции: увеличение разброса частиц в конфигурации в силу их
свободного случайного движения и, наоборот, уменьшение разброса по причине имеющих
место синхронизирующих скачков. Баланс между этими тенденциями определяет харак-
тер коллективного поведения системы в целом, причем результат этого баланса может
оказаться различным в зависимости от выбранной временной шкалы t = t(N), t→ ∞.

Процесс x(t) = (x1(t), . . . , xN(t)) определяется как возмущение некоторого процес-
са y(t) = (y1(t), . . . , yN(t)) с помощью парного синхронизирующего взаимодействия. В ка-
честве невозмущенного процесса y(t) выбирается решение системы стохастических диф-
ференциальных уравнений, в котором снос линейно зависит от координат yi (см. форму-
лу (3) ниже). Точнее, невозмущенный процесс представляет собой систему стохастических
частиц со взаимодействием типа среднего поля и это взаимодействие может быть как
притягивающим, так и отталкивающим. Это первый пример такого рода, так как во всех
предыдущих работах [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] синхронизирующее возмущение добавлялось в си-
стему независимых частиц. Основной результат состоит в доказательстве существования
трех шкал t = t(N) качественно различного поведения системы при N → ∞ и вычис-
ления точной асимптотики некоторого функционала, характеризующего “типичный раз-
мер” конфигурации частиц. Этот функционал основан на вычислении моментов второго
порядка, следовательно, используя его и применяя классические неравенства П.Л. Чебы-
шева, мы имеем принципиальную возможность получить оценки областей в пространстве,
в которых с подавляющей вероятностью находится конфигурация частиц. Наша модель
зависит от трех вещественных параметров, это делает возможным обсудить фазовые пе-
реходы. Помимо этого обсуждаются и другие вопросы: поведение процессов x(t) и y(t)
на больших временах при фиксированном числе частиц, устойчивость временны́х фаз
при малых возмущениях параметров. Доказательство всех этих утверждений получают-
ся относительно легко с использованием некоторого явного представления (теорема 3.1)
для функционала, отвечающего за “типичный размер” конфигурации. Возможно, глав-
ное достоинство настоящей работы в том, что в ней предложена, как принято говорить,
явно решаемая модель с составным взаимодействием (гладким и синхронизирующим),
в которой без чрезмерных технических трудностей можно доказать наличие нескольких
различных фаз качественного поведения. В параграфе 5 обсуждается, как полученные
результаты обобщить со случая попарных синхронизаций на случай k-частичных синхро-
низаций. Метод настоящей статьи может применяться и для других классов невозмущен-
ных динамик y(t).

Для сравнения кратко перечислим некоторые опубликованные ранее результаты. В ра-
боте [3] изучается гидродинамическое поведение бесконечной системы частиц с парной
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анизотропной синхронизацией. В работах [4, 5] доказано существование трех фаз в пове-
дении конечной системы частиц двух типов с парной синхронизацией между ними. Рабо-
та [6] посвящена анизотропному трехчастичному синхронизирующему взаимодействию.
В работе [7] найдены последовательные фазы качетвенного поведения для системы одно-
родных случайных блужданий с симметричной k-частичной синхронизацией. В [8] ана-
логичный результат был получен для независимых броуновских движений. В работе [9]
впервые была изучена немарковская модель синхронизации.

2 Модель и основные предположения

Мы рассмотрим многомерный случайный процесс

x(t) = (x1(t), . . . , xN (t)) ∈ RN , t ∈ R+,

который можно отнести к специальному классу стохастических систем взаимодействую-
щих частиц. Случайный процесс x(t) мы определим как специальное возмущение более
простого случайного процесса y(t) при помощи т.н. синхронизирующего взаимодействия.
Для этого нам понадобится следующая конструкция.

Будем считать, что N есть общее число частиц в системе, а число xi(t) ∈ R1 есть
координата i-й частицы в момент времени t. Обозначим NN = {1, . . . , N}. Чтобы дать
строгое определение процесса (x(t), t ≥ 0), вначале зафиксируем на некотором вероят-

ностном пространстве
(
Ω̃, F̃ , P̃

)
следующие объекты.

(а) Марковское семество {ya,s}a∈RN , s≥0 случайных процессов ([14, 15])

ya,s(t) = (ya,s1 (t), . . . , ya,sN (t)) ∈ RN , t ≥ s, ya,s(s) = a,

которое мы будем называть невозмущенной системой частиц и использовать для нее
краткое символическое обозначение y(t). Конкретные предположения относительно
общей переходной функции этого семейства мы сделаем чуть позже. Еще раз под-

черкнем, что случайные величины ya,sk (t) определены на пространстве
(
Ω̃, F̃ , P̃

)
:

ya,sk (t) = ya,sk (t, ω̃) .

(б) Последовательность {τn}∞n=1 случайных моментов времени

0 = τ0 < τ1 < τ2 < · · · , (τm = τm(ω̃))

(в) случайный вектор x(0) = (x1(0), x2(0), . . . , xN (0)), называемый в дальнейшем на-
чальной конфигурацией частиц.

Основное предположение состоит в том, что {ya,s}, {τn}∞n=1 и x(0) независимы.
Затем мы рассмотрим другое вероятностное пространство (Ω′,F ′,P′), на котором ре-

ализована независимая последовательность

(i1, j1), (i2, j2), . . . , (in, jn), . . . (1)

равновероятных упорядоченных пар (i, j) таких, что i, j ∈ NN , i 6= j. В дальнейшем мы
для простоты будем полагать

ω′ = ((i1, j1), (i2, j2), . . . , (in, jn), . . .)
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и использовать координатные функции in(ω
′) = in и jn(ω

′) = jn.

Введем новое вероятностное пространство (Ω,F ,P) =
(
Ω̃ × Ω′, F̃ × F ′, P̃ × P

′
)
, на ко-

тором будет определен случайный процесс (x(t, ω), t ≥ 0), ω = (ω̃, ω′). Мы формально
определим траектории процесса (x(t), t ≥ 0) при помощи следующих условий :

xk(s, ω) = y
x(τn(ω̃)),τn(ω̃)
k (s, ω̃),

∀s ∈ [τn(ω̃), τn+1(ω̃)), ∀k ∈ NN ,

xjn(ω′)(τn(ω̃), ω) = xin(ω′)(τn(ω̃) − 0, ω),

xm(τn(ω̃), ω) = xm(τn(ω̃) − 0, ω) ∀m ∈ NN\ {jn(ω′)} .

Неформально говоря, динамика процесса x(t) имеет две составляющие: невозмущен-
ное движение и попарная синхронизация между частицами. А именно, синхронизация
возможна только в случайные моменты времени

0 < τ1 < τ2 < · · ·

и она имеет вид синхронизирующих скачков: в момент τn наудачу (с равной вероятностью)
выбирается пара частиц (i, j) и частица j мгновенно перемещается к частице i:

(xi, xj) → (xi, xi) . (2)

Внутри интервалов (τk, τk+1) частицы процесса x(t) движутся согласно закону марковско-
го процесса y(t).

Таким образом, динамика системы частиц x(t) может быть рассмотрена как возмуще-
ние стохастической динамики y(t). Нас интересует вопрос о том, как наличие синхронизи-
рующих скачков влияет на поведение процесса на больших временах. Точнее, мы обсудим
следующие ситуации:

(а) N фиксировано, а t→ ∞;

(б) N → ∞ , t = t(N) → ∞ для различных функций t(N) (временны́е шкалы).

Мы сосредоточимся, главным образом, на ситуации (б), посвятив ситуации (а) лишь па-
раграф 3.2.

Условие M. Моменты {τn}∞n=1 являются событиями пуассоновского потока с интенсив-
ностью δ, то есть, последовательность {τn − τn−1}∞n=1 состоит из независимых случайных
величин, имеющих показательное распределение: P (τn − τn−1 > s) = exp(−δs), s > 0.

Условие M приводит к тому, что (x(t), t ≥ 0) оказывается марковским процессом с про-
странством состояний RN и формальным генератором

Ly0 + δLs, δ > 0 ,

где Ly0 — генератор марковского процесса y(t), а Ls отвечает синхронизирующим скачкам.
В настоящей работе мы будем рассматривать следующий класс невозмущенных дина-

мик y(t) = (y1(t), . . . , yN(t)):

dyi =
r

N

N∑

j=1

(yi − yj) dt+ σdBi, i = 1, . . . , N . (3)

53



Раздел 1. Теория вероятностей

Здесь r ∈ R, σ > 0, B(t) = (B1(t), . . . , BN(t)) — стандартное N -мерное броуновское дви-
жение. Другими словами, диффузионный процесс y(t) описывает движение броуновских
частиц, которые взаимодействуют между собой довольно простым образом. А именно,
частицы каждой пары притягиваются друг к другу, если r < 0, и отталкиваются, если
r > 0. В случае r = 0 невозмущенный процесс y(t) совпадает с B(t) и соответствует
системе независимых броуновских частиц, такая задача была исследована в [8].

Таким образом, динамика процесса x(t), определенного выше, зависит от четырех
параметров N , r, σ и δ. Нам будет удобно называть такой процесс стохастической си-
стемой MN(r, σ, δ). В дальнейшем мы будем также рассматривать последовательности
MN(rN , σN , δN ) (индексированные буквой N) процессов x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xN (t)) ∈
RN , у которых параметры, определяющие динамику, меняются в зависимости от N .

3 Основные результаты

В контексте изучения стохастических систем взаимодействующих частиц важнейшее ме-
сто занимает описание коллективного поведения системы на больших временах. Интуи-
тивно ясно, что наличие синхронизации должно приводить уменьшению пространствен-
ного “разброса” конфигурации частиц.

3.1 Контроль над размером конфигурации

Для того, чтобы формализовать понятие “размера” или “разброса” конфигурации
(x1, . . . , xN) рассмотрим на пространстве состояний следующую функцию

V : RN → R+, V (x) :=
1

N − 1

N∑

m=1

(xm −M(x))2 ,

где M(x) := 1
N

N∑
m=1

xm есть центр масс конфигурации частиц x = (x1, . . . , xN ). В матема-

тической статистике функция V известна как выборочная дисперсия. Мы введем также
функцию Rx

N : R+ → R+, зависящую от времени t ≥ 0 следующим образом

Rx
N (t) := EV (x(t)). (4)

Оказывается, что функция Rx
N (t(N)) ведет себя по разному при разном выборе временной

шкалы t = t(N). Для того, чтобы доказать это, мы получим следующую явную формулу
для Rx

N(t).

Теорема 3.1. Пусть процесс x(t) соответствует стохастической модели
MN(rN , σN , δN ). Существует число κ > 0, определяемое только видом синхрони-
зирующего взаимодействия и не зависящее от других параметров модели rN , σN , δN ,
такое, что

1) при aN 6= 0, где

aN =
κδN

N(N − 1)
− 2rN , (5)

имеет место представление

Rx
N (t) = σ2

Na
−1
N (1 − exp (−aN t)) + exp (−aN t) Rx

N(0),

54



Манита А.Д., О фазах в эволюции многомерных взаимодействующих диффузий с синхронизацией

2) при aN = 0
Rx
N (t) = σ2

N t+Rx
N(0).

Другими словами, Rx
N(t) является решением дифференциального уравнения очень

простого вида:
d

dt
Rx
N (t) = σ2

N − aN R
x
N (t) .

Таким образом, модель MN(rN , σN , δN), которую мы предлагаем к изучению в настоящей
работе, является явно решаемой. Благодаря этому обстоятельству, результаты о суще-
ствовании различных фаз во временной эволюции моделей MN(rN , σN , δN) получаются в
качестве легкого следствия теоремы 3.1.

Замечание 1. Для попарных синхронизаций (1) и (2), рассматриваемых в настоящей
работе, κ = 2. Вместе с тем, результаты данной работы могут быть обобщены и на более
общий случай k-частичных симметризованных синхронизирующих взаимодействий [7].
В таком случае константа κ > 0 будет выражаться через сигнатуру взаимодействия
(см. также [8]).

Замечание 2. Утверждение теоремы 3.1 остается верным и в тех крайних случаях, ко-
гда хотя бы один из параметров δN или rN обращается в 0. Действительно, формальная
ситуация “нет ни взаимодействия, ни синхронизации” (δN = 0 & rN = 0) соответствует
случаю, когда процесс x(t) есть N -мерное броуновское движение σNB(t). Легкая проверка
показывает, что

RσNB
N (t) = RσNB

N (0) + σ2
N t . (6)

Это уравнение характеризует расплывание конфигурации независимых частиц. Ситуация
“нет взаимодействия, но есть синхронизация” (δN > 0 & rN = 0) есть случай броуновских
частиц с синхронизацией, которому посвящена работа [8]. Случай “есть взаимодействие,
но нет синхронизации” (δN = 0 & rN 6= 0) хотя и лежит вне фокуса настоящей работы,
но может быть без особого труда проанализирован с помощью небольшой модификации
рассуждений параграфа 4 настоящей работы. При этом формулировка результата (тео-
рема 3.1) остается неизменной.

3.2 Система с фиксированным числом частиц

Здесь мы обсудим поведение невозмущенного процесса y(t) и процесса с синхрониза-
цией x(t) в предположении, что число частиц N фиксировано, а время t растет к бес-
конечности: t → ∞. Можно заметить, что динамики возмущенного и невозмущенного
процессов коммутируют со пространственными сдвигами системы частиц: (x1, . . . , xN) →
(x1 + a, . . . , xN + a), поэтому не приходится ожидать, что эти процессы имеют пределы
по распределению при t → ∞. Поэтому разумно ставить такой вопрос, например, для
процессов y◦(t) = (y◦i (t), i ∈ NN) и x◦(t) = (x◦i (t), i ∈ NN), которые видны подвижным
наблюдателям, находящимся в центрах масс соответствующих конфирураций:

y◦i (t) = yi(t) −M(y(t)), x◦i (t) = xi(t) −M(x(t)),

(см. также [8]). Можно было бы поместить наблюдателя в одну из частиц конфигурации,
как это сделано, например, в [3], но в настоящей работе удобнее подвижная система ко-
ординат, связанная именно с центром масс. Существование пределов по распределению в
подвижной системе координат созвучно свойству сдвиг-компактности для мерозначных
случайных процессов (см. [16]).
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Теорема 3.2 (Поведение y(t) на больших временах). Для невозмущенного процесса y(t)
верны следующие утверждения.

1) Центр масс эволюционирует как броуновское движение:

dM(y(t)) =
1√
N
d B̃(t) ,

где B̃(t) — стандартное броуновское движение.

2) Если rN > 0 (отталкивающее взаимодействие), то процесс y◦(t) не имеет предела
по распределению при t→ ∞.

3) Если rN < 0 (притягивающее взаимодействие), то процесс y◦(t) является эрго-
дичным и, следовательно, имеет при t→ ∞ предельное распределение, не зависящее от
начальной конфигурации.

4) В случае rN = 0 система y(t) является N-мерным броуновским движением, а
процесс y◦(t) не имеет предела по распределению при t→ ∞.

Утверждения 1 и 4 теоремы 3.2 являются очевидными, а по поводу доказательства
утверждений 2 и 3 мы ограничимся следующим комментарием. Процесс y(t) является
решением конкретной системы (3) стохастических дифференциальных уравнений (СДУ)
и при заданной размерности N вопрос о его поведении является хорошо изученным [17].
Как следует из Замечания 2, для данного случая (δN = 0) мы можем воспользоваться
явным представлением теоремы 3.1. В частности, функция Ry

N(t) = Ry◦

N (t) = EV (y(t))
удовлетворяет уравнению

d

dt
Ry
N (t) = σ2

N + 2rN R
y
N (t) ,

следовательно, W (y) = EV (y) является функцией Ляпунова для стохастической систе-
мы y(t). Поэтому, утверждения 2 и 3 являются следствием теории устойчивости реше-
ний СДУ (см. [17]).

В случае rN < 0 предельное распределение µN процесса y◦(t) представляется сложным
и едва ли оно может быть получено “в явном виде”. Однако некоторый функционал,
вычисленный по этой предельной мере, мы можем извлечь из теоремы 3.1: Ry◦

N (t) →
σ2
N/(2rN), (t→ ∞).

Теперь мы обсудим, как синхронизация влияет на поведение системы с фиксирован-
ным числом частиц на больших временах, то есть, нас интересует утверждение для x◦(t)
аналогичное теореме 3.2. Прежде всего заменим, что для центра масс M(x(t) невозможно
написать замкнутое уравнение и эволюция M(x(t) существенно сложнее, чем у M(y(t)).
В промежутках между скачками M(x(t) подчиняется замкнутому СДУ, но сами скачки
зависят от индивидуального расположения каждой частицы. По поводу эргодичности и
неэргодичности x◦(t) мы сформулируем нижеследующий результат, доказательству кото-
рого мы посвятим отдельную публикацию. Отметим, что результаты теоремы 3.3 в на-
стоящей статье использоваться не будут, а ее формулировка приводится тут для полноты
изложения.

Теорема 3.3 (Поведение y(t) на больших временах).
1) Если 2rN − κδN

N(N−1)
≥ 0, то процесс x◦(t) не имеет предела по распределению при

t→ ∞.

2) Если 2rN − κδN
N(N−1)

< 0, то процесс x◦(t) является эргодичным и, следовательно,
имеет при t→ ∞ предельное распределение, не зависящее от начальной конфигурации.
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Сравнивая теоремы 3.2 и 3.3, приходим к выводу, что синхронизация расширяет мно-
жество параметров, соответствующее эргодичности, с rN < 0 до rN < κδN

2N(N−1)
. Другими

словами, на больших временах влияние синхронизации может частично скомпенсировать
отталкивание частиц в невозмущенной динамике при rN > 0 (или усилить притягивание
при rN < 0).

3.3 Наличие фазового перехода

Первое из такого рода утверждений, которое мы формулируем ниже, хотя и не является
максимально общим, но зато наглядно демонстрирует наличие качественно различных
временны́х шкал в коллективном поведении системы.

В следующей теореме мы будем считать, что N → ∞, t = t(N) → ∞.

Теорема 3.4 (О трех фазах). Пусть числа b ∈ R и δ > 0 таковы, что 2b − δκ 6= 0, а
σ > 0. Рассмотрим последовательность моделей

MN(b/N2, σ, δ), N = 1, 2, . . . ,

то есть, rN = bN−2, σN = σ, δN = δ. Предположим, что sup
N
Rx
N (0) < ∞. Тогда имеют

место два случая.
Случай 1: 2b− δκ < 0 (доминирование синхронизации)

I. Если
t(N)

N2
→ 0, то Rx

N (t(N)) ∼ σ2 t(N).

II. Если
t(N)

N2
→ c1 > 0, то Rx

N (t(N)) ∼ γb,δ(c1) σ
2 t(N),

причем функция γb,δ(c) > 0 такова, что
γb,δ(0) = 1, d

dc
γb,δ(c) < 0, (c > 0), γb,δ(+∞) = 0.

III-S. Если
t(N)

N2
→ ∞, то Rx

N (t(N)) ∼
(

σ2

κδ − 2b

)
N2.

Случай 2: 2b− δκ > 0 (сильное отталкивание)

I. Если
t(N)

N2
→ 0, то Rx

N(t(N)) ∼ σ2 t(N).

II. Если
t(N)

N2
→ c1 > 0, то Rx

N(t(N)) ∼ γb,δ(c1) σ
2 t(N),

причем γb,δ(0) = 1, d
dc
γb,δ(c) > 0, (c > 0), γb,δ(+∞) = +∞.

III-R. Если
t(N)

N2
→ ∞, то

Rx
N (t(N)) ∼ σ2N2

2b− κδ exp

(
(2b− κδ) t(N)

N2

)
.

Результаты данной теоремы можно пояснить следующим образом. На временны́х шка-
лах I в системе происходит относительно малое число синхронизирующих скачков и ос-
новной вклад в эволюцию вносит динамика невозмущенного процесса y(t). В динамике
процесса y(t) (см. формулу (3)) коэффициент отталкивания/притягивания rN = b/N2

мал, чтобы его воздействие было заметно на временной шкале I, поэтому главную роль
здесь играет диффузионная часть (3). Поэтому асимптотика функции Rx

N (t(N)) здесь, в
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сущности, такая же, как для системы независимых частиц (см. (6)). Следуя терминологии,
предложенной в [5], мы назовем шкалу I фазой начальной десинхронизации. На последу-
ющих временны́х стадиях, влияние синхронизации и отталкивания/притягивания уже не
являются пренебрежимыми. Мы видим на шкале II наличие в асимптотике Rx

N(t(N)) мно-
жителя γb,δ(c1), который монотонно убывает в случае 1 и возрастает в случае 2. Поэтому в
случае 1 шкалу II естественно назвать фазой постепенного затухания десинхронизации.
Так как в случае 1 на шкале III-S асимптотика не зависит от того, насколько быстро
растет t(N), мы можем назвать эту шкалу фазой финальной синхронизации. Видно, что
при изменении параметра c1, происходит плавное сопряжение асимптотик шкал I и III-S.

Случай 2 характерен тем, что отталкивание между частицами преобладает над син-
хронизацией и заключительная шкала III-R демонстрирует неограниченный рост разме-
ров конфигурации x(t). Вторая шкала в случае 2 обеспечивает плавный переход между
асимптотиками шкал I и III-R.

Таким образом, каждая из выделямых шкал демонстрирует некоторый (промежуточ-
ный) результат соревнования между различными составляющими динамики частиц: диф-
фузией, отталкиванием и синхронизацией.

Заметим, что при непрерывном изменении параметров b и δ мы можем перейти от слу-
чая 1 к случаю 2, при этом качественная картина поведения системы сильно изменится.
Следующая теорема посвящена пограничному случаю 2b− δκ = 0.

Теорема 3.5. Пусть числа b > 0 и δ > 0 таковы, что 2b− δκ = 0, а σ > 0. Рассмотрим
последовательность моделей

MN( b
N(N−1)

, σ, δ), N = 1, 2, . . . , (7)

и предположим, что sup
N
Rx
N(0) <∞. Тогда для любой функции t(N) → ∞

Rx
N(t(N)) ∼ σ2 t(N), N → ∞.

В теореме 3.5 описана “хрупкая” ситуация, когда на больших временах отталкива-
ние и синхронизация полностью уравновешивают друг друга. В результате этого система
проявляет асимптотику функции Rx

N(t(N)), характерную для независимых броуновских
частиц, и мы имеем здесь единую временную шкалу типа I.

В физике описано много явлений, когда при непрерывном изменении параметров мно-
гочастичной системы наблюдаются разрывы или утрата гладкости у макровеличин, ха-
рактеризующих эту систему в целом. Такие явления называются фазовыми переходами.
Эта терминология была заимствована математиками при изучении аналогичных эффек-
тов в большом количестве вероятностных моделей (см. [18, 19, 20, 21, 5, 22].

Таким образом, стохастическая модель, изучаемая нами здесь, характеризуется нали-
чием фазовых переходов.

3.4 Общая теорема о трех фазах

Следующая теорема обобщает теоремы предыдущего параграфа.

Теорема 3.6 (О трех фазах в общей постановке). Рассмотрим последовательность мо-
делей

MN(rN , σN , δN), N = 1, 2, . . . ,

относительно параметров которой, мы предположим, что
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1) lim inf
N

σN > 0,

2) aN = κδN
N(N−1)

− 2rN → 0.

Как и раньше, предположим, что sup
N
Rx
N(0) < ∞. Тогда при N → ∞ имеют место

следующие асимптотические результаты.
I. Если aN t(N) → 0, то Rx

N(t(N)) ∼ σ2
N t(N).

II. Если aN t(N) → c 6= 0, то Rx
N(t(N)) ∼ 1 − exp(−c)

c
σ2
N t(N).

III-S. Если aN t(N) → +∞, то Rx
N(t(N)) ∼ σ2

N

aN
.

III-R. Если aN t(N) → −∞, то Rx
N(t(N)) ∼ σ2

N

|aN |
exp (|aN | t(N)).

Замечание 3. Функция от c, возникающая в пункте II теоремы 3.6,

f(c) =
1 − e−c

c
, (8)

строго убывает

f ′(c) < 0, (c 6= 0), f(−∞) = +∞, f(0) = 1, f(+∞) = 0.

3.5 Возмущения параметров модели

Поскольку для стохастических систем, имеющих отношение к практическим приложени-
ям, точное определение параметров модели затруднительно, уместной является задача об
“устойчивости” качественного поведения системы при малых возмущениях параметров:

rN = rN
◦ + r̃N , δN = δN

◦ + δ̃N , σN = σN
◦ + σ̃N .

На самом деле, решение проблемы устойчивости легко получается в виде несложных
следствий теоремы 3.6. Ниже мы приведем лишь одно из таких утверждений. Введем
обозначения

aN
◦ =

κδN
◦

N(N − 1)
− 2rN

◦ , ãN =
κδ̃N

N(N − 1)
− 2r̃N .

Таким образом, aN = aN
◦ + ãN . Обозначим qN = aN/aN

◦.

Теорема 3.7 (О возмущении параметров). Рассмотрим последовательность моделей

MN(rN
◦, σN

◦, δN
◦), N = 1, 2, . . . ,

и предположим, что для параметров rN
◦, σN

◦, δN
◦ этих моделей выполнены условия 1

и 2 теоремы 3.6, а также условие aN
◦ 6= 0 для всех достаточно больших N . Тогда

а) условие |qN | +
∣∣q−1
N

∣∣ = O(1), N → ∞, является необходимым и достаточным,
чтобы модели MN(rN

◦, σN
◦, δN

◦) и MN(rN , σN , δN) обладали общей временной шкалой
t = t(N) типа I и имели одинаковый вид асимптотического поведения функций Rx,

N
◦ и

Rx
N :

Rx,
N

◦
(t(N)) ∼ (σN

◦)2 t(N), Rx
N (t(N)) ∼ σ2

N t(N) ;
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б) условие qN → 1, N → ∞, является необходимым и достаточным, чтобы модели
MN(rN

◦, σN
◦, δN

◦) и MN(rN , σN , δN) обладали общей временной шкалой t = t(N) типа II
и имели одинаковый вид асимптотического поведения функций Rx,

N
◦

и Rx
N с одной и той

же константой c 6= 0:

Rx,
N

◦
(t(N)) ∼ f(c) (σN

◦)2 t(N), Rx
N (t(N)) ∼ f(c) σ2

N t(N) ,

где f(c) определено в (8).
в) условие 0 < lim inf

N
qN < lim sup

N
qN < +∞ является необходимым и достаточным,

чтобы модели MN(rN
◦, σN

◦, δN
◦) и MN(rN , σN , δN) обладали общей временной шкалой

t = t(N) типа III-S или III-R и имели одинаковый вид асимптотического поведения
функций Rx,

N
◦

и Rx
N , соответствующий данному типу шкалы.

Предположение aN
◦ 6= 0, сделанное в теореме 3.7, существенно. Действительно, рас-

смотрим в качестве невозмущенной модели MN(rN
◦, σN

◦, δN
◦) модель (7) с условием

2b− δκ = 0, а в качестве возмущенной — модель

MN(rN , σN , δN) = MN

(
b
N2 , σ, δ

)
.

Здесь aN
◦ = 0, а aN = 2b

N2(N−1)
, причем число b положительно. Согласно теореме 3.5

модель MN(rN
◦, σN

◦, δN
◦) обладает единой временной шкалой типа I:

Rx,
N

◦
(t(N)) ∼ σ2 t(N), ∀ t(N) ↑ ∞.

С другой стороны, применяя теорему 3.6, можно убедиться, что модель MN(rN , σN , δN)
обладает тремя последовательными временны́ми шкалами типов I, II и III-S: t1(N) =
o(N3), t2(N) ∼ uN3 и t3(N)/N3 → ∞, которые характеризуются следующими асимптоти-
ками

Rx
N(t1(N)) ∼ σ2 t1(N),

Rx
N(t2(N)) ∼ f (2b u) σ2 t2(N) ∼ (1 − e−2b u)

σ2

2b
N3,

Rx
N(t3(N)) ∼ σ2

2b
N3

соответственно. Заметим, что формальный предельный переход u → +∞ переводит
асимптотику фазы II в асимптотику фазы III-S.

4 Доказательства

Наша основная цель состоит в доказательстве теорем 3.1 и 3.6, так как все остальные
основные утверждения (теоремы 3.4, 3.5 и 3.7) являются непосредственными следствия-
ми этих теорем. Первичное значение имеет теорема 3.1 о явном представлении функции
Rx
N(t).

4.1 Доказательство теоремы 3.1

Общая схема доказательства будет напоминать вывод теоремы 2.3 в [8], но все эта-
пы этого вывода потребуют существенной модификации и обобщения. Пусть Πt =
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max {m : τm ≤ t}. Таким образом, τΠt = max {τi : τi ≤ t}. Для вычисления математи-
ческого ожидания в Rx

N(t) = EV (x(t)) мы прибегнем к следующей цепочке условных
математических ожиданий

E (·) = E

(
E

(
E

(
· | {τj}∞j=1

)
|Πt

))
.

Лемма 4.1.

E

(
V (x(t) | {τj}∞j=1

)
=

σ2
N

2rN

[
A∗,t

Πt−2∑

i=0

hΠt−i
N AΠt−1 · · ·Ai+1Bi +

+ hN A∗,tBΠt−1 +B∗,t

]
+

+ hΠt
N A∗,tAΠt−1 · · ·A1A0R

x
N(0) ,

где

hN := 1 − κ
N(N − 1)

,

Am := exp ( 2rN (τm+1 − τm) ) , τ0 ≡ 0, (9)

A∗,t := exp ( 2rN (t− τΠt) ) , (10)

Bm := Am − 1, B∗,t := A∗,t − 1 . (11)

Эту лемму мы докажем в § 4.2, а пока воспользуемся ею для получения главного
утверждения.

Если использовать (11) и исключить Bm и B∗,t из утверждения леммы 4.1, мы получим
представление

E

(
V (x(t) | {τj}∞j=1

)
=

σ2
N

2rN

[
hΠt
N A∗,tAΠt−1 · · ·A1A0 +

+ (1 − hN) A∗,t

Πt−2∑

i=1

hΠt−i
N AΠt−1 · · ·Ai+1Ai +

+ (1 − hN) hN A∗,tAΠt−1 + (1 − hN ) A∗,t − 1
]

+

+ hΠt
N A∗,tAΠt−1 · · ·A1A0R

x
N (0) .

Вспоминая вид обозначений (9) и (10), получаем

E

(
V (x(t) | {τj}∞j=1

)
=

σ2
N

2rN

[
hΠt
N exp(2rN t) +

+ (1 − hN)

Πt−2∑

i=1

hΠt−i
N exp

(
2rN(t− τi)

)
+ (12)

+ (1 − hN) hN exp
(
2rN(t− τΠt−1)

)
+ (13)

+ (1 − hN) exp
(
2rN(t− τΠt)

)
− 1

]
+ (14)

+ hΠt
N exp(2rN t)R

x
N(0) .

Теперь мы намерены взять условное математическое ожидание E (· |Πt) от обеих ча-
стей предыдущей формулы. Нам понадобится следующий хорошо известный факт, кото-
рый нетрудно проверить непосредственно (см. обсуждение в § 4.2).
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Лемма 4.2. Ввиду выполнения условия М случайный процесс (Πt, t ≥ 0) является пуас-
соновским с параметром δN . Условные распределения случайных величин t−τm, при фик-
сированном значении процесса Πt принадлежат классу бета-распределений:

P {t− τm ∈ (x, x+ dx) |Πt = n} = nCm−1
n−1

xn−m(t− x)m−1

tn
dx, x ∈ (0, t), m = 1, n.

Вычисляя E (· |Πt = n) от тех слагаемых в (12)–(14), которые содержат множитель (1−
hN), и применяя формулу бинома Ньютона, получим

n∑

i=1

hn−iN

∫ t

0

e2rNx nCi−1
n−1

xn−i(t− x)i−1

tn
= t−1

∫ t

0

e2rNx n

(
hNx+ (t− x)

t

)n−1

dx .

С учетом оставшихся слагаемых, имеем

E (V (x(t) |Πt = n) =
σ2
N

2rN

[
−1 + hnN exp(2rN t) +

+ (1 − hN) t−1

∫ t

0

e2rNx n

(
1 − (1 − hN ) x

t

)n−1

dx
]

+

+ hnN exp(2rN t)R
x
N(0) .

Обозначим

ϕ(s) := EsΠt = exp ( δN t (s− 1) )

производящую функцию пуассоновской случайной величины Πt. Усредняя по значениям
Πt, приходим к представлению

E (V (x(t)) =
σ2
N

2rN

[
−1 + ϕ(hN) exp(2rN t) +

+ (1 − hN) t−1

∫ t

0

e2rNxϕ′
(

1 − (1 − hN) x

t

)
dx
]

+

+ϕ(hN) exp(2rN t)R
x
N(0) .

Учитывая, что ϕ′(s) = δN t exp ( δN t (s− 1) ), вычислим

t−1

∫ t

0

e2rNxϕ′
(

1 − (1 − hN ) x

t

)
dx = t−1

∫ t

0

e2rNx δN t exp

(
−δN t ·

(1 − hN) x

t

)
dx =

= δN

∫ t

0

exp (2rNx− δN (1 − hN ) x ) dx =

=





δN
aN

(
1 − e−aN t

)
, если aN 6= 0,

δN t, если aN = 0,

где, как и в (5), aN = κδN
N(N−1)

− 2rN . Более того,

ϕ(hN) exp(2rN t) = exp( 2rN t− δN t (1 − hN) ) = e−aN t .
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Теперь все готово для вычисления E (V (x(t)). В случае aN 6= 0

E (V (x(t)) = e−aN tRx
N(0) +

σ2
N

2rN

[
−1 + e−aN t +

+
(1 − hN) δN

aN

(
1 − e−aN t

) ]
=

= e−aN tRx
N(0) +

σ2
N

2rN

2rN
aN

(
1 − e−aN t

)
=

= e−aN tRx
N(0) +

σ2
N

aN

(
1 − e−aN t

)
.

В случае aN = 0 имеем 2rN = δN(1 − hN), следовательно,

E (V (x(t)) = Rx
N(0) +

σ2
N

2rN

[
−1 + 1 +

+ (1 − hN) δN t
]

=

= Rx
N(0) + σ2

N t .

Теорема 3.1 доказана.

4.2 Доказательство лемм

Нам понадобятся следующие семейства σ-алгебр, порожденных последовательностью вре-
мен {τi}∞i=1 и случайным процессом x(t):

Fm = σ ((x(s), s ≤ τm) , {τi}∞i=1) , m = 0, 1, . . .

Fm− = σ ((x(s), s ≤ τm − 0) , {τi}∞i=1) , m = 1, 2, . . . .

Обозначим также F0− = σ ( {τi}∞i=1). Очевидно, что

F0− ⊂ F0 ⊂ · · · ⊂ Fm− ⊂ Fm ⊂ F(m+1)− ⊂ Fm+1 ⊂ · · ·

Для доказательства леммы 4.1 нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 4.3. Существует κ > 0 такое, что для любого m ∈ N

E (V (x(τm)) | Fm−) = hN V (x(τm − 0)) ,

где hN =

(
1 − κ

N(N − 1)

)
∈ (0, 1).

Эта лемма связана со свойствами синхронизирующих скачков. Она уже использова-
лась и обсуждалась в работе [8]. В основе ее доказательства, которое мы не станем приво-
дить здесь, лежат некоторые идеи работы [7]. Обратившись к [7], легко видеть, что утвер-
ждение леммы 4.3 справедливо и для более общих синхронизирующих взаимодействий.
Отметим (см. Замечание 1), что для парных синхронизаций, которые мы обсуждаем тут,
постоянная κ имеет особенно простой вид: κ = 2.

Лемма 4.4. Для невозмущенной динамики (y(t), t ≥ 0) справедливо тождество

V (y(t)) = V (y(0)) exp (2rN t) +
σ2
N

2rN
(exp (2rN t) − 1) .
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Доказательство леммы 4.4 довольно стандартно и мы его отложим до конца настоя-
щего параграфа. А сейчас завершим доказательство леммы 4.1.

Так как динамика процесса x(t) состоит из синхронизирующих скачков, происходящих
в моменты {τi}∞i=1 и фрагментов независящей от них свободной динамики y(t), то для
любого m ∈ N мы имеем

E (V (x(τm+1 − 0)) | Fm) = V (x(τm)) exp (2rN(τm+1 − τm)) +

+
σ2
N

2rN
(exp (2rN(τm+1 − τm)) − 1) =

= V (x(τm))Am +
σ2
N

2rN
Bm

в обозначениях (9) и (11).
Используя лемму 4.3, мы получим, что

E (V (x(τm+1)) | Fm) = hNAmV (x(τm)) +
σ2
N

2rN
hNBm . (15)

Соотношение (15) можно использовать для итерирования, например, в следующем выра-
жении

E (V (x(τm+1)) | Fm−1) = E (E (V (x(τm+1)) | Fm) | Fm−1) =

= hNAmE (V (x(τm)) | Fm−1) +
σ2
N

2rN
hNBm =

= hNAm

(
hNAm−1V (x(τm−1)) +

σ2
N

2rN
hNBm−1

)
+

σ2
N

2rN
hNBm =

= h2
NAmAm−1V (x(τm−1)) +

σ2
N

2rN

[
h2
NAmBm−1 + hNBm

]
.

Продолжая эти рекуррентные разложения, мы приходим к формуле

E

(
V (x(τn) | {τj}∞j=1

)
= hnN An−1 · · ·A1A0R

x
N (0) +

+
σ2
N

2rN

[n−2∑

i=0

hn−iN An−1 · · ·Ai+1Bi + hN Bn−1

]
.

Для любого неслучайного момента времени t > 0, заметим, что на интервале (τΠt , t] не
происходит ни одной синхронизации. Здесь мы принимаем во внимание то, что распре-
деление τΠt непрерывно. Применив еще раз лемму 4.4, мы придем к утверждению лем-
мы 4.1. Заключительное замечание состоит в том, что выше во всех формулах, содер-
жащих условные математические ожидания, знак “=” понимается, как обычно, в смысле
равенства “почти всюду”.

Что касается первого утверждения леммы 4.2 о том, что при выполнении условия М
процесс Πt является пуассоновским, то этот факт является широко известным. Второе
утверждение леммы 4.2 о явном виде условной плотности проверяется прямым вычисле-
нием.

Доказательство леммы 4.4. Используя систему стохастических дифференциальных
уравнений, определяющих процесс (y(t), t ≥ 0), для любых k 6= m имеем

d (yk − ym) =
rN
N

N∑

j=1

(yk − ym) dt + σN (dBk − dBm) ,

d Ykm = rN Ykm dt+ σN
√

2 dB̃km,
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где Ykm(t) = yk(t) − ym(t), а
(
B̃km(t), t ≥ 0

)
— стандартное броуновское движение. Обо-

значая m2(t) = E (Ykm(t))2 и применяя формулу Ито, приходим к следующему обыкно-
венному дифференциальному уравнению относительно неслучайной функции m2(t):

d

dt
m2 = 2rN m2 + 2σ2

N ,

решая которое, получаем

m2(t) = m2(0) e2rN t +
σ2
N

rN

(
e2rN t − 1

)
. (16)

Непосредственно можно убедиться в том, что

V (x) :=
1

N − 1

N∑

m=1

(xm −M(x))2 =
1

(N − 1)N

∑

k<m

(xk − xm)2 ,

следовательно,

V (y(t)) :=
1

(N − 1)N

∑

k<m

(Ykm(t))2 .

Применяя к обеим частям математическое ожидание и используя (16), получаем утвер-
ждение леммы 4.4.

4.3 О доказательствах теорем 3.4, 3.5, 3.6 и 3.7

Теорема 3.6 получается из п. 1 теоремы 3.1 непосредственным вычислением соответству-
ющих асимптотик. Теорема 3.4, в свою очередь, легко выводится из теоремы 3.6. При
этом

γb,δ(c1) = f( c1(δκ − 2b) ),

где f(c) — функция, определенная в (8). Теорема 3.5 следует из п. 2 теоремы 3.1.
Теорема 3.7 доказывается путем прямой проверки выполнения условий теоремы 3.6

для возмущенных моделей.

5 Возможные обобщения результатов

Во-первых, как было отмечено в Замечании 1, полученные в настоящей работе результаты
обобщаются на случай k-частичного симметризованного синхронизирующего взаимодей-
ствия (k-ССВ), k > 2. При этом никаких модификаций изложенные выше доказательства
не требуют. Отличие состоит только в том, что в случае парных синхронизаций (2-ССВ)
число κ равно 2. Но сама конструкция-определение k-ССВ является довольно громозд-
кой, поэтому мы ее не будем приводить здесь, чтобы не злоупотреблять объемом данной
публикации. Определение k-ССВ и его обсуждение читатель может найти, обратившись
к [7, 8].

Все основные результаты параграфа 3 останутся в силе, а их доказательства оста-
нутся практически неизменными, если в качестве невозмущенной динамики y(t) взять
марковское семейство, соответствующее следующей системе СДУ:

dyi = rN yi dt+ σNdBi, i = 1, . . . , N , (17)
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где, как и в (3), rN ∈ R, σN > 0, B(t) = (B1(t), . . . , BN(t)) — стандартное N -мерное
броуновское движение. Очевидно, что в процессе y(t), заданном системой (17), части-
цы независимы. Например, при rN < 0 мы имеем дело с N независимыми процессами
Орнштейна-Уленбека. В некотором смысле случай (17) выглядит проще, чем случай (3).
Отличие (17) от случая (3) состоит в том, что теперь динамика y(t) не коммутирует со
сдвигами, поэтому нет необходимости переходить к подвижной системе координат, свя-
занной с центром масс. То есть, формулировки теоремы 3.2 (п. 2–4) и теоремы 3.3 следует
модифицировать заменив в них y◦ на y и x◦ на x соответственно. Формулировки теорем
параграфов 3.3–3.5 остаются неизменными.
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Частичные системы Штейнера и случайные

гиперграфы1

Шабанов Д.А.2

Исследуется известная задача экстремальной комбинаторики, связанная с частич-
ными системами Штейнера. В работе с помощью случайных гиперграфов получены
новые верхние оценки минимально возможного количества ребер в частичной систе-
ме Штейнера с большим хроматическим числом.

1 Введение и история задачи

В работе исследуется известная экстремальная задача о раскрасках частичных систем
Штейнера. Сначала мы напомним основные определения.

Гиперграфом называется пара множеств H = (V,E), где V = V (H) есть некоторое
конечное множество, называемое множеством вершин гиперграфа, а E = E(H) есть
совокупность подмножеств множества V , и эти подмножества называются ребрами ги-
перграфа. Гиперграф является n-однородным, если каждое его ребро содержит ровно n
вершин.

Раскраска множества вершин V гиперграфа H = (V,E) называется правильной, если
в этой раскраске все ребра из E(H) не являются одноцветными. Хроматическим числом
гиперграфа H называется минимальное число цветов, требуемое для правильной раскрас-
ки вершин этого гиперграфа. Мы будем обозначать хроматическое число гиперграфа H
через χ(H). Если χ(H) ≤ r, то говорят, что гиперграф H является r-раскрашиваемым.

Пусть n > l ≥ 2 — натуральные числа. Гиперграф H называется (n, l)-системой, если
он является n-однородным, и любые l вершин H содержатся (как подмножество) не более
чем в одном ребре H . В частном случае, если H — это (n, 2)-система, то говорят, что он
является простым n-однородным гиперграфом.

Частным случаем (n, l)-систем являются, так называемые, системы Штейнера. Систе-
мой Штейнера S(l, n,m) называется n-однородный гиперграф на m вершинах, любые l
вершин которого содержатся (как подмножество) ровно в одном ребре гиперграфа. Та-
ким образом, система Штейнера S(l, n,m) является (n, l)-системой и, в частном случае
l = 2, простым гиперграфом. Впервые понятие системы Штейнера появилось еще в 1853
году в работе самого Дж. Штейнера [1]. Совокупности подмножеств, образующие систе-
мы Штейнера, часто возникают в различных задачах теории кодирования. Подробнее об

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 09-01-00294), Программы поддержки ведущих
научных школ (грант № НШ-8784.2010.1) и гранта Президента РФ МК-3429.2010.1.

2Шабанов Дмитрий Александрович, gold-amber@yandex.ru, ассистент кафедры теории вероятностей,
механико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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этом можно прочитать, например, в обзоре [2] и книге [3]. В свою очередь (n, l)-системы
в мировой литературе принято называть частичными системами Штейнера.

В 2001 году в работе А. В. Косточки, Д. Мубаи, В. Рёдля и П. Тетали [4] была постав-
лена задача об отыскании величины m∗(n, r, l), равной минимально возможному числу
ребер в (n, l)-системе с хроматическим числом, большим r. Формально, определение
m∗(n, r, l) можно записать так:

m∗(n, r, l) = min {|E(H)| : H — (n, l)-система, χ(H) > r} .

В настоящей работе получена новая верхняя оценка величины m∗(n, r, l), а потому мы
напомним только об известных верхних оценках m∗(n, r, l), опустив рассказ о нижних
оценках.

В 2001 году А. В. Косточка с соавторами получили (см. [4]) следующую верхнюю
оценку величины m∗(n, r, l).

Теорема 1. (А.В. Косточка, Д. Мубаи, В. Рёдль, П. Тетали, [4]) Для любых n ≥ 3, l ≥ 2,
r ≥ 2 выполняется неравенство

m∗(n, r, l) ≤ 2

(
2n3l

)l/(l−1)

(n)l

(
rn−1 ln(er)

)l/(l−1)
. (1)

В формуле (1) через (n)l обозначено число размещений без повторения: (n)l = n(n −
1) . . . (n− l + 1).

В 2009 году Косточка вернулся к этой задаче, и в его совместной с М. Кумбхатом
работе [6] была доказана следующая теорема.

Теорема 2. (А.В. Косточка, М. Кумбхат, [6]) Для любых r ≥ 2 и l ≥ 2 существует
такое число n0 = n0(r, l), что для всех n > n0 выполняется неравенство

m∗(n, r, l) ≤ 10r2
(
2rnn2

)l/(l−1)
. (2)

Наконец, еще два результата были получены в 2010 году. Первый из них принадлежит
Косточке и Рёдлю (см. [7]).

Теорема 3. (А.В. Косточка, В. Рёдль, [7]) Для любых r ≥ 2 и l ≥ 2 существует такое
число n1 = n1(r, l), что для всех n > n1 выполняется неравенство

m∗(n, r, l) ≤ (4 er)l (n rn ln r)l/(l−1) . (3)

Второй результат 2010 года получили Т. Боман, А. Фризе и Д. Мубаи в работе [8].

Теорема 4. (Т. Боман, А. Фризе, Д. Мубаи, [8]) Существует такая функция r0 = r0(n, l),
что для всех n > l ≥ 2, и r > r0 выполняется неравенство

m∗(n, r, l) ≤ 2

(
100(n)2

l

l!

)1/(l−1)(
10(n− 1)

l − 1

)l/(l−1) (
rn−1 ln r

)l/(l−1)
. (4)

Заметим, что для величины m∗(n, r, l) ранее были получены сильные асимптотические
верхние оценки (см. (2), (3), (4)), когда параметр l мал (фиксирован в асимптотике).
Только первая оценка Косточки и др. (1) выполнена для всех возможных l, но, совершенно
очевидно, она весьма неточна при больших l (например, при l ∼ n).

69



Раздел 1. Теория вероятностей

2 Формулировка основного результата

В работе получена новая верхняя оценка m∗(n, r, l), которая выполнена для всех l ≥ 3.

Теорема 5. Существует такая положительная константа C, что для любых n > l ≥ 3
и r ≥ 2 выполняется неравенство

m∗(n, r, l) ≤ C n2l/(l−2)
(
rn−1 ln r

)l/(l−2)
. (5)

Если, к тому же, r ≥ n, то

m∗(n, r, l) ≤ C

(
n2l

l!

)1/(l−2) (
rn−1 ln r

)l/(l−2)
. (6)

Доказательство теоремы 5 основано на рассмотрении биномиальной модели случай-
ного гиперграфа и будет приведено в следующем разделе.

Перейдем к сравнению верхних оценок величины m∗(n, r, l). Оценка Косточки и Рёдля
(3) улучшает их предыдущий результат (1), а также оценку Косточки и Кумбхата (2) и
нашу новую оценку (5) при фиксированных l и r и растущем n. Несложно понять, что в
этих условиях на параметры правая часть (3) есть

O
(
rnl/(l−1)nl/(l−1)

)
,

в то время как правая часть оценки (1) имеет вид

Ω
(
rnl/(l−1)n(2l2+l)/(l−1)

)
,

а правая часть (2) — вид
Ω
(
rnl/(l−1)n2l/(l−1)

)
,

ну а наша оценка (5) этих условиях есть

Ω
(
rnl/(l−2)n2l/(l−2)

)
.

В свою очередь, оценка Бомана, Фризе и Мубаи (4) улучшает оценку Косточки и др.
(1), если

(
100(n)2

l

l!

)1/(l−1)(
10(n− 1)

l − 1

)l/(l−1)

<

(
2n3l

)l/(l−1)

(n)l
.

Несложно проверить, что данное неравенство выполняется для всех l ≥ 3, n ≥ 3:

(
100(n)2

l

l!

)1/(l−1)(
10(n− 1)

l − 1

)l/(l−1)

<

(
100n2l

6

)1/(l−1)(
10n

2

)l/(l−1)

≤

≤
(

50

3

)1/2

53/2n3 < 50n3 < n
21
2 ≤

(
n7
)l/(l−1) ≤

(
n2l+1

)l/(l−1)
=

=

(
n3l
)l/(l−1)

nl
<

(
2n3l

)l/(l−1)

(n)l
.

Таким образом, оценка (4) всегда лучше (1), если выполнены условия теоремы 4. Более
того, при растущем r и фиксированных значениях n и l оценка (4) улучшает и нашу
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оценку (6): в данной асимптотической области (4) есть Ω
(
r(n−1)l/(l−1)

)
, в то время как (6)

есть Ω
(
r(n−1)l/(l−2)

)
.

Сравним теперь оценку Косточки, Мубаи, Рёдля и Тетали (1) и нашу новую оценку
(5), которые выполнены при всех значения параметров n > l ≥ 3 и r ≥ 2. Отношение
правых частей (1) и (5) имеет порядок

n
3l2

l−1
− 2l

l−2 ((n)l)
−1(rn−1 ln r)−l/[(l−1)(l−2)] >

> n
3l2

l−1
− 2l

l−2
−lr

− (n−1)l
(l−1)(l−2) = n2l+ 3

l−1
− 4

l−2
−3r

− (n−1)l
(l−1)(l−2) .

Отсюда видно, что, например, в асимптотической области n ln r
l

= o(l lnn) наша оценка
(5) существенно лучше оценки (1) Косточки и др. Если к тому, выполнено r ≥ n, то у
нас еще более сильная оценка (6). Однако в обратной области n ln r

l
≫ l lnn наши оценки,

наоборот, асимптотически слабее.

К сожалению, величины n0(r, l), n1(r, l) и r0(n, l) из условий теорем 2, 3 и 4 трудно под-
даются явному вычислению. Поэтому, подводя итоги сравнения верхних оценок величины
m∗(n, r, l), мы отметим лишь следующее.

1. При фиксированных l ≥ 3, r ≥ 2 и растущем n наилучшей асимптотической верхней
оценкой является оценка Косточки и Рёдля (3).

2. При фиксированных n > l ≥ 3 и растущем r наилучшей асимптотической верхней
оценкой является оценка Бомана, Фризе и Мубаи (4).

3. В случае, когда n и l растут и выполнено n ln r
l

≫ l lnn, наилучшей верхней оценкой
служит результат Косточки, Мубаи, Рёдля и Тетали (1).

4. В случае, когда n и l растут, r < n и выполнено n ln r
l

= o(l lnn), наилучшей верхней
оценкой служит наша первая оценка (5).

5. В случае, когда n и l растут, r ≥ n и выполнено n ln r
l

= o(l lnn), наилучшей верхней
оценкой служит наша вторая оценка (6).

Таким образом, в работе получены две новые верхние асимптотические оценки ве-
личины m∗(n, r, l), которые улучшают все ранее известные результаты в очень широкой
области значений параметров n, r и l.

3 Доказательство основного результата

В данном разделе мы приведем доказательство теоремы 5. Начнем мы с обоснования
неравенства

m∗(n, r, l) ≤ C1 n
2l/(l−2)

(
rn−1 ln r

)l/(l−2)
, (7)

где C > 0 — некоторая абсолютная константа, а n > l ≥ 3, r ≥ 2.
Для доказательства (7) необходимо доказать существование n-однородного гипергра-

фа H , который обладает следующими свойствами:

1) хроматическое число χ(H) > r,

2) H является (n, l)-системой,
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2) число ребер H не превышает правой части (7).

Для доказательства существования гиперграфов с такими свойствами мы рассмот-
рим модель биномиальную случайного гиперграфа H(N, n, p). Пусть K

(n)
N — полный n-

однородный гиперграф на N вершинах, тогда гиперграф H(N, n, p) есть подгиперграф

K
(n)
N , полученный путем случайного включения ребер K

(n)
N : каждое ребро независимо от

других включается в H(N, n, p) с вероятностью p и не включается с вероятностью 1 − p.
Данная модель случайного гиперграфа — это естественное обобщение классической мо-
дели случайного графа G(n, p), предложенной в 60-х годах П. Эрдешем и А. Реньи (см.
[9]). Подробнее об исследованиях случайных графов и гиперграфов см. [10], [11], [12].

Выберем значения параметров модели H(N, n, p) следующим образом:

N =
⌈(
n2lr2(n−1)(ln r)2 (4.1)2

) 1
l−2

⌉
, p = (4.1)

rn−1 ln r(
N
n

) N. (8)

Оценим вероятности невыполнения интересующих нас трех событий. Для удобства офор-
мим данные оценки в виде трех утверждений.

Утверждение 1.

P (χ (H(N, n, p)) ≤ r) <
1

4
.

Доказательство. Ясно, что

P (χ (H(N, n, p)) ≤ r) = P

(
⋃

σ

{σ — правильная r-раскраска H(N, n, p)}
)
,

где объединение берется по всем r-цветным раскраскам σ множества вершин. В свою
очередь,

P

(
⋃

σ

{σ — правильная r-раскраска H(N, n, p)}
)

≤

≤
∑

σ

P (σ — правильная r-раскраска H(N, n, p)) =
∑

σ

(1 − p)
∑r

i=1 (Ni(σ)
n ),

где через Ni(σ) обозначено число вершин цвета i в раскраске σ. Сумма

r∑

i=1

(
Ni(σ)

n

)

при любых значениях Ni(σ), для которых
∑r

i=1 Ni(σ) = N , оценивается снизу выра-

жением r
(
N/r−1
n

)
. Доказательство этого простого факта можно найти, например, в [13].

Следовательно,

P (χ (H(N, n, p)) ≤ r) ≤
∑

σ

(1 − p)r(
N/r−1

n ) ≤ rN(1 − p)r(
N/r−1

n ) <

< rN exp

{
−p r

(
N/r − 1

n

)}
= rN exp

{
− 4.1 (ln r)N rn

(
N/r−1
n

)
(
N
n

)
}
. (9)
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Рассмотрим отношение биномиальных коэффициентов в правой части (9). Используя про-
стое неравенство 1 + x > ex/(1+x) для всех x > −1, получаем

rn
(
N/r−1
n

)
(
N
n

) ≥
(
1 − rn

N

)n
≥ exp

{
− r n2

N − rn

}
≥ e−4/3. (10)

Последнее неравенство в цепочке вытекает из следующих оценок. Заметим, что в силу
выбора параметра N (см. (8)) выполнено rn2 ≤ N . Отсюда rn ≤ N/n ≤ N/4 (т.к. по
условию теоремы 5 n ≥ 4). Из этих простых соотношений мы и получаем (10).

В итоге,

P (χ (H(N, n, p)) ≤ r) < rN exp

{
− 4.1 (ln r)N rn

(
N/r−1
n

)
(
N
n

)
}

≤

≤ rN exp
{
− 4.1 (ln r)N e−4/3

}
< rN exp

{
− 17

16
(ln r)N

}
= r−

N
16 ≤ r−2 ≤ 1

4
.

Предпоследнее неравенство также вытекает из соотношения N ≥ rn2 ≥ 32. Утверждение
1 доказано.

Утверждение 2.

P (H(N, n, p) не является (n, l)-системой) <
1

4
.

Доказательство. Гиперграф не является (n, l)-системой тогда и только тогда, когда у
него есть два ребра, имеющие не менее l общих вершин. Следовательно, используя выбор
(8) параметров нашей модели случайного гиперграфа, получаем цепочку соотношений

P (H(N, n, p) не является (n, l)-системой) ≤
(
N

l

)(
N − l

n− l

)2

p2 =

= (4.1)2(rn−1 ln r)2N2 ((n)l)
2

l!(N)l
≤ (4.1)2(rn−1 ln r)2N2 1

l!

(
n2

N

)l
=

= (4.1)2

(
n2lr2n−2(ln r)2

)

l!N l−2
≤ (4.1)2

l! (4.1)2
=

1

l!
≤ 1

6
<

1

4
.

Утверждение 2 доказано.

Утверждение 3.

P

(
|E(H(N, n, p))| ≥ 2

(
N

n

)
p

)
<

1

4
.

Доказательство. Ясно, число ребер случайного гиперграфа H(N, n, p) есть биномиаль-
ная случайная величина с параметрами

((
N
n

)
, p
)
. Тогда воспользуемся классической оцен-

кой вероятности большого уклонения биномиальной случайной величины от своего сред-
него значения: если X — биномиальная случайная величина, то

P (X ≥ 2 EX) ≤ e−3 EX/8.
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Доказательство этого несложного факта можно найти, например, в монографии [11]. То-
гда

P

(
|E(H(N, n, p))| ≥ 2

(
N

n

)
p

)
≤ exp

{
− 3

8

(
N

n

)
p

}
=

= exp

{
− 3

8
(4.1)rn−1 ln r N

}
≤ r−1.5 rn−1 ≤ 2−12 <

1

4
.

Утверждение 3 доказано.

Подведем итоги. Из утверждений 1, 2, 3 следует, что случайный гиперграф H(N, n, p)
при нашем выборе параметров с вероятностью по крайней мере 1/4 обладает тремя
свойствами: во-первых, он не является r-раскрашиваемым, во-вторых, он является (n, l)-
системой, а, в-третьих, число его ребер не превосходит

2

(
N

n

)
p = 8.2N rn−1 ln r = O

(
n2l/(l−2)

(
rn−1 ln r

)l/(l−2)
)
.

Неравенство (7) доказано.

Теперь перейдем к обоснованию второй оценки m∗(n, r, l):

m∗(n, r, l) ≤ C2

(
n2l

l!

)1/(l−2) (
rn−1 ln r

)l/(l−2)
, (11)

где C2 — абсолютная константа, а r ≥ n > l ≥ 3. Здесь мы также будем опираться на
биномиальную модель случайного гиперграфа H(N, n, p), но параметры N и p выберем
немного по-другому:

N =

⌈(
n2l

l!
r2(n−1)(ln r)2 (8.2)2

) 1
l−2

⌉
, p = (4.1)

rn−1 ln r(
N
n

) N. (12)

Покажем, что и при новом выборе параметров верны утверждения 1, 2, 3.
В силу (9) имеем

P (χ (H(N, n, p)) ≤ r) ≤ rN exp

{
− 4.1 (ln r)N rn

(
N/r−1
n

)
(
N
n

)
}
.

Для обоснования неравенства (10) нам все лишь требовалось, чтобы rn2 ≤ N . Из выбора
параметра N (см. (12)) у нас есть оценка N ≥ r2n, но по условию r ≥ n. Следовательно,
N ≥ n2r и неравенство (10) верно и во втором случае. Далее, просто повторяем рассуж-
дения доказательства утверждения 1 из первого случая:

P (χ (H(N, n, p)) ≤ r) < rN exp

{
− 4.1 (ln r)N rn

(
N/r−1
n

)
(
N
n

)
}

≤

≤ rN exp
{
− 4.1 (ln r)N e−4/3

}
< rN exp

{
− 17

16
(ln r)N

}
= r−

N
16 ≤ r−2 ≤ 1

4
.

Утверждение 1 во втором случае доказано.
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Для оценки вероятности (l − 1)-простоты H(N, n, p), как и в первом случае, имеем
оценку:

P (H(N, n, p) не является (n, l)-системой) ≤
(
N

l

)(
N − l

n− l

)2

p2 ≤

≤ (4.1)2

(
n2lr2n−2(ln r)2

)

l!N l−2
≤ (4.1)2

(8.2)2
=

1

4
.

Так что утверждение 2 тоже доказано и во втором случае.
Доказательство же утверждения 3 полностью идентично во втором случае, в нем не

требуется никаких изменений для второго случая.
Подведем итоги. Из утверждений 1, 2, 3, как и в первом случае, следует, что случайный

гиперграф H(N, n, p) при нашем выборе параметров с вероятностью по крайней мере 1/4
обладает тремя свойствами: во-первых, он не является r-раскрашиваемым, во-вторых, он
является (n, l)-системой, а, в-третьих, число его ребер не превосходит

2

(
N

n

)
p = 8.2N rn−1 ln r = O

((
n2l

l!

)1/(l−2) (
rn−1 ln r

)l/(l−2)

)
.

Неравенство (11) обосновано. Теорема 5 доказана.
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Симметричные ветвящиеся блуждания с

тяжелыми хвостами1

Яровая Е.Б.2

Рассматривается непрерывное симметричное ветвящееся случайное блуждание по Z
d

с одним источником размножения и гибели частиц. Предполагается, что переходныe
интенсивности случайного блуждания имеют «тяжелые хвосты». В результате этого
предположения нарушается условие конечной дисперсии скачков, при котором ветвя-
щиеся случайные блуждания изучались ранее, и процесс может быть невозвратным
даже на решетках низких размерностей (d = 1, 2). Установлены условия невозврат-
ности для ветвящегося случайного блуждания по Z

d, а также предельные теоремы
для численностей частиц как в произвольном узле, так и на всей решетке.

1 Введение

Одним из вкладов П.Л. Чебышева в теорию вероятностей явилось создание нового подхо-
да к доказательству предельных теорем теории вероятностей — метода моментов. Приме-
нение этого метода при доказательстве ряда предельных теорем из современных разделов
теории случайных процессов, таких как, например, ветвящиеся случайные блуждания
(ВСБ) [4, глава 4], остается актуальным до сих пор. В настоящей работе исследуются
ВСБ по Zd с одним источником размножения и гибели частиц. Предполагается, что пе-
реходныe интенсивности случайного блуждания, лежащего в основе ВСБ, имеют «тяже-
лые хвосты». В результате этого предположения нарушается условие конечной дисперсии
скачков, при котором ВСБ изучались ранее. В дальнейшем для краткости такие ВСБ
будут называться ВСБ с тяжелыми хвостами.

В последние годы случайные блуждания (без ветвления) с бесконечной дисперсией
скачков привлекали внимание многих исследователей. Среди недавних публикаций отме-
тим книгу [1], содержащую достаточно полную библиографию на эту тему.

Симметричные ВСБ с одним источником ветвления изучались, например, в [2, 3, 4]. В
этих работах эволюция средних численностей частиц в произвольном узле решетки опре-
деляется структурой спектра линейного оператораH = A+β∆0, где генератор случайного
блуждания A = (a(z)), z ∈ Zd, является ограниченным самосопряженным оператором в
l2(Zd), а оператор ∆0 задается равенством ∆0 = δ0δ

T
0 , в котором через δ0 = δ0(·) обознача-

ется вектор-столбец на Zd, принимающий единичное значение в начале координат, и нули
в остальных точках. Параметр β характеризует интенсивность источника (см., напри-
мер, [2, 3, 4]). Одним из принципиальных предположений в этих и последующих работах

1Работа частично поддержана грантом РФФИ № 10-01-00266.
2Яровая Елена Борисовна, yarovaya@mech.math.msu.su, доцент кафедры теории вероятностей, меха-

нико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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было условие конечной дисперсии скачков случайного блуждания, которое в терминах
функции a(·) выражается в виде неравенства

∑
z∈Zd |z|2a(z) <∞. При выполнении этого

условия ВСБ является возвратным на Z и Z2, но теряет это свойство на Zd при d ≥ 3.

В работах [2, 3, 4] установлено, что при d ≥ 3 существует такое пороговое значение
интенсивности источника βc > 0 при превышении которого (β > βc) численности частиц
как в произвольной точке, так и на всей решетке растут экспоненциально. В то же вре-
мя при β ≤ βc такого экспоненциального роста численностей частиц не бывает. С этой
точки зрения число βc может рассматриваться как критическое значение. Случай, когда
d = 1, 2, существенно отличается от случая старших размерностей тем, что при d = 1, 2
для порогового значения интенсивности источника справедливо равенство βc = 0, и экс-
поненциальный рост численностей частиц наблюдается при всех β > 0.

При формулировке и доказательстве этих результатов в [4] отправной точкой слу-
жит соотношение βc = G−1

0 , где Gλ — преобразование Лапласа вероятности возвращения
блуждания в исходную точку при λ ≥ 0.

В [2, 3, 4] и последующих работах при d ≥ 3 неравенство G0 < ∞ (или, что равно-
сильно, βc > 0) вытекало из условия

∑
z∈Zd |z|2a(z) < ∞. Цель статьи — ослабить это

предположение и получить новые условия, при которых значение G0 будет конечно, что,
в свою очередь, позволит пересмотреть результаты предыдущих исследований (цит. вы-
ше) в новой ситуации. Подчеркнем, что эта цель достигается при рассмотрении ВСБ с
тяжелыми хвостами, т.е., когда выполняется соотношение a(z) ≈ z−(d+α), α ∈ (0, 2). Из
этого соотношения вытекает, что дисперсия скачков может стать бесконечной, а соответ-
ствующее случайное блуждание — невозвратным даже на Z и Z2.

Отметим, что различие между ВСБ с конечной дисперсией скачков и ВСБ с тяжелыми
хвостами особенно наглядно для процессов чистого размножения в источнике. Отсутствие
гибели в таких ВСБ влечет выполнение неравенства β > 0, поэтому в ВСБ по Z и Z2

с конечной дисперсией скачков возможен только экспоненциальный рост численностей
частиц при всех значениях β (критический и докритический случаи отсутствуют), в то
время как для ВСБ с тяжелыми хвостами экспоненциальный рост происходит лишь при
преодолении порогового значения β > βc = G−1

0 > 0.

Структура работы следующая. В разделе 2, приводятся общие факты об операторе A,
генерирующем случайное блуждание по Zd. Здесь не используются никакие предположе-
ния о дисперсии скачков. В разделе 3 напоминаются результаты о случайном блуждании
с конечной дисперсией скачков из [2, 3, 4], в связи с тем, что свойства оператора A форму-
лируются в терминах преобразования Фурье, а этот подход применяется и в дальнейшем.
В разделе 4 вводится случайное блуждание с тяжелыми хвостами. Теорема 4.2 может
быть рассмотрена как основной результат: лежащее в основе ВСБ случайное блуждание
может быть невозвратным для решеток низких размерностей, в частности, для Z, если
α ∈ (0, 1), и для Z2, если α ∈ (0, 2). В разделе 5 вводится модель ВСБ с тяжелыми хво-
стами и устанавливаются необходимые и достаточные условия экспоненциального роста
численностей частиц, как в произвольной точке, так и на всей решетке.

2 Генератор A случайного блуждания

Рассмотрим действительную функцию a(·) ∈ l1(Zd). Для нее имеют место равенства

∑

z

|a(z − z′)| =
∑

z′

|a(z − z′)| = c,
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где c = ‖a‖l1 :=
∑

z∈Zd |a(z)|, и поэтому по лемме Шура (см., например, [6]) выражение

(Au)(z) :=
∑

z′∈Zd

a(z − z′)u(z′) (1)

определяет для каждого p ∈ [1,∞] линейный ограниченный оператор

A : lp(Zd) → lp(Zd),

для которого
‖A‖lp ≤ c.

Предположим что

A1: a(z) ≥ 0, если z 6= 0 и a(0) = −∑z 6=0 a(z) ≤ 0.

В этом случае оператор A может быть переписан в виде

(Au)(z) − a(0)u(z) =
∑

z′∈Zd,z′ 6=z

a(z − z′)u(z′),

и, используя соотношения
∑

z 6=z′ |a(z − z′)| =
∑

z′ 6=z |a(z − z′)| = |a(0)|, в силу леммы
Шура [6] получаем оценку

‖A− a(0)I‖lp ≤ |a(0)|, ∀ p ∈ [1,∞]. (2)

Отсюда для спектра σp(A) оператора A : lp(Zd) → lp(Zd) вытекает включение

σp(A) ⊆ {z ∈ C : |z − a(0)| ≤ |a(0)|}, p ∈ [1,∞]. (3)

Более того, если предположить, что

A2: a(z) = a(−z) для каждого z ∈ Zd,

то ядро оператора A становится симметричным. Поэтому при выполнении условия A2
оператор A оказывается самосопряженным в гильбертовом пространстве l2(Zd), и его
спектр лежит на вещественной прямой. С учетом (3) отсюда вытекает, что

σ2(A) ⊆ [2a(0), 0]. (4)

Таким образом, доказана

Теорема 2.1. Пусть для действительной функции a(·) ∈ l1(Zd) выполнено условие A1.
Тогда выражение (1) определяет для каждого p ∈ [1,∞] линейный ограниченный опера-
тор A : lp(Zd) → lp(Zd), удовлетворяющий соотношениям (2) и (3). Более того, если
условие A2 выполнено, то оператор A является самосопряженным оператором в гиль-
бертовом пространстве l2(Zd), и его спектр σ2(A) удовлетворяет включению (4).

Сформулируем некоторые дополнительные свойства оператора A в терминах преоб-
разования Фурье функции a(·). Определим функцию φ(θ) как

φ(θ) =
∑

z∈Zd

a(z)ei〈z,θ〉, θ ∈ [−π, π]d, (5)
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где 〈·, ·〉 скалярное произведение на Zd.
В силу условия A2 функция φ(·) может быть представлена в виде

φ(θ) =
∑

z∈Zd

a(z) cos〈z, θ〉, θ ∈ [−π, π]d,

и, следовательно, является вещественнозначной функцией. Так как условие A1 выполне-
но, то

φ(θ) =
∑

z∈Zd,z 6=0

a(z) (cos〈z, θ〉 − 1) ≤ 0, θ ∈ [−π, π]d. (6)

Отсюда следует, что если φ(0) = 0, тогда z = 0 является локальным максимумом функции
φ(·).
Определение 1. Функция a(·) называется неприводимой, если для каждого z ∈ Zd най-
дется такой набор векторов z1, z2, . . . , zk ∈ Zd, что z =

∑k
i=1 zi и a(zi) 6= 0 при i = 1, 2, . . . , k.

Наложим еще одно ограничение на функцию a(·).

A3: функция a(·) неприводима.

Теперь рассмотрим случайное блуждание Xt, t ≥ 0, где Xt — положение частицы на Zd

в момент времени t. Генератор A случайного блуждания Xt определяется формулой (1)
и удовлетворяет условиям A1–A3. Вероятность p(h, x, y) того, что частица, находящаяся
в точке x 6= 0 за малое время h прыгнет в произвольную точку решетки y удовлетворяет
уравнениям

p(h, x, y) = a(x, y)h+ o(h) = a(y − x)h+ o(h) for y 6= x,

p(h, x, x) = 1 + a(x, x)h + o(h) = 1 + a(0)h+ o(h).

Как показано, например, в [4], переходные вероятности случайного блуждания p(t, x, y) в
этом случае удовлетворяют системе обратных уравнений Колмогорова

∂tp(t, x, y) = Ap(t, x, y), p(t, x, y) = δy(x). (7)

Пусть

Gλ(x, y) :=

∫ ∞

0

e−λtp(t; x, y)dt, λ > 0. (8)

В силу условия A1 ряд
∑

x∈Zd p(t, x, y) абсолютно сходится при каждых t и y (см., напри-
мер, [4]). Таким образом, к уравнению (7) можно применить дискретное преобразование
Фурье

p̃(t, θ, y) =
∑

x∈Zd

p(t, x, y)ei(x,θ).

В этом случае уравнение (7) принимает вид

∂tp̃(t, θ, y) = φ(θ)p̃(t, θ, y), p̃(0, θ, y) = ei(θ,y).

Следовательно, p̃(t, θ, y) = eφ(θ)tei(θ,y), и применение обратного преобразования Фурье к
последнему уравнению при t ≥ 0 приводит к равенству

p(t, x, y) =
1

(2π)d

∫

[−π,π]d

eφ(θ)t+i(θ,y−x) dθ, x, y ∈ Zd.
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Отсюда получается иное представление для функции Грина случайного блуждания (8):

Gλ(x, y) =
1

(2π)d

∫

[−π,π]d

ei(θ, y−x)

λ− φ(θ)
dθ, x, y ∈ Zd, λ ≥ 0. (9)

Положим G0 = G0(0, 0).

Определение 2. Случайное блуждание Xt, t ≥ 0, будем называть невозвратным (тран-
зиентным), если для функции Грина выполнено соотношение G0 < ∞, и возвратным,
если G0 = ∞.

3 Случайное блуждание с конечной дисперсией скач-

ков

В этом разделе рассматривается функция a(·) при более сильном предположении

A4:
∑

z∈Zd |z|2a(z) <∞.

В этом случае, очевидно,
∑

z∈Zd |a(z)| <∞. Из условия A4 вытекает, что дисперсия скач-
ков случайного блуждания конечна.

В следующей теореме утверждается, что неприводимая функция φ(θ) при выполнении
условий A1–A4 имеет в точке θ = 0 невырожденный глобальный максимум.

Теорема 3.1. Если для действительной функции a(·) выполнены условия A1–A4, то
функция φ(·) корректно определена, дважды непрерывно дифференцируема и

φ(θ) ≤ −γ|θ|2, θ ∈ [−π, π]d,

для некоторого γ > 0.

Доказательство теоремы 3.1 может быть найдено в [4, лемма 2.1.2]. Из этой теоремы
вытекает, в частности, что в окрестности точки θ = 0 функция φ(θ) представляется как

φ(θ) =
〈ϕ′′

θθ(0)θ, θ〉
2

+ o(|θ|2),

где якобиан ϕ′′
θθ(0) невырожден, т.е.

|〈ϕ′′
θθ(0)θ, θ〉| ≥ γ|θ|2, γ > 0.

Для переходных вероятностей при каждом d ≥ 1 и каждых x, y ∈ Zd справедливо
асимптотическое представление

p(t; x, y) ∼ γd

t
d
2

as t→ ∞, (10)

где γd = ((2π)dDd)
− 1

2 с Dd = |det φ′′
θθ(0)| (см., напр., доказательство для дискретного

времени в [5] и для непрерывного — в [4]).
Следующее известное утверждение для случайного блуждания с конечной дисперсией

скачков [5] является непосредственным следствием соотношений (8) и (10).

Теорема 3.2. Пусть случайное блуждание X = (Xt)t≥0 по Zd задается генератором A,
для которого выполнены условия A1–A4. Тогда переходные вероятности p(t; x, y) удовле-
творяют асимптотическому равенству (7), а случайное блуждание X невозвратно при
d ≥ 3 и возвратно при d = 1, 2.
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4 Случайное блуждание с тяжелыми хвостами

Пусть дана непрерывная положительная функция H : [−π, π]d → R, удовлетворяющая
условию симметрии

H(x) = H(−x), ∀x ∈ [−π, π]d, (11)

и оценкам
0 < H0 ≤ H(x) ≤ H0, ∀x ∈ [−π, π]d, (12)

с некоторыми константами H0 и H0. В настоящем разделе будет предполагаться, что для
неприводимой функции a(·) выполняется дополнительное условие:

A5: a(z) =
H( z

|z|)
|z|d+α , где α ∈ (0, 2), z ∈ Zd и z 6= 0.

Как известно (см., например, [7, пример 4.642]),

∑

z∈Zd,z 6=0

1

|z|ν <∞ ⇐⇒ ν > d.

Поэтому в силу (12) ∑

z∈Zd,z 6=0

a(z) <∞ ⇐⇒ α > 0.

Теперь, если определить значение a(0) как

a(0) = −
∑

z∈Zd,z 6=0

a(z) ≤ 0,

то a(·) будет удовлетворять условию A1.
В силу (11) для функции a(·) выполняется также условие A2. В то же время рассмат-

риваемое в предыдущем разделе условие A4 уже не выполняется для функции a(·) при
0 < α < 2. Итак, доказана следующая лемма:

Лемма 4.1. Если неприводимая функция a(z) удовлетворяет условию A5, то для нее
справедливы условия A1 и A2, но при этом условие A4 не выполняется:

∑

z∈Zd,z 6=0

|z|2a(z) = ∞.

Рассмотрим преобразование Фурье (5) функции a(·). В силу условий A1, A2 и A5
функция a(·) абсолютно суммируема на Zd. Так как величины ei〈z,θ〉 равномерно ограни-
чены для всех действительных векторов z и θ, то преобразование Фурье φ(θ) функции a(·)
корректно определено и непрерывно на d-мерном кубе [−π, π]d. Таким образом, доказана

Лемма 4.2. Если для скалярной функции a(z) выполняется условие A5, то ее преобра-
зование Фурье φ(θ) корректно определено, непрерывно на d-мерном кубе [−π, π]d и при-
нимает действительные значения. Более того, для φ(θ) справедливо представление (6).

В частности, при выполнении условия A5 преобразование Фурье φ(θ) функции a(·)
имеет вид

φ(θ) =
∑

z∈Zd,z 6=0

H

(
z

|z|

)
|z|−(d+α) (cos〈z, θ〉 − 1) , θ ∈ [−π, π]d. (13)
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Теорема 4.1. Если α ∈ (0, 2) и для неприводимой функции a(·) выполнено условие A5,
то для преобразования Фурье φ(θ) функции a(·) справедлива оценка

φ(θ) ≤ −C|θ|α, θ ∈ [−π, π]d,

где C некоторая положительная константа.

Доказательство теоремы 4.1 основано на равенстве (13) и на теоремах о порядке ро-
ста функций, представляемых рядами Фурье с монотонными коэффициентами [9, том I,
глава 5, теорема 2.6].

Теорема 4.2. Пусть X = (Xt)t≥0 — случайное блуждание по Zd с генератором A. Ес-
ли для неприводимой функции a(·) справедливо условие A5, то переходные вероятности
p(t; x, y) удовлетворяют уравнению (7). Кроме того, случайное блуждание X невозврат-
но при d = 1 для каждого 0 < α < 1 и при d ≥ 2 для каждого 0 < α < 2.

Доказательство. Положим p(t) = p(t; 0, 0). Тогда в силу (9) по теореме 4.1 имеют место
соотношения

G0 =

∫ ∞

0

p(t) dt =
1

(2π)d

∫

[−π,π]d

dθ

(−φ(θ))
≤ 1

(2π)d

∫

[−π,π]d

dθ

C|θ|α , C > 0.

Здесь интеграл справа сходится при α < d, откуда следует утверждение теоремы 4.2.

5 Ветвящееся случайное блуждание с тяжелыми хво-

стами

В этом разделе рассматривается ВСБ с генератором случайного блуждания A и одним
источником ветвления частиц, расположенном в начале координат. Ветвление в источнике
задается инфинитезимальной производящей функцией f(u) :=

∑∞
n=0 bnu

n, где bn ≥ 0 для
n 6= 1, b1 < 0 и

∑
n bn = 0, для которой предполагается, что βr = f (r)(1) < ∞, r ∈ N,

β = β1 = f
′
(1), где через f (r) обозначается r-ая производная функции f .

Пусть µt(y) — число частиц в момент времени t в точке y, тогда условие, что в на-
чальный момент времени t = 0 система состоит из одной частицы, находящейся в точке
x, равносильно µ0(y) = δy(x). При этом общее число частиц на решетке определяется
равенством µt =

∑
y∈Zd µt(y). Таким образом, если в момент времени t в точке x0 = 0

находилось µt(0) > 0 частиц, то каждая из частиц, находящихся в точке x0 = 0, может за
малое время h либо перейти с вероятностью p(h; 0, y) = a(y)h + o(h) в точку y 6= 0; либо
произвести потомство из n 6= 1 частиц (считая, что и сама частица входит в это число); ли-
бо погибнуть (случай, когда n = 0) с вероятностью p∗(h;n) = bnh+o(h); либо сохраниться
(никаких изменений не происходит) с вероятностью 1−∑y 6=0 a(y)h−

∑
n 6=1 bnh+ o(h). По-

вторяя без каких-либо изменений рассуждения из [8], получаем, что время, проведенное
частицей в источнике, экспоненциально распределено с параметром −(a(0) + b1).

Как показано в [2, 3, 4], численности частиц в произвольной точке решетки, также как
и общее число частиц на всей решетке, растут экспоненциально тогда и только тогда

β > βc = G−1
0 . (14)
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В этом смысле значение βc естественно назвать критическим. Оказалось, что тот же
самый результат справедлив для ВСБ с тяжелыми хвостами. Определим оператор H как

H := A+ β∆0. (15)

Как было доказано в [10], оператор H , также как и оператор A, действует в каждом из
пространств lp(Zd), 1 ≤ p ≤ ∞. Однако для простоты в следующей теореме рассматрива-
ется случай p = 2.

Теорема 5.1. Пусть оператор H определяется соотношением (15), где генератор A
удовлетворяет условиям A1–A3 и A5. Тогда

(i) спектр оператора H : l2(Zd) → l2(Zd) расположен на вещественной прямой и все
его положительные точки спектра (если таковые существуют) являются изоли-
рованными собственными значениями;

(ii) оператор H имеет по крайней мере одно положительное собственной значение
тогда и только тогда, когда выполняется условие (14);

(iii) если выполняется условие (14), то оператор H имеет единственное положитель-
ное собственное значение.

Автор благодарен профессору С.А. Молчанову за полезные идеи и дискуссии.
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П.Л.Чебышев и теория функций

П.Л.Чебышев является создателем теории наилучшего приближения функций. В сво-
ем сочинении «Черчение географических карт» 1856 года он пишет, что «большая часть
вопросов практики приводится к задачам наибольших и наименьших величин, совершен-
но новым для науки, и только решением этих задач мы можем удовлетворить требованиям
практики, которая везде ищет самого лучшего, самого выгодного».

Ещё в 1853 году в работе «Теория механизмов, известных под названием параллело-
граммов» П.Л.Чебышев поставил знаменитую задачу о полиномах данной степени, наи-
менее уклоняющихся от данной функции в данном промежутке изменения аргумента. В
этой и других работах он решает эту задачу как в общем случае, так и во многих частных
случаях. Он показал, что решением ряда таких задач являются многочлены, известные
ныне как многочлены Чебышева. Многочлены Чебышева играют важную роль в теории
и в практических вопросах аппроксимации функций.

Большое применение на практике находит также знаменитый чебышевский альтер-
нанс. Еще при жизни П.Л.Чебышева вышли в свет работы его выдающихся учени-
ков Е.И.Золотарева, А.Н.Коркина, А.А.Маркова, В.А.Маркова, представляющие важный
вклад в развиваемую им теорию функций, наименее уклоняющихся от нуля. Она приоб-
рела такой вид, что стала предметом преподавания во всем мире.

П.Л.Чебышев заложил основы общей теории ортогональных многочленов. В 1855 он
опубликовал статью «О непрерывных дробях», которая явилась началом целого ряда
работ, посвященных построению общей теории ортогональных многочленов, а также вве-
дению некоторых важных ортогональных систем. П.Л.Чебышев получил новые свойства
разложений в ряды, связанные с непрерывными дробями, и дал важнейшие применения
общих результатов к теории механических квадратур и предельных величин интегралов,
что позднее было включено в классическую проблему моментов. Эти исследования были
затем продолжены его знаменитыми учениками А.А.Марковым, К.А.Поссе, Н.Я.Сониным
и др.

П.Л.Чебышев является создателем интерполяционного метода Чебышева, обладающе-
го большим преимуществом по сравнению с другими интерполяционными методами. Ряд
работ П.Л.Чебышева был посвящен вопросам интегрируемости функций, квадратурным
формулам, приближенному интегрированию и т.д. В этом направлении хорошо известно
интегральное неравенство Чебышева.

Результаты П.Л.Чебышева высоко оцениваются во всем мире. Например, известный
шведский ученый Миттаг-Леффлер считал Чебышева «одним из величайших учителей
анализа всех времён», «гением, обогатившим математические науки своими бессмертными
открытиями».
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Может ли стабилизатор быть восьмимерным?1

Белошапка В.K.2

В работе обсуждается следующий вопрос. Какие значения может принимать размер-
ность стабилизатора точки в алгебре Ли инфинитезимальных голоморфных симмет-
рий произвольного ростка вещественно аналитической гиперповерхности простран-
ства C

2? Для ответа на этот вопрос основную трудность представляют ростки беско-
нечного типа по Кону, сферические в точке общего положения. Полностью разобран
пример гиперповерхностей вида Γ(r) = {v = ur(|z|2)}. Размерности алгебры Ли и
ее стабилизатора при этом могут принимать следующие значения (5,5), (4,2), (3,3) и
(2,2). Все четыре класса описаны явно, первые три заданы элементарными функция-
ми, в описании этих классов участвует рациональная функция Qn(t) = tg(n arctg(t)),
аналогичная знаменитому многочлену Чебышева.

1 Введение

Если Γξ — абсолютно произвольный росток вещественно аналитической гиперповерхно-
сти Γ двумерного комплексного пространства C2 с координатами (z, w = u + iv) в точке
ξ, а aut Γξ — алгебра Ли ростков векторных полей в точке ξ, порождающих голоморфные
пребразования Γξ, то имеет место простая альтернатива. Либо размерность aut Γξ равна
бесконечности и при этом росток биголоморфно эквивалентен ростку вещественной
гиперплоскости {v = 0}, либо эта размерность не превосходит восьми, причем равен-
ство означает, что в точках Леви-невырожденности гиперповерхность Γ сферична, т.е.
локально эквивалентна ростку сферы S = {|z|2 + |w2| = 1}. Доказательство очень просто.
Если росток — это росток гиперповерхности, Леви-вырожденной во всех своих точках,
то такой росток, как известно, эквивалентен ростку гиперплоскости. Если же это не так,
то, рассмотрев любые девять полей из aut Γξ в точке Леви-невырожденности, мы убеж-
даемся, что они линейно зависимы. Это следует из любой версии Леви-невырожденной
теории вплоть до работы Пуанкаре 1907-го года ([1], [2]). Оттуда же, при наличии восьми
линейно независимых полей, следует сферичность. В алгебре Ли инфинитезимальных ав-
томорфизмов aut Γξ имеется стабилизатор - подалгебра Ли autξ Γξ, состоящая из ростков
полей, обращающихся в ноль в точке ξ. Это поля, порождающие преобразования, остав-
ляющме ξ на месте. Итак, мы знаем, что для любого не плоского, т.е. не эквивалентного
гиперплоскости, ростка размерность полной алгебры Ли aut Γξ не превосходит восьми,
причем восьмерка может реализоваться только для гиперповерхностей, сферических в
точках Леви-невырожденности. При этом сфера однородна и размерность стабилизатора
точки равна пяти.

1Работа выполнена при поддержке по грантам РФФИ № 11-01-00495-а и № 11-01-12033-офи-м-2011.
2Белошапка Валерий Константинович, vkb@strogino.ru, профессор кафедры теории функций и функ-

ционального анализа, механико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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А что можно сказать о размерности стабилизатора autξ Γξ для ростка произволь-
ной не плоской гиперповерхности?

Конечно, можно сразу сказать, что эта размерность не превосходит восьми, т.к. это
подалгебра полной алгебры Ли автоморфизмов. Но при этом, по-видимому, ростков со
стабилизаторами размерностей 6, 7 или 8 никто никогда не видел.

В соответствии с работой Черна и Мозера ([2]) локальное уравнение вещественной
гиперповерхности в точке Леви-невырожденности можно записать в виде

v = |z|2 + 2 Re(hz4z̄2) + . . . ,

где многоточие обозначает члены степени семь и выше по переменным (z, z̄, u). Если
h = 0, то начало координат называется омбилической точкой гиперповерхности. В той же
работе было показано, что если гиперповерхность омбилична каждой точке окрестности,
то она сферична (эквивалентна ростку сферы). Таким образом, если гиперповерхность
несферична в своих Леви-невырожденных точках, то множество ее неомбилических то-
чек — открытое плотное множество (дополнение к собственному вещественно аналитиче-
скому подмножеству). Если точка неомбилична, то дополнительные рассмотрения ком-
понент отображения, привязанные к младшему ненулевому члену уравнения, т.е. к члену
2 Re(hz4z̄2) позволяют утверждать, что имеется не более двух голоморфных симметрий
(включая тождественное отображение) гиперповерхности, сохраняющих ноль на месте
([4]). В частности, размерность стабилизатора равна нулю. Тем самым для гиперповерх-
ности, несферичной в точке общего положения, оценка размерности полной группы падает
до трех. Если у такой гиперповерхности действительно имеется трехмерная алгебра Ли,
то в точке общего положения, а именно, там, где три базисных поля линейно независимы,
поверхность является локально однородной и, тем самым, попадает в известный список
Э.Картана ([3]). Итак, еще раз.

Если росток гиперповерхности имеет стабилизатор размерности пять или более,
то либо росток сферичен (в невырожденном случае), либо представляющая его гипер-
поверхность сферична в точках невырожденности.

Эта формулировка очень похожа на утверждение о полной алгебре Ли. Однако есть
отличие. Мы так и не узнали о невозможности (или возможности) реализации размерно-
стей стабилизатора 6, 7 и 8. В частности, остался открытым такой вопрос. Верно ли, что
5-мерный стабилизатор есть только у сферы? Ответ на этот, второй, вопрос будет получен
ниже. Или даже так: верно ли, что если полная алгебра 8-мерна, то росток сферичен?

Пусть, далее, росток гиперповерхности имеет конечный тип по Кону. Это означает,
что она не содержит одномерной комплексной кривой, проходящей через центр ростка.
Уравнение гиперповерхности конечного типа можно записать в виде

Γ = {v = Φm(z, z̄) + . . . },

где Φm — ненулевой однородный многочлен от (z, z̄ степени m ≥ 2 без гармонической ком-
поненты 2 Re(pzm) (эту компоненту всегда можно убрать простой заменой), а многоточие
обозначает члены веса выше, чем m. При этом при подсчете веса монома переменные z
и z̄ идут с весом 1, а u — с весом m. Отметим, что если m = 2, то речь идет о Леви-
невырожденной гиперповерхности, поэтому интерес представляют вырожденные гипер-
поверхности с m > 2. Однако, несмотря на вырожденность, к такому ростку применима
стандартная техника модельных поверхностей, где в качестве модельной используется ги-
перповерхность Q = {v = Φm(z, z̄)}. В результате мы получаем, что стабилизатор autξ Γξ
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имеет естественное точное представление в стабилизаторе начала координат модельной
поверхности aut0Q0. Таким образом вопрос о возможных размерностях стабилизатора
сводится к вопросу о вычислении алгебры aut0Q0. Это несложное вычисление было про-
делано в 1996-м году в студенческой курсовой работе А.Ершовой ([5]). Вычисление по-
казывает, что стабилизатор Леви-вырожденного ростка конечного типа не может быть
больше трех. Максимум, т.е. тройка, достигается на гиперповерхностях вида

Sm = {v = |z|2m}.

Этот результат содержится также в работе М.Коллара 2005-го года ([6]). Итак, ростки,
которые не охвачены приведенным выше простым рассуждением — это ростки бесконеч-
ного типа, причем такие, что представляющие их гиперповерхности сферичны в своих
Леви-невырожденных точках. Отметим, что отмеченные выше экстремальные для конеч-
ного типа гиперповерхности Sm также сферичны вне вещественной прямой {z = 0, v = 0},
на которой вырождается форма Леви. Это следует из того, что Sm — это образ сфери-
ческой гиперповерхности S1 при отображении (z → zm, w → w). Вне прямой {z = 0}
отображение локально обратимо.

2 Автоморфизмы гиперповерхности вида v = ur(|z|2).
Уравнение ростка бесконечного типа можно записать в виде v = uF (z, z̄, u). В этом пункте
дается полное опиисание строения алгебры Ли инфинитезимальных голоморфных авто-
морфизмов гиперповерхностей бесконечного типа следующего специального вида, а имен-
но

Γ(r) = {v = ur(|z|2)} (1)

Любая такая гиперповерхность имеет в своем стабилизаторе два поля

X1 = 2 Re

(
iz
∂

∂z

)
и X2 = 2 Re

(
w
∂

∂w

)
, (2)

которым соответствуют две однопараметрические подгруппы:

(z → eit1z, w → w) и (z → z, w → t2w).

Эти коммутирующие поля образуют подалгебру в aut0 Γ(r)0. Наша цель выяснить, для
каких вещественно аналитических функций r(t) гиперповерхность Γ(r) допускает какие
либо еще поля, кроме этих двух.

Гиперповерхность эквивалентна гиперплоскости в том и только том случае, когда
r = const. В этом случае алгебра Ли бесконечномерна. Проверку невырожденности вне
прямой w = 0 удобно проводить следующим образом. Запишем наше уравнение в виде

Im lnw = arctg
(v
u

)
= arctg(r(|z|2)),

тогда после замены (z → z, w → lnw) уравнение принимает вид v = arctg(r(|z|2) =
φ(|z|2). На этот прием, в свое время, любезно обратил мое внимание А.В.Лобода. После
чего нетрудно показать, что определитель Леви, после замены |z|2 = t, оказывается про-
порционален выражению tφ′′(t) + φ′(t). Приравнивая его к нулю и решая получившееся

89



Раздел 2. Теория функций и функциональный анализ

дифференциальное уравнение, мы видим, что неособыми в нуле решениями являются
только постоянные, а это означает постоянство и функции r(t) = tg(φ(t)).

Будем далее предполагать, что r(t) не постоянна. Можно также предполагать, что
r(0) = 0. Действительно, уравнение v = u(r0 + r(|z|2)) запишем как Im((1 − ir0)w) =
ur(|z|2). Тогда после замены w → (1 − ir0)w уравнение принимает вид

v = ur̃(|z|2) = u
r(|z|2)

1 + |r0|2 + r0r(|z|2)
.

При этом если r(t) = rst
s + . . . , то разложение r̃ имеет вид

r̃(t) =
rs

1 + |r0|2
ts + . . .

Предположим сначала, что r(t) имеет при t = 0 ноль первого порядка, тогда после
замены z →

√
|r′(0)|z функция принимает вид r(t) = σt+ . . . , где σ = ±1. Однако будет

удобнее считать, что уравнение гиперповерхности записано в виде

Γ(r) = {v = ur(σ|z|2)}, (3)

а функция r(t) имеет вид

r(t) = t+
r2
2!
t2 +

r3
3!
t3 + . . . ,

т.е. r′(0) = 1. Условие, что поле

2 Re

(
f(z, w)

∂

∂z
+ g(z, w)

∂

∂w

)

принадлежит aut Γ0, т.е. условие касания поля гиперповерхности выглядит так:

L = (i+ r(σ|z|2)g(z, w) + (−i+ r(σ|z|2)ḡ(z̄, w̄)+ (4)

2σr′(σ|z|2)u(z̄f(z, w) + zf̄ (z̄, w̄)) = 0

при w = u(1 + ir(σ|z|2)).

Нетрудно убедиться, что g(0, 0) = 0. Подставляя в (4) значение z̄ = 0 и вводя обозначения
f(0, u) = a(u), g(0, u) = ub(u), получаем

g(z, w) = wb(w) + 2iσwā(w)z,

причем Im b(u) = 0. Обозначая f ′
z(0, u) = c(u), дифференцируя (4) по z̄ и опять подствляя

z̄ = 0 получаем
f(z, w) = a(w) + c(w)z + σ(2iwā′(w) − r2ā(w))z2.

Равенство нулю коэффициентов (4) при |z|2 и |z|4 позволяет заключить, что

c(w) =
wb′(w)

2
+ i

r2b(w)

4
+ iC.

Вещественную константу C можно в дальнейшем положить равной нулю, т.к. ей, при
равенстве нулю a и b, соответствует поле X1. Теперь сделаем два замечания.

Первое. Подставляя в (4) полученные нами выражения для f и g, заметим, что в
разложении (4) по бистепеням мономов zmz̄n отличны от нуля лишь главная диагональ,
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т.е. мономы бистепеней (m,m), и побочные диагонали (m,m + 1) и(m + 1, m). При этом
главная диагональ зависит только от функции b, а побочные — только от функции a. Это
означает, что условия на a и b независимы.

Второе. Наличие у гиперповерхности автоморфизма w → tw, c любым вещественным
t, приводит к тому, что если a(w) =

∑
ajw

j или b(w) =
∑
bjw

j — решения уравнения
(4), то каждое слагаемое этих сумм — тоже. Таким образом задача сводится к поиску
a-решений вида (a(w) = Awm, b = 0) и b-решений (a = 0, b(w) = Bwn).

Ищем сначала b-решения. Поскольку B — ненулевая вещественная константа, то мож-
но положить B = 1. Соответствующее поле имеет вид

Xb(r2, n) = 2 Re

(
2n + ir2

4
zwn

∂

∂z
+ wn+1 ∂

∂w

)
.

Положим

R = 1 + ir(|z|2), φ = argR = arctg r, тогда |R|2 = 1 + r2, r = tgφ.

Теперь условие (4) после деления на un+1 принимает вид

Re

(
iR̄Rn+1 + 2r′(σ|z|2)σ|z|22n+ ir2

4
Rn

)
= 0

После замены σ|z|2 на независимую вещественную переменную t получаем

(1 + r(t)2) sin(nφ(t)) = r′(t)t(n cos(nφ(t)) − r2
2

sin(nφ(t))). (5)

При n = 0 условие (5) исчезает, но получающееся поле — это комбинация двух полей вида
(2), поэтому далее полагаем, что n > 0. Теперь (5) можно записать так

r′(t)t

(1 + r(t)2)
=

1

n− r2
2

ctg(n arctg t)
(6)

Заметим здесь, что фигурирующее в правой части выражение tg(n arctg t) — это рацио-
нальная функция степени n, связанная со знаменитым многочленом Чебышева.

Разложение правой части (6) имеет вид

t+ r2t
2 +

9r2
2 + 2r3 − 4 + 4n2

12
t3 + . . .

Левая часть (6) от n не зависит, поэтому монотонная зависимость коэффициента при
t3 в правой части от n означает, что одна функция r(t) не может быть решением (6) при
разных положительных n.

Чтобы решить уравнение (6), нужно его рассмотреть как уравнение на функцию φ(t),
записать в виде (

n ctg(nφ) − r2
2

)
dφ =

dt

t

и проинтегрировать. Учитывая, что φ(t) = t+ o(t), получаем неявное уравнение, опреде-
ляющее функцию φ(t):

sin(nφ(t)) = nt exp
(r2

2
φ(t)

)
. (7)

91



Раздел 2. Теория функций и функциональный анализ

Итак, для любого n = 1, 2, 3, . . . и для любого r2 ∈ R существует единственное решение
(7), которое мы обозначим r = rb(t; r2, n). При этом разложение решения r(t) = tg(φ(t))
имеет нужный нам вид

r(t) = t+
r2
2
t2 + . . .

Если rb(t; r2, n) = rb(t; r̃2, ñ), то, очевидно, r̃2 = r2 и, как было показано выше, ñ = n.

Теперь перейдем к поиску a-решений, т.е. a(w) = Awm, A ∈ C, b(w) = 0. Им соответ-
ствуют поля вида

2 Re

(
(Awm + Āwm(2im− r2)z

2)
∂

∂z
+ 2iĀzwm+1 ∂

∂w

)
.

При этом выражение L, как ряд по (z, z̄), содержит лишь две побочные диагонали, верх-
нюю — члены бистепеней (m,m+ 1) и нижнюю — члены бистепеней (m+ 1, m). Прирав-
ниваем верхнюю диагональ к нулю, делим на 2Aum+1z̄, заменяем σ|z|2 на t, получаем

−r′(t)R(t)m + (r2 + 2im)r′(t)t ¯R(t)
m

+ |R(t)|2 ¯R(t) = 0,

что после отделения вещественной и мнимой части дает

1 + r(t)2

r′
= cos(2mφ(t)) − r2t (8)

sin(2mφ(t)) = 2mt. (9)

Если m = 0, то (9) исчезает, а (8) дает уравнение, из которого для r2 6= 0 получаем

φ(t) = − 1

r2
ln(1 − r2t), (10)

а для r2 = 0
φ(t) = t. (11)

Пусть теперь m = 1, 2, 3, . . . , тогда из (9) получаем

φ(t) =
1

2m
arcsin(2mt), (12)

и уравнение (8) принимает вид

1√
1 − (2mt)2

=
1√

1 − (2mt)2 − r2t
, (13)

которое выполняется тогда и только тогда, когда r2 = 0.
Итак, при m > 0 система (8), (9) имеет решение только при условии r2 = 0, и это

r = ra(t,m) = tg

(
1

2m
arcsin(2mt)

)
. (14)

Совпадения решений при разных m, очевидно, невозможны.
Рассмотрим теперь вопрос о возможности совпадения a-решений и b-решений. Пусть

r2 = 0, тогда соотношение (7) можно решить относительно φ(t) и получить

φ(t) =
1

n
arcsin(nt),
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что при n = 2m в точности совпадает с a-решением. Итак,

ra(t,m) = rb(t, 2m, 0) = tg

(
1

2m
arcsin(2mt)

)
. (15)

Пусть, далее, r2 6= 0 и a-решение φ(t) = − 1
r2

ln(1 − r2t) является b-решением, т.е.
удовлетворяет уравнению

φ′(t)t =
1

n ctg(nφ(t)) − r2
2

. (16)

Но приравнивая в этом соотношении коэффициенты при t3, получаем равенство r2
2 =

(13
12
r2
2 + n2

3
), которое невозможно при r2 6= 0. Последняя возможность — это a-решение при

m = 0 и r2 = 0, т.е. φ(t) = t. Но эта функция не удовлетворяет уравнению (16).
Если имеется биголоморфное отображение ростка одной гиперповерхности вида v =

ur(σ|z|2), где r′(0) = 1, на другую такую гиперповерхность, оставляющее начало коор-
динат на месте, то, как это следует из анализа младших компонент возникающего при
этом соотношения, набор (σ, r2, r3) инвариантен. А этого достаточно, чтобы различать
все гиперповерхности, имеющие не менее, чем трехмерную алгебру автоморфизмов. Т.е.
гиперповерхности могут быть эквивалентны только в случае, если они попали в один
класс по размерности алгебры Ли и имеют совпадающий набор значений определяющих
параметров.

Рассмотрим теперь определяющие функции , имеющие при t = 0 нуль кратности s,
большей, чем единица. Такую гиперповерхность локально можно задать уравнением

v = ur(|z|2) = u(σts + rs+1(t
s) + . . . ).

Подстановка в (4) значения z̄ = 0 с учетом того, что g(0, 0) = 0, дает

g(z, w) = b(w)w, причем Im b(u) = 0. (17)

Запишем f в виде

f(z, w) = c(w)z + f̃(z, w), где f̃(z, w) =
∑

fj(w)wj при j = 0, 2, 3, . . . (18)

Подставляя это в L = 0, видим, что пара функций (b, c) входит только в диагональные
члены (т.е. бистепеней (m,m)), а f̃ — только в недиагональные. Равенство нулю внедиа-
гональной части L = 0 после деления на 2r′(|z|2)|z|4 дает

Re

(
f̃(z, w)

z

)
= 0 на Γ.

Поскольку Γ в общей точке невырождена, то обращение в ноль вещественной части меро-
морфной функции означает, что эта функция — мнимая константа, откуда, в силу выбора
f̃ , получаем, что f̃ = 0. Диагональная часть — это условие на (b, c). Если b(w) =

∑
bjw

j,
c(w) =

∑
cjw

j — решение, то любая пара b(w) = bn+1w
n+1, c(w) = cnw

n — тоже решение.
Соответствующее поле имеет вид

2 Re

(
cnw

nz
∂

∂z
+ bn+1w

n+1 ∂

∂w

)
. (19)
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Значению b(w) = b0 соответствует c(w) = 0, но эта пара дает известное поле 2 Re
(
b0w

∂
∂w

)
.

Если в паре (bn+1, cn) значение bn+1 = 0, из условия L = 0 следует, что cn = 0, поэтому,
будем считать, что вещественное число bn+1 6= 0. После деления, можем полагать, что
bn+1 = 1, при этом cn = K + iM . В результате, после подстановки σ|z|2 = t соотношение
принимает вид

(1 + r(t)2 sin(nφ(t)) = 2r′(t)t(K cos(nφ(t)) −M sin(nφ(t)). (20)

Если здесь n = 0, то K = 0 и поле приобретает вид

2 Re

(
iMz

∂

∂z
+ w

∂

∂w

)
,

что представляет собой комбинацию двух известных полей вида (2). Поэтому полагаем
n > 0. Интегрируя уравнеие (20), получаем

2
K

n
ln(sin(nφ(t))) − 2Mφ(t) = ln(Ct), где C = const,

или

sin(nφ(t)) = (Ct)
n

2K exp

(
Mn

K
φ(t)

)
.

Сравнивая младшие члены разложения правой и левой части, получаем

nts = C
n

2K t
n

2K ,

откуда получаем, что K = n
2s

, а C = n
1
s . В результате чего соотношение принимает вид

sin(nφ(t)) = nts exp(2Msφ(t)). (21)

Поскольку функция r(t), а вместе с ней и φ(t) = arctg(r(t)) имеет в начале координат
ноль кратности s, то φ можно записать как φ(t) = ψ(ts), где ψ имеет разложение

ψ(τ) = τ +
ψ2

2!
τ 2 +

ψ3

3!
τ 3 + . . . (22)

Тогда уравнение, которое определяет ψ и соответственно r, можно записать в виде

sin(nψ(τ)) = nτ exp(2Msψ(τ)). (23)

Это неявное соотношение позволяет для любого фиксированного набора (s ≥ 2, n ≥
1,M ∈ R) рекуррентно вычислять коэффициенты разложения ψ = ψ(τ, s, n,M):

ψ2 = 4Ms, ψ3 = 36(Ms)2 + n2, . . . (24)

Если в уравнении на ψ заменить 2Ms на ψ2

2
, то получим соотношение

sin(nψ(τ)) = nτ exp

(
ψ

2
ψ(τ)

)
, (25)

которое в точности совпадает с уравнением (7) на φ при s = 1 и позволяет однозначно
определить функцию ψ(t) = ψ(t, s, n, ψ2).
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Если имеет место равенство ψ(τ, s1, n1,M1) = ψ(τ, s2, n2,M2), то это означает, что s2 =
s1, т.к. это кратность нуля, что M2 = M1, т.к. ψ2 = 4Ms; и что n2 = n1, т.к. ψ3 =
36(Ms)2 +n2. Нетрудно показать, что набор (σ, s, ψ2, ψ3) биголоморфно инвариантен, а он
различает все полученные гиперповерхности.

Итак, для любого фиксированного набора (σ, s ≥ 2, n ≥ 1,M ∈ R) существует един-
ственная гиперповерхность вида v = ur(|z|2), которая имеет трехмерную алгебру Ли и
которая удовлетворяет данным этого набора. А именно гиперповерхность

v = u tg(σψ(|z|2s)), где ψ = ψ(t, s, n, ψ2). (26)

При этом третье поле имеет вид

X3 = 2 Re

(
2n+ iψ2

4s
zwn

∂

∂z
+ wn+1 ∂

∂w

)
.

Все прочие гиперповерхности вида v = ur(|z|2), где функия r имеет при t = 0 ноль
конечной кратности большей, чем один, имеют двумерную алгебру Ли. Гиперповерхности
вида v = ur(σ|z|2) эквивалентны только при полном совпадении наборов параметров
(σ, s, n, ψ2).

Чтобы добиться единообразия как при s > 1, так и при s = 1, можно и исходное ура-
нение записывать в виде v = ur(σ|z|2s), где r(τ) = t+ r2

2
τ 2 + . . . , тогда r(τ) = tg(ψ(τ)), и

при этом ψ2 = r2 и полученный результат естественно объединяется со случаем (B) при
s = 1. Т.е. удобно считать, что этот случай содержит дополнительный параметр s, кото-
рый принимает как значение s = 1, так и s = 2, 3, . . . и описывает все гиперповерхности
с трехмерной алгеброй Ли.

3 Итоги

Гиперповерхность Γ = {v = ur(|z|2)} эквивалентна гиперплоскости в том и только том
случае, когда r постоянна. В этом случае aut Γ0 - бесконечномерна.

Пусть σ — это параметр, который принимает два значения ±1. Тогда все гиперповерх-
ности указанного вида с конечномерными симметриями распадаются на четыре типа.

(AB) Пятимерную алгебру Ли имеют гиперповерхности вида Γ = {v = ur(σ|z|2)} с

r(t) = tg

(
1

2m
arcsin(2mt)

)
при m = 1, 2, 3 . . .

Три дополнительных поля имеют вид

X3 = 2 Re

(
mzw2m ∂

∂z
+ w2m+1 ∂

∂w

)
,

X4 = 2 Re

(
wm(1 + 2imz2)

∂

∂z
+ 2izwm+1 ∂

∂w

)
,

X5 = 2 Re

(
wm(i+ 2mz2)

∂

∂z
+ 2zwm+1 ∂

∂w

)
.

При этом все пять полей попали в стабилизатор, причем четыре из них обращаются в ноль
на прямой w = 0. Это означает, что порожденные полями (X2, X3, X4, X5) преобразования
оставляют каждую точку этой прямой неподвижной.
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Поверхность этой серии кодируется дискретной парой (σ,m).
(A) Четырехмерную алгебру Ли имеют гиперповерхности вида Γ = {v = ur(σ|z|2)} с

r(t) = tg

(
− 1

r2
ln(1 − r2t)

)
, где r2 6= 0 или r(t) = tg(t).

При этом два дополнительных поля имеют вид

X3 = 2 Re

(
(1 − r2z

2)
∂

∂z
+ 2izw

∂

∂w

)
,

X4 = 2 Re

(
i(1 + r2z

2)
∂

∂z
+ 2zw

∂

∂w

)
.

Причем стабилизатор двумерный, порождается (X1, X2). Орбита начала координат —
это особая прямая: w = 0.

Поверхность этой серии кодируется парой (σ, r2), где r2 - вещественный параметр.
(B) Трехмерную алгебру Ли имеют гиперповерхности вида Γ = {v = ur(σ|z|2)}, такие,

что r(t) = tg(φ(ts)), где φ — это решение неявного соотношения

sin(nφ(t)) = nt exp
(r2

2
φ(t)

)

при условии, что либо s > 1, либо n — нечетное положительное число, либо r2 = 0. При
этом третье поле имеет вид

X3 = 2 Re

(
2n+ ir2

4s
zwn

∂

∂z
+ wn+1 ∂

∂w

)

и содержится в стабилизаторе, который в этом случае совпадает с полной алгеброй.
Поверхность этой серии кодируется дискретным набором (σ, s, n) и вещественным па-

раметром r2.
(O) Все прочие гиперповерхности такого вида имеют двумерную алгебру Ли, оба поля

лежат в стабилизаторе.

Таким образом, всегда имеет место оценка

dim autΓ0 ≤ 5 , причем если r′(0) = 0 , то dim autΓ0 ≤ 3.

Такая же оценка остается и для стабилизаторов

dim aut0 Γ0 ≤ 5 , причем если r′(0) = 0 , то dim aut0 Γ0 ≤ 3.

Гиперповерхности из списков (AB), (A), (B) могут быть эквивалентны только при
полном совпадении набора определяющих параметров.

Наличие серии гиперповерхностей (AB) с пятимерной алгеброй показывает, что на-
личие пятимерного стабилизатора еще не означает, что росток сферичен. Но если
вопрос задать иначе: «Верно ли, что полную восьмимерную алгебру имеет только сфе-
ра?», то ответа на него у нас нет.
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Все поля из алгебры aut Γ являются полиномиальными и, тем самым, определены во
всем пространстве C2. Соответствующие дифференциальные уравнения интегрируются в
многозначных элементарных функциях. Причем во всех случаях, за исключением X4 иX5

в (AB) это действие дается явным выражением, а для этих полей действие определяется
из неявного уравнения в элементарных функциях.

Смена знака σ не отражается на алгебре Ли, т.е.

aut{v = u(|z|2)} = aut{v = u(−|z|2)}

и эти гиперповерхности — две разных орбиты действия одной локальной группы.
Все гиперповерхности серий (AB) и (A) сферичны вне прямой вырождения w = 0.

Все гиперповерхности серии (B) в точке общего положения однородны и попадают, тем
самым, в список Э.Картана.

(AB) — это дискретная серия и таким образом она нуль-мерна, (A) и (B) содержат
однопараметрические семейства, тип (O) имеет бесконечную размерность.

И последнее. Эти четыре типа гиперповерхностей поразительно напоминают извест-
ную классификацию людей по группам крови: (O), (A), (B), (AB). Следует отметить, что,
как и в случае с гиперповерхностями типа (AB), группа крови (AB) является самой ред-
кой. А если к четырем классам добавить наш параметр σ, который, как и резус-фактор
Rh, принимает значение ±, то аналогия становится полной.

4 Ситуация в C3

Если Γ — вещественная гиперповерхность в C3, то что можно сказать о размерности
aut Γξ? Если росток Леви-невырожденный, то как это следует из [2] эта размерность не
превосходит 15. Поэтому даже если росток вырожден, но представляющая его гиперпо-
верхность Леви-невырождена в общей точке, а у нас есть 16 полей, то они обязаны быть
линейно зависимыми. Т.е. мы получаем, что и в этом случае размерность не выше 15-ти.
И вообще, если речь идет о полной алгебре, то оценку размерности можно проводить в
точке общего положения. Причем если у нас есть хотя бы 5 независимых полей, то в точ-
ках, где они линейно независимы, как касательные вектора, гиперповерхность локально
однородна. Т.е. если мы интересуемся ростками с автоморфизмами размерности 5 и вы-
ше, то можно говорить только об однородных (в точке общего положения) ростках. Если
при этом в общей точке есть несферичность (т.е. неэквивалентность одной их двух невы-
рожденных гиперквадрик), то, как показал Лобода [7], размерность не превосходит 8.
Если в общей точке форма Леви однородной гиперповерхности имеет вырождение ранга
один, то такой росток попадает в список Фелса и Каупа [8], и размерность не превосходит
10. Если форма Леви имеет ранг ноль (если на открытом подмножестве — значит, и по-
всюду), то гиперповерхность локально эквивалентна гиперплоскости и ее автоморфизмы
бесконечномерны.

Итак, альтернатива такова: либо размерность бесконечна и это гиперплоскость,
либо она не выше 15-ти.

Алгебру Ли размерности 15 имеют обе гиперквадрики, т.е.

Imw = |z1|2 + |z2|2 и Imw = |z1|2 − |z2|2

Стабилизатор каждой гиперквадрики имеет размерность 10.
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Единственная невырожденная несферическая гиперповерхность из списка Лободы,
имеющая 8-мерные автоморфизмы, это

v = (z1z̄2 + z2z̄1) + |z1|4

— поверхность Винкельмана. Ее стабилизатор имеет размерность 3.
Световой конус:

(Imw)2 = (Im z1)
2 + (Im z2)

— единственная гиперповерхность из списка Фелса и Каупа, имеющая 10-мерные авто-
морфизмы. Она имеет 5-мерный стабилизатор.

Можно задать ряд вопросов.

• Существуют ли ростки со стабилизаторами размерностей от 11 до 15?

• Верно ли, что если стабилизатор 10-мерный, то росток сферичен?

• Верно ли, что что полную 15-мерную алгебру имеют только сферические ростки?

Если гиперповерхность имеет конечный тип, то ее уравнение можно записать в виде

Γ = {Imw = Pm(z1, z̄1, z2, z̄2) +O(m+ 1)}, (27)

где P — ненулевая однородная форма степениm от своих 4 переменных без гармонических
членов, а O(m+ 1) — это члены веса m+ 1 и выше. Гиперповерхность

Q = {Imw = Pm(z1, z̄1, z2, z̄2)}

является модельной по отношению к гиперповерхностям вида (27). Имеется канониче-
ское точное представление aut0 Γ0 в aut0Q0. Поэтому было бы любопытно выяснить ка-
кие значения может принимать размерность aut0Q0 для различных форм Pm, каково ее
максимально возможное значение и на каких формах реализуется этот максимум.

Эта работа была завершена в Канберре, в Национальном австралийском университе-
те, куда автор был любезно приглашен профессором А.Исаевым. Во время работы над
статьей автор имел полезные обсуждения с А.Исаевым и И.Коссовским, за что он им
искренне благодарен. Когда эта работа готовилась к печати, автору стало известно, что
проф. Ламель из Венского университета также готовит публикацию по гиперповерхно-
стям бесконечного типа в C2. Было бы интересно сравнить его результаты с теми, что
получены в этой работе.
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Модули гладкости положительных порядков

функций из пространств Lp, 1 ≤ p ≤ ∞1

Потапов М.К.2, Симонов Б.В.3

В работе систематизированы основные свойства модулей гладкости положительных
порядков функций из пространств Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Доказательства этих свойств
основаны на конструктивной характеристике модуля гладкости.

В работе [1] систематизированы свойства модулей гладкости положительных порядков
функций из пространств Lp, где 1 < p < ∞. В этой работе систематизируются основные
свойства модулей гладкости положительных порядков функций из пространств Lp, где
1 ≤ p ≤ ∞. Подчеркнем, что приводимые ниже доказательства этих свойств основаны на
конструктивной характеристике модуля гладкости.

1 Определения и вспомогательные утверждения

Обозначим через:

• Lp, 1 ≤ p ≤ ∞,− множество 2π−периодических функций одной переменной x,
которые

для 1 ≤ p <∞ измеримы и ||f ||p =

(
2π∫
0

|f(x)|pdx
) 1

p

<∞,

а для p = ∞ непрерывны и ||f ||p = max
0≤x≤2π

|f(x)|;

• L0
p− множество функций f ∈ Lp, таких, что

2π∫
0

f(x)dx = 0;

• sn(f)− частичную сумму ряда Фурье функций f ∈ Lp, то есть

sn(f) =
1

π

2π∫

0

f(x+ t)
sin(n+ 1

2
)t

2 sin t
2

dt; n = 0, 1, 2, ...;

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 09-01-00175а) и программы поддержки ведущих
научных школ (проект № НШ-32-52-2010.1).

2Потапов Михаил Константинович, mkpotapov@mail.ru, профессор кафедры теории функций и функ-
ционального анализа, механико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.

3Симонов Борис Витальевич, simonov-b2002@yandex.ru, доцент, Волгоградский государственный тех-
нический университет.
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• Vl(f)− сумму Валле-Пуссена ряда Фурье функции f(x), то есть

V0(f) = s0(f), Vl(f) =
1

l

(
sl(f) + ... + s2l−1(f)

)
, l = 1, 2, ...;

• f (ρ)− производную в смысле Вейля функции f(x) порядка ρ (ρ > 0);

• En(f)p− наилучшее приближение функции f ∈ Lp при помощи тригонометрических
полиномов Tn(x) порядка не выше, чем n (n = 0, 1, 2, ...)), то есть En(f)p = inf

Tn

||f −
Tn||p;

• W
(α)
p − множество функций f ∈ L0

p таких, что их производные в смысле Вейля

f (α) ∈ L0
p.

Для функции f ∈ Lp определим разность положительного порядка α следующим об-
разом:

∆α
h(f) =

∞∑

ν=0

(−1)ν
(
α

ν

)
f(x+ (α− ν)h),

где
(
α
ν

)
= 1 для ν = 0,

(
α
ν

)
= α для ν = 1,

(
α
ν

)
= α(α−1)...(α−ν+1)

ν!
для ν ≥ 2.

Обозначим через ωα(f, δ)p− модуль гладкости положительного порядка α, то есть

ωα(f, δ)p = sup
|h|≤δ

||∆α
h(f)||p.

К-функционалом функции f ∈ L0
p будем называть величину

K(f, δ, α, p) = inf
g∈W (α)

p

[
||f − g||p + δα||g(α)||p

]
.

Для неотрицательных функционалов F (f, δ) и G(f, δ) будем писать, что F (f, δ) ≪
G(f, δ), если существует положительная постоянная C, не зависящая от f и δ, такая, что
F (f, δ) ≤ CG(f, δ). Если одновременно F (f, δ) ≪ G(f, δ) и G(f, δ) ≪ F (f, δ), то будем
писать, что F (f, δ) ≍ G(f, δ).

Лемма 1.1. [2] Пусть f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, n = 0, 1, 2, .... Тогда

||Vn(f)||p ≪ ||f ||p.

Лемма 1.2. [3] Пусть α > 0. Тогда

∞∑

ν=0

(−1)ν
(
α

ν

)
= 0.

Лемма 1.3. [3] Пусть f ∈ L0
p, g ∈ L0

p, 1 ≤ p ≤ ∞, α > 0, β > 0. Тогда
(a) ∆α

h(f + g) = ∆α
h(f) + ∆α

h(g);
(b) ∆α

h∆
β
h(f)) = ∆α+β

h (f);
(c) ||∆α

h(f)||p ≪ ||f ||p.
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Лемма 1.4. [3] Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, α > 0, Tn− тригонометрический полином порядка
не выше, чем n (n ∈ N). Тогда

(a) для любого h : 0 < |h| ≤ π
n
, справедливо неравенство

||∆α
hTn||p ≪ n−α||T (α)

n ||p;
(b) справедливо неравенство

||T (α)
n ||p ≪ nα||∆α

π
n
Tn||p.

Лемма 1.5. [2] Пусть f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, k ∈ N, n = 0, 1, .... Тогда

||f − Vn(f)||p ≪ En(f)p ≪ ωk

(
f,

1

n+ 1

)

p

.

Лемма 1.6. [4] Пусть f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, α > 0, m = 0, 1, .... Тогда

||V2m+1(f) − V2m(f)||p ≪ 2−mα||V (α)
2m+1(f) − V

(α)
2m (f)||p.

Лемма 1.7. [3] Пусть Tn(x)− тригонометрический полином порядка n
(n = 1, 2, ...), 1 ≤ p ≤ ∞. Тогда

||T (α)
n ||p ≪ (n + 1)α||Tn||p.

2 Конструктивная характеристика модуля гладкости

Теорема 2.1. Пусть f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, α > 0, n ∈ N. Тогда

ωα

(
f,

π

2n− 1

)

p

≍ n−α||V (α)
n (f)||p + ||f − Vn(f)||p. (2.1)

Доказательство. Применяя свойства нормы, для любых h и n ∈ N имеем

||∆α
h(f)||p ≤ ||∆α

h(Vn(f))||p + ||∆α
h(f − Vn(f))||p = J1 + J2.

Применяя лемму 1.3 (с), получим, что

J2 ≪ ||f − Vn(f)||p.

Применяя лемму 1.4 (а), для любых h таких, что 0 < |h| ≤ π
2n−1

, получим, что

J1 ≪ n−α||V (α)
n (f)||p.

Следовательно, для любых h (0 < |h| ≤ π
2n−1

), имеем

||∆α
h(f)||p ≪ n−α||V (α)

n (f)||p + ||f − Vn(f)||p.

Отсюда и следует оценка сверху в соотношении (2.1).
Докажем теперь оценку снизу в соотношении (2.1).
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Применяя лемму 1.5, имеем

A1 = ||f − Vn(f)||p ≪ ω[α]+1

(
f,

1

n + 1

)

p

.

Применяя свойства модуля гладкости натурального порядка, получим, что

A1 ≪ ω[α]+1

(
f,

π

2n− 1

)

p

.

Применяя лемму 1.3 (b) и (с), получаем, что

A1 ≪ sup
|h|≤ π

2n−1

||∆[α]+1−α
h

(
∆α
h(f)

)
||p ≪ sup

|h|≤ π
2n−1

||∆α
h(f)||p = ωα

(
f,

π

2n− 1

)

p

.

Применяя лемму 1.4 (b), имеем

A2 = ||V (α)
n (f)||p ≪ nα||∆α

π
2n−1

(Vn(f))||p.

Применяя лемму 1.1, получим

A2 ≪ nα||(Vn∆α
π

2n−1
(f))||p ≪ nα||∆α

π
2n−1

(f)||p ≪ nαωα

(
f,

π

2n− 1

)

p

.

Таким образом, имеем

||f − Vn(f)||p + n−α||V (α)
n (f)||p = A1 + n−αA2 ≪ ωα

(
f,

π

2n− 1

)

p

.

И тем самым доказана оценка снизу в соотношении (2.1).
Теорема 2.1 доказана.

Отметим, что теорема 2.1 содержится в работах [4]-[5].

3 Эквивалентность модуля гладкости и К-

функционала

Теорема 3.1. Пусть f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, α > 0, 0 < δ ≤ π. Тогда

ωα(f, δ)p ≍ K(f, δ, α, p). (3.1)

Доказательство. Для любого δ ∈ (0, π] найдется натуральное число n такое, что π
2n+1

<

δ ≤ π
2n−1

. Если f ∈ L0
p, то Vn+1(f) ∈W

(α)
p . Поэтому

K(f, δ, α, p) ≪ ||f − Vn+1(f)||p + δα||V (α)
n+1(f)||p ≪

≪ ||f − Vn+1(f)||p + (n+ 1)−α||V (α)
n+1(f)||p.

Применяя теорему 2.1, а затем определение модуля гладкости, отсюда получаем, что

K(f, δ, α, p) ≪ ωα

(
f,

π

2n+ 1

)

p

≪ ωα(f, δ)p,

103



Раздел 2. Теория функций и функциональный анализ

и тем самым доказана оценка снизу в соотношении (3.1).
Теперь докажем оценку сверху в соотношении (3.1).

Рассмотрим любую функцию g ∈W
(α)
p . Тогда, применяя лемму 1.3 (а), имеем

ωα(f, δ)p ≪ ωα(f − g, δ)p + ωα(g, δ)p = I1 + I2.

Применяя лемму 1.3 (с), получим, что

I1 ≪ ||f − g||p.
Теперь оценим I2. Для любого δ ∈ (0, π] найдется целое натуральное число m такое,

что π
2m+2−1

< δ ≤ π
2m+1−1

.

Рассмотрим I3 = ωα

(
g, π

2m+1−1

)

p

.

Применяя лемму 1.3 (а) и (с), имеем

I3 ≪ ωα

(
g − V2m(g),

π

2m+1 − 1

)

p

+ ωα

(
V2m(g),

π

2m+1 − 1

)

p

≪

≪ ||g − V2m(g)||p + sup
|h|≤ π

2m+1−1

||∆α
h(V2m(g))||p = i21 + i22.

Применяя лемму 1.4 (а), а затем лемму 1.1, для всех h таких, что 0 < |h| ≤ π
2m+1−1

,
получим, что

i22 ≪ 2−mα||V (α)
2m (g)||p = 2−mα||V2m(g(α))||p ≪ 2−mα||g(α)||p.

Применяя леммы 1.6 и 1.1, получим, что

i21 ≪
∞∑

ν=m

||V2ν(g) − V2ν+1(g)||p ≪
∞∑

ν=m

1

2να
||
(
V2ν (g) − V2ν+1(g)

)(α)||p ≪

≪
∞∑

ν=m

1

2να
||
(
V2ν (g(α)) − V2ν+1(g(α))

)
||p ≪ 2−mα||g(α)||p.

Объединяя оценки для i21 и i22, имеем

I3 ≪ 2−mα||g(α)||p.
Так как по определению модуля гладкости

ωα(g, δ)p ≪ ωα

(
g,

π

2m+1 − 1

)

p

,

то получим, что
I2 ≪ 2−mα||g(α)||p ≪ δα||g(α)||p.

Объединяя оценки для I1 и I2, имеем

ωα(f, δ)p ≪ ||f − g||p + δα||g(α)||p.

Так как последнее неравенство справедливо для любых функций g ∈W
(α)
p , то из него

следует неравенство
ωα(f, δ)p ≪ K(f, δ, α, p),

и тем самым доказана оценка сверху в соотношении (3.1).
Теорема 3.1 доказана.

Отметим, что теорема 3.1 содержится в работах [6], [8].
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4 Основные свойства модуля гладкости

Теорема 4.1. Пусть f ∈ L0
p, g ∈ L0

p, 1 ≤ p ≤ ∞, f(x) имеет ряд Фурье
∞∑
ν=1

aν cos νx +

bν sin νx, β > α > 0, k ∈ N, n = 0, 1, .... Тогда
(1) ωα(f, 0)p = 0,
(2) ωα(f + g, δ)p ≪ ωα(f, δ)p + ωα(g, δ)p,
(3) ωα(f, δ)p ≪ ωα(f, t)p, если 0 < δ < t,

(4) ωα(f,t)p

tα
≪ ωα(f,δ)p

δα , если 0 < δ < t ≤ π,
(5) ωα(f, λδ)p ≪ (λ+ 1)αωα(f, δ)p, если λ > 0,

(6) En(f)p ≪ ωα
(
f, 1

n+1

)
p
≪ 1

(n+1)α

n+1∑
ν=1

να−1Eν−1(f)p, (4.1)

(7) ωβ(f, δ)p ≪ ωα(f, δ)p, если δ > 0,

(8) ωα(f,δ)p

δα ≪ ωβ(f,δ)p

δβ , если 0 < δ ≤ π,

(9) 2−αn||V (α)
2n (f)||p ≪ ωα

(
f, 1

2n

)
p
≪

∞∑
ν=n

2−αν ||V (α)
2ν (f)||p,

(10) |ak| + |bk| ≪ ωα
(
f, 1

k
)p ≪ k−α

k∑
ν=1

(
|aν | + |bν |

)
να +

∞∑
ν=k+1

|aν | + |bν |.

Доказательство. Свойства (1), (2) и (3) следуют из лемм 1.2 и 1.3 (а) и определения
модуля гладкости. Докажем свойство (4).

Применяя теорему 3.1, имеем

ωα(f, t)p
tα

≍ K(f, t, α, p)

tα
≪ K(f, δ, α, p)

δα
≍ ωα(f, δ)p

δα
,

что и доказывает справедливость свойства (4).
Свойство (5) следует из свойств (3) и (4).
Докажем свойство (6). Сначала рассмотрим случай, когда n ≥ 1, тогда либо n = 2m,

либо n = 2m− 1, где m ∈ N. Поэтому из определения En(f)p следует, что

J = En(f)p ≪ E2m−1(f)p ≪ ||f − Vm(f)||p.

Применяя теорему 2.1, имеем

J ≪ ωα

(
f,

π

2m− 1

)

p

.

Применяя свойство (4) модуля гладкости, получим, что

J ≪ ωα

(
f,

1

n+ 1

)

p

,

и тем самым в этом случае левое из неравенств (4.1) доказано.
Теперь рассмотрим случай n = 0. Из определения En(f)p и свойств нормы функции

следует, что

A = E0(f)p ≪ ||f − V0(f)||p ≪ ||f − V1(f)||p + ||V1(f) − V0(f)||p = A1 + A2.

Так как V0(f) = S0(f) = 0, V1(f) = S1(f) и V
(2k)
1 (f) = (−1)kV1(f), то A2 = ||V (2k)

1 (f)||p,
где 2k > α (k ∈ N).
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Поэтому
A≪ ||f − V1(f)||p + ||V (2k)

1 (f)||p.
Применяя теорему 2.1, имеем

A≪ ω2k(f, π)p.

Применяя теперь сначала лемму 1.3 (а) и (с), а затем свойство (4) модуля гладкости,
получим, что

ω2k(f, π)p = sup
|h|≤π

||∆2k−α
h (∆α

h(f))||p ≪ sup
|h|≤π

||∆α
h(f)||p = ωα(f, π)p ≪ ωα(f, 1)p.

И тем самым и в этом случае левое из неравенств (4.1) доказано.
Теперь докажем правое из неравенств (4.1).
Для любого n = 0, 1, ... найдется целое неотрицательное число m такое, что

2m+1 − 1 ≤ n + 1 < 2m+2 − 1. Применяя свойство (3) модуля гладкости, а затем теорему
2.1, имеем

J = ωα

(
f,

1

n+ 1

)

p

≪ ωα

(
f,

π

2m+1 − 1

)

p

≪ ||f − V2m(f)||p + 2−mα||V (α)
2m (f)||p = j1 + j2.

Применяя лемму 1.5, получим, что

j1 ≪ E2m(f)p.

Так как V0(f) = 0, то

A2 = ||V (α)
2m (f)||p ≪

m∑

µ=0

||V (α)
2µ (f) − V

(α)
[2µ−1](f)||p.

Применяя лемму 1.7, имеем

A2 ≪
m∑

µ=0

2µα||V2µ(f) − V[2µ−1](f)||p.

Применяя лемму 1.5, получим, что

A2 ≪
m∑

µ=0

2µαE[2µ−1](f)p.

Откуда следует, что

j2 ≪ 2−mα
m∑

µ=0

2µαE[2µ−1](f)p.

Но тогда

J ≪ 2−mα
m+1∑

µ=0

2µαE[2µ−1](f)p ≪
1

(n+ 1)α

n+1∑

ν=1

να−1Eν−1(f)p.

И тем самым правое из неравенств (4.1) доказано.
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Докажем свойство (7). Применяя лемму 1.3 (а) и (с), имеем

ωβ(f, δ)p = sup
|h|≤δ

||∆β−α
h (∆α

h(f))||p ≪ sup
|h|≤δ

||∆α
h(f)||p = ωα(f, δ)p,

что и требовалось доказать.
Докажем свойство (8). Для любого δ ∈ (0, π] существует натуральное число n такое,

что π
n+1

< δ ≤ π
n
. Применяя свойство (4) модуля гладкости, имеем

A =
ωα(f, δ)p

δα
≪ nαωα

(
f,

1

n+ 1

)

p

.

Применяя правое из неравенств (4.1), получим, что

A≪
n+1∑

ν=1

να−1Eν−1(f)p.

Теперь, применяя левое из неравенств (4.1), имеем

A≪
n+1∑

ν=1

να−1ωβ

(
f,

1

ν

)

p

=
n+1∑

ν=1

να−β−1
ωβ
(
f, 1

ν

)
p

( 1
ν
)β

.

Наконец, применяя свойства (4) и (3) модуля гладкости, получим, что

A≪
ωβ
(
f, 1

n+1

)
p

( 1
n+1

)β

n+1∑

ν=1

να−β−1 ≪
ωβ
(
f, π

n+1

)
p

( π
n+1

)β
≪ ωβ(f, δ)p

δβ
,

что и требовалось доказать.
Докажем свойство (9). Левое из неравенств (9) следует из теоремы (2.1). Докажем

правое неравенство. Применяя свойство (4) модуля гладкости, а затем теорему 2.1, имеем

J = ωα

(
f,

1

2n

)

p

≪ ωα

(
f,

π

2n+1 − 1

)

p

≪ 2−nα||V (α)
2n (f)||p + ||f − V2n(f)||p ≪

≪ 2−nα||V (α)
2n (f)||p +

∞∑

ν=n

||V2ν (f) − V2ν+1(f)||p.

Применяя лемму 1.6, получим, что

J ≪ 2−nα||V (α)
2n (f)||p +

∞∑

ν=n

2−να||V (α)
2ν (f) − V

(α)
2ν+1(f)||p ≪

∞∑

ν=n

2−να||V (α)
2ν (f)||p,

что и требовалось доказать.
Докажем свойство (10). Так как

ak =
1

π

2π∫

0

f(x) cos kxdx =
1

π

2π∫

0

(
f(x) − Tk−1(x)

)
cos kxdx

для тригонометрического полинома Tk−1 степени не выше, чем k − 1, являющегося
полиномом наилучшего приближения для f(x) ∈ Lp, то есть такого, что Ek−1(f)p = ||f −
− Tk−1||p, то |ak| ≪ Ek−1(f)p.
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Применяя свойства (6) и (4) модуля гладкости, получим, что

|ak| ≪ ωα

(
f,

1

k

)

p

.

Аналогично доказывается, что

|bk| ≪ ωα

(
f,

1

k

)

p

.

Из этих двух неравенств следует справедливость левого неравенства (10).
Теперь докажем правое. Применяя свойство 4 модуля гладкости и теорему 2.1, имеем

J = ωα

(
f,

1

k

)

p

≪ ωα

(
f,

π

2k − 1

)

p

≪ k−α||V (α)
k (f)||p + ||f − Vk(f)||p = J1 + J2.

Применяя лемму 1.5, получим, что

J2 ≪ Ek(f)p ≪ ||f − Sk(f)||p ≪
∞∑

ν=k+1

|aν | + |bν |.

Очевидно также, что

J1 ≪ k−α
2k−1∑

ν=1

(
|aν | + |bν |

)
να.

Из двух последних неравенств следует справедливость правого неравенства (10).
Теорема 4.1 доказана полностью.

Отметим, что часть свойств модуля гладкости, приведенных в теореме 4.1, содержатся
в работах [3] - [8].

Замечание. Используя свойства 3 и 4 модуля гладкости, можно в теореме 2.1 заменить
ωα
(
f, π

2n−1

)
p

на ωα
(
f, 1

n

)
p
.
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О максимальной топологии сходимости в

полуупорядоченном пространстве1

Федоров В.М.2

В этой статье изучаются максимальные топологии в полуупорядоченном простран-
стве, определяемые порядковой, относительно равномерной и порядково ограничен-
ной сходимостью. Эти топологии являются аффинными. Доказывается, что при усло-
вии звездной регулярности соответствующая топологическая сходимость в макси-
мальной топологии равносильна звездной сходимости. Устанавливаются достаточные
условия, при которых топологии будут линейными. Дается также описание тополо-
гий при помощи индуктивного предела.

Введение

В линейном полуупорядоченном пространстве отношение порядка служит источником
различных топологий [1], вообще говоря, не согласованных с его линейной структурой.
Они интересны в том смысле, что определяются при помощи отношения порядка. Сре-
ди этих топологий существует «естественная», которая является максимальной в решет-
ке топологий по отношению к порядковой сходимости. Она называется порядковой то-
пологией. Если в архимедово полуупорядоченном пространстве порядковая сходимость
звездно регулярна, то удается установить точную связь между порядковой сходимостью
и сходимостью в порядковой топологии. При этом условии порядковая топология будет
хаусдорфовой в соответствующем факторпространстве.

В первом параграфе статьи вводятся основные обозначения, используемые в дальней-
шем. Во втором параграфе определяются понятия аффинной топологии и топологиче-
ского аффинного пространства, а также доказываются основные их свойства. В тополо-
гическом аффинном пространстве линейные операции раздельно непрерывны, однако не
обязаны быть непрерывными по совокупности переменных. В этой топологии определя-
ются понятия порядковой факторзвездности и топологической ограниченности, а также
устанавливается их критерий.

В третьем параграфе в линейном полуупорядоченном пространстве вводится понятия
порядковой и относительно равномерной сходимости, а также устанавливаются основные
их свойства. При помощи теоремы 1 в каждом линейном пространстве сходимости можно
определить максимальную аффинную топологию, как сильнейшую топологию, для кото-
рой всякая сходящаяся сеть топологически сходится, а также минимальную аффинную
топологию, как слабейшую топологию, для которой всякая топологически сходящаяся

1Работа выполнена при поддержке по гранту РФФИ № 09-01-00175.
2Федоров Владимир Михайлович, vferdorov@rambler.ru, доцент кафедры теории функций и функци-

онального анализа, механико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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сеть сходится. Первая топология слабее второй и мы исследуем в основном первую топо-
логию порядковой сходимости. Сходимость в этой топологии, вообще говоря, не совпадает
со звездной порядковой сходимостью.

В четвертом параграфе вводится понятие регулярности порядковой и относительно
равномерной сходимости, а также устанавливаются их критерий и основные свойства.
В теореме 6 доказывается, что при условии звездной регулярности топологическая схо-
димость в максимальной топологии равносильна звездной сходимости и, следовательно,
полуупорядоченное пространство в этом случае является топологическим линейным про-
странством соответственно в порядковой топологии или в относительно равномерной то-
пологии.

В пятом параграфа показано, что порядково ограниченная топология в архимедо-
во полуупорядоченном пространстве совпадает с относительно равномерной топологией.
Далее мы устанавливаем, что порядково ограниченная топология архимедово полуупо-
рядоченного пространства с порядковой единицей является полунормированной. Отсюда
архимедово полуупорядоченное пространство с порождающим положительным клином,
но без порядковой единицы, является индуктивным пределом полунормированных про-
странств. Еще одно экстремальное свойство порядково ограниченной топологии состоит
в том, что в соответствующем факторпространстве она является сильнейшей среди всех
топологий, которые являются факторзвездными.

Следующие два примера показывают, что максимальная топология порядковой схо-
димости может быть нехаусдорфовой и несогласованной с линейной структурой.

Пример 1 (Флойд Е.). Пусть B[0, 1] обозначает множество ограниченных измеримых
функций f : [0, 1] → R относительно σ-алгебы множеств, обладающих свойством Бэра, т.е.
представимых в виде симметрической разности открытого множества и множества первой
категории. Введем отношение полупорядка: f(x) 6 g(x) при всех x ∈ [0, 1] за исключением
множества первой категории. Тогда порядковая сходимость последовательности функций
будет равносильна ее порядковой ограниченности и поточечной сходимости на отрезке
[0, 1] за исключением множества первой категории. Докажем, что порядковая топология
не является хаусдорфовой.

Пусть U0 — открытая окрестность нуля 0 и U1 — открытая окрестность единицы 1 в
порядковой топологии пространства B[0, 1] и {rn} = Q∩[0, 1] — множество всех рациональ-
ных чисел отрезка [0, 1]. Рассмотрим функции fn,m(x) = 1, если x ∈ (rn− 1/m, rn + 1/m),
и fn,m(x) = 0, если x /∈ (rn − 1/m, rn + 1/m). При каждом фиксированном n ∈ N эта
последовательность {fn,m} монотонно сходится fn,m ց 0 (m → ∞) к нулю за исклю-
чением одной точки. Поэтому найдется такое m1 ∈ N, что f1,m1 ∈ U0. Точно также
f1,m1 ∨ f2,m ց f1,m1 (m → ∞) за исключением одной точки, поэтому найдется такое
m2 ∈ N, что f1,m1 ∨ f2,m ∈ U0, и т.д. Пусть gn +

∨n
k=1 fk,mk

∈ U0 при всех n ∈ N. Тогда
последовательность {gn} ⊂ U0 и монотонно сходится gn ր 1 (n → ∞) к единице за ис-
ключением множества первой категории. Отсюда при некотором n ∈ N имеем gn ∈ U1.
Таким образом, любые окрестности нуля и единицы пересекаются U0 ∩ U1 6= ∅ и, значит,
порядковая топология пространства B[0, 1] не является хаусдорфовой.

Пример 2 (Смолянов О.Г.). Пусть K(R) — пространство непрерывных функций с ком-
пактным носителем на прямой R. Введем отношение порядка: f 6 g, если f(x) 6 g(x)
при всех x ∈ R. Порядковая сходимость последовательности функций в этом простран-
стве означает равномерную сходимость и ее порядковую ограниченность. Таким образом,
все функции сходящейся последовательности должны иметь носитель на одном компакте.
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Докажем, что порядковая топология не согласована с линейной структурой пространства
K(R).

Рассмотрим непрерывную функцию ϕ0(x) = 1, если x ∈ [−1, 1], ϕ0(x) = 0, если x /∈
[−2, 2], линейную на отрезках [−2,−1] и [1, 2]. Определим ψn,k(x) + 1

n
ϕ0(x) sin kx, ηn,k(x) +

1
k
ϕ0(x − n), ϕn,k(x) + ψn,k(x) + ηn,k(x) при n, k ∈ N. Пусть S = {ϕn,k} ⊂ K(R), T =

{(ψn,k, ηn,k)} ⊂ K(R) ×K(R) и F (ϕ, ψ) = ϕ+ ψ операция сложения в пространстве K(R).

Тогда F (T ) = S, при этом множество S порядково замкнуто в K(R), а замыкание T в
произведении K(R)×K(R) равно T = T∪(0, 0). Если бы операция сложения F была непре-
рывной, то F (T ) ⊂ F (T ) = S = S. Однако, как только что доказано F (0, 0) = 0 ∈ F (T ),
хотя 0 /∈ S. Таким образом, отображение F не является непрерывным и, следовательно,
порядковая топология не согласуется с линейной структурой пространства K(R).

1 Линейные полуупорядоченные пространства

Линейное пространство E над полем R, в котором определено рефлексивное и транзи-
тивное отношение полупорядка x 6 y, согласованное с линейной структурой, называется
полуупорядоченным пространством. Отношение эквивалентности x ∼ y, если x 6 y и
y 6 x, определяет подпространство Z ⊂ E, как множество элементов z ∈ E, эквивалент-
ных нулю z ∼ 0.

Множество положительных элементов x > 0 полуупорядоченного пространства E

образует клин K ⊂ E, т.е. выпуклое коническое множество, в котором Z будет наиболь-
шим подпространством. Если клин K ⊂ E является конусом, т. е. если его наибольшее
подпространство тривиально Z = 0, то мы получаем отношение порядка в пространстве
E, в котором, кроме того, будет выполняться аксиома антисимметричности: если x 6 y
и y 6 x, то x = y. В этом случае E называется упорядоченным пространством (см. [2,
стр. 26] и [3, стр. 258]).

Порядковым интервалом в пространстве E называется множество [x, y] + {z ∈ E |
x 6 z 6 y}. Если x 6 y не выполняется, интервал [x, y] = ∅ будет пустым множеством.
Всякий порядковый интервал [x, y] является выпуклым, а интервал вида [−x, x] — урав-
новешенным.

Множество A ⊂ E называется порядково ограниченным в E, если оно содержится в
некотором порядковом интервале A ⊂ [x, y]. Положительный элемент e ∈ K, для кото-
рого порядковый интервал [−e, e] является поглощающим множеством в E, называется
порядковой единицей.

Предложение 1. Пусть полуупорядоченное пространство E имеет положительный
клин K. Положительный элемент e ∈ K является порядковой единицей тогда и только
тогда, когда он является окруженной точкой клина K.

Действительно, если порядковый интервал [−e, e] является поглощающим, то для каж-
дого x ∈ E найдется δ > 0, такое, что λx ∈ [−e, e] при всех |λ| < δ. Следовательно, имеет
место неравенство −e 6 λx 6 e при всех |λ| < δ. Отсюда следует, что e+λx ∈ K при всех
|λ| < δ.

С другой стороны, если для каждого x ∈ E найдется δ > 0, такое, что выполняется
включение e+λx ∈ K при всех |λ| < δ, то имеют место неравенства e+λx > 0 и e−λx > 0
при всех |λ| < δ. Отсюда следует включение λx ∈ [−e, e] при всех |λ| < δ и, следовательно,
порядковый интервал [−e, e] является поглощающим.
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Множество A ⊂ E называется порядково выпуклым, если для всех x, y ∈ A выпол-
няется включение [x, y] ⊂ A. Множество or(A) +

⋃
x,y∈A[x, y], равное пересечению всех

порядково выпуклых множеств, содержащих A, называется порядково выпуклой оболоч-
кой множества A.

Множество A ⊂ B называется крайним множеством в множестве B линейного про-
странства E, если из принадлежности внутренней точки отрезка z = (1 − t)x + ty ∈ A,
соединяющего точки x, y ∈ B, вытекает принадлежность его крайних точек x, y ∈ A.
Крайние подмножества выпуклого множества называются его гранями. Легко видеть,
что подклин Γ ⊂ K является гранью клина K тогда и только тогда, когда из x, y ∈ K и
x+ y ∈ Γ следует, что x, y ∈ Γ .

Заметим, что линейное подпространство L ⊂ E в том и только в том случае явля-
ется порядково выпуклым, когда его пересечение Γ = L ∩ K с положительным клином
K является гранью этого клина. В частности, наибольшее подпространство Z ⊂ K по-
ложительного клина K является порядково выпуклым. Очевидно, что всякое порядково
выпуклое подпространство содержит наибольшее подпространство Z.

Определение 1. Мажорантой (минорантой) множества M ⊂ E называется такой эле-
мент y ∈ E, что x 6 y (x > y) при всех x ∈ M . Мажоранта (миноранта) множества M
называется верхней границей (нижней границей) M в полуупорядоченном пространстве
E.

Верхней sup(M) (нижней inf(M)) гранью множества M ⊂ E называется наименьшая
(наибольшая) верхняя (нижняя) граница множестваM , т.е. такая мажоранта (миноранта)
y ∈ E, что y 6 z (y > z) для любой другой мажоранты (миноранты) z ∈ E множества
M .

Заметим, что множество M ⊂ E в полуупорядоченном пространстве E может не иметь
ни одной верхней (нижней) границы, т.е. может быть неограниченным сверху (снизу). С
другой стороны, если множество ограничено сверху (снизу), то оно не всегда может иметь
наименьшую (наибольшую) верхнюю (нижнюю) границу.

Определение 2. Говорят, что множество A ⊂ E мажорирует (минорирует) множество
B ⊂ E в полуупорядоченном пространстве E, если для всякого x ∈ B существуют элемент
y ∈ A, такой, что выполняется неравенство x 6 y (y 6 x).

Подпространство E0 ⊂ E1 полуупорядоченного пространства E1 называется мажо-
рантным, если для всякого x ∈ E1 существует y ∈ E0, такой, что x 6 y (см. [4, стр. 344]
и [5, стр. 301]). Подпространство E0 ⊂ E1 является мажорантным тогда и только тогда,
когда оно мажорирует пространство E1. Из условия мажорирования подпространством
E0 ⊂ E1 пространства E1 вытекает равенство E0 + K1 = E0 − K1. Если положитель-
ный клин K1 ⊂ E1 является порождающим, то из равенства E0 +K1 = E0 −K1 следует
мажорантность E0.

Определение 3. Полуупорядоченное пространство E называется архимедовым (или ар-
химедово полуупорядоченным), если из условий x, y ∈ E и nx 6 y при всех n ∈ N
вытекает x 6 0.

Всякое топологическое полуупорядоченное пространство E, в котором положитель-
ный клин K ⊂ E замкнут, является архимедовым. Свойство архимедовости полуупоря-
доченного пространства E равносильно линейной замкнутости положительного клина K,
т.е. каждая прямая (или двумерная плоскость) в E, пересекающая клин K, пересекает
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его по замкнутому промежутку (соответственно по замкнутому выпуклому множеству)
(см. [6, стр. 38], [3, стр. 280]).

В свою очередь, свойство линейной замкнутости положительного клина K равносиль-
но секвенциальной замкнутости клина в ядерно-выпуклой топологии E. Поэтому полу-
упорядоченное пространство E является архимедовым тогда и только тогда, когда из
неравенств y > 0 и x 6 ty при некотором t > 0 следует x 6 t1y, где t1 = inf{t > 0 | x 6 ty}.

Заметим, что каждое порядково полное полуупорядоченное пространство является
архимедово полуупорядоченным пространством. В самом деле, пусть nx 6 y выполняется
при всех n ∈ N. Тогда в силу порядковой полноты существует z = supn>1{nx}. Поэтому
имеет место неравенство z + x = supn>1{(n + 1)x} 6 z и, значит, x 6 0.

Предложение 2. Аннулятор (K◦)⊥ полярного* клина K◦ ⊂ E′ является наибольшим
подпространством слабо* замкнутого клина K.

В самом деле, если элементы ±x ∈ K, то из неравенства α(±x) 6 0 вытекает равенство
α(x) = 0 при всех α ∈ K◦. Поэтому получаем включение Z ⊂ (K◦)⊥. С другой стороны,
если элементы x /∈ K или −x /∈ K, то по теореме отделимости выпуклых множеств
существует такой функционал α ∈ K◦, что α(x) = 1 или α(−x) = 1. Отсюда следует
x /∈ (K◦)⊥ или −x /∈ (K◦)⊥ соответственно, т. е. (K◦)⊥ ⊂ Z.

Предложение 3. Аннулятор* L⊥ линейной оболочки клина K является наибольшим
подпространством полярного* клина K◦.

В самом деле, если функционал α ∈ K◦ принадлежит наибольшему подпространству
полярного* клина K◦, то ±α ∈ K◦, т. е. ±α(x) 6 0 при всех x ∈ K. Отсюда получаем,
wrn α(x) = 0 при всех x ∈ K и, значит, α ∈ L⊥. Обратно, если α ∈ L⊥, то ±α ∈ K◦ и,
следовательно, α принадлежит наибольшему подпространству K◦.

Определение 4. Полуупорядоченное пространство E называется полурешеткой, если
любые два его элемента x, y ∈ E имеют верхнюю грань sup(x, y) и нижнюю грань inf(x, y).

Полуупорядоченное пространство E называется порядково полным, если для любого
порядково ограниченного сверху (снизу) множества A ⊂ E существует верхняя (нижняя)
грань sup(A) (inf(A)). Порядково полная полурешетка называется вполне полурешеточ-
ным пространством.

Пополнением полуупорядоченного пространства E с положительным клином K на-
зывается такое порядково полное полуупорядоченное пространство E1 с положительным
клином K1, для которого существует оператор f1 : E → E1, удовлетворяющий следую-
щим трем условиям:

a) оператор f1 инъективный, монотонный и порядково инъективный, т.е. его ядро рав-
но ker(f1) = 0 нулю, выполняется включение f1(K) ⊂ K1 и имеет место равенство
f1(Z) = Z1;

b) оператор f1 погружает полуупорядоченное пространство E в E1, т.е. если суще-
ствует верхняя (нижняя) грань x = sup(A) (y = inf(A)) множества A ⊂ E, то су-
ществует верхняя (нижняя) грань множества f1(A) ⊂ E1 и равна f1(x) = sup f1(A)
(f1(y) = inf f1(A));

c) подпространство E0 = f1(E) является порядково плотным в E1, т.е. для любого
z ∈ E1 существуют такие множества B,C ⊂ E, что z = inf f1(B) = sup f1(C).
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В работе [7, стр. 130] задача пополнения была решена для полуупорядоченных про-
странств, т.е. доказано, что для всякого архимедово полуупорядоченного пространства E

существует пополнение E1, определяемое однозначно с точностью до изоморфизма полу-
упорядоченных пространств, сохраняющего верхние и нижние грани.

2 Топологические аффинные полуупорядоченные про-

странства

Пусть в линейном пространстве E определена некоторая топология. Если аффинные опе-
рации x→ λ0x+x0 и λ→ λx0 являются непрерывными по переменным x ∈ E и λ ∈ R при
всех x0 ∈ E и λ0 ∈ R, то топология E называется согласованной с аффинной структурой
[8, стр. 446].

Если, кроме того, операция умножения на число (λ, x) → λx непрерывна в нуле (0, 0),
то топология называется аффинной. Линейное пространство E, в котором определена
аффинная топология, называется топологическим аффинным пространством.

Предложение 4. Топология E является аффинной в том и только в том случае, ко-
гда она инвариантна относительно сдвига и существует база окрестностей нуля B0,
состоящая из поглощающих и уравновешенных множеств.

В самом деле, пусть топология пространства E является аффинной. Так как операция
сдвига x → x + x0 является гомеоморфизмом, то топология инвариантна относительно
сдвига, а так как операция растяжения x→ λ0x при λ0 6= 0 является гомеоморфизмом, то
топология инвариантна относительно растяжения и симметрии. Поскольку операция λ→
λx0 также непрерывна, то для любого x0 ∈ E и каждой окрестности нуля U существует
такое ε > 0, что λx0 ∈ U при всех |λ| < ε, т.е. множество U является поглощающим. Таким
образом, для доказательства необходимости достаточно показать, что всякая окрестность
нуля U аффинной топологии содержит некоторую уравновешенную окрестность нуля.
Действительно, в силу непрерывности операции (λ, x) → λx существует ε > 0 и такая
окрестность нуля V , что λx ∈ U при всех x ∈ V и |λ| 6 ε. Пусть Vε = {λx | x ∈ V, |λ| 6

ε}, тогда имеем εV ⊂ Vε. Следовательно, Vε есть окрестность нуля, Vε ⊂ U и являетcя
уравновешенным множеством.

Обратно, поскольку топология инвариантна относительно сдвига, то операция x→ x+
x0 непрерывна. Так как каждое множество U ∈ B0 является поглощающим, то операция
λ → λx0 непрерывна. Так как каждое множество U ∈ B0 уравновешено, то операция
(λ, x) → λx также непрерывна. Наконец, полагая V = µU , где величина µ выбрана так,
что 0 < µ|λ0| < 1, в силу уравновешенности U получим, что λ0x ∈ U при всех x ∈ V , т.е.
операция x→ λ0x непрерывна.

Теорема 1. Если система множеств U0 пространства E удовлетворяет условиям:

1) для любых U, V ∈ U0 пересечение U ∩ V ∈ U0;

2) для любого U ∈ U0 включение U ⊂ V влечет V ∈ U0;

3) для любых U ∈ U0 и λ 6= 0 произведение λU ∈ U0;

4) каждое множество U ∈ U0 является поглощающим;

5) для каждого U ∈ U0 найдется урановешенное V ∈ U0, такое, что V ⊂ U ,
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то существует максимальная (минимальная) аффинная топология в пространстве E,
у которой система окрестностей нуля содержится в U0 (содержит U0).

Если, кроме того, система множеств U0 удовлетворяет еще следующему условию:

6) для каждого U ∈ U0 найдется такое V ∈ U0, что V ⊂ U и U ∈ U0 + x при всех
x ∈ V ,

то существует единственная аффинная топология с системой окрестностей нуля U0.

Доказательство. Так как во всякой аффинной топологии в E операция сдвига x→ x+x0

является гомеоморфизмом, то можно определить систему окрестностей для любой точки
x ∈ E, полагая Ux + {V ⊂ E | V = U + x, U ∈ U0}. Определим максимальную тополо-
гию τmax в E, взяв в качестве открытых множеств A ⊂ E множества, удовлетворяющие
следующему условию: для всякой точки x ∈ A существует такое U ∈ Ux, что U ⊂ A.
Тогда объединение любой системы открытых множеств является открытым множеством.
В силу условия (1) пересечение любой конечной системы открытых множеств является
открытым множеством. Нетрудно заметить, что при таком определении топология τmax

является аффинной. Поскольку всякая окрестность нуля U в топологии τmax содержит от-
крытую окрестность нуля, которая принадлежит U0, то по условию (2) получим U ∈ U0.
Следовательно, τmax — максимальная аффинная топология в пространстве E, у которой
система окрестностей нуля содержится в U0.

Предположим теперь, что выполнено (6). В свойстве (6) утверждается, что всякая
окрестность U ∈ U0 содержит открытую окрестность V ∈ U0, где в качестве V мож-
но взять множество всех внутренних точек окрестности U , т.е. таких точек y ∈ U ,
что выполняется включение U ∈ Uy. Для каждого U ∈ U0 рассмотрим множество
U0 + {y ∈ U | U ∈ Uy} и докажем, что U0 непустое открытое множество топологии
τmax. Так как 0 ∈ U , то U0 6= ∅. Далее, если y ∈ U0, то U − y ∈ U0. Поэтому в силу условия
(f) существует V ∈ U0, такая, что U − y ∈ Uz при всех z ∈ V . Полагая Vy = V + y, мы
получим элемент Vy ∈ Uy и U ∈ Uz при всех z ∈ Vy. Отсюда по определению множества
U0 мы имеем включение Vy ⊂ U0. Таким образом, U0 ∈ τmax и, следовательно, U является
окрестностью нуля в топологии τmax.

Рассмотрим множество T всех аффинных топологий τ пространства E, у которых
система окрестностей нуля Uτ0 содержит U0. Так как каждая топология τ является аф-
финной, то Uτ0 удовлетворяет условиям (1), (2), (3), (4), (5), (6). Поэтому Uτ0 не совпадает
с U0, поскольку U0 не удовлетворяет условию (f). Одной из таких топологий является
конечно аффинная топология τa, в которой множество A ⊂ E открыто тогда и только
тогда, когда пересечение A ∩ F с каждой конечномерной аффинной плоскостью F ⊂ E

является открытым множеством в единственной хаусдорфовой линейной топологии на
этой плоскости F . Легко проверить, что топология τa аффинно инвариантна. Докажем,
что операция умножения (λ, x) → λx непрерывна в нуле (0, 0).

Для каждой открытой окрестности нуля U ∈ U
τa
0 рассмотрим множество V + {v ∈ E |

[−1, 1]v ⊂ U}. Тогда V 6= ∅. Докажем, что V ∈ U
τa
0 — конечно открытая окрестность нуля.

Пусть F ⊂ E есть некоторое конечномерное подпространство и v ∈ V ∩F . Покажем, что v
будет внутренней точкой множества V ∩F . Так как множество [−1, 1]v ⊂ U ∩F является
компактным подмножеством открытого множества в F , то существует такая открытая
окрестность нуля N ⊂ F , что [−1, 1]v + N ⊂ U ∩ F , и в силу линейности топологии F
найдется такая окрестность нуля N0 ⊂ F , что [−1, 1]N0 ⊂ N , т.е. [−1, 1](v +N0) ⊂ U ∩ F .
Отсюда по определению V имеем v +N0 ⊂ V ∩ F .
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Таким образом, топология τa является аффинной и ее база окрестностей нуля U
τa
0

состоит из всех поглощающих и уравновешенных множеств пространства E. Значит мно-
жество топологий τ ∈ T удовлетворяет неравенству τmax ⊂ τ ⊂ τc. Пусть τmin будет
минимальной топологией из всех топологий системы T . Элементы топологии τmin будут
принадлежать каждой из топологий системы T . Следовательно, топология τmin удовле-
творяет условиям (1), (2), (3), (4), (5), при этом условие (6) выполняется автоматически.
Если система U0 не удовлетворяет условию (6), то она не совпадает с системой окрестно-
стей нуля топологии τmin.

Определение 5. Пусть E — линейное пространство, в котором задана аффинная то-
пология. Множество A ⊂ E называется ограниченным в аффинной топологии, если для
каждой окрестности нуля U ∈ U0 найдется такое ε > 0, что включение λA ⊂ U выполня-
ется при всех |λ| < ε.

Если аффинная топология τ1 слабее аффинной топологии τ2 в пространстве E, т.е.
τ1 ⊂ τ2, то из ограниченности множества в топологии τ2 следует его ограниченность в
топологии τ1. Таким образом, ограниченных множеств в пространстве (E, τ1) больше,
чем в (E, τ2).

Предложение 5. Множество A ⊂ E является ограниченным в топологическом аффин-
ном пространстве E в том и только в том случае, когда для всякой последовательно-
сти точек {xn} ⊂ A и для любой последовательности чисел {λn}, стремящейся к нулю
limλn = 0, предел limλnxn = 0 равен нулю.

В самом деле, если множество A ⊂ E ограничено и U ∈ U0 является окрестностью
нуля, то существует ε > 0, такое, что λA ⊂ E при всех |λ| < ε. Тогда найдется такое
N ∈ N, что |λn| < ε при всех n > N . Следовательно, если {xn} ⊂ A, то λnxn ∈ U при всех
n > N .

Обратно, предположим, что множество A ⊂ E не является ограниченным. Тогда су-
ществует такая окрестность нуля U ∈ U0, что при всех n ∈ N множество 1

n
A * U . Поэтому

найдется такая последовательность точек {xn} ⊂ A, что 1
n
xn /∈ U . Ясно, что последова-

тельность { 1
n
xn} не сходится к нулю в топологии E.

Следствие 1. Множество A ⊂ E ограничено в топологическом аффинном простран-
стве E тогда и только тогда, когда всякая последовательность его точек {xn} ⊂ A
ограничена.

Множество A ⊂ E называется секвенциально ограниченным в линейном простран-
стве сходимости E, если для всякой последовательности точек {xn} ⊂ A и для любой
последовательности чисел {λn}, сходящейся к нулю limλn = 0, предел в E произведе-
ния limλnxn = 0 равен нулю. Рассмотрим в линейном пространстве сходимости E его
максимальную τmax и минимальную τmin аффинные топологии, соответствующие данной
сходимости (см. ниже). Тогда из секвенциальной ограниченности множества следует его
ограниченность в топологии τmax, а из ограниченности множества в топологии τmin следует
его секвенциальная ограниченность.

Далее будем обозначать через st(A) +
⋃
y∈A[0, y] = K ∩ (A − K) порядковую звезду

множества A ⊂ E в полуупорядоченном пространстве E. Множество A ⊂ E будем на-
зывать порядково звездным, если имеет место включение st(A) ⊂ A. Легко видеть, что
st(A ∪ B) = st(A) ∪ st(B). Порядково звездной оболочкой множества A ⊂ E называется
sth(A) + (A + Z) ∪ st(A).
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Определение 6. Пусть в линейном пространстве E задана аффинная топология и по-
лупорядок определяется клином K ⊂ E, у которого Z ⊂ K является наибольшим под-
пространством.

Топология пространства E называется порядково факторзвездной, если существует
такая база B = {Ui}i∈I окрестностей нуля фактортопологии пространства Ê + E/Z, что
для каждого i ∈ I найдется такое j ∈ I, для которого выполняется включение st(Uj) ⊂ Ui.

В случае, если подпространство Z = 0, т.е. положительный клин K ⊂ E являет-
ся конусом, порядково факторзвездная топология пространства E называется порядково
звездной.

Если полуупорядоченное пространство E является линейным топологическим про-
странством, то порядковая звездность (факторзвездность) топологии E будет равносиль-
на соответственно порядковой выпуклости (факторвыпуклости) [9, стр. 28].

Предложение 6. Понятие порядково факторзвездной топологии в полуупорядоченном
пространстве E равносильно одному из следующих условий:

(a) для каждой базы C = {Vj}j∈J окрестностей нуля топологии E порядково звездные

оболочки {sth(Vj) | j ∈ J} составляют базу окрестностей нуля в Ê;

(b) существует такая база D = {Wj}j∈J окрестностей нуля фактортопологии в Ê,
что выполняется включение st(Wj) ⊂Wj при всех j ∈ J .

(c) для любых подобных сетей S = {si}i∈I и T = {ti}i∈I , таких, что 0 6 si 6 ti при
всех i ∈ I, из сходимости T к нулю limT = 0 следует сходимость S к нулю limS = 0.

Пусть B = {Ui}i∈I — база окрестностей нуля факторзвездной топологии Ê, удовлетво-
ряющая указанному в определении условию, и C = {Vj}j∈J — произвольная база окрест-
ностей нуля E. Для любых i, j ∈ I существует k ∈ J , такое, что Vk + Z ⊂ Ui ∩ Uj .
Поэтому st(Vk) ⊂ st(Uj) ⊂ Ui и, следовательно, sth(Vk) ⊂ Ui. Отсюда имеем (a). Полагая
Wj + sth(Vj), из (a) получим (b).

Предположим, что выполнено свойство (b), сети S = {si}i∈I и T = {ti}i∈I удовлетво-
ряют условию 0 6 si 6 ti при всех i ∈ I и сеть T сходится к нулю limT = 0. Тогда для
каждого j ∈ J существует k ∈ I, такой, что ti ∈ Wj при всех i > k. Отсюда по предполо-
жению si ∈ st(Wj) ⊂ Wj при всех i 6 k. Поэтому сеть S сходится к нулю limS = 0.

Теперь предположим, что топология E не является порядково факторзвездной. Тогда
для любой базы B = {Ui}i∈I окрестностей нуля фактортопологии пространства Ê суще-
ствует такое i ∈ I, что для всякого j ∈ I не выполняется включение st(Uj) ⊂ Ui. Поэтому
найдутся такие точки tj ∈ Uj и sj ∈ st(Uj) \ Ui, что 0 6 sj 6 tj при всех j ∈ I. Будем
считать, что множество индексов I упорядочено отношением включения соответствую-
щих элементов базы B. Тогда сеть T = {tj}j∈I сходится к нулю limT = 0, однако сеть
S = {sj}j∈I не сходится к нулю.

Следствие 2. Если топология полуупорядоченного пространства E является фактор-
звездной и множество A ⊂ E ограничено в фактортопологии пространства Ê, то его
порядково звездная оболочка sth(A) ограничена в пространстве Ê. В частности, всякий

порядковый интервал [x, y] является ограниченным в фактортопологии Ê.

Действительно, для каждой окрестности нуля U ⊂ Ê обозначим через V ⊂ U уравно-
вешенную порядково звездную окрестность нуля U ⊂ Ê. Тогда существует такое ε > 0,
что λA ⊂ V при всех |λ| < ε. Поэтому λsth(A) = sgn(λ)sth(|λ|A) ⊂ sgn(λ)sth(V ) =
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sgn(λ)V = V ⊂ U и, значит, порядково звездная оболочка sth(A) ограничена в Ê. Сле-
довательно, в полунормированном пространстве E топология является факторзвездной
тогда и только тогда, когда порядково звездная оболочка sth(Ŝ) единичного шара Ŝ ⊂ Ê

ограничена в Ê.

Следствие 3. Пусть топология τ полуупорядоченного пространства E с положитель-
ным клином K ⊂ E является факторзвездной. Тогда топология τ , порожденная за-
мкнутыми окрестностями нуля, является факторзвездной в пространстве E, которое
полуупорядочено замкнутым положительным клином K ⊂ E.

Выберем базу D = {Vj}j∈J окрестностей нуля фактортопологии Ê, состоящую из по-

рядково звездных множеств. Тогда K ∩ (V j −K) ⊂ st(Vj) ⊂ V j . Следовательно, система
D = {V j}j∈J замкнутых порядково звездных множеств относительно замкнутого клина
K ⊂ E образуют базу окрестностей нуля фактортопологии по подпространству Z. Таким
образом, топология является факторзвездной относительно замкнутого клина.

Определение 7. Топологическое линейное (аффинное) пространство E, в котором
структура линейного полуупорядоченного пространства определяется замкнутым кли-
ном K ⊂ E, называется топологическим линейным (аффинным) полуупорядоченным
пространством или просто топологическим полуупорядоченным пространством, если нет
путаницы. В этом случае говорят, что топология в E согласуется со структурой линейного
полуупорядоченного пространства.

Пусть E∗ (E′) обозначает (соответственно топологически) сопряженное простран-
ство, т.е. множество всех линейных (непрерывных) функционалов на пространстве E.

В сопряженном пространстве E∗ (E′) вводится отношение сопряженного полупоряд-
ка по правилу: α 6 β, если α(x) 6 β(x) при всех x ∈ K, и определяется сопряженный
клин K∗ = −K◦ (K ′ = −K◦) всех линейных (непрерывных) положительных функциона-
лов, где поляры K◦ ⊂ E∗ (E′) берутся относительно двойственности 〈E, E∗〉 (〈E, E′〉).
Таким образом, в сопряженном пространстве E∗ (E′) естественным путем определяет-
ся структура (топологического) линейного полуупорядоченного пространства. При этом
подпространство Eo = K∗−K∗ ⊂ E∗ называется порядково сопряженным к пространству
E.

Для того чтобы успешно применять двойственность при исследовании полуупорядо-
ченных пространств E, требуется достаточно много положительных функционалов, а
именно, чтобы Eo являлось тотальным на Ê, т.е. порядково сопряженное пространство
Eo разделяло точки Ê. В этом случае говорят, что линейные пространства Ê и Eo на-
ходятся в двойственности 〈Ê, Eo〉. Полуупорядоченное пространство E будем называть
порядково регулярным, если оно является архимедово полуупорядоченным и его поряд-
ково сопряженное Eo тотально на Ê.

Предложение 7. Порядковая регулярность E равносильна одному из следующих усло-
вий:

a) положительный клин K ⊂ E секвенциально замкнут в некоторой аффинной то-
пологии (в том числе локально выпуклой) и порядково сопряженное Eo тотально

на Ê;

b) полупорядок пространства E архимедов и его слабая топология σ(E,Eo) является
порядково факторзвездной.
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Для доказательства (a) нужно показать, что пересечение клина K ∩ M с конечно-
мерным подпространством M является секвенциально замкнутым в единственной хау-
сдорфовой топологии, относительно которой M является топологическим линейным про-
странством [3, стр. 34].

Можно считать, что dimRM = dimR(M ∩ K) = n. Выберем линейно независимые
элементы e1, . . . , en ∈M ∩K. Каждая внутренняя точка y ∈ ∆n симплекса с вершинами
0, e1, . . . , en является внутренней точкой пересечения M ∩ K. Если x ∈ M ∩K, то z =
(1 − 1/n)x + y/n является внутренней точкой M ∩K. Поэтому −nx 6 (y − x) и, значит,
x > 0.

Если выполнено условие (a), то полупорядок архимедовый. Поскольку Eo тотально

на Ê, то Ê′ = Eo относительно слабой топологии и в силу следствия 6 [9, стр. 33] про-
странство E является слабо порядково факторзвездным. Обратно, из слабой порядковой
факторзвездности вытекает равенство Ê′ = Eo и, следовательно, пространство Eo то-
тально на Ê.

Следствие 4. Всякое локально выпуклое полуупорядоченное пространство E является
регулярно полуупорядоченным.

Так как клин K ⊂ E замкнут, то пространство E будет архимедовым. В силу пред-
ложения 2 аннулятор подпространства sp

R
(K ′) = K ′ − K ′ ⊂ Eo = K∗ − K∗ равен

sp
R
(K ′)⊥ = Z. Отсюда по теореме о биполяре линейная оболочка sp

R
(K ′) слабо* плот-

на в Ê′ = Z⊥. Таким образом, подпространство sp
R
(K ′) и, тем более, пространство Eo,

являются тотальными на Ê.

Определение 8. Множество D ⊂ E называется направлением по возрастанию (по убы-
ванию) в полуупорядоченном пространстве E, если для любых x, y ∈ D существует такой
элемент z ∈ D, что x, y 6 z (соответственно x, y > z).

Направление D ⊂ E называется сходящимся в топологии пространства E к элементу
x0 ∈ E, если для любой окрестности нуля U ⊂ E найдется такой элемент y ∈ D, что
Dy ⊂ U + x0, где Dy + {x ∈ D | x > y} обозначает сечение множества D, направленного
по возрастанию.

В топологическом полуупорядоченном пространстве E предел limD направления D ⊂
E, а также верхняя supM и нижняя inf M грани множества M ⊂ E, если они существуют,
то определяются по модулю Z, что обозначается символом (mod Z).

Предложение 8. Если направление по возрастанию D ⊂ E в полуупорядоченном про-
странстве E сходится относительно некоторой топологии, в которой положительный
клин K ⊂ E замкнут, к элементу x0 = limD, то его верхняя грань равна supD = x0

(mod Z).

В самом деле, если x1 ∈ E является мажорантой направления D, то y 6 x 6 x1 при
всех x ∈ Dy и y ∈ D. Поскольку для любого сечения Dy выполняется включение x0 ∈ Dy

[16, стр. 104] и положительный клин замкнут, то y 6 x0 6 x1. Поэтому x0 = supD
(mod Z).

Следующая теорема о монотонной сходимости в полуупорядоченном пространстве
E представляет собой абстрактный вариант классической теоремы Дини [10, стр. 166],
согласно которой всякое направление в пространстве C(X) непрерывных функций на
компакте X, сходящееся поточечно к непрерывной функции, сходится равномерно. Ее
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можно вывести из классической теоремы Дини, используя теорему об изоморфизме ло-
кально выпуклого полуупорядоченного пространства некоторому подпространству C(X).
Однако существует ее прямое доказательство при помощи теоремы отделимости выпук-
лых множеств.

Теорема 2. Предположим, что локально выпуклое полуупорядоченное пространство E

является порядково факторзвездным. Тогда, если направление D ⊂ E сходится в слабой
топологии σ(Ê, Ê′), то оно сходится в топологии факторпространства Ê.

Доказательство. В силу доказанного выше предложения 8, мы можем предполагать,
что D направлено по убыванию и limD = 0, где D ⊂ K. Если утверждение этой теоремы
не верно, то найдется выпуклая окрестность нуля U фактортопологии Ê, не содержащая
сечений D. Так как топология порядково факторвыпукла [9, стр. 29], то U можно считать
порядково выпуклой.

Если y ∈ D ∩ U , то выполняется включение Dy + {x ∈ D | 0 6 x 6 y} ⊂ U . Поэтому
пересечение D ∩ U = ∅ пусто. Кроме того, (D + K) ∩ U = ∅ пусто. В самом деле, если
y ∈ (x+K)∩U и x ∈ D, то [0, y] ⊂ U в силу порядковой выпуклости окрестности U . Так
как 0 6 x 6 y, то x ∈ U и мы пришли к противоречию с нашим предположением выше.

Докажем, что D + K выпукло. Если x, y ∈ D, то по условию найдется z ∈ D такой,
что z 6 x и z 6 y. Отсюда следует (x+K)∪ (y+K) ⊂ z+K, т. е. множество D+K явля-
ется объединением выпуклых множеств, направленных по включению, и, следовательно,
выпукло. По теореме отделимости существует замкнутая гиперплоскость, разделяющая
выпуклые множества D+K и U , что противоречит слабой сходимости направления D.

Следствие 5. Предположим, что локально выпуклое полуупорядоченное пространство
E является порядково факторзвездным и задано такое направление D по возрастанию,
что существует верхняя грань supD = x0.

Тогда, если выполняется равенство sup f(D) = f(x0) для всех положительных функ-
ционалов f ∈ K ′, то существует равномерный предел lim f(D) = f(x0) на всяком равно-

степенно непрерывном подмножестве A ⊂ Ê′.

Действительно, в силу следствия 6 [9, стр. 33] выполняется равенство Ê′ = K ′ − K ′.
Поэтому слабая сходимость направления D → x0 равносильна соотношению sup f(D) =
f(x0) при всех f ∈ K ′. Отсюда по теореме 2 направление сходится D → x0 в фактортопо-

логии пространства Ê. Так как множество A ⊂ Ê′ является равностепенно непрерывным,
то для любого ε > 0 найдется такая симметричная окрестность нуля U ⊂ Ê, что f(U) < ε
при всех f ∈ A. Поэтому в силу сходимости направления D → x0 существует такое сече-
ние Dy, что f(x0) − f(Dy) < ε при всех f ∈ A. Таким образом, предел lim f(D) = f(x0)

является равномерным на всяком равностепенно непрерывном подмножестве A ⊂ Ê′.
Нетрудно заметить, что утверждение этого следствия равносильно утверждению тео-

ремы 2. Следующее предложение является частичным обращением утверждения предло-
жения 8.

Предложение 9. Пусть локально выпуклое полуупорядоченное пространство E явля-
ется полурефлексивным и порядково факторзвездным. Тогда для любого порядково (или
топологически) ограниченного направления D ⊂ E по возрастанию существует верхняя

грань x0 = supD и направление сходится к элементу x0 = limD в фактортопологии Ê.

Так как supD = supDx при любом x ∈ D, то достаточно показать, что у сечения
Dx существует верхнюю грань. Если элемент z ∈ E является верхней границей D, то
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имеет место включение Dx ⊂ [x, z], и, поэтому, в силу следствия 1 [9, стр. 29] сечение

Dx является ограниченным в фактортопологии Ê. Отсюда f(Dx) является направлением
Коши в R при всех f ∈ K ′.

Поскольку согласно следствию 6 [9, стр. 33] порядковая факторзвездность E влечет

равенство Ê′ = K ′ − K ′, то сечение Dx является слабой направленностью Коши отно-
сительно двойственности 〈Ê, Ê′〉. А так как по условию полурефлексивности простран-
ство E является ограниченно слабо полным [3, стр. 183], то существует слабый предел
x0 = limDx. Применяя теперь предложение 8, получаем равенство x0 = supDx, Таким
образом, из теоремы 2 следует, что предел x0 = limDx существует в фактортопологии Ê.

3 Максимальная топология порядковой и относительно

равномерной сходимости

Сетью S = {si}i∈I в пространстве E называется функция S : I → E, заданная на
направленном множестве индексов I и принимающая значения S(i) = si ∈ E при всех
i ∈ I (см. [11, стр. 40] и [1, стр. 279]). Это свойство сети S обозначается далее через S ⊂ E.

Определение 9. Сеть S ⊂ E называется порядково ограниченной в полуупорядоченном
пространстве E, если ее некоторое сечение Sk = {si}i>k порядково ограничено в E.

Сеть S называется возрастающей (убывающей), если функция S : I → E, определен-
ная на направленном множестве I, является возрастающей (соответственно убывающей),
т.е. имеет место неравенство si 6 sj (si > sj) при всех i 6 j.

Будем говорить, что множество A мажорирует A ≻ S (минорирует A ≺ S) сеть S,
если для каждого a ∈ A найдется такой индекс ia ∈ I, что si 6 a (si > a) при всех i > ia.

Сеть S называется порядково сходящейся (или o-сходящейся) в пространстве E к точке
limS = x, если существует направление A по убыванию, мажорирующее сеть S, и направ-
ление B по возрастанию, минорирующая сеть S, такие, что inf A = supB = x (mod Z)
(см. [11, стр. 55] [4, стр. 42], [5, стр. 41] и [6, стр. 39]).

Сеть S называется относительно равномерно сходящейся (или r-сходящейся) в E к
точке limS = x, если существует положительный элемент a ∈ K и направление положи-
тельных чисел по убыванию Λ ⊂ R+, имеющее нижнюю грань inf Λ = 0, причем такие,
что сеть Λa мажорирует сеть S − x, а сеть −Λa минорирует сеть S − x. Элемент a ∈ K
называют регулятором сходимости сети S, а r-сходимость сети в полуупорядоченной ли-
нейной решетке чаще всего называется сходимостью с регулятором (см. [1, стр. 473], [4,
стр. 167], [5, стр. 82]).

Заметим, что в полуупорядоченном пространстве E всякая возрастающая и убываю-
щая сети являются соответственно направлениями по возрастанию и по убыванию. При
этом сеть S ⊂ E o-сходится к точке x ∈ E тогда и только тогда, когда существует поло-
жительное направление D ⊂ K по убыванию, имеющее нижнюю грань inf(D) = 0, такое,
что D мажорирует сеть S−x и −D минорирует сеть S−x. В самом деле, для доказатель-
ства необходимости достаточно взять в качестве направления D = A−B, где направления
A и B взяты из определения o-сходимости, тогда inf(D) = inf(A − x) + inf(x − B) = 0.
Для доказательства достаточности полагаем A = x + D и B = x − D, тогда условия
мажорирования и минорирования сети S будут выполнены.

Следовательно, если полуупорядоченное пространство E является полурешеткой, то
условие o-сходимости сети S к точке x ∈ E равносильно тому, что положительное на-
правление D, имеющее нижнюю грань inf(D) = 0, мажорирует сеть S − x.
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Если полуупорядоченное пространство E является порядково полным, то можно вве-
сти понятие верхнего limS и нижнего limS порядкового предела порядково ограниченной
сети S = {si}i∈I , полагая

limS + inf
k∈I

{supSk} , limS + sup
k∈I

{inf Sk} .

где Sk = {si}i>k — сечения сети S. Ясно, что сеть S в полном полуупорядоченном про-
странстве E o-сходится тогда и только тогда, когда она порядково ограничена в E и
верхний и нижний пределы совпадают limS = limS (mod Z).

Предложение 10. Для того чтобы возрастающая (убывающая) сеть S ⊂ E порядково
сходилась к элементу x ∈ E, необходимо и достаточно, чтобы существовала верхняя
(нижняя) грань этой сети и supS = x (inf S = x) (mod Z).

Если сеть S = {si | i ∈ I} возрастает и сходится к s0, то существуют направление A
по убыванию, мажорирующее сеть S, и направление B по возрастанию, минорирующее
сеть S, и такие, что будут иметь место равенства inf A = supB = x (mod Z).

Тогда для любого a ∈ A существует ia ∈ I, такое, что si 6 a при всех i > ia. Но для
любого i ∈ I найдется j > i, ia, а потому si 6 sj 6 a при всех i ∈ I и a ∈ A. Отсюда
вытекает, что si 6 s0. Далее, если x > si при всех i ∈ I, то, ясно, что x > b при всех b ∈ B,
а потому x > s0. Таким образом, доказано, что x = supS (mod Z). Обратное очевидно.

Предложение 11. Если сети S = {si}i∈I и R = {rj}j∈J порядково сходятся соответ-
ственно к x и y, при этом сеть S минорирует сеть R (или R мажорирует сеть S),
то x 6 y. В частности, предел порядково сходящейся сети является единственным по
модулю (mod Z).

Пусть направление A по убыванию мажорирует сеть R и направление B по возраста-
нию минорирует сеть S, при этом inf A = y и supB = x (mod Z). Тогда для любого a ∈ A
найдется такой индекс ja ∈ J , что rj 6 a при всех j > ja, и для любого b ∈ B найдется
такой индекс ib ∈ I, что si > b при всех i > ib. Кроме того, существует такой индекс
jb ∈ J , что sib 6 rj при всех j > jb. Следовательно, для всяких a ∈ A и b ∈ B найдутся
такие индексы ib ∈ I и jb ∈ J , что b 6 sib 6 rjb 6 a. Таким образом, имеем b 6 a при всех
a ∈ A и b ∈ B. Отсюда x 6 y.

Предложение 12. Если в полуупорядоченном пространстве E сети S1, S2 ⊂ E поряд-
ково сходятся и число λ ∈ R, то

lim S1 + lim S2 = lim (S1 + S2) , λ limS1 = lim(λS1) (mod Z) .

По условию направления A1 и A2 по убыванию мажорируют сети S1 = {s1
i1
| i1 ∈ I1}

и S2 = {s2
i2
| i2 ∈ I2} соответственно, а направления B1 и B2 по возрастанию минорируют

сети S1 и S2 соответственно, и при этом inf A1 = supB1 и inf A2 = supB2.
Тогда сумма убывающих направлений A1 +A2 = {a1 + a2 | (a1, a2) ∈ A1 ×A2} мажори-

рует сумму сетей S1+S2 = {s1
i1

+s2
i2
| (i1, i2) ∈ I1×I2}, а сумма возрастающих направлений

B1 + B2 = {b1 + b1 | (b1, b2) ∈ B1 × B2} минорирует сумму сетей S1 + S2, и имеет место
равенство (mod Z)

inf(A1 + A2) = inf
(a1,a2)∈(A1×A2)

(a1 + a2) = inf
a1∈A1

inf
a2∈A2

(a1 + a2) =
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sup
b1∈B1

sup
b2∈B2

(b1 + b2) = sup
(b1,b2)∈B1×B2

(b1 + b2) = sup(B1 +B2) .

Здесь в произведении I1 × I2 направленных множеств определен канонический полупо-
рядок, т.е. по определению (i1, i2) 6 (j1, j2), если выполняются оба неравенства i1 6 j1 и
i2 6 j2.

Пусть λ > 0 положительно и убывающее направление A1 мажорирует S1, а возрас-
тающее направление B1 минорирует S1, при этом inf A1 = supB1 (mod Z). Тогда λA1

мажорирует λS1, а λB1 минорирует λS1, и имеет место равенство inf(λA1) = sup(λB1)
(mod Z). Аналогичное доказательство в случае λ < 0. Таким образом, доказано равен-
ство соответствующих пределов.

Предложение 13. Если полупорядок E является архимедовым и существует верхняя
(нижняя) грань supA (inf A) множества A ⊂ R, то sup(Ax) = (supA)x (inf(Ax) =
(inf A)x) (mod Z) при всех x ∈ K.

Предположим, что множество A ⊂ R имеет верхнюю грань a0 = supA. Тогда ax 6 a0x
при всех a ∈ A и x ∈ K. С другой стороны, если ax 6 y при всех a ∈ A, то для каждого
n ∈ N существует такое a ∈ A, что a0 − 1/n 6 a, и, значит, (a0 − 1/n)x 6 y. Отсюда
n(a0x−y) 6 x при всех n ∈ N. Таким образом, в силу свойства архимедовости полупорядка
получим a0x 6 y, т. е. sup(Ax) = a0x. В частности, из этого предложения вытекает
следующее утверждение.

Следствие 6. В архимедово упорядоченном пространстве E всякая r-сходящаяся сеть
является o-сходящейся к тому же пределу.

Пример 3. Введем в комплексное двумерное пространство C2 следующее отношение по-
лупорядка: (z1, z2) 6 (w1, w2), если Re z1 < Rew1, либо Re z1 = Rew1 и Re z2 6 Rew2.
Тогда C2 становится полуупорядоченным пространством, при этом в нем любые два эле-
мента сравнимы. Так как (1/n, 0) > (0, 1) при всех n ∈ N, то inf(1/n, 0) > 0 и, значит,
условие архимедовости в предложении 13 является существенным.

Предложение 14. Пусть E — архимедово полуупорядоченное пространство, в котором
положительный клин K ⊂ E порождающий. Тогда если сети Λ ⊂ R и S ⊂ E являются
порядково сходящимися, то выполняется равенство (lim Λ)(limS) = lim(ΛS) (mod Z).

Поскольку по условию положительный клин K является порождающим, т.е. E = K−
K, то можно считать, что сети Λ и S порядково ограничены сверху элементами c > 0 и
r ∈ K соответственно. Тогда, полагая lim Λ = λ0, limS = s0, а затем применяя равенство

lim ΛS = lim(c− Λ)(r − S) − cr + λ0r + cs0 ,

мы сведем доказательство утверждения к случаю, когда Λ ⊂ R+ и S ⊂ K. Заметим, что
в этом равенстве мы использовали предложения 12 и 13.

Предположим, что убывающее направление U мажорирует сеть Λ = {λj | j ∈ J}, а воз-
растающее направление V минорирует сеть Λ, и выполняется равенство inf U = sup V =
λ0. Пусть убывающее направление A мажорирует сеть S = {si | i ∈ I}, а возрастающая
направление B минорирует сеть S, и выполняется равенство inf A = supB = s0 (mod Z).
Здесь, если направление V или направление B не являются положительными, то все их
неположительные элементы можно заменить нулями. Тогда, используя положительность
этих направлений, нетрудно проверить, что убывающее направление UA мажорирует сеть
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ΛS = {λjsi | (j, i) ∈ J × I}, а возрастающее направление V B минорирует сеть ΛS. Кроме
того, в силу предложения 13 отсюда мы имеем следующие соотношения:

inf(UA) = inf
(u,a)∈U×A

(ua) = inf
u∈U

inf
a∈A

(ua) = inf U inf A = λ0s0 =

= supV supB = sup
v∈V

sup
b∈B

(vb) = sup
(v,b)∈V ×B

(vb) = sup(V B) (mod Z) .

Таким образом, мы получили равенство lim ΛS = λ0s0 (mod Z).

Определение 10. Говорят, что в линейном пространстве E определена сходимость, если
задан класс сходящихся сетей и для каждой сходящейся сети S ⊂ E определен ее предел
limS ∈ E, удовлетворяющий следующим аксиомам:

a) предел limS всякой сходящейся сети S ⊂ E является единственным по модулю
(mod Z) некоторого заданного подпространства Z ⊂ E;

b) стационарная сеть S = {si | i ∈ I}, где si = s0 ∈ E при всех i ∈ I, является
сходящейся и ее предел равен limS = s0 (mod Z);

c) всякая подсеть T ⊂ S сходящейся сети S ⊂ E является сходящейся и имеет тот же
предел limT = limS (mod Z).

Тогда E называется пространством сходимости по сетям. Если, кроме того, сходимость
в пространстве E обладает свойствами непрерывности линейных операций, т.е.

d) lim(ΛS) = (lim Λ)(limS) (mod Z) для всех сходящихся сетей S ⊂ E и Λ ⊂ R;

e) lim(S + T ) = limS + limT (mod Z) для всех сходящихся сетей S, T ⊂ E,

то E называется линейным пространством сходимости по сетям. Обычно слово «линей-
ный» опускается, в виду того, что свойства (d) и (e) очевидно выполнены.

Теорема 3. В каждом архимедово полуупорядоченном пространстве E, в котором поло-
жительный клин является порождающим, линейные операции сложения и умножения
на число непрерывны относительно o-сходящихся (r-сходящихся) сетей, т.е. простран-
ство E является линейным пространством o-сходящихся (r-сходимости) по сетям.

Доказательство. В силу предложений 12 и 14 o-сходимость (r-сходимость) в E согласу-
ется со структурой линейного пространства, т.е. линейные операции в E являются непре-
рывными относительно o-сходящихся (r-сходящихся) сетей. При этом в силу предложения
11 положительный клин K ⊂ E замкнут относительно o-сходимости (r-сходимости).

Определение 11. Множество A ⊂ E называется o-замкнутым (r-замкнутым) в полуу-
порядоченном пространстве E, если для всякой сети S ⊂ E, o-сходящейся (r-сходящейся)
к некоторой точке x и имеющей подсеть в этом множестве A, следует, что x ∈ A [1, стр.
289].

Множество A ⊂ E называется o-замыканием (r-замыканием) множества A ⊂ E, если
оно является наименьшим o-замкнутым (r-замкнутым) множеством, содержащим A.

Дополнение B = E \ A к o-замкнутому (r-замкнутому) множеству A ⊂ E мы будем
называть o-открытым (r-открытым) множеством в E.

Топология τo в пространстве E, образованная всеми o- открытыми множествами, на-
зывается порядковой топологией (или o-топологией). Топология τr, образованная всеми
r-открытыми множествами, называется относительно равномерной топологией (или r-
топологией).
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Порядковая топология τo в решеточно упорядоченном пространстве E совпадает c то-
пологией упорядочения, определенной в [5, стр. 46] и [6, стр. 40]. Понятие относительно
равномерной сходимости использовалось Мором [12] и Канторовичем [13], а относитель-
но равномерная топология τr полуупорядоченного пространства определена здесь. Бирк-
гофф [1, стр.475] и Гордон [14, стр. 419] называют относительно равномерной порядково
ограниченную топологию Намиоки [15], определенную ниже. Эти топологии являются
максимальными в следующем смысле.

Теорема 4. Топология τo (τr) в полуупорядоченном пространстве E является силь-
нейшей из всех топологий τ в пространстве E, для которых всякая o-сходящаяся (r-
сходящаяся) сеть E сходится в топологии τ к тому же пределу.

Доказательство. Докажем теорему для топологии τo (для τr все полностью аналогич-
но). Если A =

⋂
Ai является пересечением o-замкнутых множеств Ai ∈ τo, то всякая

o-сходящаяся сеть S ⊂ A имеет предел limS ∈ Ai, принадлежащий всем множествам Ai,
и, значит, этот предел принадлежит limS ∈ A, т.е. пересечение замкнуто в o- топологии
пространства E.

Пусть теперь A = A1 ∪ A2 является объединением порядково замкнутых множеств
A1, A2 ⊂ E. Если порядково сходящаяся сеть S ⊂ A имеет подсеть S1 ⊂ A1, то ее предел
будет принадлежать limS = limS1 ∈ A1 ⊂ A по условию замкнутости A1. Если такой
подсети в S не существует, то некоторое сечение этой сети содержится в множестве A2, а
тогда мы получим limS ∈ A2 ⊂ A в силу замкнутости A2. Тем самым доказана замкну-
тость объединения A.

Таким образом, τo является топологией в пространстве E, при этом в силу предложе-
ния 11 положительный клин K ⊂ E и всякий порядковый интервал [x, y] ⊂ E являются
замкнутыми множествами τo. В частности, замыканием каждой точки x0 ∈ E является
наибольшее подпространство Z положительного клина K, так как [x, x] = Z.

Предположим теперь, что порядково сходящаяся сеть S ⊂ E к точке s0 = limS не
сходится к этой точке в порядковой топологии τo. Тогда существует открытая окрест-
ность U ∈ τo этой точки s0, что для некоторой подсети S1 ⊂ S выполняется включение
S1 ∈ E \ U . Так как S1 является подсетью сети S, то она порядково сходится к s0 и,
следовательно, множество E \ U не является порядково замкнутым. Таким образом, мы
получили противоречие.

Докажем, что τo является сильнейшей топологией в пространстве E. В самом деле,
пусть всякая порядково сходящаяся сеть S ⊂ E сходится в топологии τ к тому же пределу,
т.е. множество порядково сходящихся сетей содержится в множестве сетей, сходящихся в
топологии τ . Тогда любое замкнутое множество в топологии τ будет порядково замкну-
тым [16, стр. 97] и, следовательно, топология τ будет слабее порядковой топологии τo.
Аналогично доказывается утверждение для относительно равномерной топологии τr.

Определение 12. Сеть T = {tj}j∈J называется подсетью сети S = {si}i∈I и обозначается
это через T ⊂ S, если существует такое отображение ϕ : J → I, что tj = sϕ(j) при всех
j ∈ J , и для каждого индекса i ∈ I найдется такой индекс k ∈ J , что ϕ(j) > i при всех
j > k.

Сеть S ⊂ E в пространстве сходимости E называется ∗сходящейся (звездно сходящей-
ся) к точке x ∈ E, если всякая ее подсеть T ⊂ S имеет подсеть R ⊂ T , которая сходится
к x = limT .

Таким образом, в полуупорядоченном пространстве мы можем рассматривать ∗o-
сходимость, определенную для o-сходимости, и ∗r-сходимость, определенную для r-
сходимости.

126



Федоров В.М., О максимальной топологии сходимости в полуупорядоченном пространстве

Следствие 7. В каждом архимедово полуупорядоченном пространстве E, в котором
положительный клин является порождающим, линейные операции сложения и умно-
жения на число непрерывны относительно ∗o-сходящихся (∗r-сходящихся) сетей, т.е.
пространство E является пространством ∗o-сходимости (∗r-сходимости) по сетям.

Доказательство этого следствия вытекает из теоремы 3 и следующего замечания. Ес-
ли пространства X, Y , Z являются пространствами сходимости по сетям и функция
f : X × Y → Z непрерывна относительно заданных сходимостей, то она будет непрерыв-
ной также относительно ∗сходимостей [1, стр. 288]. Действительно, пусть заданные сети
S = {si}i∈I и T = {tj}j∈J будут ∗сходиться соответственно к x ∈ X и y ∈ Y . Рассмотрим
некоторую подсеть G = {gl}l∈L сети F = {f(si, tj)}(i,j)∈I×J , где G(l) = gl = f(si(l), tj(l)) при
всех l ∈ L. Тогда сеть S1 = {si(l)}l∈L является подсетью сети S, а сеть T1 = {tj(l)}l∈L являет-
ся подсетью сети T , которые по условию имеют подсети S2 = {si(ln)}n∈N и T2 = {tj(lm)}m∈M ,
сходящиеся соответственно к точкам x и y. Поэтому сеть H = {hn,m}(n,m)∈N×M , где
H(n,m) = hn,m = f(si(ln), tj(lm)) при всех (n,m) ∈ N × M , является подсетью сети G
и по условию непрерывности функции f сходится к точке f(x, y).

Предложение 15. В полуупорядоченном пространсте E всякая сеть S ⊂ E ∗o-
сходящаяся (∗r-сходящаяся) к точке x ∈ E сходится в топологии τo (τr) к той же
точке x.

В самом деле, согласно теореме 4 достаточно показать, что если в сети S всякая подсеть
имеет такую подсеть, которая сходится к точке x в топологии τo (τr), то S сходится в этой
топологии. Предположим обратное, т.е. сеть S не сходится в топологии τo (τr). Тогда
существует окрестность Ox ∈ τo (τr) точки x и некоторая подсеть R ⊂ S, которая не
содержит элементов, принадлежащих окрестности Ox. Следовательно, в сети R нет ни
одной подсети, сходящейся к точке x в топологии τo (τr), что противоречит условию.

Заметим, что множество всех сетей S ⊂ E, сходящихся в порядковой топологии τo,
вообще говоря, больше, чем множество всех порядково сходящихся* сетей. Иначе можно
сказать, что множество порядково сходящихся* сетей пространства E, вообще говоря,
недостаточно для определения замыкания множества A ⊂ E в порядковой топологии τo.

Ясно, что порядковое замыкание A множества A ⊂ E должно содержать все поряд-
ковые пределы сетей S ⊂ A. Однако простым присоединением к множеству A всех та-
ких пределов нельзя получить порядково замкнутое множество. Для того чтобы постро-
ить A, нужно образовать трансфинитную последовательность множеств, включая в каж-
дое следующее множество Aα всевозможные порядковые пределы сетей S ⊂ ⋃

β<αAβ из

предыдущих множеств. Тогда A совпадает с объединением
⋃
α<γ Aα, где γ — начальный

трансфинит мощности, большей, чем мощность пространства E. Поэтому сходимость в
топологии τo, вообще говоря, не совпадает с порядковой сходимостью. Совпадение имеет
место только тогда, когда выполняются законы ∗сходимости и повторного предела (см.
[17, стр. 280], [18, стр. 802], [19, стр. 360]).

4 Характеристика регулярности сходимости в полуупо-

рядоченном пространстве

Специальное понятие регулярности K-пространств E (т.е. полных решеток) счетного ти-
па было введено Л. В. Канторовичем, которое оказалось равносильно так называемому за-
кону диагональной последовательности (см. [4, стр. 163]), примененному к последователь-
ности o-сходящихся последовательностей, т.е. для всякой двойной последовательности
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{xnm}(n,m)∈N×N, имеющей повторный o-предел limn→∞ limm→∞ xnm = x, существует диаго-
нальная подпоследовательность {xn,mn}n∈N, имеющая rnr же o-предел limn→∞ xnmn = x.

В следующем определении o-регулярности рассматриваются произвольные полуупоря-
доченные пространства и сети вместо последовательностей. В общем случае, определение
регулярности Канторовича не равносильно o- регулярности и даже одно не следует из
другого. Совпадение возможно лишь в частных случаях для решеточных пространств
счетного типа.

Определение 13. Пусть E является пространством сходимости по сетям. Cходимость
в E удовлетворяет закону ∗сходимости (закону звездной сходимости), если всякая
∗сходящаяся сеть является сходящейся, т.е. когда ∗сходимость сети равносильна ее схо-
димости.

Говорят, что сходимость в пространстве E удовлетворяет закону повторного предела,
если для всякой сети {Si}i∈I сходящихся сетей Si = {si,j}j∈Ji

, для которых существует
повторный предел limi limSi = x, диагональная сеть S : I ×∏i∈I Ji → E сходится к точке
x, где диагональная сеть равна S(i, α) + si,α(i) и α ∈ ∏

i∈I Ji — элемент произведения
направленных множеств.

Сходимость в пространстве E называется регулярной, если она удовлетворяет закону
повторного предела. В случае регулярности o-сходимости или r-сходимости полуупорядо-
ченное пространство E называется соответственно o-регулярным или r-регулярным, а в
случае регулярности ∗o-сходимости или ∗r-сходимости полуупорядоченное пространство
E называется соответственно ∗o-регулярным или ∗r-регулярным.

Сходимость в топологическом пространстве всегда удовлетворяет закону звездной схо-
димости. В самом деле, предположим, что сеть S ∗сходится к точке x. Если сеть S не
сходится к точке x, то существует окрестность U точки x и некоторая подсеть T , которая
не имеет элементов, принадлежащих этой окрестности U . Следовательно, сеть T не име-
ет подсетей, сходящихся к точке x. Нетрудно проверить также, что сходимость в любом
топологическом пространстве удовлетворяет закону повторного предела [11, стр. 43].

Заметим, что если закон звездной сходимости не выполняется в пространстве сходи-
мости, то всегда можно расширить класс сходящихся сетей, заданных первоначально,
присоединив к нему все ∗сходящиеся сети. Эта операция называется операцией насыще-
ния сходимости. Нетрудно показать, что повторная операция насыщения не расширяет
класса сходящихся сетей.

Теорема 5. Полуупорядоченное пространство E является o-регулярным (∗o-
регулярным) тогда и только тогда, когда для всякой сети {Ai}i∈I положитель-
ных направлений Ai ⊂ K по убыванию, у которых inf Ai = 0, диагональная сеть
A : I × ∏

i∈I Ai → E будет o-сходиться (∗o-сходится) к нулю, где A(i, a) + a(i) и
a ∈∏i∈I Ai — элемент произведения направлений.

Доказательство. Необходимость. Пусть o-сходимость (∗o-сходимость) является регуляр-
ной. Рассмотрим в качестве сети сходящихся сетей сеть {Ai}i∈I направлений Ai ⊂ K по
убыванию, у которых нижняя грань inf Ai = 0. В силу предложения 10 направления Ai
будут o-сходиться к нулю и, тем более, они будут ∗o-сходиться к нулю. Поэтому повторный
o-предел (∗o-предел) существует и равен limi limAi = 0 нулю. Таким образом, по предпо-
ложению диагональная сеть A : I ×∏i∈I Ai → E, A(i, a) + a(i), где i ∈ I и a ∈ ∏i∈I Ai,
o-сходится (∗o-сходится) к нулю.

Достаточность. Пусть задана сеть {Si}i∈I o-сходящихся сетей Si = {sij}j∈Ji
, для кото-

рых существует повторный o-предел limSi = xi и lim xi = x. Обозначим через Ai такое
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положительное направление по убыванию, у которого нижняя грань inf Ai = 0, при этом
Ai мажорирует сеть Si − xi и −Ai минорирует сеть Si − xi. Тогда по условию теоремы
диагональная сеть A(i, a) = a(i), где i ∈ I и a ∈ ∏i∈I Ai, будет o-сходиться к нулю. Так
как сеть A мажорирует диагональную сеть S(i, α) − x и −A минорирует сеть S(i, α) − x,
где i ∈ I и α ∈ ∏i∈I Ji, то выполняются свойства мажорирования A ≻ S − x и минориро-
вания −A ≺ S − x. Следовательно, диагональная сеть S o-сходится в пространстве E и
ее o-предел равен limS = x.

Установим теперь регулярность ∗o-сходимости. Пусть далее T = {tl}l∈L является под-
сетью диагональной сети S(i, α). Тогда существует такое отображение ϕ : L→ I×∏i∈I Ji,
что tl = sϕ(l). Пусть ϕ(l) = (il, αl), где αl = {αl(i)}i∈I . Обозначим далее через

I ′ = {i ∈ I | i = il , ϕ(l) = (il, αl) , l ∈ L} , J ′
i = {j ∈ Ji | j = αl(i) , ϕ(l) = (il, αl) , l ∈ L} .

По условию подсети для каждого индекса i ∈ I найдется такой индекс k ∈ L, что il > i
при всех l > k, и для каждого индекса j ∈ Ji найдется такой индекс ki ∈ Ji, что αl(i) > j
при всех l > ki. В частности, подмножество I ′ ⊂ I является конфинальным в множестве
I и подмножество J ′

i ⊂ Ji является в направленном множестве Ji при всех i ∈ I.
Следовательно, сеть S ′

i = {si,αl(i)}l∈L является подсетью в сети Si. Далее по предполо-
жению ∗o-сходимости сети Si существует подсеть Ri = {rni

}ni∈Ni
сети S ′

i, o-сходящаяся к
точке limRi = xi при всех i ∈ I, где rni

= si,αlni
при всех ni ∈ Ni. Пусть {yn}n∈N является

подсетью сети {xil}l∈L, o-сходящейся к точке lim yn = x, где yn = xiln при всех n ∈ N .
Тогда по доказанному выше диагональная сеть R сетей {Riln

}n∈N o- qundhrq к точке x и
является подсетью сети T .

Аналогично доказанному критерию o-регулярности (∗o-регулярности) в теореме 5 по-
лучим критерий r-регулярности (∗r-регулярности).

Следствие 8. Полуупорядоченное пространство E является r-регулярным (∗r-
регулярным) тогда и только тогда, когда для всякой сети положительных элементов
{ai}i∈I ⊂ K и для всякой сети направлений по убыванию {Λi}i∈I положительных чисел
Λi ⊂ R+, у которых нижняя грань inf Λi = 0, диагональная сеть A : I ×∏i∈I Λi → E r-
сходится (∗r-сходится) к нулю, где A(i, α) + α(i)ai и α ∈∏i∈I Λi — элемент произведе-
ния направлений.

Рассмотрим свойства o-регулярных (∗o-регулярных) полуупорядоченных пространств.

Предложение 16 (об устойчивости сходимости). Если сеть S = {si}i∈I в полуупорядо-
ченном o-регулярном (∗o-регулярном) пространстве E o-сходится (∗o-сходится) к нулю
limS = 0, то для любой последовательности чисел Λ = {λn} ⊂ R сеть T : N× IN → E,
определенная по формуле T (n, α) = λnsα(n), где n ∈ N и α ∈ IN, имеет o-предел (∗o-
предел) limT = 0.

Действительно, так как при каждом фиксированном n ∈ N o-предел (∗o-предел)
limλnS = 0 равен нулю, то по условию o-регулярности (∗o-регулярности) диагональная
сеть T : N × IN → E, равная T (n, α) = λnsα(n), где n ∈ N и a ∈ AN, имеет o-предел
(∗o-предел) limT = 0.

Предложение 17 (об аннулировании сети). В архимедово полуупорядоченном o-
регулярном (∗o-регулярном) пространстве E, какова бы ни была сеть S = {si}i∈I ⊂ E и
последовательность чисел {λn}n∈N ⊂ R, сходящаяся к нулю limλn = 0, сеть T : I×NI →
E, определенная по формуле T (i, α) = λα(i)si, где i ∈ I и α ∈ NI , имеет o-предел (∗o-
предел) limT = 0.

129



Раздел 2. Теория функций и функциональный анализ

Поскольку в силу архимедовости o-предел (∗o-предел) limλnsi = 0 равен нулю при
каждом фиксированном индексе i ∈ I, то по условию o-регулярности (∗o-регулярности)
диагональная сеть T : N × NI → E, которая определяется по формуле T (i, α) = λα(i)si,
где i ∈ I и α ∈ NI , имеет o-предел (∗o-предел) limT = 0.

Предложение 18 (о сходимости с регулятором). Сеть S ⊂ E в архимедово полуупо-
рядоченном o-регулярном (∗o-регулярном) пространстве E o-сходится (∗o-сходится) к
точке limS = x0 тогда и только тогда, когда она r-сходится (∗r-сходится) к точке
limS = x0.

Пусть направление по убыванию A ⊂ E мажорирует сеть S − x0, а направление по
возрастанию −A минорирует сеть S − x0, и имеет нижнюю грань inf A = 0. Также как в
предложении 16 построим диагональную сеть B : N×AN → E, равную B(n, a) = n an, где
a ∈ AN, которая имеет o-предел limB = 0. Следовательно, сеть B порядково ограничена в
E, т.е. найдется сечение B(m,b), где m ∈ N и b ∈ AN, такое, что B(m,b) ⊂ [0, c] при некотором
c ∈ K. Поэтому выполняется неравенство an 6 1

n
c при всех n > m и a 6 b. Так как

последовательность a = {an} ⊂ A, то она мажорирует сеть S − x0, а последовательность
−a минорирует сеть S − x0. Поэтому {− 1

n
c} мажорирует S − x0, а {− 1

n
c} минорирует

сеть S − x0. Таким образом, из o-сходимости сети к x0 следует ее r-сходимость к x0.
Обратное утверждение очевидно. Из доказаного утверждения для o-сходимости легко
получить доказательство для ∗o-сходимости.

Следствие 9. Всякое архимедово полуупорядоченное o-регулярное (∗o-регулярное) про-
странство E является r-регулярным (∗r-регулярным).

Из доказательства предложения 18 нетрудyо заметить, что в архимедово полуу-
порядоченном o-регулярном (∗o-регулярном) пространстве E для всякой o-сходящейся
(∗o-сходящейся) сети S = {si}i∈I к точке limS = x0 существует такая подпоследо-
вательность xn = sin , которая r-сходится (∗r-сходится) к точке lim xin = x0. Поэто-
му o-сходимость (∗o-сходимость) является секвенциальной в каждом архимедовом o-
регулярном (∗o-регулярном) пространстве E.

Кроме того, само утверждение предложения 18 было получено из свойства устой-
чивости o-сходимости (∗o-сходимости), доказанного в предложении 17. Поскольку r-
сходимость (∗r-сходимость) является устойчивой, то получается, что o-сходимость (∗o-
сходимость) совпадает с r-сходимостью (∗r-сходимостью) тогда и только тогда, когда она
устойчива.

Предложение 19 (об общем регуляторе сходимости). В архимедово полуупорядоченном
o-регулярном (∗o-регулярном) пространстве E какова бы ни была сеть {Si}i∈I o- схо-
дящихся (∗o-сходящихся) сетей Si = {sij}j∈Ji

⊂ E, существует общий регулятор для
r-сходимости (∗r-сходимости) этих сетей.

В самом деле, применяя предложение 18, для любого i ∈ I и для всякой o-сходящейся
сети Si = {sij}i∈Ji

к точке xi ∈ E существует ci ∈ K, такое, что последовательность { 1
n
ci}

мажорирует сеть Si − xi, а последовательность {− 1
n
ci} минорирует сеть Si − xi. В силу

предложения 17 об аннулирующей сети, диагональная сеть T : N × NI → E, которая
определяется по формуле T (i, α) = 1

α(i)
ci, где (i, α) ∈ I × NI , имеет o-предел limT = 0.

Следовательно, сеть T порядково ограничена в E, т.е. существует сечение T(i,α), такое,
что T(i,α) ⊂ [0, c] при некотором c ∈ K, где (i, α) ∈ I × NI . Теперь для каждого ε > 0
выберем индекс li = li(α, ε) ∈ Ji настолько большим, чтобы sij − xi ∈ ε

α(i)
[−ci, ci] при всех

j > li. Тогда имеем sij − xi ∈ ε[−c, c] при всех j > li.
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Заметим, что доказательство этого предложения 19 опирается только на предложения
17 об аннулирующей сети и 18 о сходимости с регулятором, которые являются следствия-
ми o-регулярности (∗o-регулярности). Верно и обратное, т.е. если в архимедово полуупо-
рядоченном o-регулярном (∗o-регулярном) пространстве E существует общий регулятор
для сети {Si}i∈I o-сходящихся (∗o-сходящихся) сетей Si, то архимедово полуупорядочен-
ное пространство E является o-регулярным (∗o-регулярным).

Хаусдорфово топологическое линейное пространство X обычно называется регуляр-
ным, если для всякой окрестности U любой точки x ∈ X существует замкнутая окрест-
ность V этой точки x, содержащаяся в U . Всякое топологическое линейное пространство
регулярно. Биргхофф Г. [11, стр. 44] доказал, что хаусдорфово топологическое линейное
пространство является регулярным тогда и только тогда, когда для любой сети {Si}i∈I то-
пологически сходящихся сетей Si = {sij}j∈Ji

к точкам xi = limSi, для которых существует
диагональный топологический предел lim T = x, где T (i, α) = si,α(i), (i, α) ∈ I ×∏i∈I Ji,
существует также топологический предел lim xi = x.

В этом утверждении рассматривается топологическая сходимость. Как известно топо-
логическая сходимость удовлетворяет закону звездной сходимости и закону повторного
предела. Келли [17, стр. 280] доказал обратное утверждение: если в пространстве сходимо-
сти E выполняется закон звездной сходимости и закон повторного предела, то сходимость
совпадает со сходимостью относительно максимальной топологии, в которой множество
A ⊂ E замкнуто в том и только в том случае, если для всякой сети S, сходящейся к
некоторой точке x и имеющей подсеть в этом множестве A, следует, что x ∈ A.

Отсюда получаем следующую теорему.

Теорема 6. Пусть E — архимедово полуупорядоченное пространство, в кото-
ром положительный клин K ⊂ E порождающий. Тогда пространство E являет-
ся ∗o-регулярным (∗r-регулярным) тогда и только тогда, когда ∗o-сходимость (∗r-
сходимость) совпадает со сходимостью относительно o-топологии τo (r-топологии τr).

Доказательство. В самом деле, если в качестве сходимости в пространстве E рассмот-
реть ∗o-сходимость (∗r-сходимость), то E становится пространством сходимости, в кото-
ром будет выполнен закон звездной сходимости. В силу свойства ∗o-регулярности (∗r-
регулярности) в этом пространстве будет выполнен также закон повторного предела. Та-
ким образом, в силу теоремы Келли ∗o- сходимость (∗r-сходимость) совпадает со сходи-
мостью относительно o- топологии τo (r-топологии τr). Обратно, если ∗o-сходимость (∗r-
сходимость) совпадает со сходимостью относительно o-топологии τo (r- топологии τr), то
топологическая сходимость относительно o-топологии τo (r-топологии τr) будет удовлетво-
рять закону повторного предела и, следовательно, пространство E будет ∗o-регулярным
(∗r- регулярным).

Следствие 10. Всякое ∗o-регулярное (∗r-регулярное) архимедово полуупорядоченное
пространство E, в котором положительный клин K ⊂ E порождающий, является
топологическим линейным пространством.

В самом деле, если архимедово полуупорядоченное пространство E является ∗o-
регулярным (∗r-регулярным), то согласно теоремы 6 ∗o-сходимость (∗r-сходимость) сов-
падает со сходимостью относительно o-топологии (r-топологии). Кроме того, в силу след-
ствия 7 линейные операции сложения и умножения на число в пространстве E будут
непрерывны относительно ∗o- сходящихся (∗r-сходящихся) сетей. Следовательно, они бу-
дут непрерывны относительно o-топологии (r-топологии).
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5 Порядково ограниченная топология в полуупорядо-

ченном пространстве

Пусть E — полуупорядоченное пространство. Обозначим через τb сильнейшую аффинную
топологию в E, относительно которой всякий порядковый интервал топологически огра-
ничен. Сильнейшая локально выпуклая топология, удовлетворяющая указанному усло-
вию, называется порядково ограниченной топологией [15]. Мы также будем использовать
это название для τb. Базу B

τb
0 окрестностей нуля порядково ограниченной топологии τb

составляют уравновешенные множества U ⊂ E, поглощающие всякиий порядковый ин-
тервал [a, b] ⊂ E, т.е. для каждого [a, b] ⊂ E существует такое ε > 0, что λ[a, b] ⊂ U при
всех |λ| < ε.

Пусть Eb обозначает порядково ограниченное сопряженное пространство, т.е. множе-
ство всех линейных непрерывных функционалов относительно топологии τb. Фактортопо-
логия τ̂b в Ê будет хаусдорфофой, если Eb разделяет точки Ê. Множество ограничено в
топологии τb в том и только в том случае, когда оно порядково ограничено. Следователь-
но, если U ⊂ E является уравновешенным множеством, поглощающим всякое ограничен-
ное множество в топологии τb, то тем более оно поглощает всякий порядковый интервал
и, значит, является окрестность нуля. Таким образом, τb является борнологической аф-
финной топологией.

Теорема 7. В архимедово полуупорядоченном пространстве E порядково ограниченная
топология τb совпадает с относительно равномерной топологией τr, т.е. τb = τr.

Доказательство. Пусть некоторая сеть S = {si}i∈I r-сходится к нулю. Тогда существует
a ∈ K и направление положительных чисел по убыванию Λ = {λi}i∈I ⊂ R+, такие, что
si ∈ λi[−a, a]. Пусть U ⊂ E является окрестностью нуля в топологии τb, тогда найдется
такое ε > 0, что λ[−a, a] ⊂ U при всех |λ| < ε. Выберем k ∈ I так, чтобы 0 < λi < ε
при всех i > k. Отсюда получим включение si ∈ U при всех i > k. Таким образом, сеть
S сходится к нулю в топологии τb. Так как τr является максимальной топологией, то
топология τb слабее τr.

С другой стороны, докажем, что всякий порядковый интервал [a, b] ⊂ E является
ограниченным множеством в топологии τr. Пусть последовательность {xn} ⊂ [a, b]. Не
ограничивая общности утверждения, мы можем предполагать, что a и b принадлежат ли-
нейной оболочке клина K−K. Поэтому a = a1−a2, b = b1−b2, где a1, a2, b1, b2 ∈ K. Пусть
c = a1 + a2 + b1 + b2, тогда {xn} ⊂ [−c, c] и, следовательно, для любой последовательности
λn ∈ R+, имеющей предел limλn = 0, получим λnxn ∈ λn[−c, c] и r-предел limλnxn = 0
равен нулю. Отсюда предел limλnxn = 0 равен нулю в топологии τr и, значит, множество
[a, b] ограничено в топологии τr. Так как τb является максимальной топологией, то она
сильнее τr.

Предложение 20. Линейный функционал f : E → R непрерывен в топологии τb в том
и только в том случае, когда он ограничен на каждом порядковом интервале.

В самом деле, пусть f ∈ Eb, тогда для любого ε > 0 существует такая окрестность
нуля U ∈ U

τb
0 , что |f(U)| < ε. Для любого порядкового интервала [a, b] ⊂ E найдется

такое δ > 0, что λ[a, b] ⊂ U при всех |λ| 6 δ. Следовательно, f([a, b]) < ε/δ. Обратно, eс-
ли f ограничен на всяком порядковом интервале, то прообраз f−1(−1, 1) является урав-
новешенным множеством, поглощающим всякий порядковый интервал. Следовательно,
множество f−1(−1, 1) является окрестностью нуля в топологии τb.
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Предложение 21. Если полуупорядоченное пространство E является произведением
E =

∏n
i=1 Ei конечного числа полуупорядоченных пространств Ei, то порядково огра-

ниченная топология в E является произведением соответствующих порядково ограни-
ченных топологий пространств Ei.

Докажем, что проекция P1 : E → E1 является топологическим гомоморфизмом отно-
сительно соответствующих порядково ограниченных топологий. Заметим, что P1 является
положительным линейным оператором и P1([a, b]) = [P1(a), P1(b)] для любого порядкового
интервала [a, b]. Следовательно, если множество U ⊂ E уравновешено и поглощает вся-
кий порядковый интервал, то этими же свойствами обладает его прообраз P−1

1 (U). Таким
образом, оператор P1 непрерывен относительно порядково ограниченных топологий. С
другой стороны, если [a1, b1] ⊂ E1, то [a1, b1]×{0} есть порядковый интервал в E. Поэто-
му если U ⊂ E уравновешенная окрестность нуля, то P1(U) является уравновешенным и
поглощает порядковый интервал [a1, b1].

Порядково ограниченную топологию легче всего анализировать, когда E является
архимедово полуупорядоченным пространством с порядковой единицей. Для удобства
формулировок мы будем использовать следующую терминологию.

Определение 14. Последовательность {xn} ⊂ E называется порядково суммируемой
в полуупорядоченном пространстве E, если существует o-предел частичных сумм sn +∑n

k=1 xk, n ∈ N.
Говорят, что последовательность {xn} ⊂ E имеет тип ℓ1, если существует положи-

тельный элемент e ∈ K и такие положительные числа λn ∈ R+, что
∑∞

n=1 λn < ∞ и
xn ∈ λn[−e, e].
Теорема 8. Пусть E является архимедовым полуупорядоченным пространством с по-
рядковой единицей e ∈ K. Тогда пространство (E, τb) является полунормированным и
имеет сильнейшую фактортопологию, относительно которой E является локально вы-
пуклым и порядково факторзвездным пространством. При этом пространство (E, τb) в
том и только в том случае является метрически полным, когда всякая положительная
последовательность {xn} ⊂ K типа ℓ1 порядково суммируема.

Доказательство. Введем функционал Минковского pe порядкового интервала [−e, e]. То-
пология τe, порожденная полунормой pe, сильнее топологии τb, поскольку интервал [−e, e]
ограничен в топологии τb. С другой стороны, топология τe слабее топологии τb, так как
по определению порядковой единицы интервал [−e, e] поглощает все порядковые интер-
валы [x, y] и, следовательно, является окрестностью нуля в топологии τb. Таким образом,
пространство E становится полунормированным пространством и τe = τb.

Поскольку полунорма pe порядково выпукла, то топология E является порядково фак-
торвыпуклой и, следовательно, порядково факторзвездной. С другой стороны, если неко-
торая локально выпуклая топологии τ является факторзвездной, то согласно следствию
[9, стр. 29] каждый порядковый интервал ограничен в фактортопологии τ̂ и поэтому эта
топология слабее τb. Чтобы доказать замкнутость клина K, заметим, что e является внут-
ренней точкой единичного шара [0, 2e] и, значит внутренней точкой K. Если x ∈ K, то
y = (1 − 1/n)x + e/n есть внутренняя точка K [3, стр. 53]. Поэтому −nx 6 (e − x) и из
условия архимедовости следует, что x > 0.

Пусть положительная последовательность {xn} ⊂ K имеет тип ℓ1, т.е. xn 6 λne, где
λn > 0 и

∑∞
n=1 λn < ∞. Тогда получим pe(sn − sm) 6

∑n
n=m+1 λk, где sn +

∑n
k=1 xk.

Отсюда, если E метрически полно, то существует o-предел s = lim sn (mod Z). Обратно,
для всякой фундаментальной последовательности найдется подпоследовательность {xn},
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такая, что pe(xn+1 − xn) 6 λn. Тогда xn+1 − xn ∈ λn[−e, e] и zn + λne − (xn+1 − xn) ∈
K. Поэтому, для того чтобы доказать сходимость последовательности {xn}, достаточно
установить сходимость ряда

∑∞
k=1 zk. Так как zn 6 2λne, то по предположению существует

o-предел u = lim un и в силу предложения 8 существует верхняя грань u = sup{un} ∈ K,
где un =

∑n
k=1 zk. Поскольку имеют место неравенства

0 6 u− um = sup
n

m+n∑

k=m+1

zk 6 2
∞∑

k=m+1

λke ,

то lim pe(u − um) 6 2
∑∞

k=m+1 λk и, следовательно, указанный ряд сходится в топологии
τb.

Следствие 11. Если E есть архимедово полуупорядоченное пространство, обладающее
порядковой единицей e ∈ K, то оно порядково регулярно и Eb = Eo.

В самом деле, свойство регулярности полупорядка в E вытекает из следствия 4. По-
скольку по теореме 8 полунормированное пространство (E, pe) является порядково фак-
торзвездным, то применяя лемму [9, стр. 30], получим равенство Eb = K∗ −K∗ = Eo.

Следствие 12. Пусть E — банахово полуупорядоченное пространство с порядковой еди-
ницей e ∈ K. Тогда фактортопология Ê совпадает с порядково ограниченной топологией
τb тогда и только тогда, когда E порядково факторзвездно.

Действительно, поскольку клин K замкнут в E, то полупорядок в E архимедовый.
Если топология факторпространства Ê совпадает с τb, то по теореме 8 пространство E

является порядково факторзвездным. Обратно, если E является порядково факторзвезд-
ным, то согласно теореме 8 топология факторпространства Ê слабее топологии τb. Кро-
ме того, пространство E является бочечным. Поэтому, поскольку порядковый интервал
[−e, e] ⊂ Ê является бочкой, то он будет окрестностью нуля и, следовательно, топология

Ê совпадает c τb.
Примерами для применения последнего следствия являются пространства C(X),

L∞(X) или, более общо, всякое банахово полуупорядоченное пространство E, в кото-
ром норма порядково факторвыпукла и положительный клин K имеет непустую внут-
ренность. В силу предложения 1 любая внутренняя точка e ∈ K положительного клина
топологического аффинного полуупорядоченного пространства E является порядковой
единицей и, наоборот, всякая порядковая единица e ∈ K оказывается внутренней точкой
положительного клина в топологии τb. Тем не менее, большинство полуупорядоченных
пространств, встречающихся в анализе, не содержат порядковую единицу, как, например,
бесконечномерные пространства Lp(X) при 1 6 p < ∞ [20, стр. 771]. Так что описание
топологии τb подобно теореме 8 далеко не всегда применимо.

Рассмотрим архимедово полуупорядоченное пространство E, положительный клин
K ⊂ E которого является порождающим, и для каждого e ∈ K обозначим через

Ee + {x ∈ E | ∃n ∈ N | −ne 6 x 6 ne} =
∞⋃

n=1

n[−e, e]

полуупорядоченное подпространство, наделенное порядковой ограниченной топологией
τb. Тогда пространство Ee полунормировано единичным шаром [−e, e]. Система этих под-
пространств {Ee | e ∈ K} направлена по включению. При этом, если e1, e2 ∈ K и су-
ществует c > 0, такое, что e1 6 ce2, то имеет место непрерывное вложение Ee1 ⊂ Ee2.

134



Федоров В.М., О максимальной топологии сходимости в полуупорядоченном пространстве

Определим в E топологию индуктивного предела, как сильнейшую топологию, которой
можно наделить пространство E, причем так, чтобы все вложения Ee ⊂ E, e ∈ K, были
непрерывны.

Теорема 9. Пусть в архимедово полуупорядоченном пространстве E положительный
клин K ⊂ E порождающий, множество C ⊂ K направлено по возрастанию и мажори-
рует клин K. Тогда пространство (E, τb), наделенное порядково ограниченной топологи-
ей τb, является топологическим аффинным пространством, топология которого совпа-
дает с топологией индуктивного предела полунормированных пространств {Ee | e ∈ C}.
Доказательство. В силу определения индуктивного предела достаточно показать, что
τb является сильнейшей аффинной топологией, для которой непрерывны все вложения
Ee ⊂ E. Если U является уравновешенной окрестностью нуля в топологии τb, то она
поглощает все порядковые интервалы вида [−e, e], где e ∈ C. Отсюда U ∩ Ee является
окрестностью нуля в подпространстве Ee и, значит, будет окрестностью нуля в тополо-
гии индуктивного предела. Следовательно, индуктивная топология сильнее топологии
τb. С другой стороны, по определению множества C ⊂ K всякий порядковый интервал
[x, y] ⊂ E содержится в некотором интервале вида n[−e, e], где e ∈ C и n ∈ N. Поэтому
[x, y] поглощается всякой окрестностью нуля в топологии индуктивного предела. Таким
образом, порядковые промежутки ограничены в топологии индуктивного предела и, сле-
довательно, она слабее топологии τb.

Следствие 13. Пусть E — архимедово полуупорядоченное пространство, в котором
положительный клин K порождающий. Тогда пространство (E, τb), наделенное поряд-
ково ограниченной топологией τb, является порядково факторзвездным.

Для доказательства применяем теорему 9 и затем используем определение тополо-
гии индуктивного предела. Тогда базу окрестностей нуля в порядково ограниченной
топологии τb можно задать системой таких уравновешенных множеств U ⊂ E, что
U =

⋃
e∈C λe[−e, e], где λe ∈ R+. Для доказательства порядковой факторзвездности

пространства E в силу предложения 6 (b) достаточно показать, что st(U) ⊂ U . Если
x ∈ st(U) = K ∩ (U − K), то найдется такой y ∈ U ∩ K и e ∈ C, что 0 6 x 6 y 6 λee.
Отсюда следует включение x ∈ U .

Заметим, что топология τb в факторпространстве Ê в том случае будет хаусдорфовой,
если порядковое сопряженное Eo тотально на Ê. Например, если E порядково регуляр-
но. Однако даже в этом случае указанный выше индуктивный предел, вообще говоря,
не является строгим индуктивным пределом, т. е. при вложении Ee1 ⊂ Ee2 топология
подпространства Ee1, вообще говоря, строго сильнее индуцированной топологии из про-
странства Ee2 .

Так, например, рассмотрим в пространстве E = Lp(X), p > 0, канонический полупо-
рядок, т.е. f 6 g, если f(x) 6 g(x) п. в. на измеримом множестве Y ⊂ X положительной
меры. Тогда применяя следствие 13 получим, что Lp(X) является порядково фактор-
звездным и, следовательно, будет порядково факторвыпуклым в порядково ограничен-
ной топологии τb. Выберем две функции так, чтобы имело место неравенство 0 6 f 6 g,
причем f — существенно ограничена, а g — существенно неограничена на множестве Y .
Тогда топология Ef строго сильнее индуцированной топологии Eg.

Предложение 22. Пусть в архимедово полуупорядоченном пространстве E определена
аффинная топология τ . Тогда следующие утверждения эквивалентны:

a) фактортопология τ̂ совпадает с порядково ограниченной топологией τb;

135



Раздел 2. Теория функций и функциональный анализ

b) фактортопология τ̂ является сильнейшей аффинной топологией в пространстве

Ê, которая является порядково факторзвездной;

Для доказательства (b) заметим, что в силу следствия 13 порядково ограниченная
топология τb является порядково факторзвездной. Кроме того, в силу следствия 2 для
всякой аффинной топологии τ в пространстве E, которая является порядково фактор-
звездной, все порядковые интервалы топологически ограничены в факторпространстве
Ê. Так как по определению τb является сильнейшей топологией, для которой все по-
рядковые интервалы будут топологически ограниченными, то τb сильнее топологии τ̂ в
пространстве E.
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138



Роль и значение П.Л.Чебышева в развитии прикладной механики

Роль и значение П.Л.Чебышева в развитии

прикладной механики

В целом ряде работ отечественных и иностранных исследователей П.Л.Чебышев рас-
сматривается в первую очередь как выдающийся русский математик. Гораздо меньше
изучена его роль в развитии прикладной механики и теории механизмов. Чебышеву при-
надлежит заслуга научной постановки и решения ряда задач, касающихся одной из самых
трудных проблем теории механизмов — проблемы синтеза (проектирования и конструиро-
вания) механизмов. Значительную долю своих усилий он потратил на синтез шарнирных
механизмов и на создание их теории. Особенное внимание он уделял усовершенствованию
параллелограмма Уатта — механизма, служащего для превращения кругового движения
в прямолинейное. Этот основной для паровых двигателей и других машин механизм был
весьма несовершенен и давал вместо прямолинейного движения криволинейное. Такая
подмена одного движения другим вызывала вредные сопротивления, портившие и изна-
шивавшие машину. Многие поколения инженеров пробовали бороться с этим дефектом,
но существенных результатов добиться не смогли. П.Л.Чебышев взглянул на дело с но-
вой точки зрения и поставил вопрос так: создать механизмы, в которых криволинейное
движение возможно меньше отклонялось бы от прямолинейного, и определить при этом
наивыгоднейшие размеры частей машины. С помощью специально разработанного им
аппарата теории функций, наименее уклоняющихся от нуля, он показал возможность ре-
шения задачи о приближенно-прямолинейном движении с любой степенью приближения
к этому движению. На основе разработанного им метода он дал ряд новых конструкций
приближенно-направляющих механизмов.

Изучая траектории, описываемые отдельными точками звеньев шарнирно-рычажных
механизмов, П.Л.Чебышев останавливается на траекториях, форма которых является
симметричной. Изучая свойства этих симметричных траекторий (шатунных кривых), он
показывает, в частности, что можно шарнирными механизмами воспроизвести вращатель-
ное движение с различным направлением вращения около двух осей, причем указанные
механизмы не будут ни параллелограммами, ни антипараллелограммами. Один из та-
ких механизмов, получивший в дальнейшем название парадоксального, является до сих
пор предметом удивления всех техников и специалистов. Передаточное отношение между
ведущим и ведомым валами в этом механизме может меняться в зависимости от направ-
ления вращения ведущего вала.

П.Л.Чебышев создал ряд так называемых механизмов с остановками. В этих механиз-
мах, широко применяемых в современном автоматостроении, ведомое звено совершает
прерывистое движение, причем отношение времени покоя ведомого звена ко времени его
движения должно изменяться в зависимости от технологических задач, поставленных
перед механизмом.

Используя свои механизмы, П.Л.Чебышев построил знаменитую стопоходящую маши-
ну, имитирующую своим движением движение животного; он построил так называемый
гребной механизм, который имитирует движение весел лодки, самокатное кресло, дал
оригинальную модель сортировальной машины и других механизмов. До сих пор мы с
изумлением наблюдаем за движением этих механизмов и поражаемся богатой техниче-
ской интуиции П.Л.Чебышева.

Научное наследство П.Л.Чебышева в области теории механизмов содержит такое бо-
гатство идей, которое представляет великого математика подлинным новатором техники.
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О движении твердого тела, состоящего из двух

дисков, по горизонтальной плоскости1

Ицкович М.О.2, Кулешов А.С.3

В работе рассматривается задача о движении по неподвижной горизонтальной плос-
кости твердого тела, состоящего из двух дисков одинакового радиуса, соединенных
перпендикулярно друг другу. Данное тело при движении по горизонтальной плос-
кости в каждый момент времени касается ее двумя точками. В предположении, что
движение тела происходит без проскальзывания, построены траектории точек каса-
ния на плоскости. Отмечены случаи, когда эти траектории можно построить лишь
численно, а когда удается указать их уравнения в явном виде. Найдены также поло-
жения равновесия на плоскости и получены условия их устойчивости.

Введение

Значительную часть творческого наследия П.Л. Чебышева составляют работы, посвя-
щенные исследованию кинематики различных механизмов [1, 2]. Изначальной задачей,
которую рассматривал Чебышев, было построение плоского шарнирного механизма, пе-
реводящее движение одного шарнира по окружности в движение другого шарнира по
прямой, т.е. спрямляющего механизма.

Задача построения механизма, осуществляющего некоторое заданное движение, т.е.
задача синтеза механизмов часто содержит несовместимые условия. Ввиду этого, задача
построения механизма, выполняющего заданное движение, может быть решена с извест-
ными ограничениями лишь приближенно.

Разрабатывая приближенные аналитические методы синтеза механизмов, П.Л. Чебы-
шев расширил методы математического анализа и указал способы построения функций,
осуществляющих наилучшее приближение в указанном им смысле. Построенный им ме-
ханизм с траекторией ведомого шарнира, на некотором участке не сильно уклоняющейся
от отрезка (так называемый механизм Чебышева), имеет всего одну степень свободы.

Рассматриваемая в данной работе механическая система также имеет одну степень
свободы. Данная система состоит из двух однородных дисков одинакового радиуса, со-
единенных перпендикулярно друг другу. Полученное таким образом твердое тело при
движении по горизонтальной плоскости в каждый момент времени касается ее двумя

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 11-01-00322.
2Ицкович Михаил Олегович, m1shok7@mail.ru, студент кафедры теоретической механики и мехатро-

ники, механико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
3Кулешов Александр Сергеевич, kuleshov@mech.math.msu.su, akule@pisem.net, доцент кафедры теоре-

тической механики и мехатроники, механико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова.
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точками. В предположении, что движение тела происходит без проскальзывания, постро-
ены траектории точек касания на плоскости. Найдены положения равновесия тела на
плоскости и получены условия их устойчивости.

1 Постановка задачи

Рассмотрим два одинаковых круглых диска радиуса R. На каждом из дисков отметим
один из диаметров, а затем соединим эти диски перпендикулярно друг другу так, чтобы
отмеченные диаметры образовывали единую ось симметрии (Рис. 1). Полученное таким
образом твердое тело всегда будет иметь две точки касания с горизонтальной плоскостью.
Пусть расстояние между центрами дисков равно 2∆.

Рис. 1: Тело, состоящее из двух дисков.

Ранее в работах [3]-[6] рассматривался так называемый олоид – частный случай опи-
санного твердого тела, для которого 2∆ = R. Другими словами, для олоида окружность
одного диска проходит через центр другого. Были получены траектории точек касания
олоида с плоскостью.

Несмотря на то, что данная система имеет всего одну степень свободы, ее движение яв-
ляется весьма необычным и нуждается в исследовании. Ниже сформулированы основные
факты из кинематики и дифференциальной геометрии, которые будут использоваться
нами в дальнейшем.

2 Основные теоретические факты

Репер Френе и его угловая скорость. Натуральные уравнения кривой. При
изучении задачи о движении точки по криволинейной траектории часто используется
естественный трехгранник – репер Френе, с началом в движущейся точке, образованный
единичным вектором касательной к траектории τ , главной нормалью ν и бинормалью β.
Для производных этих векторов справедливы формулы Френе:

dτ

dt
= kṡν,

dν

dt
= −kṡτ + æṡβ,

dβ

dt
= −æṡν. (1)

141



Раздел 3. Теоретическая механика и мехатроника

Здесь s – натуральный параметр, k = k(s) – кривизна кривой (траектории точки),
æ = æ(s) – кручение кривой.

Из курса механики известно, что производные единичных векторов e1, e2, e3 любого
подвижного базиса удовлетворяют уравнениям Пуассона

dei
dt

= [ω × ei] , i = 1, 2, 3. (2)

где ω – угловая скорость данного базиса. Поэтому формулы Френе (1) также можно
представить в виде уравнений Пуассона (2); для вектора угловой скорости репера Френе
Ω (его еще называют вектором Дарбу) получим выражение:

Ω = kṡβ + æṡτ .

В частности, если траектория движущейся точки – плоская, то æ = 0 и

Ω = kṡβ. (3)

В этом случае введем неподвижную систему координат Oxy в плоскости, содержа-
щей кривую. Пусть радиус-вектор движущейся точки относительно введенной системы
координат имеет вид:

r = r (s) = x(s)ex + y(s)ey,

Обозначим через α(s) угол между касательным вектором τ к данной кривой

τ =
dr

ds
=
dx

ds
ex +

dy

ds
ey

и единичным вектором ex оси Ox. Поскольку τ (s) – единичный вектор, то его проекции
на оси Ox и Oy равны cosα и sinα соответственно. С другой стороны

τ (s) = cosαex + sinαey =
dx

ds
ex +

dy

ds
ey,

и поэтому
dx

ds
= cosα,

dy

ds
= sinα. (4)

Более того, в соответствии с первой формулой Френе

dτ

ds
= (− sinαex + cosαey)

dα

ds
ν = k(s)ν,

следовательно
dα

ds
= k(s). (5)

Таким образом, по заданной кривизне кривой k = k(s) можно построить параметри-
ческие уравнения этой кривой x = x(s), y = y(s).

Теорема сложения угловых скоростей. Пусть твердое тело движется относитель-
но некоторой неподвижной системы координат. Можно рассматривать движение твердого
тела как сложное: тело движется относительно некоторой подвижной системы координат
которая, в свою очередь, известным образом движется относительно неподвижной си-
стемы координат. Абсолютной угловой скоростью ωабс твердого тела называется угловая
скорость твердого тела относительно неподвижной системы координат, относительной
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угловой скоростью ωотн твердого тела – угловая скорость твердого тела относительно
подвижной системы координат. Переносной угловой скоростью ωпер называется угловая
скорость подвижной системы координат относительно неподвижной.
Теорема. [7] Абсолютная угловая скорость твердого тела равна сумме переносной и
относительной угловых скоростей:

ωабс = ωпер + ωотн.

Угловая скорость катящейся пластинки. Пусть по неподвижной плоской кривой,
заданной натуральным параметром s и имеющей кривизну K(s), катится без проскаль-
зывания пластинка, граница которой задана тем же натуральным параметром s и имеет
кривизну k(s). Будем считать, что закон изменения натурального параметра со временем
известен: s = s(t).

Лемма 1. Угловая скорость пластинки при ее движении по неподвижной кривой равна:

ω = (K − k) ṡez, (6)

где ez – единичный вектор, перпендикулярный плоскости движения.

Доказательство. Воспользуемся теоремой сложения угловых скоростей. Свяжем с непо-
движной кривой систему координат Oxyz, с подвижной кривой – систему координат Aξηz
и будем следить за движением репера Френе Pτνez с началом в точке касания P кривых
относительно каждой из этих систем (Рис. 2).

Относительно неподвижной системы координат Oxyz репер Френе Pτνez вместе с
точкой касания P движется по неподвижной кривой, следовательно, его абсолютная уг-
ловая скорость равна ωабс = K(s)ṡez (см. формулу (3)). Относительно подвижной си-
стемы координат Aξηz репер Френе вместе с точкой касания P движется по подвижной
кривой,и, следовательно, его относительная угловая скорость равна ωотн = kṡez. Перенос-
ная угловая скорость – это угловая скорость подвижной системы координат относительно
неподвижной, то есть, в данном случае, это и есть искомая угловая скорость подвижной
кривой. Таким образом, по теореме сложения угловых скоростей получаем

ωпер = ωабс − ωотн = K(s)ṡez − k(s)ṡez = (K − k)ṡez

что и требовалось доказать.

Касание плоскости двумя точками. Пусть по неподвижной горизонтальной плос-
кости движется твердое тело, состоящее из двух соединенных между собой пластинок.
Предположим, что в каждый момент времени твердое тело имеет касание с плоскостью в
двух точках A и B и скорости этих точек тела равны нулю (то есть, движение происходит
без проскальзывания). Пусть кривизна границы первой пластинки в точке касания A
равна k(s) и закон движения точки A по границе пластинки задан: s = s(t).

Лемма 2. Кривизна K(s) траектории точки касания A на неподвижной плоскости
связана с кривизной границы пластинки формулой

K = k cosϕ, (7)

где ϕ – угол наклона пластинки к горизонтальной плоскости.
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Рис. 2: Кинематика плоскопараллельного движения пластинки.

Доказательство. Введем три системы координат: Oexeyez – неподвижная система ко-
ординат с вектором ez, перпендикулярным плоскости, по которой движется пластинка;
Aτνβ – репер Френе границы пластинки в точке A и Aτ1ν1ez – репер Френе траектории
точки касания на неподвижной плоскости (Рис. 3).

Поскольку движение твердого тела происходит без проскальзывания, и тело касается
опорной плоскости в точках A и B, то можно утверждать, что вектор угловой скорости

тела коллинеарен вектору
−→
AB. Нам понадобится даже более слабый вывод: вектор угловой

скорости целиком принадлежит опорной плоскости

ω = ωτ1τ1 + ων1ν1. (8)

С другой стороны, по теореме сложения угловых скоростей

ω = ωпер + ωотн,

где ω – угловая скорость пластинки относительно неподвижного репера Oexeyez, ωотн –
угловая скорость пластинки относительно репера Aτνβ, а ωпер – угловая скорость репе-
ра Aτνβ относительно неподвижного репера Oexeyez. Относительная угловая скорость
пластинки равна угловой скорости репера Френе Aτνβ относительно пластинки, взятой
с противоположным знаком (см. (3), (6)):

ωотн = −kṡeβ .

Переносная угловая скорость в свою очередь может быть представлена в виде

ωпер = ω
пер
1 + ωотн

1 ,

где ωотн
1 – угловая скорость репера Aτνβ относительно репера Aτ1ν1ez, а ω

пер
1 – угловая

скорость репера Aτν1ez относительно неподвижного репера Oexeyez.
Поскольку единичный вектор τ и τ1 совпадают, то ωотн

1 = ϕ̇τ1, где ϕ – угол между
векторами ez и β или угол наклона пластинки к неподвижной плоскости; ω

пер
1 – это

угловая скорость репера Френе Aτ1ν1ez при движении по траектории точки касания на
плоскости, то есть ω

пер
1 = Kṡez, гдеK – кривизна траектории точки касания на плоскости.

Окончательно получаем следующее выражение для угловой скорости пластинки:

ω = Kṡez + ϕ̇τ1 − kṡβ.
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Рис. 3: К доказательству Леммы 2.

Учитывая, что
β = −ν1 sinϕ+ β1 cosϕ

окончательно получаем:

ω = ϕ̇τ1 + kṡ sinϕν1 − kṡ cosϕez +Kṡez.

Сравнивая полученное выражение с выражением (8) для той же самой угловой скоро-
сти, убеждаемся, что компонента угловой скорости вдоль вектора ez должна обращаться
в нуль

K − k cosϕ = 0

откуда и следует требуемое равенство.

3 Движение тела, состоящего из двух дисков

Основные системы координат. Пусть твердое тело, составленное из двух одинаковых
дисков, движется по неподвижной горизонтальной плоскости. Введем систему координат
Gx1x2x3, жестко связанную с движущимся телом. Начало системы Gx1x2x3 совпадает с
центром масс G тела, ось Gx2 является осью симметрии и проходит через центры дис-
ков, составляющих тело. Ось Gx3 перпендикулярна плоскости первого диска, а ось Gx1

перпендикулярна плоскости второго диска. Единичные векторы этой системы координат
обозначим e1, e2, e3 (Рис. 4).

Пусть A и B – точки касания тела с горизонтальной плоскостью. Положение точки A
будем определять углом θ между отрицательным направлением оси Gx2 и направлени-
ем из центра C1 первой окружности в точку A. Заметим, что угол θ связан простейшей
формулой с натуральным параметром s – длиной дуги окружности диска: s = Rθ. Поло-
жение точки B будем определять углом ψ между положительным направлением оси Gx2

и направлением из центра C2 второй окружности в точку B (Рис. 4). Тогда радиус-вектор
точки A может быть записан следующим образом:

−→
GA = r1 = R sin θe1 − (∆ +R cos θ)e2,

а радиус-вектор точки B имеет вид:

−−→
GB = r2 = (∆ +R cosψ) e2 − R sinψe3.
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Рис. 4: Подвижная система координат и основные переменные задачи.

При движении тела по горизонтальной плоскости три вектора r2 − r1, (r1)
′
θ и (r2)

′
ψ

должны лежать в этой плоскости. Соответствующее условие можно записать в виде:

∣∣∣∣∣∣

−R sin θ 2∆ +R cos θ +R cosψ −R sinψ
R cos θ R sin θ 0

0 −R sinψ −R cosψ

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Из этого условия находится связь между двумя параметризациями

cosψ = − R cos θ

R + 2∆ cos θ
. (9)

Если ввести теперь безразмерный параметр p = ∆/R, то соотношение (9) можно пе-
реписать в виде:

cosψ = − cos θ

1 + 2p cos θ
. (10)

Отметим, что по физическому смыслу задачи параметр p должен изменяться в пре-
делах p ∈ (0, +∞).

Используя равенство (10), можно выразить радиус-вектор точки B через переменную
θ:

−−→
GB = R

(
p + (2p2 − 1) cos θ

1 + 2p cos θ

)
e2 −

R
√

(1 + (2p− 1) cos θ) (1 + (2p+ 1) cos θ)

1 + 2p cos θ
e3. (11)

Можно показать, что выражение (11) имеет смысл, только если cos θ изменяется в
пределах

cos θ ∈
[
− 1

(2p+ 1)
, 1

]
,

то есть будем накладывать следующие ограничения на введенные параметры θ и ψ:

− arccos

(
− 1

(2p+ 1)

)
≤ θ ≤ arccos

(
− 1

(2p+ 1)

)
,
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− arccos

(
− 1

(2p+ 1)

)
≤ ψ ≤ arccos

(
− 1

(2p+ 1)

)
.

Легко видеть, что в силу специфической конструкции тела эти предположения выпол-
няются.

Траектории точек контакта. Запишем уравнение неподвижной плоскости, по ко-
торой движется тело, в системе координат Gx1x2x3. Пусть X, Y , Z – координаты произ-
вольной точки этой плоскости относительно системы координат Gx1x2x3. Тогда уравнение
плоскости можно представить в виде:
∣∣∣∣∣∣∣∣

X − R sin θ Y +R (cos θ + p) Z

−R sin θ
2pR (1+2p cos θ+cos2 θ)

1+2p cos θ
−R

√
(1+(2p−1) cos θ) (1+(2p+1) cos θ)

1+2p cos θ
R cos θ R sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=0

или, после некоторых упрощений,

− sin θX+cos θY +
√

(1+(2p−1) cos θ) (1+(2p+1) cos θ)Z+R (1+p cos θ)=0.

Единичный вектор

n = − sin θ√
sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2

e1 +
cos θ√

sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2
e2+

+

√
(1+(2p−1) cos θ) (1+(2p+1) cos θ)√

sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2
e3.

является нормальным вектором к этой плоскости. Следовательно, угол наклона первой
пластинки к плоскости движения может быть записан в виде:

cosϕ = (n · e3) =

√
(1+(2p−1) cos θ) (1+(2p+1) cos θ)√

sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2
.

Радиус кривизны окружности в любой ее точке равен k = 1/R. Поэтому, используя (7),
мы можем вычислить кривизну траектории точки контакта A на неподвижной плоскости:

K =

√
(1+(2p−1) cos θ) (1+(2p+1) cos θ)

R
√

sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2
.

После того, как найдено выражение для кривизны K можно найти параметрические
уравнения траектории точки A на неподвижной плоскости. Для этого введем неподвиж-
ную систему координат Oxyz. Начало O этой системы совпадает с точкой касания первого
диска с неподвижной плоскостью при θ = 0. Ось Ox направлена по касательной к окруж-
ности первого диска при θ = 0, ось Oz перпендикулярна плоскости движения. Ось Oy
образует правую тройку с осями Ox и Oz. Пусть α – угол между касательным вектором
к траектории точки A и осью Ox. Тогда по формуле (5)

dα

ds
=

dα

Rdθ
= K (θ) , то есть

dα

dθ
=

√
(1+(2p−1) cos θ) (1+(2p+1) cos θ)√

sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2
.
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Интегрирование данного уравнения позволяет найти зависимость α = α (θ). Используя
эту зависимость и формулы (4), можно получить зависимости xA = xA (θ) и yA = yA (θ).
Тем самым, задача определения траектории точки A на неподвижной плоскости будет
решена.

К сожалению, найти явную зависимость α = α (θ) не удается, так как соответствую-
щий неопределенный интеграл

∫ √
(1+(2p−1) cos θ) (1+(2p+1) cos θ) dθ√

sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2

при произвольном p не выражается через известные функции. Поэтому построение тра-
екторий точек A и B касания тела с плоскостью производилось численно при различных
значениях параметра p. На Рис. 5-6 представлены траектории точек A и B при p = 1/2
и p = 1. На этих рисунках нижняя кривая представляет собой траекторию точки A, а
верхняя кривая – траекторию точки B.

Рис. 5: Траектории точек касания тела с плоскостью при p = 1/2.

Рис. 6: Траектории точек касания тела с плоскостью при p = 1.

Отметим, что при некоторых значениях параметра p интеграл (12) можно выразить
через известные функции. В частности, при p = 1/2 (т.е. в случае олоида) интеграл (12)
выражается через элементарные функции и мы получаем (см. [5, 6])

α = 2 arcsin

(
2√
3

sin
θ

2

)
− arcsin

(
sin θ

2√
3 cos θ

2

)
,
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xA (θ)=
2R

√
3

9

(
arcsin

(
2√
3

sin
θ

2

)
+arcsin

(
sin θ

2√
3 cos θ

2

)
+2 sin

θ

2

√
1+2 cos θ

)
,

yA (θ) =
8R

√
3

9
sin2

(
θ

2

)
− 2R

√
3

9
ln

(
cos

(
θ

2

))
, −2π

3
< θ <

2π

3
.

Для точки B:

xB (θ)=
2R

√
3

9

(
arcsin

(
2√
3

sin
θ

2

)
+arcsin

(
sin θ

2√
3 cos θ

2

)
− 2 sin θ

2

(1+cos θ)

√
1+2 cos θ

)
,

yB (θ) =
7R

√
3

9
+

2R
√

3

9 cos2
(
θ
2

) − 2R
√

3

9
ln

(
cos

(
θ

2

))
, −2π

3
< θ <

2π

3
.

При p = 1/
√

2 интеграл (12) выражается через эллиптические функции.

Положения равновесия тела на плоскости. Их устойчивость. Используя вы-

ражения для радиуса-вектора
−→
GA точки A и вектора нормали n к плоскости движения,

легко получить выражение для потенциальной энергии V тела, составленного из двух
дисков. Действительно,

V = MgzG = −Mg
(−→
GA · n

)
= MgR

(1 + p cos θ)√
sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2

.

Критические точки потенциальной энергии соответствуют положениям равновесия
рассматриваемой системы. Производная функции V имеет вид:

V ′ = MgR
(2p2 − 1) sin θ cos θ

(
sin2 θ + (1 + 2p cos θ)2)3/2 .

Следовательно, система имеет два положения равновесия: θ = 0 и θ = π/2. Знак второй
производной функции V , вычисленной в положении равновесия, определяет характер
устойчивости данного равновесия. Для значения θ = 0 имеем:

V ′′
∣∣∣∣
θ=0

=
MgR (2p2 − 1)

(1 + 2p)3
.

Следовательно, положение равновесия θ = 0 устойчиво, если 2p2−1 > 0 и неустойчиво
при 2p2 − 1 < 0. Аналогично, для положения равновесия θ = π/2 получаем:

V ′′
∣∣∣∣
θ=π/2

= −MgR

2
√

2

(
2p2 − 1

)

откуда следует, что положение θ = π/2 устойчиво, если 2p2 − 1 < 0 и неустойчиво, если
2p2 − 1 > 0.

Случай 2p2−1 = 0, т.е. p = 1/
√

2 соответствует безразличному положению равновесия.
Центр масс тела в этом случае при движении будет все время находиться на постоянной
высоте.

149



Раздел 3. Теоретическая механика и мехатроника

4 Заключение

В данной работе получены параметрические уравнения траекторий точек касания те-
ла,состоящего из двух дисков, с горизонтальной плоскостью. Найдены все положения
тела на плоскости и получены условия их устойчивости.
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Об особенностях равновесий критических
систем

Самсонов В.А.1, Селюцкий Ю.Д.2, Михалев А.А.3

Рассматриваются кинематические цепи, для которых множество виртуальных пере-
мещений одной или нескольких точек является пустым. Показано, что такие механиз-
мы обладают «мертвыми» положениями — положениями равновесия, не зависящими
от направления действия силы, приложенной к одной из этих точек. Рассмотрены
также механизмы с особенностью другого типа, в которых ранг матрицы Якоби си-
стемы связей уменьшается на единицу в одной или нескольких изолированных точках
конфигурационного многообразия при критическом значении одного из параметров
связей. Показано, что перестройка конфигурационного многообразия механизма в
окрестности особой точки пространства обобщенных координат при прохождении
параметром критического значения, представляющая с точки зрения теории машин
и механизмов «переход» с одной сборки механизма на другую, топологически опи-
сывается перестройками Морса.

Введение

Понятия связи и виртуальные перемещения входят в число основных и традиционных
понятий аналитической механики. Тем не менее, не все их особенности подверглись ана-
лизу. Частично они обсуждались в [1]-[4].

Одной из проблем созданного еще трудами П.Л. Чебышева синтеза механизмов явля-
ется проблема «особых положений», в которых конфигурационное многообразие механиз-
ма обладает самопересечением при некоторых — критических — значениях параметров
связей. Такие механизмы принято называть критическими, вырожденными, обладающи-
ми неопределенностью движений звеньев. Изменяя во время синтеза параметры механиз-
ма, независимо от размера шага, можно «проскочить» особые положения и получить ме-
ханизм, область движения которого и, как следствие, его свойства и динамика меняются
кардинальным образом. Механизмы с положениями, в которых наблюдается неопределен-
ность движений звеньев, достаточно часто встречаются на практике, например, известны
различные типы кривошипно-ползунного механизма с указанными свойствами.

В математической основе вырождения совокупности связей механизмов при опреде-
ленных значениях параметров лежат критические точки семейств гладких функций, за-
висящих от параметров — предмет широкого исследования теории бифуркаций и теории
особенностей.

1Самсонов Виталий Александрович, samson@imec.msu.ru, профессор, глав. науч. сотр. лаб. навигации
и управления НИИ механики МГУ.

2Селюцкий Юрий Дмитриевич, seliutski@imec.msu.ru, доцент, старш. науч. сотр. лаб. навигации и
управления НИИ механики МГУ.

3Михалев Алексей Александрович, alexey_mih@inbox.ru, к.ф.-м.н.
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В настоящей работе исследованы две основные задачи для механизмов с одной и более
степенями свободы: наличие положений равновесия в окрестности особого положения и
их бифуркация; перестройка конфигурационного многообразия. Кроме того, рассмотрены
особенности задачи равновесия плоской кинематической цепи.

1 Особенности задачи равновесия кинематической це-

пи.

Кинематические цепи являются объектом изучения теории машин и механизмов, в кото-
рой для их анализа были разработаны и используются специальные методы. Применение
методов аналитической механики для исследования этих объектов позволяет выявить и
объяснить некоторые интересные особенности их поведения.

1.1 Описание системы.

Рассмотрим систему твердых тел, которая совершает плоскопараллельное движение и мо-
жет быть представлена в виде n-звенной кинематической цепи с закрепленными концами.
Обозначим узлы цепи через Oi (i = 0, ..., n), причем узлы O0 и On неподвижны. Примем,
что каждое тело-звено соединено с последующим и предыдущим в узлах цилиндрически-
ми шарнирами, а крайние звенья O0O1 и On−1On могут вращаться вокруг неподвижных
осей O0 и On. Введем в плоскости движения систему координат O0xy, ось абсцисс которой
направим вдоль линии неподвижных шарниров O0On (рис. 1). Будем считать, что система
находится под действием единственной силы F, приложенной в шарнире Ok.

Рис. 1: Кинематическая цепь с закрепленными концами

Введем следующие обозначения: s — длина O0On, ri — радиус-вектор O0Oi, di — длина
i-го звена, ϕi — угол между i-ым звеном и осью Ox.

Связи, наложенные на систему, имеют вид:




n∑

i=1

di cosϕi = s

n∑

i=1

di sinϕi = 0

(1)

где s предполагаем не равным нулю. Связи (1) выделяют в пространстве (ϕ1, ..., ϕn) много-
образие М допустимых положений системы, размерность которого в общем случае равна
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(n− 2). Пусть точка P:(ϕ1, ..., ϕn) принадлежит многообразию М. Тогда в малой окрест-
ности этой точки уравнения виртуальных перемещений имеют следующий вид: Gδϕ = 0,
где

G =

(
d1 sinϕ1 ... dn sinϕn
d1 cosϕ1 ... dn cosϕn

)
, δϕ =




δϕ1

...
δϕn




В общем случае rank (G) = 2, и множество виртуальных перемещений в окрестности
точки P принадлежат касательному пространству TRn−2. В случае rank (G) = 1 систе-
ма становится критической и требует дополнительного исследования. Для того, чтобы
rank (G) = 1, необходимо и достаточно, чтобы ϕi = πm i , m i ∈ Z, i ∈ 1, ..., n, (цепь
O0O1O2...On целиком лежит на прямой O0On).

1.2 Равновесия системы

Найдем «мертвые» положения, в которых δrk = 0.

Утверждение 1. Пусть P:(ϕ1, ..., ϕn) ∈M — некритическое положение системы, тогда

δrk = 0 ⇔
{
ϕi = ϕ1 + πm i , m i ∈ Z, i = 1, ..., k

ϕj = ϕk+1 + πmj , mj ∈ Z, j = k + 1, ..., n
(2)

Геометрически условия (2) означают, что звенья первой части цепи лежат на одной
прямой, а звенья второй части — на другой (рис. 2). При этом точка Ok приложения силы
F находится на пересечении этих прямых.

Рис. 2: «Мертвые» положения равновесия

Докажем сформулированное утверждение.
Достаточность:

Обозначим через xk, yk координаты вектора rk: xk =
k∑
i=1

di cosϕi, yk =
k∑
i=1

di sinϕi. Из

первой строки (2) следует, что δrk⊥OOk:

δxk = −
k∑

i=1

di sinϕiδϕi = −
(

k∑

i=1

(−1)midiδϕi

)
sinϕ1 (3)

δyk =
k∑

i=1

di cosϕiδϕi =

(
k∑

i=1

(−1)midiδϕi

)
cosϕ1 (4)
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Из второй строки (2) следует, что δrk⊥OkOn:

δxk =
n∑

i=k+1

di sinϕiδϕi =

(
n∑

i=k+1

(−1)midiδϕi

)
sinϕk+1 (5)

δyk = −
n∑

i=k+1

di cosϕiδϕi = −
(

n∑

i=k+1

(−1)midiδϕi

)
cosϕk+1 (6)

В то же время, из условия некритичности точки P следует, что ϕ1 6= ϕk+1+πm , m ∈ Z.
Следовательно, δrk = 0. Необходимость: В силу некритичности системы ∃ i ∈ 1, k, j ∈
k + 1, n: sin(ϕi − ϕj) 6= 0. Следовательно, система уравнений, эквивалентная (2):





di sinϕiδϕi + dj sinϕjδϕj = −
∑

v 6=i,j
dv sinϕvδϕv

di cosϕiδϕi + dj cosϕjδϕj = −
∑

v 6=i,j
dv cosϕvδϕv

(7)

имеет единственное решение относительно δϕi, δϕj. Без ограничения общности можно
считать, что sin(ϕ1 − ϕk+1) 6= 0. Примем в качестве независимых перемещений δϕv (v 6=
1, k + 1). Тогда:

δrk = 0 ⇔





d1 sinϕ1δϕ1 + ...+ dk sinϕkδϕk = 0

d1 cosϕ1δϕ1 + ... + dk cosϕkδϕk = 0

dk+1 sinϕk+1δϕk+1 + ...+ dn sinϕnδϕn = 0

dk+1 cosϕk+1δϕk+1 + ...+ dn cosϕnδϕn = 0

⇒ (8)

⇒





k∑

i=2

di sin(ϕi − ϕ1)δϕi = 0

n∑

i=k+2

di sin(ϕi − ϕk+1)δϕi = 0

⇒
{
ϕi = ϕ1 + πm i , m i ∈ Z, i = 1, ..., k

ϕj = ϕk+1 + πmj , mj ∈ Z, j = k + 1, ..., n
(9)

Таким образом, утверждение доказано.

Замечание 1. Если условия (2) выполняются для k = 1 (k = n − 1), то положение
равновесия сохраняется и в том случае, когда сила F приложена не к точке O1 (On−1), а
к произвольной точке тела OO1 (On−1On).

1.3 Волновой ветродвигатель С.Д. Стрекалова

Рассмотрим систему типа «волнового ветродвигателя С.Д. Стрекалова» [4, 5]. Система
представляет собой кривошипно-коромысловый механизм, состоящий из маховика OP ,
двух стержней PA и AB и пластины. Маховик может вращаться вокруг неподвижной
оси О, шарнир B неподвижен, а пластина прикреплена к стержню PA в точке A и со-
ставляет с этим стержнем угол β (рис. 3). Движение механизма осуществляется в го-
ризонтальной плоскости. Система находится в потоке воздуха, скорость V которого на
бесконечности постоянна и перпендикулярна прямой OB. Предположим, что воздействие
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Рис. 3: Волновой ветродвигатель С.Д. Стрекалова

потока на пластину сводится к силе Fn, приложенной в точке A и направленной перпен-
дикулярно плоскости пластины (нормальная сила). Введем следующим обозначения: s —
длина OB, d1, d2, d3 — длины стержней, r — радиус-вектор OA, ϕ1, ϕ2, ϕ3 — углы между
стержнями и положительным направлением оси Ox.

Положения равновесия системы определяются из уравнения:

Fnδr = 0 (10)

Нетрудно показать, что имеют место соотношения:

Fn = {−Fn sin (ψ + ϕ3) , Fn cos (ψ + ϕ3)}
где

ψ = ϕ2 − ϕ3 − β + π δr = {d3 sinϕ3δϕ3,−d3 cosϕ3δϕ3}
Следовательно, (10) в данном случае принимает вид:

Fnd3 cosψδϕ3 = 0 (11)

Очевидно, равенство (11) выполняется в следующих трех случаях.
а) cosψ = 0, т.е. пластина перпендикулярна стержню AB и, соответственно, сила Fn

направлена вдоль этого стержня.
б) Fn = 0. Известно, что нормальная сила, действующая на плоскую пластину, обраща-

ется в нуль только в случае, когда пластина параллельна набегающему потоку. Поэтому
данный случай отвечает ситуации ϕ2 = β.

в) δϕ3 = 0. Этот случай соответствует условиям утверждения, сформулированного
в предыдущем разделе. Поэтому sin (ϕ1 − ϕ2) = 0, ϕ1 = ϕ2 + πk, k ∈ Z. Это означает,
что «звенья» OP и PA лежат на одной прямой. При этом возможно два геометрически
разных положения:

1) ϕ1 = ϕ2 + 2πk, k ∈ Z (вектора OP и PA направлены в одну сторону, рис. 4а)
2) ϕ1 = ϕ2 + π + 2πk, k ∈ Z (вектора OP и PA противоположно направлены, рис. 4б)
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Рис. 4: Положения равновесия

Необходимо отметить, что положения равновесия, соответствующие случаю (в), суще-
ствуют при любом значении угла β и длинах стержней, допускающих вращение маховика
с совершением полных оборотов (т.е. s < d2 + d3 − d1). В то же время положения равно-
весия, отвечающие первым двум случаям, реализуются лишь в части указанной области
значений параметров.

2 Перестройки конфигурационных многообразий

Предположим, что на некоторую совокупность материальных точек P1, . . . , PN наложены
голономные стационарные связи

fi(x1, y1, z1, . . . , xN , yN , zN , l) = 0, i = 1, . . . , k, k < 3N, (12)

содержащие параметр l (xj , yj, zj — декартовы координаты радиус-вектора rj точки Pj).
При каждом значении параметра l уравнения (12) выделяют в пространстве R3N кон-

фигурационное многообразие Q(l) размерности n = 3N−k. В каждой точке N ∈ Q(l) мно-
жество виртуальных перемещений определяется как множество решений системы урав-
нений

N∑

j=1

(
∂fi
∂xj

δxj +
∂fi
∂yj

δyj +
∂fi
∂zj

δzj

)
= 0, i = 1, . . . , k. (13)

В регулярном случае ранг системы (13) равен k и виртуальные перемещения образуют
пространство размерности n. При этом можно ввести обобщенные координаты q1, . . . , qn.

Рассмотрим особенный случай, когда существует такое значение параметра l = l∗ и
такая изолированная точка M ∈ Q(l∗) , в которой ранг системы (13) равен k − 1, т.е.
найдутся коэффициенты λ1, . . . , λk−1 такие, что:

∂fk
∂xj

=
k−1∑

i=1

λi
∂fi
∂xj

,
∂fk
∂yj

=
k−1∑

i=1

λi
∂fi
∂yj

,
∂fk
∂zj

=
k−1∑

i=1

λi
∂fi
∂zj

, j = 1, . . . , N (14)

Для того, чтобы система с голономными стационарными связями обладала описанной
особенностью, необходимо и достаточно, чтобы система k+3N алгебраических уравнений
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(12,14) относительно k + 3N неизвестных (x1, y1, z1, . . . , xN , yN , zN , l, λ1, . . . , λk−1) имела
изолированное решение.

Исключив из (12) одну из связей, введем избыточные координаты q1, . . . , qn+1. Без
ограничения общности будем считать, что l∗ = 0, а в точке M имеем q1 = 0, . . . , qn+1 = 0.
Исключенная связь после перехода к координатам qk примет вид:

ϕ(q1, . . . , qn+1, l) = 0, (15)

а уравнение (13) для виртуальных перемещений:

n+1∑

i=1

∂ϕ

∂qi
δqi = 0. (16)

Несложно показать, что точка M — критическая для функции ϕ, т.е. ∂ϕ
∂q1

=

0, . . . , ∂ϕ
∂qn+1

= 0, следовательно, уравнение (16) для δqi вырождается. В случае общего

положения, при ∂ϕ
∂l

6= 0 и ‖ ∂2ϕ
∂qi∂qj

‖ 6= 0, согласно лемме Морса [4], координаты q1, . . . , qn+1

можно подобрать таким образом, что в некоторой окрестности точки M уравнение (15)
имеет канонический вид:

q2
1 + . . .+ q2

m − q2
m+1 − . . .− q2

n+1 − l = 0. (17)

Перестройка конфигурационного многообразия Q(l) в окрестности особой точки M
пространства координат q1, . . . , qn+1 при прохождении параметром критического значе-
ния l = 0 топологически представляет собой перестройку Морса [6]. Перестройка кон-
фигурационного многообразия в случае n = 1 описана в [1,2]. Будем называть систему,
соответствующую значению параметра l = 0, критической, а близкие к ней по значению
параметра - околокритическими.

В зависимости от индекса m и знака параметра l множество Q(l), определяемое урав-
нением (17), имеет различный топологический тип. При m = n + 1 (m = 0) конфигу-
рационное многообразие критической системы представляет собой одну особую точку,
околокритических систем — либо n-мерную сферу при l > 0 (l < 0), либо пустое множе-
ство — при l < 0 (l > 0). При 0 < m < n+1 конфигурационное многообразие критической
системы является n-мерным конусом (при n = 1 — две пересекающиеся прямые), около-
критических систем - различными типами n-мерных гиперболоидов индекса m. Множе-
ство Q(l) в случае n = 1 — локально несвязное (в окрестности точки M) как при l > 0,
так и при l < 0, в случае n = 2 — локально связное либо при l > 0, либо при l < 0, в
случае n > 2 и 1 < m < n — локально связное как при l > 0, так и при l < 0.

Очевидно, что движение критической системы при 0 < m < n+1 обладает следующей
особенностью. Если в качестве начального состояния системы выбрать состояние покоя
в критической точке M , то дальнейшее движение системы, вообще говоря, однозначно
неопределимо.

3 Положения равновесия

Предположим, что система находится в поле действия потенциальных сил. Вопрос о том,
является ли особое положение критической системы положением равновесия, в связи с
неопределенностью движения не имеет однозначного ответа, и выходом из ситуации мо-
жет стать некоторое общепринятое соглашение. Частичный ответ на этот вопрос дает
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исследование возмущенных — околокритических — систем на наличие и характер поло-
жений равновесия.

Для консервативных околокритических систем с потенциальной энергией вида Π(q) =
Π(q1, . . . , qn+1) =

∑n+1
i=1 aiqi +O(‖q‖2) при ‖q‖ → 0, верно следующее: пусть A = a2

1 + . . .+
a2
m − a2

m+1 − . . .− a2
n+1 6= 0, тогда:

а) В случае Al > 0 в окрестности особой точки система имеет два симметричных
положения равновесия q = ±q∗, где:





q∗i = ai

√
l

A+ o(1)
, i = 1, . . . , m

q∗j = −aj
√

l

A+ o(1)
, j = m+ 1, . . . , n+ 1

(18)

стягивающихся к особой точке при l → 0;

б) В случае Al < 0 в окрестности особой точки положения равновесия отсутствуют.

Из (18) следует, что либо при l > 0, либо при l < 0 у околокритических систем
существуют два положения равновесия, сливающихся и исчезающих при прохождении
параметром критического значения l = 0. Характер устойчивости положений равновесия
q = ±q∗ и, соответственно, их бифуркация (назовем ее типичной) в зависимости от
индекса m и знака величины A могут быть следующими. В случае, когда положения
равновесия принадлежат разным ветвям локально несвязного множества Q(l) — одно из
них устойчивое, второе — неустойчивое, когда же они принадлежат локально связному
множеству Q(l) — они оба являются неустойчивыми.

При A = 0 возможна нетипичная бифуркация положений равновесия, зависящая
от характера вырождения потенциальной энергии в особой точке (см., например, [3]).
Рассмотрим одну из них для систем с одной степенью свободы (n = 1).

Пусть ξ, η — вектора, направленные вдоль независимых виртуальных перемещений
критической системы в особой точке (рис. 5). В случае, если выполнены соотношения





∂Π

∂ξ
(M) 6= 0

∂Π

∂η
(M) = 0;

∂2Π

∂η2
(M) > 0

,

то в окрестности особой точки потенциальная энергия монотонно возрастает (убывает) по
одному из направлений перемещений критической системы и имеет локальный минимум
по другому направлению (рис.1).

При l = 0 особая точка не является положением равновесия, т.к. система скорее всего
выйдет из состояния покоя (в случае ∂Π

∂ξ
(M) < 0 — по направлению ξ, в случае ∂Π

∂ξ
(M) > 0

— по направлению −ξ). При этом система допускает колебания около особой точки по на-
правлению η. Как при l < 0, так и при l > 0 условный экстремум функции Π существует
на одной из ветвей множества Q(l) и отсутствует на другой. Т.о., при прохождении пара-
метром критического значения положение равновесия обязательно сохраняется (в отли-
чие от типичной бифуркации) на одной из сопряженных траекторий. Пример механизма,
обладающего описанной бифуркацией положений равновесия, приведен в [3].
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Рис. 5: Нетипичная бифуркация

4 Реакции связей околокритических систем

В каждой точке Pi системы равнодействующую реакций связей Ri можно представить в
виде суммы двух составляющих Ri = R′

i + R′′
i , где R′

i — реакции в отсутствии активных
сил. R′′

i является линейной комбинацией активных сил, и, следовательно, ограниченной
величиной.

Обозначим f ′
k = fk −

∑k−1
i=1 λifi, γ(t) ∈ Q(l) — траектория системы, Kn — нормальная

кривизна по направлению γ̇(t). В некоторой окрестности особой точки имеют место соот-
ношения: ‖Ri‖ = Ci1Kn‖γ̇‖2 +Ci2 +O(

√
|l|) при l → 0, i = 1, . . . , N , где Ci1 = Ci1(q) ≤ C1,

Ci2 = Ci2(q) ≤ C2, при этом если
∂f ′k
∂ri

6= 0, то 0 < C3 ≤ Ci1(q), где C1,C2,C3 — константы,
не зависящие от координат и параметра l.

В случае, если
∂f ′k
∂ri

6= 0, величина реакции Ri линейно зависит от нормальной кривизны
конфигурационного многообразия Q(l) вдоль траектории системы, и квадратично — от
обобщенной скорости. В случае γ̇ = const в окрестности особой точки либо Kn = 0,
либо Kn ∼ 1√

|l|
при l → 0. Подпространство направлений γ̇, нормальная кривизна вдоль

которых Kn = 0, определяется из уравнения γ̇2
1 + . . . + γ̇2

m − γ̇2
m+1 − . . . − γ̇2

n+1 = 0. Его
размерность меньше на единицу размерности множества виртуальных перемещений (n−
1). Если γ̇ = const и Kn 6= 0, то реакции связей неограниченно возрастают при l → 0 как
минимум в одной из точек Pi системы.

Особенности связей вызывают существенное перераспределение скоростей между
точками системы, что влечет за собой неограниченное возрастание реакций связей. В
связи с этим может быть затруднена реализация определенных режимов работы около-
критических механизмов, например, стационарного режима кривошипного механизма
с одной степенью свободы, при котором угловая скорость вращения кривошипа постоянна.

Существование особых положений является типичным свойством многих систем с го-
лономными стационарными связями, зависящими от параметров. В частности, им обла-
дают все представители четырехзвенных плоских кривошипных механизмов. Теоретиче-
ски возможно существование систем, обладающих вырождениями связей более глубокого
типа, и их исследование может представлять особый интерес по мере возникновения со-
ответствующих примеров.
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Abstracts

Empirical asymptotically optimal policies
Bulinskaya E.B., Professor,

Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,
e-mail: ebulinsk@yandex.ru

The aim of the paper is to establish the optimal control of applied stochastic models under
incomplete information. To this end we propose a three-step algorithm for construction
of so-called empirical asymptotically optimal policies. For illustration we treat an input-
output model arising in various domains of applied probability such as insurance, inventory
and queueing theory.

Prime numbers and independence
Vinogradov O.P., Professor,

Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,
e-mail: ovinogradov@mail.ru

For discrete probability spaces the paper poses the question of existence or nonexistence
of (nontrivial) independent events. For finite probability spaces in a number of cases the
answer is positive if certain integer parameter is a prime number or composite number.

Analysis of recursive random sequence indexes through continuous
time processes

Goldaeva A.A., Assistant,
Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,

e-mail: gold_ann@list.ru

The paper proposes a new approach in which we consider the stochastic difference
sequences like the sequences of observations (in deterministic or random moments of
time) of continuous time process which satisfies the stochastic differential equation. The
main results are explicit formula for the index of the tail and the upper bound of the
extremal index.

Limit theorems for stationary distributons of two-type maximal
branching processes

Lebedev A.V., Associate Professor,
Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,

e-mail: alebedev@mech.math.msu.su
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We consider the maximal branching processes with two types of particles, previously
introduced by the author. Limit theorems for stationary distributions of such processes
are proved.

Multitype maximal branching processes with extreme value copulas
Lebedev A.V., Associate Professor,

Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,
e-mail: alebedev@mech.math.msu.su

We consider the maximal branching processes with several types of particles in the case
when the offspring numbers multivariate distributions have extreme value copulas. The
ergodic theorem, monotonicity property and limit theorem for stationary distributions
in the power tails case are proved. Particular attention is paid to multivariate Fréchet
distributions.

Phases in time evolution of multi-dimensional interacting diffusions
with synchronization

Manita A.D., Associate Professor,
Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,

e-mail: manita@mech.math.msu.su

We consider multi-dimensional Markov processes x(t), t ≥ 0, describing dynamics of N

stochastic particles with combined interaction of the «mean field+synchronization» type.
We find time scales t = t(N), N → ∞, on which the particle system x(t) exhibits different
behavior.

Partial Steiner systems and random hypergraphs
Shabanov D.A., Assistant,

Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,
e-mail: gold-amber@yandex.ru

The work deals with a well-known problem in extremal combinatorics concerning partial
Steiner systems. By using random hypergraphs we obtain new upper bounds for the
minimum possible number of edges of a partial Steiner system with high chromatic
number.

Symmetric branching walks with heavy tails
Yarovaya E.B., Associate Professor,

Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,
e-mail: yarovaya@mech.math.msu.su

162



Abstracts

We consider a continuous-time symmetric branching random walk on Z
d, where the

particles are born and die at a single lattice point. The underlying random walk is assumed
to be symmetric. Moreover, corresponding transition rates of the random walk have heavy
tails. As a result, the condition of the finite variance of jumps is not valid, and random
walk may be transient even on low-dimensional lattices, that is, for d = 1, 2. Conditions
of transience for a random walk on Z

d and limit theorems for the numbers of particles
both at an arbitrary point of the lattice and on the entire lattice are obtained.

Can the stabilizer be eight-dimensional?
Beloshapka V.K., Professor,

Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,
e-mail: vkb@srogino.ru

The main result is full description of the automorphisms Lie algebra of the real
hypersurfaces Γ(r) = {v = ur(|z|2)} in C

2. The dimension of such Lie algebras can
be equal 2, 3, 4 and 5. The dimension of the stabilizer can be equal 2, 3 and 5. Some
general conjecture was discussed.

Modules of smoothness of positive orders of functions
from space Lp, 1 ≤ p ≤ ∞

Potapov M.K., Professor,
Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,

e-mail: mkpotapov@mail.ru
Simonov B.V., Associate Professor,

Volgograd State Technical University,
e-mail: simonov-b2002@yandex.ru

This paper systematizes basic properties of modules of smoothness of positive orders of
functions from space Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. The proof of all statements is based on equivalence
of the modules of smoothness to its constructive characteristic.

On the maximal topology of convergence
in partially ordered space
Fedorov V.M., Associate Professor,

Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,
e-mail: vferdorov@rambler.ru

In this paper we study the maximum topology in a partially ordered spaces defined the
ordered, relatively uniform and order-bounded convergence. These topologies are affine. It
is proof that the condition of stellar regularity the corresponding topology convergence in
the maximum topology is equivalent stellar convergence. It is provided sufficient conditions
under which these topologies are linear. We also give description of topologies with via
inductive limit.
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Motion of the rigid body consisting of two disks
Itskovich M.O., Student,

Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,
e-mail: m1shok7@mail.ru

Kuleshov A.S., Associate Professor,
Faculty of Mathematics and Mechanics, MSU,

e-mail: kuleshov@mech.math.msu.su, akule@pisem.net

We present a kinematic analysis of motion of the rigid body consisting of two identical
discs whose symmetry planes are at right angle. The no-slip constraints of this body are
integrable, hence the system is essentially holonomic. In this paper we present analytic
expressions for the trajectories of the ground contact points of the system. Equilibria of
the body on the plane are found and their stability conditions are obtained.

On features of equilibriums of critical systems
Samsonov V.A., Professor,

Institute of Mechanics, MSU,
e-mail: samson@imec.msu.ru

Selutski Yu.D., Associate Professor,
Institute of Mechanics, MSU,
e-mail: seliutski@imec.msu.ru

Mikhalev A.A., PhD, e-mail: alexey_mih@inbox.ru

Kinematical chains are considered, for which the set of virtual displacements of one
or several points is empty. It is shown that such mechanisms have «dead» equilibrium
positions not depending upon the direction of force applied to one of these points.
Mechanisms with singularity of different types are analyzed, where the surgery of the
configurational manifold occurs at a certain (critical) value of parameter of constraints.
It is shown that this surgery is topologically described with Morse surgery.
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